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1. fejezet - A biostatisztika
matematikal alapjai

1. 1. Bevezetd gondolatok, ajanlasok és
kovetelmények

A modul célja a kdzépfokt matematikai ismeretek 0sszefoglaldsa és tovabbfejlesztése. A kozvetlen cél annak
biztositasa, hogy a biostatisztikai és epidemioldgiai tanulmanyok biztos matematikai alapokra
tamaszkodhassanak.

Az anyag eredetileg egy eLearning keretrendszerben (Moodle) késziilt. A forrasok egy részét valtozatlan
formaban és szerkezetben integraltuk ebbe a leirasba; viszont sok utalds és hivatkozds megmaradt az eredeti
anyagbol - ilyen példaul az, hogy az olvaso/tanuld legtobb esetben Onellenérzd teszt kitdltésével zarhatna le a
fejezetet és 1éphetne a kovetkezo részre. Ezen elemek valtozatlan formaban vald kozlése utalas az elektronikus
tananyagra, valamint annak jelzése, hogy az eLearning keretrendszerekben sokkal tagabb lehetdségek allnak az
oktatok és a tanulok rendelkezésére, mind a tananyag részletezésére, mind az elsajatitas ellendrzésére.

A bevezetd fejezetekben hivatkozasok talalhatok mas, a vilaghalon elérheté forrasokra. Az allandé valtozasok
miatt féleg a Kempelen Farkas Digitalis Tankonyvtar, valamint a Magyar Elektronikus Konyvtar irasaira kell
hivatkozunk, de béven talalunk hasznos forrasokat mas oldalakon is.

Masik sajatossdga a munkdnak a matematikai modellalkotds szerepének erdsitése. Ebben az iranyban csak
ovatos lépéseket tettiink, varva a szakmai kozosség reakcigjat a leirtakra. Véleményiink szerint a gyakran
emlegetett és elvart gyakorlati életben felhasznalhaté matematikai tudas elérését lehene ebbe az iranyba haladva
erdsiteni. Igazolhatja ezeket a gondolatokat a matematika oktatdsaban bekovetkezd valtozasok, amelyeket
nyomon kovethetiink a vilag szadmos orszagaban (példaul a vilaghalon).

A kovetkezd rész betekintést nyUjt a matematikai modellakotas alapjaiba. Ezutan a matematika biostatisztikai
szempontbol leglényegesebb fejezetei keriilnek sszefoglaldsra. A tananyag-modul végén ismét visszatériink a
matematikai modellalkotashoz.

oo T oo oo oo o

2. 2. A matematikai modellalkotas

A matematikai modellezés fogalmat ebben a jegyzetben nem célunk szabatosan, definicio szintjén vizsgalni. Erre
a tudomanyos kutatisnak, a szitkebb szakmanak kell vallalkoznia, - amely egészen filozofiai mélységekig
boncolhatja, elemezheti a fizikai, kémiai, bioldgiai, stb. témakori matematikai modellek kozos és eltérd
vondsait. Szandékunk a modellezés gyakorlati megkézelitése. A matematikai modellek mélyebb, szakmaibb
megismeréséhez a fejezet vegén talalhato irodalomjegyzék nyujthat kiindulopontot.

2.1. 2.1. Bevezetés

Matematikai feladatokat megoldani sok esetben nem konnyti feladat. Sokan foglalkoztak azzal, hogy milyen
modon célszerii egy problémat megkdzeliteni, hogyan kell egy feladat megoldasanak lépéseit kidolgozni. Polya
Gyorgy (George Polya, 1887-1987, magyar szarmazasti matematikus, akit a heurisztikus problémamegoldas
atyjanak tekintenek; eziranyu (magyarul is megjelent) fobb mivei: A gondolkodas iskolaja (How to solve it,
1945); A problémamegoldas iskolaja.) ajanlasa szerint egy feladat megoldasat tudatosan szakaszokra kell
bontani, és ezeken beliil érdemes konkrétabb kérdéseket vizsgalni:

1. Megértés szakasza. Mit keresiink? Mi van megadva? Milyen kikotések vannak? Szétvalaszthatok a
kikotések? Kielégithetdk-e a kikotések? Készitsiink abrat. Mit mivel jeloljiink? ...

2. Tervkészités szakasza. Nem ismeriink hasonl6 feladatot, hozza kapcsolodé megoldasi modszert? Bontsuk
részekre a problémat. Van olyan tétel, képlet vagy Osszefiiggés, ami hasznalhato a kérdéskorben? At lehet
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fogalmazni a feladatot? Lehet egyszeriisiteni, redukalni a feladatot? Milyen szamitasi részlépések
sziikségesek a megodashoz? Minden megadott adatot felhasznaltunk? Minden kiko6tés figyelembe lett véve?
Alakitsunk ki megoldasi tervet, jeldljiink ki kiilonallé részeket, amelyeket egymas utan meg akarunk oldani.

. Végrehajtasi szakasz. Hajtsuk végre a kiilonallo részek megoldasat. Ellendrizziik a Iépéseket a terv
végrehajtasa soran. ...

. Vizsgalati szakasz. Hogyan tudnank ellenérizni az eredményt, a bizonyitast? Le lehet mas modon is vezetni
az eredményt? Alkalmazhato lenne mas probléma esetén is a megoldott feladat? ...

Jellemzdje ennek a szemléletmodnak a ,,letisztult” matematikai feladatok vizsgalata, a ,.tiszta” matematikai
problémakhoz kapcsolédd kérdések kezelése. Gyakorlatibb problémak esetén viszont nem minden esetben
talalkozunk letisztult, precizen megadott kihivasokkal. A ,nem letisztult” kérdések esetén nekiink kell
donteniink arrdl is, hogy milyen paramétereket kell figyelembe venniink, és melyeket lehet elhanyagolnunk.
Egyszert példakat sorolhatunk egy tervezési feladattol kezdve, kiilonbozé mérésekig, egészen a mai kor sok
miszaki problémakoréig:

* Adjuk meg a Pizai ferde torony magassagat; anélkiil, hogy felmennénk a toronyba - miiemlékvédelmi okok
miatt zarva.

» Adjuk meg egy fa magassagat; anélkiil, hogy felmasznank ra.

* Mérjiik meg egy folyd, vagy egy csatorna szélességét; anélkiil, hogy atkelnénk rajta.

* Adjuk meg, hogy mennyi csempére van sziikségiink egy szoba padlojanak burkolasahoz.
* Szamitsuk ki a Fold tomegét.

* Becsiiljiik meg a Nap felszini hdmérsékletét.

* Szamitsuk ki egy emberben 1év6 vér mennyiségét.

» Szamitsuk ki, hogy mennyi ideig tart egy mithold palyara allitasa.

* Becsiiljiik meg egy haztartasi/hasznalati eszkoz élettartamat.

* Adjunk iddjarasi elorejelzést a kovetkezd napra.

* Becsiiljiik meg Magyarorszag lakosainak szamat a kovetkez6 évre.

» Elemezziik jarvanyok terjedését. Becsiiljik meg, hogy mennyi oltéanyagra lenne sziikség a jarvany
megakadalyozasara. Készitslink gazdasagossagi szamitasokat, hatasvizsgalatot.

* Vizsgaljuk meg, hogy milyen hatasa lenne 0,25 %-os jegybanki alapkamat emelésnek a magyar
gazdasagban.

o sth. ...

Ezeknek a feladatoknak a megoldasa, vizsgalata matematikai modellek kidolgozasat igénylik. (A
tovabbiakban a matematikai modelleket tekintsiik tigy, mint a Polya-féle heurisztikus megkozelités egyfajta
bévitését, altalanositasat, amely célja a gyakrorlatibb, ,,nem letisztult” problémak megoldasanak segitése.) A
megoldas technikaja talan a ,,szoveges feladatoknak™ nevezett problémak megoldasahoz all legkdzelebb.
Ennek szemléltetésére tekintsiik a kovetkezd egyszerii példat (A példa célja annak a bemutatasa, hogy a
matematikai modellalkotas nem ismeretlen szamunkra, hiszen talalkozhattunk mar hasonld feladatokkal a
kiilonbozé oktatasi szinteken, de valészinii, hogy nem matematikai modellalkotasnak nevezték az ilyen
tipustu feladatok megoldasat. A példa szemléltetd célu, annak bioldgiai tartalmat ne értékeljiik!):

+ Feladat: Tegyiik fel, hogy egy apa életkora most éppen négyszerese a fianak. Ot év mulva az apa mar csak
haromszor annyi id6és lesz, mint a fia. Adjuk meg a két ember életkorat. Megoldas: Jeldlje x az apa
¢letkorat; y a fiaét. A feladatban megfogalmazott feltételek egyenletrendszerbe irhatok: x = 4y; x + 5 = 3(y
+ 5) Az egyenletrendszer megoldasa pedig: x =40 és y = 10. Tehat az apa 40 éves, a fia pedig 10 éves.
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A fenti feladat tehat egy matematikai modellre ad példat. A megoldas soran az életkorok biologiai
problémajat egy matematikai problémava (elséfoku kétismeretlenes egyenletrendszer) alakitottuk at. A
matematikai probléma megoldasa soran nem kellett {igyelniink arra, hogy mely valtozé mit jelent - tisztan az
egyenletrendszer megoldasara kellett figyelmiinket 6sszpontositanunk. Az egyenletek megoldasait a feladat
végén értelmezziik, a bioldgiai szint keresett életkor adataival azonositjuk; megadva az apa és a fia életkorat.
A legnehezebb 1épések a matematikai problémava alakitas, és az eredmények értelemzése szokott lenni
szamunkra. A , letisztult” feladatok megoldasaban altalaban nagyobb gyakorlatunk van.

Hasonlé modon oldhatunk meg fizikai, bioldgiai, szocialis, stb. témakorhdz kapcsolddo feladatokat; elészor
egy matematikai modellt kidolgozva, majd azt megoldva és értelmezve.

Tovabbi célunk, hogy attekintsiik a matematikai modellakotas 1épéseit €s egyszertibb feladatokat tiizziink ki a
lépések begyakorlasara. Feltételezziik, hogy az olvasé ismeri a kdzépszintli matematika érettségi tananyagat.

2.2. 2.2. A matematikai modellalkotas lépései

A matematikai modellezés soran altalaban egy valos, a vilagban megfigyelhetd, mérhetd problémabol,
problémarészletbdl kell kiindulnunk. Ezt elsé 1épésben egy ekvivalens matematikai problémava alakitjuk.
Ezutan megoldjuk a matematikai problémat. A megoldast értelmezziik az eredeti probléma kdrében. Az utolsd
1épésben modunk nyilik a megoldas érvényességének vizsgalatara is.

1. Formalizdlas szakasza. Ebben a Iépésben elemezziik a problémat, matematikai leirast alakitunk ki a
feladathoz. Itt valasztjuk ki azt a matematikai eszkdzrendszert, amellyel késébb dolgozni fogunk (egyes
feladatok, problémak megoldasanal tobb modell is kialakithato - eltéré matematikai eszkdzok vethetdk be a
cél elérésére). Ez a 1épés feltételezi a probléma alapos megértését, a feltételek felismerését és rogzitését.
Ebben a szakaszban a modell megkoveteli a probléma tudomanyteriiletének (fizika, matematika, kémia,
bioldgia, stb.) megfeleld szintli ismeretét. Ebben a 1épésben dontiink arr6l, hogy mely faktorokat tekintiink
lényegesnek, és melyeket elhanyagolhatonak. A lényeges faktorok kivalasztasa igen fontos mozzanat, hiszen
a bevont faktorok szamanak ndvelése igen bonyolulta teheti a modellt, kérdésessé teszi annak érdemi
vizsgalhatosagat. A matematikai leirds sok esetben egy egyenletet, egy egyenletrendszert jelent.

2. Problémamegoldas matematikai szakasza. A ,tiszta” matematikai probléma megoldasa. Lényegében itt a
legszorsabb a kapcsolat a korabban vazolt problémamegoldasi folyamattal.

3. Ertelmezés szakasza. Ebben a szakaszban megvizsgaljuk a probléma matematikai megoldasa soran nyert
eredményeket az eredeti, valdos probléma nézdpontjabol. Ennek sziikségessége az, hogy a matematikai
probléma megolddsa még nem adja meg az eredeti kérdésre a valaszt. Nekiink kell értelmezniink a megoldast
az adott tudomanyteriilet tekintetében.

4. Ervényesités szakasza. Ebben a szakaszban a megoldas helyességét vizsgaljuk, a megoldas érvényességi
korét hatarozzuk meg. Az egyszerlibb problémak esetén ez a 1épés elhanyagolhatd, redukalhatd; a
bonyolultabb esetekben viszont kulcsfontossaga van ennek a szakasznak a modell lezarasa tekintetében. Nem
fogadhatunk el olyan megoldast, amely ellentétes a valos vilagban tapasztaltakkal. Abban az esetben, amikor
valds eredményekkel ellentétes eredményt szolgaltat a modell, vissza kell 1épniink a formalizalas szakaszaba,
meg kell vizsgalnunk a bevont faktorokat, esetleg ujakat kell bevonnunk a modellbe. Ebben a szakaszban
jelentkezik az a kérdés is, hogy elfogadhatd-e a modelliink hatékonysagi, pontossagi szempontokbol is. A
modellt ,miikodtetve” értékeket nyerhetiink az altalunk ismert tartomanyokbol. Igy a jelenség leirasara két
értéksorunk adodik: az egyik a valos értékek sora, a masik a modell altal szolgaltatott értéksor. A valds és a
modellbeli értékek kiilonbsége a modell pontosagara jellemzé mutatd. Kétféle dontésiink lehet a kiillonbséget
vizsgalva. Donthetlink ugy, hogy elfogadjuk a kidolgozott modell eltérését a valos értékektdl; de donthetiink
ugy is, hogy az eltérést nem fogadjuk el. Az el6bbi esetben befejezhetjiik a probléma vizsgalatat, az utdbbi
esetben viszont altalaban vissza kell térniink az elsd szakaszhoz, hogy atalakitsuk a leirast a pontossag
fokozasa céljabol.

A modellalkotas 1épéseit dsszefoglalva az 1. abra szemlélteti.

1.1. abra - 1. abra - A modellalkotas lépései
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Lathatjuk, hogy a matematikai modellalkotas és a ,tiszta” feladatmegoldas igen sok ponton atfedi egymast, sok
hasonlosaggal bir; ugyanakkor érezhetd az is, hogy a modellalkotds egy sokrétiibb, nehezebb probléma-
megoldast jelent. Taldn elmondhato az, hogy az utolsé 1épés (Ervényesités szakasza) az, amely lényegesen eltér
a hagyomanyos feladatmegoldas 1épéseit6l. A matematikai modellalkotasnak vannak eldnyei €s hatranyai is.
Elényként sorolhatjuk fel azt, hogy a matematikai modellek kidolgozédsa és alkalmazasa soran betekintést
nyerhetiink a vilag miikodésébe, olyan problémakat vizsgalhatunk meg, amelyek kiillonb6z6 okok miatt (a
vizsgalt objektum megsemmisiilne, nincs kozvetlen lehetéségilink a mérésre, koltségek, stb.) nem engedik meg a
tényleges kisérletek elvégzését. A matematikusok és a kapcsolddo szakteriiletek képviseldi kdzosen, tudasukat
megosztva alkotjak meg altalaban a bonyolultabb modelleket. Ugyanakkor azt is tudomasul kell venniink, hogy
a modellalkotds egy olyan eszkdz, amelynek korlatai vannak, nem alkalmazhaté minden esetben. Példaul a
bevont paraméterek szamat ndvelve egy modell igen bonyolultta valhat, olyan szamitasokat kdvetelve, amelyket
mai eszkdzeinkkel nem tudunk elvégezni. Minden modell egyedi, kialakitasuk sok esetben koveteli meg az
emberi leleményességet, a Iényeges elemek kiemelésének képességét, a bonyolult problémak egyszerre torténd
teljes attekintését ...

,.Nincs kiralyi ut” ...

2.3. 2.3. Feladatok - atgondolasra

A rovid 6sszefoglald utan kdvetkezzenek olyan feladatok, amelyek megoldasat a fenti 1épéseket kovetve kellene
kialakitania az olvasoénak. Modellt kellene kidolgozni, amely megfeleld szinten ragadja meg és irja le a kitlizott
feladatot. Az els6 feladatok latszdlag egyszerliek és nem igényelnék a bonyolultabbnak tiind modellalkotasi
lépések alkalmazasat. A késobbi feldatok viszont mar egy kicsit nehezebb problémat ragadnak meg. Ezekben az
esetekben keriil el6térbe az, hogy a ,.tiszta” problémamegoldast boviteniink kell egy-egy gyakorlati probléma
eredményes megoldasa érdekében.

1. Uzemanyagfogyasztas problémaja. Egy 432 kilométeres titon egy auté 48 liter {izemanyagot fogyasztott.
Mennyi lizemanyagra van sziikség egy 180 kilométeres ut megtételéhez? Milyen kiilsé koriilményeket kell
rogziteni a minél helyesebb megoldas elérése érdekében?

2. Kamatszamitasi feladat. Egy csaldd 60.000 forintot bankba tesz 8%-0s kamatozassal. Egy 80.000 forintos
hazimozi rendszert akarnak vésarolni. Arra dontenek, hogy addig varnak, amig a kamatok elérik a
mozirendszer arat, és gy vasaroljak azt meg. Valtozatlan koriilmények kozott mennyit kell varniuk? Milyen
kiils6 kortilményeket kell rogziteni a minél helyesebb megoldas elérése érdekében?

3. Motorcsonak a folyon. Egy motorcsonak egy folyon felfelé haladva két varos kozotti utat 6 ora alatt tette
meg. Lefelé ugyanez az ut 5 oraba telik. A folyd sebessége 2 km/h. Hatarozzuk meg a motorcsénak
sebességét allo vizben. Milyen kiils6 koriilményeket kell rogziteni a minél helyesebb megoldas elérése
érdekében?
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4. Csempézési feladat. Egy 6 méter hosszl, 5 méter széles és 3 méter magas szoba padlojat le akarjuk fedni
négyzet alaku, 30 centiméter oldalhosszu csempékkel. Hany csempét kell vasarolnunk? Milyen kiilsé
koriilményeket kell figyelembe venniink a minél pontosabb megoldas elérése érdekében?

5. Nemek aranya. 2000-ben az Egyesiilt Nemzetek 191 tagorszaga alairt egy nyilatkozatot, amelyben az
orszagok 2015-re tiiztek ki kiilonb6z6 teriileteken elérendé célokat (ezredfordulds célok - millennium
development goals). Az egyik cél a nemek egyenl6ségének elérése, aminek egyik indikéatora a fiu/ledny arany
az oktatasban. Indidban ez az ardnyszam a kdvetkezéképpen alakult (A. tablazat):

1.1. tablazat - Iskolaba (alap-, kozép-, felsofok) beiratkozott lanyok/nék aranya, India

Ev Beiratkozott lanyok/nék aranya (%)
1991-92 41,9
1992-93 42,6
1993-94 42,7
1994-95 42,9
1995-96 43,1
1996-97 43,2
1997-98 43,5
1998-99 43,5
1999-2000 43,6
2000-01 43,7
2001-02 44,1

Az adatokra tdmaszkodva adjunk matematikai modellt a beiratkozasi aranyszamra. Becsiiljiik meg a modell
alapjan az 50 %-os arany elérésének évét.

6. Halak szama egy toban. Egy halgazdasagban a téli lehaldszasra készitenek tervet. Ehhez sziikséges a
gazdasag tavaban 1év6 halak mennyiségének ismerete. Milyen modon lehetne minél pontosabban
megbecsiilni ezt az értéket?

7. Kockadobas két kockaval. Két 6rséget allo kozépkori varvédd kockajatékot jatszik. Két kockaval dobnak
felvaltva - szabalyos hat oldalu dobdkocka, 1-6 pontozasssal -, €s a kockakon 1év6 pontérték dsszegére adnak
tippeket. Egy helyes tipp két garast ér, a helytelen két garas veszteség. Milyen stratégiat kell kovetni annak,
aki nyerni akar? Adhato nyerési stratégia?

8. Kamatszamitas Gjra. Egy termék ara 1800 egység. A vasarlonak 600 egysége van a vasarlasra. Az eladd
felajanlja, hogy két honapra hitelez 1200 egységet, havi 610 egységért. A vasarlo kdlcsont is vehet fel egy
bankbol, évi 10 %-0s kamatra. Melyik modozatot érdemes valasztania a vasarlonak? Milyen esetben
egyenlok a kolesonzési feltételek?

9. Torony magassaga. Hatarozzuk meg egy torony, vagy egy nagyobb haz magassagat. Feltétel: nem tudunk
felmenni a toronyba, hogy kdzvetleniil megmérjiik a magassagot, példaul egy kotéllel.

10. Ingamozgas. Készitslink matematikai modellt egy inga mozgasanak leirdsara. Mitél fiigg az inga
periodusideje?
11. Takarmanykeverés. Egy mezdgazdasagi telepen legalabb 800 kg specialis takarmanykeveréket

hasznalnak fel naponta. A specialis Osszetételli takarmany kukorica és szodjabab keveréke a kovetkezd
Osszetételben (B. tablazat):

1.2. tablazat - Takarmanykeverési feladat adatai

Anyag Protein-tartalom / kg Rost-tartalom / kg Ar/kg
Kukorica 0,09 0,02 10 egység
Szojabab 0,60 0,06 20 egység




A biostatisztika matematikai alapjai

A takarmany el6irt dsszetétele: 30 % protein, legalabb 5 % rost. Hatarozzuk meg a megadott feltételeknek
eleget tevd, de minimalis aru keverék dsszetételét!

12. Populacié létszdma. A vildg orszagaiban a népesedés tobbféle problémaval néz szembe. Egyes
populaciok létszama csokken, masoké novekszik. A korosszetétel is igen valtozatos képet mutat.
Magyarorszag vonatkozasaban készitesliink modellt a népesség 1étszamanak elére-becslésére.

13. Gyartési probléma 1. Egy vallalat P1, P2, P3 tipust termékeket gyart. Ezekhez az R1 (330 db), R2 (455
db) , R3 (140 db) anyagokat hasznalja. Az R1, R2, R3 alapanyagok kiilonb6z6 mennyiségben szerepelnek az
egyes termékekben. P1-ben sorban 3, 4, 0; R1, R2; R3-bol. P2-ben sorban 7, 9, 3; R1, R2, R3-bdl. P3-ban
sorban 5, 12, 7; R1, R2, R3-bol. A vallalatnak két megrendeldje van F1 és F2. Az F1 cég megrendelése:
P1=10, P2=15, P3=6; F2 cégé: P1=10, P2=20, P3=0. Készitsiink modellt, melyben megvizsgaljuk a
megrendelések teljesithetdségét.

14, Gyogyszergyartas. Egy gyogyszergyar M1 és M2 termékeket gyart. A rendelkezésre allo alapanyagok
lehet6vé teszik, hogy M1-bdl 20.000 iiveggel, M2-bdl 40.000 iiveggel gyartsanak, de csak 45.000 tiveg all a
csomagolashoz rendelkezésre. Az M1 termékbdl 3 ora alatt képesek eldallitani 1000 tiveggel, M2-b6l 1 o6ra
sziikséges 1000 iiveg eldallitdsahoz. A gyartasra Osszesen 66 ora all rendelkezésre. Az M1-en a gyartonak 8
egység haszna van, az M2 terméken 7 egység haszon. Feltéve, hogy nincs probléma a termékek eladasaval,
mindkett6t maradéktalanul el tudjak adni; készitsiink modellt a profit maximalizalasara!

15. Tengerviz probléma. Egy tartaly 1.000 liter sos vizet tartalmaz, amelyben literenként 250g s6 van. A
tartalyba 25 liter/perc sebességgel olyan sos viz 6mlik, amelynek sotartalma 200g literenként. A tartalybol
szintén 25 liter/perc sebességgel folyik ki a keverék. Készitsiink olyan matematikai modellt, amelynek
segitségével meg tudjuk barmely iddpontban adni a tartalyban 1év6 s6 6sszmennyiségét.

Vilasszon egy On szdmara egyszeriibbnek és egy bonyolultabbnak tiind problémat. Készitsen megoldasi tervet
az 1. abra alapjan. Nem kell megoldania a problémat, csak utaljon arra a matematikai eszkdzrendszerre, amelyet
alkalmazni kivan a megoldas érdekében. Minden esetben jeldlje és fejtse ki a bemutatott modellépitési
szakaszokat: 1. Formalizalas szakasza, 2. Problémamegoldas matematikai szakasza, 3. Ertelmezés szakasza, 4.
Ervényesités szakasza. (A megoldasi terveket az eLearning keretrendszerben megadott hataridére toltse fel.
Lehet6ségiik van csoportos feladatmegoldasra, amit a keretrendszerben készithetnek elé (forum, workshop,
wiki, sth.) - ebben az esetben egyeztessenek az oktatoval.)

Sorvezetdként két feladatra egy-egy vazlatot is mellékeliink, amelyben néhany utmutaté gondolatot osztunk meg
az olvasoval:

4. Csempézési feladat.

1. Formalizalas szakasza. A feladat egyszerlinek tiinik, hiszen meg kell hatdroznunk a szoba méretét, majd azt,
hogy hany sor/oszlop csempe sziikséges. Azonban nem tudjuk egész csempékkel lefedni a szobat, darabolni
kell a csempéket. Donteniink kell arr6l, hogy egy-egy csempét hany darabra vagva hasznalunk fel. Kiilon
megoldas az, amikor egy csempét megfelelé darabra vagva, a maradékot tovabb mar nem hasznaljuk, és egy
masik, amikor még a maradékokat is felhasznaljuk ...

2. Problémamegoldas matematikai szakasza. Megfelel6 egyenlet felirasa.
3. Ertelmezés szakasza. Az egyenlet megoldasaként értelmes értéket kapunk? Ténylegesen ennyi sziikséges?

4. Ervényesités szakasza. Elfogadjuk az eredményt, vagy felmeriillhet benniink a kérdés, hogy a csempézd
szakemberiink minden darab csempét el tud vagni a megfelel6 helyen, vagy szamolnuk kell esetleg olyan
darabokkal is, amelyek rosszul viselik a torést/vagast. Tapasztalt szakember kevesebb selejttel dolgozik?
Mekkora selejtarannyal szamoljunk? Masik meggondoland6 feltétel lehet a vasarlaskor felmeriild feltétel,
hogy csak egész doboznyi csempét tudunk vasarolni ...

Végiil is hany darab csempe sziikséges - nem is olyan egyszerii a becslést megadni.
5. Nemek ardnya feladat.

1. Formalizalas szakasza. A megadadott adatsort tobbféle modon is feldolgozhatjuk. Az egyik mdd, hogy az
egyes évek novekedését szamitjuk ki. A novekedések atlaga mar jo becslésiink lesz a valtozasra.
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2. Problémamegoldas matematikai szakasza. Linearis egyenlet pamarmétereinek becslése. El6re szamitas.
3. Ertelmezés szakasza. A szamitott eredmény értelmezése, a tényleges évszam kiszamitésa.

4. Ervényesités szakasza. Az eredmény vizsgalata. Elfogadhat6? Amennyiben igen akkor lezarhaté a feladat.
Amennyiben nem, ugy tovabbi meggondolasokkal finomithatjuk a becslést, korrekcids tényezd beiktatasaval.

e cinisie s

2.4. 2.4. Osszegzés és tovabbi forrasok

Ebben a részben attekintést kaptunk a matematikai modellalkotas 1épéseir6l. Az els6 rész leirta azokat a
1épéseket, amelyek elvezetnek egy probléma ilyen irany megoldasahoz. A tovabbi modul-részek a matematika
részteriileteit sorra véve ismétlik at a kdzépiskolai matematikai tananyag részeit, bovitve azokat olyan szintre,
hogy erésebb matematikai modelleket tudjunk épiteni. A részteriiltek (és azok kés6bbiekben hasznalt betiijelei)
sorra a kovetkezok:

* (H) Halmazok.

* (K) Kombinatorika.

* (E) Eseményalgebra.

¢ (M) Matrixok és determinansok.
* (S) Szamsorozatok és szamsorok.
» (F) Fuggvények.

* (D) Differencialszamitas.

e (I) Integralszamitas.

* (V) Valoszinliségszamitas.

A matematikai modellek kialakitdsa és mikddtetése sok tapasztalatot, tlirelmet és kitartast igényel. Errdl
olvashatunk Pokoradi Laszl6 irasaban, amely pontos meghatdrozasat igyekszik adni a matematikai modellnek,
csoportositja a kiilonb6z6 modelleket, ravilagit a modellezés és a szimulacié szoros kapcsolatara.

Pokoradi Laszl6: A matematikai modell. Szolnoki Tudomanyos Kozlemények XI. Szolnok, 2007.

mindez bévebben: Pokoradi Laszl6: Rendszerek és folyamatok modellezése. MEK; Campus Kiadd, Debrecen,
2008.

Ezen elvek gyakorlati bemutatasara alljon itt két egymassal szoros kapcsolatban allo iras, amelyek betekintést
nyUjtanak a modellalkotas folyamataba.

Az elsé Marx Gyorgy fizikus irasa: Kockazat (Fizikai Szemle 1990/5. 129.0.), amely a sugarterhelés kockazatat
elemzi.

Ehhez kapcsolodik Lennart Samuelsson cikke: Radon a lakasban (Fizikai Szemle 1990/5. 138.0.), amely kicsit
mas, gyakorlatibb megkozelitését adja a témanak.

3. 3. Jelolések, tablazatok, formulak, fogalomtarak és
szotarak
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http://www.szolnok.mtesz.hu/sztk/kulonszamok/2007/cikkek_pdf/Pokoradi_Laszlo.pdf
http://mek.oszk.hu/07100/07177/index.phtml
http://www.kfki.hu/fszemle/archivum/fsz9005/mgy9005.html
http://www.kfki.hu/fszemle/archivum/fsz9005/ls9005.html
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Az interneten tobb olyan lexikon talalhatd, amely matematikai fogalmakat, ismereteket gyiijt Ossze.
Amennyiben ismeretlen kifejezésekkel, tételekkel talalkozik, elsé 1épésben érdemes ezen forrasok kozott
kutakodni.

1. Gorog abécé

2. Mathematical Formulas abd Math Tables

3. Mathematical Formula Tables

4. Magyarul elérhet6 egy Oxford - Matematika kislexikon, amelynek f6szerkesztdje Toth Janos (Typotex Kft.,
2007)

5. Nem tekinthet6 még jelenleg (2011) teljesnek, de emlitést kell tenniink a magyar Wikipédia szabad
enciklopédiarél, amelynek Matematikai modulja folyamatosan fejlédik, béviil.

6. Az angol Wikipédia és annak Matematika modulja még t6bb szocikket tartalmaz.
7. Az egyik legteljesebb, halado szinti angol oldal az Eric Weisstein altal szerkesztett Wolfram Mathworld.

8. Michiel Hazewinkel a szerkeszt6je annak a Springer Kiad6 altal tamogatott oldalnak - Encyclopaedia of
Mathematics -, amely szintén matematikai szocikkeket gytijt.

9. Altalanosabb szécikk-keresé (amely tobb lexikont fog egybe) az OnelLook portal, ahol matematikai
fogalmakat is kereshetiink.

10. Angol-Magyar és Magyar-Angol szotarak:
* Magyar Elektronikus Konyvtar

» Sztaki - ez tobb nyelvii

Szegedi Egyetem

Google-fordito
11. Es végiil egy matematikatorténeti gytijtemények, amelyek sok érdekes dolgot rejt magéban:

» MacTutor History of Mathematics

0 S S S S S

4. 4. Halmazelmélet (H)

A matematika alapjaira vonatkozo kutatasok megmutattak, hogy a halmazok és a halmazok kozotti kapcsolatok
a legtobb matematikai részteriilet felépitésében alapvetd fontossagu elemek. A halmazelmélet pontosan rogziti a
halmaz fogalmat, targyalja a halmazok kodzotti viszonyokat és az alapvetd miiveleteket. Ezzel a konstrukcidval
(vigyadzva a halmazelméleti antindmiak - ellentmondasok elkeriilésére) a matematika tobb részteriileteinek
egységes kiindulopontjahoz juthatunk. Ebben a részmodulban célunk a halmazelmélet ilyen iranyu alapjainak
atismétlése és bovitése. A részmodul eredményes elvégzésével a halmazelmélet alapfogalmaival, a kapcsolodo
miiveletekkel és tulajdonsagaival, a halmazok szdmossagéaval kell tisztaba keriilnie az olvasonak.

A részmodul feldolgozasanak ajanlott 1épései:

1. Olvassa el a HI. Halmazelméleti alapfogalmak részt. Itt az alapvetd halmazelméleti fogalmak tomor
Osszefoglaldsat talalja

2. Tekintse at a H1. Gyakorl6 feladatok megoldassal részt. Itt feladatokat talal, amelyek megoldasa adott.
Hasonl6 feladatokra szamithat az ellendrzo teszt esetén is.
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http://hu.wikipedia.org/wiki/G%C3%B6r%C3%B6g_%C3%A1b%C3%A9c%C3%A9
http://math.about.com/od/formulas/Math_Formulas_Math_Tables.htm
http://www.maths.manchester.ac.uk/~cds/internal/tables/tables.html
http://www.tankonyvtar.hu/konyvek/oxford-typotex/oxford-typotex-081030-43
http://hu.wikipedia.org/wiki/Kezd%C5%91lap
http://hu.wikipedia.org/wiki/Port%C3%A1l:Matematika
http://en.wikipedia.org/wiki/Main_Page
http://en.wikipedia.org/wiki/Portal:Mathematics
http://mathworld.wolfram.com/
http://eom.springer.de/
http://eom.springer.de/
http://www.onelook.com/
http://mek.niif.hu/00000/00076/html/index.htm
http://szotar.sztaki.hu/index.hu.jhtml
http://www.cab.u-szeged.hu/cgi-bin/szotar
http://translate.google.hu/#en%7Chu%7C
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/
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3. Moodle: Kérjen le a rendszerbdl egy onellendrzd tesztet - HI. Onellendrzd teszt (tobb feladatbol vélogat a
rendszer, a valaszokat cseréli!). Oldja meg a feladatokat. Amennyiben eredményesen valaszolt a
tesztkérdésekre (80% felett), akkor 1épjen tovabb a H2. Miiveletek halmazokkal részre. Amennyiben nem éri
el a megadott szazalé¢kos eredményt, Ggy térjen vissza a halmazelméleti alapfogalmak ismétléséhez és a
gyakorlo feladatok atnézéséhez, majd probalja ujra az dnellenérzd tesztet. Az dnellendrzo tesztek megoldasai
nem szamitanak bele a végso értékelésbe, azok a felkésziilést szolgaljak, a tanulmanyok eredményességének
mérbdeszkdzei.

4, Amikor eredményesen teljesitette a HI1. Onellendérzoé tesztet, a kovetkezé lépésben olvassa el a H2.
Miveletek halmazokkal részt. Ez a leiras a halmazmiiveletekkel kapcsolatos ismeretek tomor dsszefoglalésa.

5. A H2. részben lehetdség van egy demonstracidos program kiprobaldsara. A programot Palincsar Zoltan
készitette. Toltse le a programot. Inditsa el €s gyakorolja a halmazmiiveleteket. A programhoz egy jatékrész
is tartozik, amely szintén a miiveletek és tulajdonsagaik elsajatitasat gyakoroltatja. A program hasznalata
nem része a szamonkérésnek.

6. A gyakorlas utan tekintse a4t a H2. Gyakorl6 feladatok megoldassal részt.

7. Ellendrizze tuddsat. Amennyiben eredményesen teljesitette a kérdéssort, 1épjen tovabb, ha nem, 1épjen vissza
az elméleti részhez.

8. Dolgozza fel a H3. Halmazok szamossaga részt az el6z6ekhez hasonlé modon.

9. Dolgozza fel a H4. Néhany halmazelmélethez kacsolodo tovabbi fogalom és eljaras részt az el6zéekhez
hasonlé modon.

10. Moodle: Amennyiben ugy érzi, hogy megfeleld szinten elsajatitotta a részmodul ismereteit, ugy 1épjen
tovabb a H - Ellendrzé teszt megoldasara. Figyeljen! Az Ellen6rz6 teszt megolddsa mar a modul
értékelésének része! A modul eredményes elvégzéséhez sikeresen kell teljesitenie a H - Ellendrzd teszt részt!

11. Az Ellendrzé teszt sikeres teljesitése utan lépjen a kdvetkezd részmodulra. Ahogy a modul bevezetd
ismertet6jében mar szerepelt, és tobbszor is ismétlésre keriil ezutan is: ha nehézségei tdimadnak a részmodul
egyes elemeivel, akkor hasznalja a Hirforumot, elektronikus levélben keresse meg a modul oktatojat!

12. Ezenkiviil bévebb, a modulban szerepld tomor Osszefoglalonal 1ényegesen hosszabb leirast talal a
kovetkez6 forrasokban:

+ Fodor Janos: Biomatematika 1. Bevezetés. Halmazok. Szent Istvan Egyetem Allatorvos-tudoméanyi Kar,
Biomatematikai és Szamitastechnikai Tanszék.Budapest, 2007

» Lajké Karoly: Analizis I. Debreceni Egyetem, Matematikai és Informatikai Intézet, 2002

* Dancs Istvan, Magyarkuti Gyula, Medvegyev Péter, Puskéas Csaba, Tallos Péter: Bevezetés a matematikai
analizisbe. MEK

* Karsai Janos: Matematika gyogyszerészhallgatok szamara. Szent-Gyorgyi Albert Orvostudomanyi
Egyetem, Orvosi Informatikai Intézet, Szeged, 1996

Ezek a forrasok kisegithetik a részmodul ismereteinek feldolgozasaban és elsajatitasaban, valamint sok
esetben bévebb ismeretalapot is szolgaltatnak.

4.1. 4.1. Halmazelméleti alapfogalmak (H1)

H1.1. A hétkdznapokban sok esetben talalkozunk €161ények, targyak, fogalmak 0sszességével, vagy kiillonb6zo
csoportositasaval. Ezek az 0sszességek a matematika absztrakt szintjén halmazelmélet néven jelennek meg. A
mindennapi alkalmazasok altaldban valamilyen ko6z0s tulajdonsagon alapuld elkiilonitést hasznalnak. A
matematika is hasonldé megkozelitést alkalmaz. A kovetkezOkben a halmazelmélet alapfogalmait fogalaljuk
Ossze.

A halmaz fogalma olyan alapfogalom, amely meghatarozott objektumok egyértelmi elkiilonitésekor 1étrejévé
csoportokat jelol.



http://www.univet.hu/users/jfodor/biomat/biomat01_p.pdf
http://www.math.klte.hu/~lajko/jegyzet/an1.pdf
http://mek.oszk.hu/00800/00855
http://mek.oszk.hu/00800/00855
http://www.mathmodel.szote.u-szeged.hu/user/karsai/math/courses/matematika-jegyzet.htm
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H1.2. Akkor tekintiink egy halmazt adottnak, ha barmely dologrél meg tudjuk mondani, hogy része-e az adott
halmaznak, vagy sem. A halmazokat altaldban latin nagybetiikkel (A;B;C; . . . ) jeldljik. A halmazt alkotd
objektumokat latin kisbetitkkel szokas jelolni (a; b; ¢; . .. ). Azt, ha e &)y a-val jel6lt dolog beletartozik egy A

halmazba Uga & 4 ndjuk, hogy az a adott dolog eleme a halmaznak: . Azt, hogy az a dolog nem eleme az A
halmaznak, jeloli.

H1.3. Két halmaz akkor egyenld, ha ugyanazok az elemeik: & =E Azt, hogy két halmaz nem egyenld, & # B
jeloli.

H1.4. Egy halmaz elemeit tobbféleképpen adhatjuk meg:

H1.5. 1. Felsorolas: kapcsos zardjelben felsoroljuk a halmaz elemeit: A = {a; b; c}. Egyes esetekben a

felsorolas végtelen sok elemet is jelolhet: A = {a; b; c; : : :}. Ekkor altalaban szoébeli kiegészités teszi
egyértelmiivé a halmaz megadasat.

H1.5. 1.Példa - Felsorolassal megadott halmazok.

U=(1,2,34 56 7.8 9 10; 11, 12; 13, 14; 15, 16; 17, 18; 19, 20; 21; 22; 23; 24; 25; 26; 27)
1eT,2eT,.. 28T

A =124, 6 8 10, 12; 14; 16, 18, 20; 22; 24, 26}

led, 2eh 3eh,

B=1{56 512,15, 18, 21, 24, 2}

1eB, 2B, 3B

C = {5, 10; 15; 20, 25}

H1.6. 2. Halmazalkoto6 tulajdonsag megadasa: kettGsponntal, vagy fiiggbleges vonallal elvalasztva szerepel a

halmazalkoto tulajdonsag leirasa a kapcsos-zarojeles jelolésen beliil: A={a: mlajdonsig} ={a| wlajdonsag)

H1.6. 1.Példa - Halmazalkoto tulajdonsaggal megadott halmazok.
U= {u]|lés27 kozotti természetes szamok }

A= {a]l és27 kozotti paros természetes szamok }
B={b|1és27kozotti 3-mal oszthatd természetes szamok }

C={c|1és27kozotti 5-tel oszthatd természetes szamok }

H1.7. Szamhalmazok. A matematikaban sok esetben szdmhalmazokkal dolgozunk. Az alapvetd, és
kozépiskolai szinten targyalt szamhalmazok a kovetkezOk: Az egyes halmazok leirdsaban szerepel a \ jel
(halmazok kiilonbsége), amelynek definialasa a H2.17. pontban talalhat6. Itt a szamhalmazok felsorolasanak
teljesebbé tétele miatt hasznaljuk a miiveleti jelet.

1. Természetes szamok halmaza: N= {1’ Z3,.. }

10
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2. Egész szamok halmaza: = = 7372510123, )

3. Negativ egész szamok halmaza: Z=Z/N={..~2-1

4. Pozitiv egész szamok halmaza: Z'=Z/L ={0123..}

Q= {5 labe z}
5. Racionalis szamok halmaza: b

-

— NET

6. Irracionalis szamok halmaza: {b } - az a/b alakban nem felirhaté szamok halmaza
7. Valés szamok halmaza: ®= Q@

A teljesebb Osszefoglalasért szerepeljen itt a komplex szamok értelmezése is:

8. Komplex szamok halmaza: {a tlabeRi \"_}

H1.8. Intervallumok. Sok esetben sziikséges a szamhalmazok egyes részeit is megkiilonboztetniink. Ez
altalaban intervallumok definialasaval lehetséges (jeloljon X egy tetszéleges rogzitett szamhalmazt):

H1.9. Egy [a; b]-vel jelolt halmaz zart intervallum, ha [® b]1= {x € X|a == = b}

H1.9. 1. Példa - zart intervallum.

[59]={zeN>=x=29 ... .,4¢[5%,5e[5%9],...9 ¢ [59%.10 ¢ [5 9]...

H1.10. Egy (a; b)-vel (vagy Ja; b[-vel) jelélt halmaz nyilt intervallum, ha @ b} ={x € X[a<x <b}

H1.10. 1.Példa - nyilt intervallum.

(3 %={xeMNi<z<d) . 4e[595e (59655, ..8e[59],5¢([55].10¢([55] ..

H1.11. Egy [a; b)-vel (vagy [a; b[-vel) jelolt halmaz balrél zart, jobbrél nyilt intervallum, ha
[ b)={z € X|a = x=b}

H1.11. 1.Példa - balrol zart, jobbrol nyilt intervallum.

S0 =(zxeM5==r<9) . ;4e[59:5e[596e[55],..8e[59:%e[59:10¢[59)...

H1.12. Egy (a; b]-vel (vagy Ja; b]-vel) jelolt halmaz balrél nyilt, jobbrol zart intervallum, ha
(a:b]l={z € X|a<z = b}

11
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H1.12. 1.Példa - balrol nyilt, jobbrdl zart intervallum.

G9={xeMN5<x=9 . 4e[5952[596c[59...8c[508]9e[5910e([59] ...

H1.13. Ures halmaznak nevezziik azt a halmazt, amely egy elemet sem tartalmaz: <.

H1.14. Rogzitett alaphalmaz - Univerzum. Egyes problémakorokben érdemes bevezetni az U univerzalis
halmazt (univerzumot). Ez a halmaz a feladattal kapcsolatos dsszes lehetséges objektumok Osszessége.

H1.15. Amennyiben egy A halmaz minden eleme egyben eleme a B halmaznak is, akkorazt mondjuk, hogy az A

halmaz részhalmaza a B halmaznak, amit # < B -vel jelliink. Amennyiben B-nek van olyan eleme, amely A-
nak nem eleme (& # B), akkor azt mondjuk, hogy A valédi része B-nek: & < B A relacié tagadasa: & « B

H1.15. 1.Példa - tartalmazasi relacio, részhalmaz.

A= {a]|1és27 kozotti paros természetes szamok }; & % 01 = A {12 3} @ &

A H1.7. pontban szereplé szamhalmazok k6zotti tartalmazasi relaciok:

Hl.lG.NCZCQCR - C

FCcEMNCc B CcE QcR

Tulajdonsagok, megjegyzések:

(A, B, C tetszdleges halmazok)

H1.17.1. & S 4 (reflexivitas). Minden halmaz része Snmagénak.

H1.18.2. Ha # S B &sugyanakkor B = & akkor & =B (antiszimmetria).
H1.19.3.Ha & S B ¢s B ST akkor & S © (tranzitivitas).

H1.20. 4. Tetsz6leges A halmaz esetén BcohA vagyis az iires halmaz része barmely halmaznak.

H1.21. Az 1. és 4. pont alapjan egy tetsz6leges A halmaz trivilis részhalmazai maga az A halmaz és a *© iires
halmaz. A minden més részhalmaza A nem trivialis részhalmaza.

H1.22. Az A halmaz P(A) hatvanyhalmaza az A részhalmazainak halmaza.

H1.22. 1.Példa - Hatvanhalmaz.

D={1;2;3}; P(D) = {*; {1}; {2}; {3}; {1; 2}; {1; 3}; {2; 3}; {1, 2; 3}; }

12
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H1.23. Nem akarmilyen Osszességet tekinthetiink halmaznak. Példaul, ha az Osszes halmaz &sszességét
halmaznak tekintjiik, ellentmondashoz jutunk. Az ilyen eseteket halmazelméleti antinomianak nevezik. A
probléma megoldasara a matematikusok egy halmazoknal altalanosabb fogalmat, az osztaly fogalmat vezetik be.
Igy az 6sszes halmazok Gsszességét nem halmaznak, hanem osztalynak tekintjiik.

(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)

(Onellenérzd teszt)

4.2. 4.2. Miiveletek halmazokkal (H2)

H2.1. Venn-diagram. A halmazmiiveletek jelolésére sok esetben alkalmazhatok a Venn-diagrammok.A jelolés
sikidomokat hasznal egy-egy halmaz abrazolasara. A halmazmiiveletek a sikidomok egymashoz viszonyitott
helyzete alapjan abrazolhatok. Hangsulyoznunk kell, hogy a Venn-diagrammok hasznalata, az altaluk
szemléltetett 0sszefiiggések nem helyettesitik a matematikai bizonyitasokat.

H2.1. 1.Példa - Venn-diagram.

H2.1. 1. 4bra - Részhalmaz relacié (& < B) abrazoldsa Venn-diagrammal.

1.2. abra - H2.1. 1. abra - Venn-diagram

H2.1. 2.Példa - Venn-diagram:

H2.1. 2.4bra - Rdgzitett U alaphalmaz és # = B halmaz abrazolasa Venn-diagrammal.

1.3. abra - H2.1. 2.abra - Venn-diagram
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H2.2. Unié - Egyesités. Az A és B halmazok egyesitése (4 w B ={x|x € Awvagyxz € B}jelolt halmaz,
amelynek elemei vagy A-nak, vagy B-nek elemei (H2.2. dbra):

1.4. abra - H2.2. abra - Halmazok unidja.

J -

H2.2. 1.Példa - Halmazok egyesitése.
A={2;4;6;8;10; 12; 14; 16; 18; 20; 22; 24; 26} = { & = M |1 &s 27 kdz6tti paros természetes szamok }
B ={3;6;9;12; 15; 18; 21; 24; 27} = { beM | 1 és 27 kozotti 3-mal oszthatd természetes szamok }

AVB ={fxeMN |]& 27 kozotti paros, vagy 3-mal oszthato természetes szamok } = {2; 3; 4; 6; 8; 9; 10;
12; 14; 15; 16; 18; 20; 21; 22; 24, 26; 27}

Néhany tulajdonsag (A, B, C tetszéleges halmazok).
H2.3.1. AVE=EBUA (komutativitas)

H2.4. 2. (AVBJLUC=ALBLC) (asszociativitas)
H2.5.3. AW A =4 (idempotencia).

H2.6. 4. A halmazok egyesitésének miivelete altalanosithat6 kettonél tobb tagra, az eredményhalmaz fliggetlen a
tagok zarojelezésétol és a tagok sorrendjétol.

H2.7.5 & v @ =4

H2.8.6. & v U=U (U alaphalmaz, univerzum).

H2.9. Metszet - Kozos rész. Az A és B halmazok kozds része (metszete,szorzata) az
A B={z|x elisx £ B}

A B={z|x elisx £ B}

-vel jelolt halmaz, amelynek elemei A-nak is és B-nek is elemei (H2.3. abra):

1.5. abra - H2.3. abra - Halmazok metszete.
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H2.9. 1.Példa - Halmazok kozos része.
A={2;4;6;8;10;12; 14; 16; 18; 20; 22; 24; 26} ={ & € M |1 &s 27 kdz6tti paros természetes szamok }
B ={3;6;9; 12; 15; 18; 21; 24; 27} = { b el | 1 és 27 kozotti 3-mal oszthatd természetes szamok }

A B ={xeM |]&27kozotti paros és 3-mal oszthatd természetes szamok } = {6; 12; 18; 24}

Néhany tulajdonsag (A, B, C tetsz6leges halmazok):

H2.10. 1. & m B=B mn A (komutativitas)

H2.11.2. &M Bl n C=8 0 (B 0 Q) (a5gz0ciativitas)

H2.12.3. & m A=4 (idempotencia)

H2.13.4 &Y B N Q=AU B) N (A Y C) (isaributivitas 1)
H2.14.5 & N B W O =4 N B) v (AN C) Gisaributivitas 11.)

H2.15.6. & & A M B)=4A (abszorpci6 - elnyelés 1.)

H2.16. 7. & 7 &2 BI= 4 (abszorpci6 - elnyelés I1.)
H2.17. 8. A halmazok metszetének miivelete altalanosithato kettonél tobb tagra.
H2.18.9. & m @ =&

H2.19. 10. & ~ U= A (U alaphalmaz, univerzum).

H2.20. Ha az A és B halmazoknak nincs kozds része, vagyis # < B =@ | akkor azt mondjuk, hogy az A és B
halmazok diszjunktak.

H2.21. Kiilonbség. Az A és B halmazok kiilonbsége az A\B -vel (vagy A — B) jel6lt halmaz, amely A azon
elemeinek halmaza, amelyek nincsenek B-ben (4. abra):

ARB=2A-B={x|z e Aesxz ¢ B}

1.6. abra - H2.4. abra - Halmazok kiilonbsége.
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|

H2.21. 1.Példa - Halmazok kiilonbsége.
A={2;4;6;8;10;12; 14; 16; 18; 20; 22; 24; 26} = { & € M |1 &s 27 kdz6tti paros természetes szamok }
B ={3;6;9; 12; 15; 18; 21; 24; 27} = { b el | 1 és 27 kozotti 3-mal oszthatd természetes szamok }

AB ={ % € M |1 és 27 kdzétti paros és 3-mal nem oszthat6 természetes szamok } = {2; 4; 8; 10; 14; 16; 20;
22; 26}

Néhany tulajdonsag (A, B tetszdleges halmazok).

L2 1 AB=AVA N B)=(4 U BB

H2.23. Komplementer. Az A halmaz U univerzumra vonatkoz6 komplementere azon U-beli elemek halmaza,
amelyek nincsenek A-ban (H2.5. 4bra).

Jelt’)lése:Kz{X|X e Tésx g AY=TT"1 4

1.7. abra - H2.5. abra - Komplementer halmaz.

H2.23. 1.Példa - Komplementer halmaz.

U={1;2;3;4;5;6;7;8;9; 10; 11; 12; 13; 14, 15; 16; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 23; 24; 25; 26; 27}= {u| 1 és 27
kozotti természetes szamok }

A={2;4;6;8;10; 12; 14; 16; 18; 20; 22; 24; 26}= { a | 1 és 27 kozotti paros természetes szamok }

A =U\A={1;3;5,7,9; 11; 13; 15; 17; 19; 21; 23; 25; 27}
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Néhany tulajdonsag (A, B tetszdleges halmazok, U az univerzum).

H2.24. 1. AUA=T

H2.25. 2. ANA =0

H2.26.3. A=4

H2.27.4. A0B =4 n B (de-Morgan I.)
H2.28.5. & " BE=4 w B (de-Morgan I1.)
H2.29.6. U=&

H2.30.7. @=T

H2.31. Szimmetrikus differencia. Két halmaz szimmetrikus differenciajat a kovetkezoképp definialjuk (H2.6.
ibra). 42B = (A1B) U BW)

1.8. abra - H2.6. abra - Szimmetrikus differencia.

H2.31. 1.Példa - Szimmetrikus differencia.
A={2;4;6;8;10; 12; 14; 16; 18; 20; 22; 24; 26} = { & = M |1 &s 27 kdz6tti paros természetes szamok }
B ={83;6;9;12; 15; 18; 21, 24; 27} = {}-'| € M |1 és27 kozotti 3-mal oszthatd természetes szamok }

AsB = {2;3;4;8;9; 10; 14; 15; 16; 20; 21; 22; 26; 27}

Néhany tulajdonsag.

H2.32. 1. &2B =Bad (kommutativitas)

H2.33, 2, WaBlaC=2aBaC) es0ciativitas)
H2.34. 3. fah=1

H2.35. 4, #ad =4

H2.36. 5, #a(4aB) =B

17



A biostatisztika matematikai alapjai

(Halmazmiiveleteket bemutat6 program - let6ltés (Sulinet))
(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)

(Onellenérzd teszt)

4.3. 4.3. Halmazok szamossaga (H3)

H3.1. Egy A halmaz szamossagan a halmaz elemeinek szamat értjiik. Jelolése: |A.

Alapvetéen megkiilonboztetiink véges, megszamlahatéan végtelen, és nem megszamlalhatdan végtelen
szamossagu halmazokat.

H3.2. Véges szamossagilinak (végesnek) neveziink egy halmazt, ha pontosan meg tudjuk adni a halmazelemek

szdmat. Ez a szamossag egy természetes szam: |A[=k € N

H3.3. Megszamlalhatéan végtelen szdmossigli egy A halmaz, ha A ekvivalens a természetes szdmok M
halmazaval. Ez azt jelenti, hogy a halmaz elemei sorrendbe rendezhetdk, az elemek sorszamozhatok; és a

sorszamozas minden hataron tul folytathatd. Viszont rogziteniink kell azt, hogy két megadott elem kdzott csak
véges sok elem szerepelhet.

H3.4. Egy A halmaz kontinuum szamossagu (nem megszamlalhatéan végtelen szamossagu), amennyiben A
ekvivalens a valos szamok I halmazival. Ez azt jelenti, hogy a halmaz elemei megfeleltetehetok a
szamegyenes pontjainak, és viszont. Két megadott halmazelem kozott tetszolegesen sok mas halmazelem lehet.

Néhany tulajdonsag.

H3.5. 1. Tetsz6leges A és B véges halmazokra: |4 Bl =|A]+[B]-|A N Bl

H3.5. 1.Példa - Halmazok szamossaga.
A={2; 4,;6;8; 10; 12; 14; 16; 18; 20; 22; 24; 26} = { 1 és 27 kozotti paros természetes szamok }
B=1{3;6,9;12; 15; 18; 21; 24; 27} = { 1 és 27 k6z6tti 3-mal oszthatd természetes szamok }

|& o B|=|A|+|Bl-|Am B|=13+9-4=18

H3.6. 2. Tetszoleges A, B és C véges halmazokra:
Ao B oo Cl=|A+B[+|Cl-|An Bl -JAn Cl-Bn +AnEn

Tovabbi altalanositas lehetséges (szita formula).

H3.7. 3. Tetsz6leges A és B véges halmazokra: |AaB| = 2] + B -2lA n B

H3.8. 4. Példa - megszamlalhatéan végtelen szamossagll halmazok: a természetes szamok ™ halmaza; az egész

szamok & halmaza; a racionalis szamok Q halmaza; ...

H3.9. 5. Példa - kontinuum szamossagu halmazok: a valos szdmok B halmaza; az irraciondlis szamok @
halmaza; a komplex szamok T halmaza; a sik pontjainak halmaza; ...
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(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)

(Onellendrzé teszt)

4.4. 4.4. Néhany halmazelmélethez kapcsolodé tovabbi fogalom
és eljaras (H4)
H4.1. Rendezett elempar, halmazok Descartes-féle szorzata. Az A és B tetszéleges halmazok A x B

Descartes-féle szorzata az (a; b) (a€ ADEB) fondezett elemparok halmaza: AxB={@b)lacA&beb)

H4.1. 1.Példa - Rendezett elempr.
D={1;2;3}
E={4;5; 6}
DxE={(1;4); (1;5); (1, 6); (2; 4); (2, 5); (2; 6); (3; 4); (3; 5): (3; 6)}

Megjegyzések, tulajdonsagok.

H4.2. 1. A rendezett elempar fogalma: legyen a és b két tetsz6leges elem (példaul (a€AbeEE) ). Amennyiben
ezek koziil az egyiket els6nek, a masikat pedig masodiknak jeldljiik ki, akkor rendezett elemparol beszélhetiink:

(a; b)={{a}{ab}}.
H4.3. 2. Rendezett elemparok egyenlésége: (a ; b) = (¢ ; d) akkor és csak akkor, haa=césb=d.

H4.4. 3. Amennyibn A = B, akkor A X B = A x A helyett A% is irhato (A"2).

H4.5. 4. A rendezett elempar és a kéttényez6s Descartes-szorzat alalanosito.

H4.6. Binér relacié. Az A és B halmazok AxB Descartes-féle szorzatanak barmely részhalmaza az A és B
kozotti binér relacio.

Megjegyzések.

H4.7. 1. A rendezett elempar és a binar relacio fogalma fontos szerepet tolt be a fiiggvények értlemezése soran.
Ezenkiviil a matematika szdmos aga alkalmazza azeket a konstrukcidkat.

(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)
(Onellendrzd teszt)

(Halmazelméleti fejezet - Ellen6rzd, szamonkérd teszt)
e ve el Ve ve e s vie e
5. 5. Kombinatorika (K)
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A kombinatorika a diszkrét matematika egyik aga, véges halmazok numerikus problémaival foglalkozik. Harom
alapfejezete a permutéaciok; a kombinacidk és a variaciok témakore. Ezek a konstrukcidk sok mas teriileten
részproblémaként, a megoldas egyik mozzanataként jelentkeznek. Ilyen teriiletek: az algebra, a grafelmélet, a
valdszinliségszamitas, stb. Ebben a részmodulban célunk a kombinatorika alapjainak atismétlése és bovitése.A
részmodul eredményes elvégzésével a kombinatorika alapfogalmaival kell tisztaba keriilnie az olvasonak.

A részmodul feldolgozasanak ajanlott [épései:

1.

Olvassa el a K1-4. Kombinatorikai 6sszefoglal6 részt. Itt az alapveté fogalmak tomor dsszefoglalasat talalja.
K1. Permutaciok. K2. Kombinaciok. K3. Variaciok. K4. Binomialis egyiitthatok és dsszefiiggéseik.

. Tekintse at ezutan a K1-4. Gyakorl6 feladatok megoldassal részt. Itt feladatokat talal, amelyek megoldasa

adott. Hasonlo feladatokra szamithat az ellenOrz0 teszt esetén is.

. Az alkalmazasi példak részbe olyan esettanulméanyokat, bemutatdé anyagokat gyiijtottiink Ossze, amely a

fejezet fogalmainak, eljarasainak elmélyitését szolgaljak. A részmodul feldolgozasa nem keriil
szamonkérésre, de mindezek kitekintést nyujtanak az elsajatitott matematikai fogalma gyakorlati
alkalmazasaba.

. Ezutan kérjen le a rendszerbdl egy onellendrzd tesztet - K. Onellendrzé teszt (t6bb feladatbdl valogat a

rendszer, a valaszokat cseréli!). Oldja meg a feladatokat. Amennyiben eredményesen valaszolt a
tesztkérdésekre (80% felett), akkor Iépjen tovabb az éles tesztre. Amennyiben nem éri el a megadott
szazalékos eredményt, Uigy térjen vissza a kombinatorikai alapfogalmak ismétléséhez és a gyakorlo feladatok
atnézéséhez, majd probalja ujra az dnellendrzo tesztet. Az onellendrzd tesztek megoldasai nem szdmitanak
bele a végso értékelésbe, azok a felkésziilést szolgaljak, a tanulmanyok eredményességének mérbeszkozei.

. Amikor tehat ugy érzi, hogy megfeleld szinten elsajatitotta a részmodul ismereteit, gy 1épjen tovabb a K -

Ellen6rz6 teszt megoldasara. Figyeljen! Az Ellendrzo teszt megoldasa mar a modul értékelésének része! A
modul eredményes elvégzéséhez sikeresen kell teljesitenie a K - Ellendrzd teszt részt!

. Az Ellendrzo teszt sikeres teljesitése utan 1épjen a kovetkezd részmodulra.Ahogy a modul bevezetd

ismertet6jében mar szerepelt, és tobbszor is ismétlésre keriil ezutan is: ha nehézségei tdimadnak a részmodul
egyes clemeivel, akkor hasznalja a Hirforumot, elektronikus levélben keresse meg a modul oktatdjat
problémaival!

. Bévebb, a modulban szereplé tomor Osszefoglalonal 1ényegesen hosszabb leirast talal a kovetkezd

forrasokban:
» Wikipedia: Kombinatorika.
» Toth Laszl6: Kombinatorika. Jegyzet, PTE, 2008

Ezek a forrasok kisegithetik a részmodul ismereteinek feldolgozasaban ¢és elsajatitdsaban, valamint sok
esetben bévebb ismeretalapot is szolgaltatnak.

5.1. 5.1. Kombinatorikai 6sszefoglalé (K1-4)

K1. Permutaciok

K1.1. Ismétlés nélkiili permutacio.

egymastol kiilonbozo elem Osszes lehetséges permutacidinak szama: “»

Az n! szimb6lum olvasata: ,,n faktorialis™:

s

P =nl=Pn)

»otl=1.2.3---(n=-1)-n

K1.1. 1.Példa - ismétlés nélkiili permutacio.
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Papirlapokra irjuk fel 1-t61 4-ig a természetes szamokat. Rakjuk le ezutan sorba a lapokat. Hanyféle sorrendben
tudjuk ezt megtenni? Irjuk fel a lehetséges szamsorokat. Megoldas: Az elsé lap, amit letesziink 4 lap koziil
kertilhet ki. Ezutan a masodik lap 3 lap koziil valaszthatd, a harmadik lap a 2 maradék lapbdl keriil ki, végiil
utoljara a maradék 1 lapot rakhatjuk le.

Ez 6sszeszamolva: 4 * 3 * 2 * 1 =24 =P(n) = P(4) = n! = 4! eset.

Az esetek: (1; 2;3; 4); (1,2, 4, 3); (1,3, 2, 4); (13,4, 2); (1542 3); (1543, 2) (25133, 4); (2 1, 4 3); (23 3;
1;4);(2,3,4,1); (2,4, 1;3);(2,4,3,1) (3,152, 4); (3,1, 4, 2); (3,2, 15 4); (32,4, 1); (34,15 2); (3,45 2, 1)
(4,1;2;3);(4,1;3,2);(4,2,1;3); (4,2;3;1); (4, 3,1, 2); (4,3, 2, 1)

K1.1. 2.Példa - ismétlés nélkiili permutacio.

Egy szabalyos dobokockaval hatszor dobunk egymas utan. Hatarozzuk meg azoknak a dobassorozatoknak a
szamat, amelyekben nincs azonos pontszamu dobas.

Megoldas: A feladat megoldasa ismétlés nélkiili permutéciora vezet. A lehetséges 6 pontszamot ismétlés nélkiil
kell minden lehetséges sorrendben felirnunk. Ezt P(6) = 6! médon tehetjiik meg. Ugy is gondolkodhatunk, hogy
a lehetséges hatféle pontszamot kell sorbaraknunk. A sorrend kialakitasakor az elsé helyre még hat pontszam
koziil valaszhatunk. A masodik helyre mar egyel kevesebb, 6t pontszam marad. Tovabbgondolva, az utolsd
helyre egyetlen pontszam marad. Osszesitve: 6 * 5 * 4 * 3 * 2 * ] eset lehet. Ez éppen P(6).

K1.2. Ismétléses permutacio.

n elem kozott legyen k1; k2, ..., kI darab megegyez6. Ezen elemek egy meghatarozott sorrendjét az n elem egy

el6zotdl  kiillonbozé permutaciot. Az n  elem Osszes lehetséges ismétléses permuticidinak szama:

n _ 1l e e
Py, =gy s kLR k)

K1.2. 1.Példa - ismétléses permutacio.

Papirlapokra irjuk fel 1, 1, 2, 3 a természetes szamokat. Rakjuk le ezutan sorba a lapokat. Hanyféle sorrendben
tudjuk ezt megtenni? Irjuk fel a lehetséges szamsorokat.

| | L2 g
P, == =Pi(n; k)= a_1234 24 ,,
Megoldas: Az ismétléses permutacié (K1.2.) képletét alkalmazva kl 2l 1.2 2

eset lehetséges.

Megkiilonboztetve a két 1-es értéket (1 és 1'), a kdvetkez6 lehetséges sorrendeket kapjuk: (1; 2; 3; 1'); (1; 2; 1';
3); (1532517 (15 3, 15 2); (15175 2, 3); (15, 17535 2) (25 15,35 1), (25 15 15 3)5(2; 3, 15 17, (2535 15 1), (25 15 1
3 (25153 1) (35152, 1) (3515175 2); (352 15 17); (3525 175 1) (35105 15 2); (35175 2, 1) (175 15 25 3); (175 15 3;
2); (152,15, 3); (15, 2; 3, 1), (15,3, 1, 2); (155, 3; 2, 1)

Athuzva az azonos eseteket (1 =1//) 12 eset marad: (1; 2; 3; 1); (1; 2; 1; 3); (1; 3; 2; 1); (15 3; 1; 2); (15 1; 2; 3);
(1;1;3;2) (2;1; 3; 1); (2; 1; 15 3); (25 3; 1; 1); (ULIBILILLILY; IILEILENS); 1L (3; 1, 2; 1); (3; 1,
1, 2); (3; 2; 1; 1); RL2151L501);  (BILIULIALIZ);  3ILIU5REHY)  (ULIUEREIT);  (ULLILULISETR);
(XIL21510503); (ULI21T135L); (UIBIEIALIR); (UL131T1215111)

K1.2. 2.Példa - ismétléses permutacio.

Egy dobozba 15 goly6t tesziink. A golyok kozott 9 piros, 4 fehér és 2 z6ld van. A dobozbol sorban (visszatevés
nelkiil) kivessziik a golyokat. Hanyféle sorrend lehetséges, ha az egyszinti golyokat nem kiilonbdztetjiik meg?
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Megoldas: Ismétléses permutaci6 9, 4 és 2 megegyez6 elemmel. P(15;9;4;2) = 151/(914121) =5* 13 * 7 * 15 =
6825.

K1.3. Ciklikus permutacié. Tekintsiik n kiilonb6zé elem Osszes ismétlés nélkiili permutaciot. Ezutan ezek
kozil ne kiilonbdztessiik meg azokat a permutdcidkat, amelyek egymasbol ,.eltolassal” szarmaztathatok (az
eltolas jelentse azt, hogy az els6 elem a masodik elem helyére, a masodik elem a harmadik elem helyére, az
utolsd elem pedig az els6 elem helyére kertil). Ezt a konstrukciot ciklikus permutacionak nevezziik. Ekkor az

nl
. , . Byga =— ={n-D!=Pefn)
Osszes lehetséges sorrendek szama: n

K1.3. 1.Példa - ciklikus permutacio.

Papirlapokra irjuk fel 1, 2, 3, 4 a természetes szamokat. Rakjuk le kor alakban a szamokat. Hanyféle larakas
lehetéges, ha a koralakt lerakas korbeforgatasait nem tekintjiik kiillonbozének?

Megoldas: A ciklikus permutacié (K1:3.) képletét alkalmazva Pc(n)=n!/n=4!/4=(1*2*3*4)/4=6.
Az esetek, felsorolva a korbeforgatasokat is:

1.(1;2;3;4)->(2;3;4;1)->(3;4;1;2) > (4; 1; 2; 3)

2.(1;2;4;3)>(2;4,3,;,1)->(4,3,1,2)->(3; 1,2, 4)

3.(1;3,2,4)>(3;2,4,1)->(2;4,1;3)>(4, 1,3, 2)

4.(1;3;4,2)->(3;4;2,1)>(4,2;1;3) > (2;1; 3; 4)

5(1;4,2;3)->(4;2;3;,1)->(2;3;1;,4)->(3;1, 4,2

6.(1;4;3;2)->(4;3;2;1)->(3;2;1;4) > (2;1; 4, 3)

K2. Kombinaciok
K2.1. Ismétlés nélkiili kombinacio.

Tekintsiink n egymastol kiilonbdzd elemet. Alkossunk az n elembdl valasztva k (k =n) elemii csoportokat ugy,
hogy a k elem sorrendjére nem vagyunk tekintettel, és egy elem nem szerepelhet tobbszor a csoportban. Egy
csoportot n elem egy k-adosztilyh kombinacidjanak nevezziik. n elem 0Osszes lehetséges k-adosztalya

nl n
*m{k}%;kﬁ
kombinacidinak szama: Iin — 15!

1n
Az {k] szimbdlum (binomidlis egyiitthatd) olvasata: ,,n alatt a k”.

K2.1. 1.Példa - ismétlés nélkiili kombinacio.

Papirlapokra irjuk fel 1, 2, 3, 4 a természetes szamokat. Valasszunk véletleniil, visszatevés nélkiil ket lapot gy,
hogy a sorrendre nem vagyunk tekintettel. Hanyféle par alakithato igy ki. Irjuk fel ezeket a parokat.

Megoldas: Az ismétlés nélkiili kombinacio (K2.1.) képletét alkalmazva C(4;2) = 4!/ (21(4-2)!) =6

Amennyiben a sorrend is szamit, Uigy a lehetséges parok a kdvetkezok:
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(1;2); (1;3); (15 4);
(21); (25 3); (2, 4);
(35 1); (3;2); (35 4);
(4,1); (4,2); (4, 3)
Amennyiben a sorrend nem szamit, Gigy a
(1,2);(2; 1),
(1;,3); (3: 1);
1;4); 4 1),
(23); (3: 2);
(2;4); (4, 2);
(3;4); (4:3)

parok egyformaknak tekintheték. A parok szama 6.

K2.1. 2.Példa - ismétlés nélkiili kombinacio.

A hagyomanyos 6tos lottd sorsolasakor 90 szambol valasztanak 5 szamot. Hany szelvényt kellene kitdlteniink,
hogy biztosan kodzottiik legyen a nyertes szelvény?

Megoldas: 90 kiilonb6z6 elembdl kell 5 elemii csoportokat képezniink. Ismétlés nélkiili kombindcié: C(90; 5) =
"90 alatt az 5" = 90! / (5! 85!) = 43 949 268.

K2.2. Ismétléses kombinacio.

Tekintsiink n egymastol kiilonbdzd elemet. Alkossunk az n elembdl valasztva k (k =n) elemii csoportokat ugy,
hogy a k elem sorrendjére nem vagyunk tekintettel, és egy elem tobbszor is szerepelhet a csoportban. Egy
csoportot n elem egy k-adosztaly( ismétléses kombinacidjanak nevezziik. n elem Osszes lehetséges k-adosztalya

Clii= [n f - 1]= Ciln: 1)

ismétléses kombinacidinak szama:

K2.2. 1.Példa - ismétléses kombinacio.

Papirlapokra irjuk fel 1, 2, 3, 4 a természetes szdmokat. Valasszunk véletleniil, visszatevéssel két lapot ugy,
hogy a sorrendre nem vagyunk tekintettel. Hanyféle par alakithato igy ki. Irjuk fel ezeket a parokat.

Megoldas: Az ismétléses kombinacioé (K2.2.) képletét alkalmazva: Ci(4;2) =5!/ (2! 3!)=...=10.

A lehetséges parok a kovetkezok: (1;2); (1; 3); (15 4); (2; 3); (2;4); (3; 4); (15 15 ); (2; 2;); (35 3); (45 4).

K2.2. 2.Példa - ismétléses kombinacio.

Négy szabalyos dobokockat dobunk fel. Hanyféle dobassorozat alakulhat ki, ha a kockakat nem kiilonboztetjiik
meg?
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Megoldas: A lehetséges hatféle dobasértékbdl negyedosztalyt ismétléses kombinaciokat kell képezniink. Ci(6;4)
=..=126.

K3. Variaciok
K3.1. Ismétlés nélkiili variacio.

Tekintsiink n egymastol kiilonbdzé elemet. Alkossunk az n elembél valasztva k (k=n) elemii csoportokat ugy,
hogy a k elem sorrendjére tekintettel vagyunk, és egy elem nem szerepelhet tobbszor a csoportban. Egy

,,,,,,,,,,,

i nl

T -

=n-(n-1) - {(n-kt+1)=Vin, k)

I

szama:

K3.1. 1.Példa - ismétlés nélkiili variacio.

Papirlapokra irjuk fel 1, 2, 3, 4 a természetes szamokat. Valasszunk véletlentil, visszatevés nélkiil két lapot ugy,
hogy a sorrend szamit. Hanyféle par alakithato igy ki. Irjuk fel ezeket a parokat.

Megoldas: Az ismétlés nélkiili variacio (K3.1.) képletét alkalmazva: V(4;2) = ... = 12.

A lehetséges parok a kovetkezok: (1; 2); (1; 3); (1; 4); (25 1);(2; 3); (2:4); (35 1); (35 2); (35 4); (4; 1); (45 2); (4
3).

K3.1. 2.Példa - ismétlés nélkiili variacio.
Egy versenyen 12 f6 vesz részt. Kormérkdzésket vivnak tgy, hogy egy versenyz6 kétszer mérk6zik meg
ellenfelével (,,odavagd” és ,,visszavagd”), majd kovetkezik az ujabb ellenfél. Hany mérkézést jatszanak a

versenyen?

Megoldas: A feladat 12 elembdl parok (2 elem) képzését vizsgalja gy, hogy a parok sorrnedje szamit: V(12;2)
=..=132.

Tehat 132 mérk6zést jatszanak.

K3.2. Ismétléses variacio.

Tekintsiink n egymastol kiilonbozd elemet. Alkossunk az n elembél valasztva k (k= 1) elemii csoportokat ugy,
hogy a k elem sorrendjére tekintettel vagyunk, és egy elem tobbszor szerepelhet a csoportban. Egy csoportot n

rrrrrr

..... . V= =vim; k
varidcidinak szdma: “» (n; k)

K3.2. 1.Példa - ismétléses variacio.

Papirlapokra irjuk fel 1, 2, 3, 4 a természetes szamokat. Valasszunk véletleniil, visszatevéssel két lapot ugy,
hogy a sorrend szamit. Hanyféle par alakithato igy ki. Irjuk fel ezeket a parokat.

Megoldas: Az ismétléses variacio (K3.2.) képletét alkalmazva: Vi(4;2) = 472 = 16.

A lehetséges parok a kovetkezok: (1; 2); (1; 3); (1; 4); (25 1); (2; 3); (2;:4); (3; 1); (35 2); (35 4); (4; 1); (45 2); (4
3) (1;1);(2; 2); (35 3); (4; 4).
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K3.2. 2.Példa - ismétléses variacio.

A toton 13 + 1 mérkdzésre lehet tippelni. 1 a hazai csapat, 2 a vendégesapat gy6zelmét jeloli, x a dontetlent.
Hany szelvényt kell kitdlteni, hogy a kitdltott szelvények kozott legyen olyan, amelyen az elsé 13 mérkdzés
eredményét eltalaljuk.

Megoldas: A szelvény egyes rubikaiba az 1, 2, x jeleket irjuk, Gjra felhaszndlva a jeleket. Az elemek sorrendje
szamit, igy az ismétléses variacio Osszefliggéseit kell alkalmaznunk. Tehat Vi(13;3) = 3713 = 1 594 323
totoszelvényt kell kitolteniink a 13 biztos talalathoz.

K4. Binomialis egyiitthatok és dsszefiiggéseik.
A binomialis egyiitthatok néhany tulajdonsaga:

K4.1. 1. A binomialis egylitthatok érétkei mindig természetes szamok.

a2 L5
ass Lo )
o o0

K4.5. 5. Az n-elemii halmaz 0sszes részhalmazainak szama: 0 1 2 n

1_
K4.6. 6. Kéttagt kifejezés elso hatvanya: (2 t0) =a+b

1 1
(a+t [ ] +[ ]b
Ez felirhaté binomialis egyiitthatokkal: v 1

1 2 2
K4.8. 7. Kéttagu kifejezés masodik hatvanya (négyzete): (a+b)" =a"+2ab+b

2 2 2 2 2 2
(a+hb) = a + ab + b
Ez felithat6 binomiélis egyiitthatokkal: 0 1 2

K4.12. 8. A kéttagu kifejezések hatvanyai tovabb sorolhatok, a kapcsolat a binomialis egyiitthatokkal hasonlo

(a+b)" = [n] 00 + [n] 2 4 [n] R I [ " ]an*“-%“-l + (n] Il
alakba irhato: 0 1 2 n-1 f

Az egyiitthatok rendezett felirdsdval az igynevezett Pascal haromszoghoz jutunk, amelynek igen sok érdekes
tulajdonsaga van.

(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)
(Alkalmazasi példa: Jearl Walkler: ime, a karikavarazs. Tudomany, 1987.12.)

(Onellendrzd teszt)
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(Kombinatorika fejezet - Ellen6rzd, szamonkérd teszt)

o T ot T oo oo oo

6. 6. Eseményalgebra (E)

Az eseményalgebra a valoszinliségszamitas megalapozasaban alapvetd szerepet jatszik. A modul egyik 6 célja
a Biostatisztika modul matematikai megalapozdsa - a statisztika pedig igen szoros kapcsolatban van a
valdszinliségszamitassal. Ebben a részmodulban célunk az eseményalgebra alapjainak atismétlése és bovitése. A
halmazelmélet részmodul ismeretei részben tiikr6z6dnek ebben a részben is - ennek oka a kozds forras -
mindkét matematikai részteriilet a Boole-algebrak korébe sorolhatd. A részmodul eredményes elvégzésével az
eseményalgebra alapfogalmaival kell tisztdba keriilnie az olvasénak.

A részmodul feldolgozasanak ajanlott 1épései:

1. Olvassa el a E1. és E2. részeket. Itt az alapvetd fogalmak tomor dsszefoglalasat talalja. E1. Eseményalgebrai
alapfogalmak E2. Miiveltek eseményekkel

2. Tekintse at ezutan az E1-2. Gyakorld feladatok megoldassal részt. Itt feladatokat talal, amelyek megoldasa
adott. Hasonlo feladatokra szamithat az ellenérzoé teszt esetén is.

3. Ezutdn kérjen le a rendszerbdl egy onellendrzé tesztet - E. Onellendrzd teszt (tobb feladatbol véalogat a
rendszer, a valaszokat cseréli!). Oldja meg a feladatokat. Amennyiben eredményesen valaszolt a
tesztkérdésekre (80% felett), akkor Iépjen tovabb az éles tesztre. Amennyiben nem éri el a megadott
szazalékos eredményt, Gigy térjen vissza a kombinatorikai alapfogalmak ismétléséhez és a gyakorld feladatok
atnézéséhez, majd probalja ujra az onellendrzd tesztet. Az onellendrzd tesztek megoldasai nem szdmitanak
bele a végso értékelésbe, azok a felkésziilést szolgaljak, a tanulmanyok eredményességének méréeszkozei.

4. Amikor gy érzi, hogy megfeleld szinten elsajatitotta a részmodul ismereteit, ugy 1épjen tovabb az E -
Ellen6rz6 teszt megoldasara. Figyeljen! Az Ellen6rz6 teszt megoldasa mar a modul értékelésének része! A
modul eredményes elvégzéséhez sikeresen kell teljesitenie az E - Ellen6rzd teszt részt!

5. Az Ellendrzd teszt sikeres teljesitése utan 1épjen a kovetkezd részmodulra. Ahogy a modul bevezetd
ismertetéjében mar szerepelt, és tobbszor is ismétlésre keriil ezutan is: ha nehézségei tdimadnak a részmodul
egyes elemeivel, akkor hasznalja a Hirforumot, elektronikus levélben keresse meg a modul oktatojat
problémaival!

6. Bovebb, a modulban szerepld tomor Osszefoglalonal lényegesen hosszabb leirdst talal a kovetkezd
forrasokban:

+ Dinya Elek: Biometria 3. modul. SOTE, 2010

» Fazekas Istvan: Valosziniiségszamitas. - A valosziniis€gszamitas alapfogalmai. Debreceni Egyetem, 2003

6.1. 6.1. Eseményalgebrai 6sszefoglalé (E1, E2)

E1. Eseményalgebrai alapfogalmak.

El.1. Az események algebrdja a matematikaban legszorosabban a valdsziniiségszdmitas koréhez kapcsolddik.
Az itt értelmezett fogalmak lehetdvé teszik, hogy megragadjuk és leirjuk azt a vilagot, amelyben meghatar6zo
szerep jut a véletlennek.

E1.2. Akkor, amikor a vilagban torténé dolgokat megfigyeljiik, kisérletek kimeneteleit érzékeljiik és mérjiik. A
kisérlet fogalmat itt széles korlien, altalanos értelemben hasznaljuk. Kisérletnek tekintjiilk egy méromiszerrel
torténd mérést, de kisérlet egy megfigyelési objektum tulajdonsaganak megallapitasa, megfigyelése is.

Egy masik szempontot figyelembe véve, alapvetéen kétféle - élesen igazan nem elkiilonithet6 - nagy csoportja
alakithato ki a kisérleteknek (jelenségeknek):
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E1.3. Az egyik a determinisztikus kisérletek csoportja. Ezek jellemzdje az, hogy ha a kisérlet korlilményeit
ismerjiik, akkor ismerjiik a kisérlet eredményét is. A természet- és miiszaki tudomanyok sok-sok jelesége és
kisérlete ide sorolhato.

E1.4. A masik a sztochasztikus (véletlent6l fiiggd) kisérletek csoportja. Ilyenkor a koriilményeket ismerve sem
tudjuk megmondani a kisérlet kimenetelét.

El.5. A determinisztikus és szotchasztikus kisérletek (jelenségek) kozotti hatarvonal nem éles. Sok esetben a
tudomany aktualis eredményei (az modellépitd igényei) hatarozzdk meg ezt a vonalat.

El1.6. Egy kisérlet egyes lehetséges kimeneteleit eseménycknek nevezziik. Ezekrdl feltételezziik, hogy a
kapcsolodo kisérlet elvégzése utan egyértelmiien eldonthetd, hogy bekdvetkezett-e vagy sem az adott esemény.

E1.5. 1.Példa - kisérlet és determinisztikus esemény fogalma.
Leejtiink egy fémgolyot 1 méter magasrol. Irjuk le a kisérletet.

Megoldas: A fizika Osszefliggései alapjan: ismerve a test sulyat és az indulds pillanataban a test f61dt6l mért
magassagat; meghatarozhatjuk a leérkezésig eltelt idot, a test sebességét a leérkzés pillanataban, a test mozgasi
energiajanak valtozasat, stb. Egy részletes képet alkothatunk a test mozgasarél, sok jellemzd paramétert
kiszamitva.

E1.6. 1.Példa - kisérlet és véletlen esemény fogalma.

Papirlapokra irjuk fel 1-t61 4-ig a természetes szamokat. Valasszunk tetszélegesen egy lapot. igy egy véletlent6]
fiiggd kisérletet végziink. Néhany esemény: az 1-est, 2-es, 3-ast, 4-est tartalmazoé lapot valasztjuk, paros lapot
valasztunk, paratlan lapot valasztunk, stb. A kisérlet véletlentdl fiigg, elére nem tudjuk, hogy melyik lapot
valasztjuk.

Megjegyzések.

1. Az, hogy egy kisérlet véletlentdl fiiggd, vagy altalunk ismert kimenetekkel, eseményekkel rendelkezik, sok
esetben a tudomanyos kutatas és az emberi megismerés aktualis helyzetétdl fligg. Az ujabb kutatasi eredmények
tisztazhatnak véletlentdl fiiggd jelenségeket. Sok olyan kisérlet van, amely esetén reményiink sem Ilehet
determinisztikus kép kialakitsara. Az atomi jelenségek példaul magukban hordozzék azt a jellegzetességet, hogy
egyszerre vagy az egyik, vagy a masik paramétert mérhetjilk meg pontosan - a masik megismerendd paraméter
értéke tett becsléseink az elsé paraméter egyre pontosabb mérése esetén egyre bizonytalanabba valnak.

2. A valésziniiségszamitas targya a véletlen tomegjelenségek targyaldsa, amikor a kisérletek soran bekovetkezd
események egymashoz viszonyitott ardnyait tarjuk fel. Az egyedi kisérletek soran bekovetkezd konkrét
eseményekre ekkor sem tudunk hatarozott allitasokat alkotni, a sokszor elvégzett (vagy egyszerre tomegesen
végrahajtott) kisérletekkel kapcsolatban tudunk allitasokat megfogalmazni.

E1.7. Megkiilonboztetiink elemi és Osszetett eseményeket. Elemi események azokaz események, amelyeket
nem tudunk, vagy nem akarunk tovabbi részekre bontani. Osszetett esemény az, amelyet tovabbi eseményekre
tudunk bontani.

Az események jelolésére latin nagybetiiket (A, B, C, stb.) vagy gordg kisbetiiket (o, stb.) hasznalunk.

Amikor meg kell kiilonboztetniink elemi és dsszetett eseményeket, akkor latin nagybetiikkel szokas az dsszetett
eseményeket, gorog kisbetiikkel az elemi eseményeket jelolni.
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E1.7. 1.Példa - elemi esemény, Osszetett esemény.

Papirlapokra irjuk fel 1-t6l 4-ig a természetes szamokat. Valasszunk tetszdlegesen egy lapot.
Osszetett esemény:

A esemény: paros lapot valasztunk (vagy a 2-es, vagy a 4-es lap),

B esemény: paratlan lapot valasztunk (vagy az 1-es, vagy a 3-as lap);

C esemény: 3-ndl kisebb lapot valasztunk,

D esemény: 2-nél nagyobb lapot valasztunk.

Elemi esemény:

®1: az 1-es lapot valasztjuk,
®1: 3 2-es lapot valasztjuk,
®3: 3 3-as lapot valasztjuk,

®4: 3 4-es lapot valasztunk.

E1.7. 2.Példa - elemi esemény, Osszetett esemény.
Léjiink nyillal egy koralalka céltablara. Tegyiik fel, hogy biztosan eltalaljuk a tablat.

Az elemi eseményeink legyenek a kdvetkezok:
®1: a tabla bal felsd negyedét talaljuk el,

®31. a tabla jobb felsé negyedét talaljuk el,

®3. a tabla bal alsé negyedét talaljuk el,

®4. a tabla jobb also negyedét talaljuk el.

Osszetett események:

A esemény: a tabla fels6 felét talaljuk el (CDl vagy @y ),
B esemény: a tabla also felét talaljuk el (co3 vagy 0y ),
C esemény: a tabla bal felét talaljuk el (col vagy C°3),

D esemény: a tabla jobb felét talaljuk el (0:|2 vagy 034).

E1.8. Két esemény azonos (egyenld), ha a kapcsolddo kisérlet minden lehetséges kimenetelekor vagy mindkét
esemény bekovetkezik, vagy egyik sem. Jelolés: & =B

E1.9. Akkor, ha az A esemény csak azokban az esetekben kovetkezhet be, amikor a B esemény is bekovetkezik,
akkor azt mondjuk, hogy az A esemény maga utian vonja a B eseményt. Ennek jele: & CB |
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E1.9. 1.Példa - egy esemény maga utan von egy masik eseményt.

Lgjiink nyillal egy koralalku céltablara. Tegyiik fel, hogy biztosan eltalaljuk a tablat. Legyen az @ 1 esemény az,
hogy a tabla bal felsé negyedét talaljuk el. Legyen az A eseményt az, hogy a tabla felsd felét talaljuk el. @ 1
maga utan vonja az A eseményt: ® 1 € A.

Tulajdonsagok (A, B, C tetszéleges események).
E1.10. 1. Ha A B ¢s B = A akkor £=B,

E1.11.2.Ha & cB B <C akkor & =C (tranzitivitas).

E1.12. Egy kisérlettek kapcsolatos Osszes lehetséges elem események Osszessége (halmaza) az eseménytér.
Jelolése: T, vagy &2.

E1.12. 1.Példa - eseménytér.
Léjiink nyillal egy koralalka céltablara. Tegyiik fel, hogy biztosan eltalaljuk a tablat.

Az elemi eseményeink legyenek a kovetkezok:
®1: a tabla bal felsd negyedét talaljuk el,

®1. a tabla jobb felsé negyedét talaljuk el,

®3. a tabla bal alsé negyedét talaljuk el,

®4. a tabla jobb also negyedét talaljuk el.

Q= {CDI; g, @5 034} egy eseményteret alkot

E1.13. Lehetetlen esemény , amely sohasem kdvtkezik be. Jele: ',
E1.14. Biztos esemény , amely a kisérlet végrehastasa soran mindig bekdvetkezik. Jele: I.

E1.15. Egy & eseményhez tartozé ellentett esemény az az esemény, amely akkor és csak akkor kovetkezik be,
amikor az £ esemény nem kovetkezik be. Jele: & .

E1.15. 1.Példa - ellentett esemény.
Lgjiink nyillal egy koralalku céltablara. Tegyiik fel, hogy biztosan eltalaljuk a tablat.
Legyen az £ esemény az, hogy a tabla felsd felét talaljuk el.

Legyen a B B esemény az, hogy a tébla alsé felét talaljuk el.

Ekkor & esemény ellentett eseménye a B B esemény: & =E .
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Tulajdonsagok (A tetszéleges esemény).

==

E1.16.1. A=A,

E1.17.2. @=1. A Ichetetlen esemény ellentett eseménye a biztos esemény.

E1.18.3. 1=2 A biztos esemény ellentett eseménye a lehetetlen esemény.
E2. Miiveletek eseményekkel.

Kisérletekkel kapcsolatos események kozott miiveleteket értelmez a matematika, igy a meglévd események
segitségével Gjabb eseményeket értelmezhetiink.

E2.1. Események Osszege. Az A és B események A + B 0sszegén azt az eseményt értjiik, amely pontosan akkor
kovetkezik be, ha az A vagy a B események koziil legalabb az egyik bekdvetkezik.

E2.1. 1.Példa - események Gsszege.
Léjiink nyillal egy koralalka céltablara. Tegyiik fel, hogy biztosan eltalaljuk a tablat.

Az elemi eseményeink legyenek a kdvetkezok:
®1: a tabla bal felsd negyedét talaljuk el,

®2: a tabla jobb fels6 negyedét talaljuk el,

®z: a tabla bal als6 negyedét talaljuk el,

®4. a tabla jobb alsé negyedét talaljuk el.

Osszetett események:

A esemény: @1+ %2 4 tabla felsd felébe talalunk,
B esemény: ®3 + P4 4 tabla also felébe taldlunk,
C esemény: ®1 + @5 3 tabla bal felébe talalunk,

D esemény: @2 + % 4 tabla jobb felébe talalunk.

Tulajdonsagok (&£, B, © Ay A tetsz8leges események).
E2.2.1. A+ B =B + A (kommutativitas) .
E2.3.2. A+ (B + C)=(A + B) + C (asszociativitas) .

E2.4. 3. Ertelmezhet6 ketténél tobb esemény dsszege: T akkor kovetkezik be, ha legalabb az

egyik 0sszeadand6 esemény teljesiil.
E25.4. A+A=A.

E26.5. A+1=1.
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E2.7.6. & + 29 = A |

E28.7. 4 +4A =1,

E2.9. Osszetett esemény pontositott fogalma. Egy A Osszett esemény, ha eldallithato legaldbb két, tSle
kiilonb6zé esemény Osszegként. Minden Osszett esemény elemi események Osszegére torténd felbontasa
egyértelmil (az 6sszeadandok sorrendjétol eltekintve).

E2.10. Események szorzata. Az A és B események AB szorzatan azt az eseményt értjiik, amely pontosan akkor
kovetkezik be, ha az A és a B események mind bekovetkeznek.

E2.10. 1.Példa - események szorzata.

Léjiink nyillal egy koralalku céltablara. Tegyiik fel, hogy biztosan eltalaljuk a tablat. Eseményeink legyenek a
kovetkezOk: A esemény: a tabla felsé felébe talalunk, B esemény: a tabla alsé felébe talalunk, C esemény: a
tabla bal felébe talalunk, D esemény: a tabla jobb felébe talalunk.

Az AC esemény azt jelenti, a tabla fels6 felébe és ugyanakkor a tabla bal felébe talalunk, vagyis a tabla bal felsé

negyedét talajuk el, ami éppen (az el6z6 jeldlések alapjan) ®1 tehat AC = 1.

A BD esemény azt jelenti, a tabla also felébe és ugyanakkor a tabla jobb felébe talalunk, vagyis a tabla jobb alsé

negyedét talajuk el, ami éppen (az el6z6 jeldlések alapjan) @4 tehat BD =1,

Tulajdonsagok (A, B, C, Al, : : : An tetszéleges események).
E2.11. 1. AB = BA (kommutativitas) .
E2.12. 2. A(BC) = (AB)C (asszociativitas) .

A Ay

E2.13. 3. Ertelmezhetd ketténél tobb esemény szorzata: - akkor kovetkezik be, ha az 0Osszes

esemény mindegyike bekovetkezik.
E2.14.4. AA=A.

E2.15.5. Al = A.

E2.16.6. A=<,

E2.17.7. AA=Q

E2.18. 8. A(B + C) = AB + AC (disztributivitas 1.).
E2.19.9. A+ BC = (A + B)(A + C) (disztributivitas II.).
E2.20.10. A+B=A-B (de Morgan 1.).

22111 At st A=Ay

oy (de Morgan 1. altalanositasa).

E2.22.12. & B=A+B (de Morgan I1.).

£2.23.13, f1 i = b At Ay (de Morgan II. altalanositasa).
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E2.24. Egymast ki 4E - @:mények. Az A és B események egymast kizard események, ha szorzatuk a <
lehetetlen esemény:

E2.24. 1.Példa - egymast kizar6 események.

Léjiink nyillal egy koralalku céltablara. Tegyiik fel, hogy biztosan eltalaljuk a tablat. Legyen az A esemény az,
hogy a tabla felso felét talaljuk el. Legyen a B esemény az, hogy a tabla als6 felét talaljuk el. Ekkor az A és B

események egymast kizarok, hiszen egyszerre nem talalhatjuk el a tdbla fels6 és also felét: 4B =&,

E2.25. Események kiilonbsége. Az A és B események A — B kiilonbsége az az esemény, amely akkor
kovetkezik be, ha A bekovetkezik, de B nem: & -B =AE

Tulajdonsagok.

E2.26. 1. Események kozotti kiilonbségképzés nem kommutativ, nem asszociativ miivelet.

E2.27. Teljes eseményrendszer.
Az A , Aﬁ, e Ay események teljes eseményrendszert alkotnak, ha:
E2.26.1. #* 9 1=12..n) , vagyis egyikiik sem lehetetlen esemény,

A

E2.27.2. f14 B2 4 4 fn o I, vagyis dsszegiik a biztos esemény,

E2.28. 3. fif= Qj, hat#®J @=12..0) (j=12..n) vagyis egymast paronként kizard események.

E2.27. 1.Példa - teljes eseményrendszer.
Léjiink nyillal egy koralalka céltablara. Tegyiik fel, hogy biztosan eltalaljuk a tablat.
Az elemi eseményeink legyenek a kdvetkezok:

®1: a tabla bal felsd negyedét talaljuk el,

®1. a tabla jobb felsé negyedét talaljuk el,

®3. a tabla bal alsé negyedét talaljuk el,

®4: a tabla jobb als6 negyedét talaljuk el.
€= {ml; Wy, @3, Dy } egy teljes eseményrendszert alkot.

; egyikiik sem egyenlo a lehetetlen eseménnyel,

2.®1+®2+®3+®4:I,

w
=
=
I

5= , ha 121 0=12..4) , (1=12...4) vagyis egymast paronként kizar6 események.
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(Gyakorl6 feladatokmegoldéssal)

(Onellendrzé teszt)

(Ellenorz6 teszt)

BETETETT BEoETEnE BEoeuETE

7. 7. Matrixok és determinansok (M)

A matrixszamitas és a determinansok elmélete a matematika egyik olyan aga, amely igen sok gyakorlati
teriileten nyer alkalmazast. Ebben a részmodulban célunk az alapok atismétlése és bovitése.A részmodul
eredményes elvégzésével a matrix- és determinans-szamitas alapfogalmaival és alapszamitdsaival kell tisztaba
keriilnie az olvasonak.

A részmodul feldolgozasanak ajanlott 1épései:

1.

2.

Olvassa el az M1. alapfogalmakat 6sszefoglalo részt.Itt az alapvetd fogalmak tomor 6sszefoglalasat talalja.

Tekintse at ezutan a Gyakorld feladatok megoldassal részt. Itt feladatokat talal, amelyek megoldasa adott.
Hasonlo feladatokra szamithat az ellenérzo teszt esetén is.

. Ezutan kérjen le a rendszerbdl egy onellendérzé tesztet. Oldja meg a feladatokat. Amennyiben eredményesen

valaszolt a tesztkérdésekre (80% felett), akkor 1épjen tovabb. Amennyiben nem éri el a megadott szazalékos
eredményt, Ugy térjen vissza az alapfogalmak ismétléséhez és a gyakorld feladatok atnézéséhez, majd
probalja Ujra az Onellendrzé tesztet. Az Onellendrzé tesztek megoldasai nem szamitanak bele a végso
értékelésbe, azok a felkésziilést szolgaljak, a tanulmanyok eredményességének mérdeszkozei. Hasonld
moddon haladjon tovabb a tobbi anyagrésszel is.

. Az M2. fejezetrész specialis matrixokkal foglalkozik. Itt nem kell tesztet kitdltenie.
. Az M3 és M4. a matrixmiiveletek fejezetei. Itt kell tesztet kitdltenie.

. Amikor gy érzi, hogy megfeleld szinten elsajatitotta a részmodul ismereteit, ugy 1épjen tovabb az M -

Ellen6rzd teszt megoldasara. Figyeljen! Az Ellen6rzd teszt megoldasa mar a modul értékelésének része! A
modul eredményes elvégzéséhez sikeresen kell teljesitenie az M - Ellendrzo teszt részt!

. Az Ellendrzé teszt sikeres teljesitése utan lépjen a kovetkez6 részmodulra.

. Bévebb, a modulban szereplé tomor Osszefoglalonal lényegesen hosszabb leirast talal a kovetkezd

forrasokban:
* Wikipedia: Matrix (matematika).
» Wikipedia: Determinans.

Ezek a forrdsok kisegithetik a részmodul ismereteinek feldolgozasaban és elsajatitdsaban, valamint sok
esetben bévebb ismeretalapot is szolgaltatnak.

7.1. 7.1. Matrix alapfogalmak (M1)

M1. Matrix fogalma.

A mindennapokban sok szamadattal talalkozunk. Az attiekinthetdség érdekében sok esetben tablazatokba
foglaljuk 6ssze ezeket az adatokat.

M1.1. Matrixnak neveziink adatok olyan dszességét, amelyek téglalap alaku tablazatba irhatok. Egy altalanos
matrixot altalaban a kovetkezd alakban szokas felirni:
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d  #yy Hp
By By 7 Ay
By
Ao Hpy T A
M1.2. A felirasban az ®11; #21; . ; #m; %1y - 8wy % - s - %mogdatelemek n darab sorban és m
darab oszlopban helyezkednek el (n x m). Lényeges az elem helye a téglalapban. A jelolésben *% azt az elemet
jeloli, amely az i. sorban és k. oszlopban van (i=1; ... ; n, k = 1; ... ; m). Egy matrixban n sorban és m oszlopban

Osszesen 1 -m elem irhato fel. Ezek az elemek lehetnek egész-, valos-, komplex szamok, fiiggvények, vagy akar
matrixok is. A fenti matrixot £ - 1 tipust matrixnak (nxm tipusu matrix) nevezzik.

M1.3. Egy matrixot célszerii egyetlen matematikai objektumnak tekinteniink, és egyetlen jellel jeldlniink. A
jelolés tobbféle lehet, sok leirasban eltér6 rendszert alkalmaznak a szerzék. Félkovér latin nagybetiiket (ebben a
leirasban ezt, vagy latin nagybatiis jeldlést hasznalunk); egyszer vagy kétszer ala- vagy f6lé- huizott nagybetiiket

a5 A Ay
— = a a =1
a1 Hag Im
By
an2 arm

szokas alkalmazni (itt a tobbféle jel6lést egylitt mutatjuk be): Pl

M 4. Tovbbi jelolések: [aa]= Anay =[au .

M1.3. 1.Példa - matrixjeldlés.

1 2 3 4
A=l5 & 7 8§
510 11 12
auzl; 312:2; a13=3;_ LAy =8, Ay =12

A marixok-objektumokkal miiveleteket tudunk végezni. Az egyes miiveleteknek meghatarozott tulajdonsagai
vannak, amelyeket a szamitasok és alkalmazasok soran figyelmbe kell venniink.

M1.5. Négyzetes matrix, kvadratikus matrix. Egy olyan matrixot, amelynek sorainak és oszlopainak szama
egyenl6 (n = m), négyzetes vagy kvadratikus matrixnak neveziink.

a;  dp Ay
a a a
21 A m
A =
.. ay
Ay Ea Y

M1.5. 1.Példa - négyzetes matrix.

1 2 3
C=/4 5 &
Tos 9

A matrix egy 3 x 3-as négyzetes matrix.
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M1.6. Négyzetes matrix rendje. Egy négyzetes matrix sorainak (és oszlopainak) szdma a matrix rendje. Egy
elsérendli matrixnak egy eleme, egy n-edrendii matrixnak pedig n® eleme van.

M1.6. 1.Példa - négyzetes matrix rendje.

Az M1.5. 1. Példaban szereplé négyzetes matrix rendje 3.

M1.7. Matrix transzponaltja. Egy A matrix sorait és oszlopait felcserélve az A matrix A * transzponaltjat
(transzponalt matrixat) kapjuk.

11 €12 Q1m 11 121 e g1

A a1 29 - A2y A* = 12 ass ‘e (1)
@i QL

Ipl Ap2 ... Oupm Al A2 wee Opm

[aix]* = [ar:]

M1.7. 1.Példa - matrix transzponaltja.

5 [4
L2 3 é 6 130
A=|5 6 7 8 [;AT=|3 o ]
( i
0 10 11 12 s 1

Megjegyzések.
M1.8. 1. Egy nxm tipusi matrix transzponaltja mxn tipusi matrix.
M1.9. 2. Négyzetes matrix rendszama transzponalds sordn nem valtozik.

M1.10. 3. Egy transzponalt matrix transzponaltja az eredeti matrix: (A7 =4

M1.11. Oszlopmatrix, oszlopvektor. Egyetlen oszlopbo6l allé matrixot oszlopmatrixnak (vektoros felfogasban:
oszlopvektornak) nevezziik.

Jelolése félkovér latin kisbetukkel:
aii
as1

a= [Gik]n.l =

nl
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M1.11. 1.Példa - oszlopmatrix.

1 2 3 ]
A= [ 5 6 7 8 oszlopmatrixai:

l!} 10 11 12

[2i1]a.1 [ EJ- ];[f151]3_1 = { é -I‘-{ﬂn]:;.i = [ ; ]:[01'1};;_1 = [ :\ ]
L o] | 10 | e J

M1.12. Sermatrix, sorvektor. Egyetlen sorbol allo matrixot sormatrixnak (vektoros felfogasban: sorvektornak)
nevezziik. Jelolése félkovér latin kisbetukkel:

a=[&gk]1:m= [ a1 4z ... ﬂlm]

M1.12. 1.Példa - sormatrix.

|' 2 3 4 'I
A= 5 6 T 8 sorméatrixai:
I_ 9 1 11 12 J

(
lylia=[1 2 3 4 ];lanlia=[5 6 7 8 [ilehia=[9 10 11 12

M1.13. Minormatrix. Amennyiben egy A matrixbdl tetszés szerinti sort és/vagy oszlopot elhagyunk, akkor az
lm...1
A matrix egy minormatrixahoz jutunk. Jelolés: ATE , ahol A az eredeti matrix; 1, j, ..., k az eredeti matrixbol

megmarado oszlopok; I, m, ..., n az eredeti matrixbol megmaradé sorok jeldlése.

M1.14. Egy A matrix specialis minormatrixai a matrix oszlopmatrixai és sormatrixai. Ezekkel az eredeti matrix
felirasa a kovetkezo:

1
11 112 cee Il El}
a1 oo ... (19 a”
Afl: m) = aip o = [ a; as A ]
nl Gnp2 ... Opm a”
a1k
a2
ap =
. .
Itt nk 1 a2k oszlopmatrixot;
kE_
a’ = [ g1 a2 ... Okm ]

a k. sormatrixot jeloli.

M1.14. 1.Példa - minormatrixok.
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=N ]
—t
o &
—
i
—_
=]

fo
L
Il
E=T B
| S
o

M1.15. Matrixok particionalasa, matrix blokk. Amennyiben egy A matrixot felbontunk sorai, illetve oszlopai
mentén, gy a matrix egy pariciondlasat végezziik el. A kapott minormatrixok az eredeti matrix blokkjai.

aiy aiz ces Q1m @] @iz | @13 cee O1m
A gy @22 ... Q24p a1 G292 | Aoy ... Q9m
N [r ¥ 2 - Lif
pi Op2 von fpm Ap1 Ap2 | An3 oo Opm
A= | An A
Ao Agg
i1 s 1y 1
A.“ e [ 11 12 ] :Al.! _ [ 13 lm ] :AQI i A‘,}: o
asy  asy asy 12m
M1.15. 1.Példa - matrix blokkok.
1 2 3 4 1 2 3 4
A=|5 8 7 8 =|5 6 7 ‘ 8 [ i” i” }
o o
9 10 11 12 9 10 11|12 21 22

Itt a részmatrixok értelemszeriien a kovetkezdk:

=12
A“‘[s 6

=] L

]:Am:{;]:ﬁjlz[ﬂ 10 11 [;Ap =] 12 ]

M1.16. Hipermatrix. Olyan matrix, amelynek elemei matrixok. Egy matrix particionaldsa Iényegében
hipermatrix kialakitasat jelenti.

(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)

(Onellendrzd teszt)

7.2. 7.2. Specialis matrixok (M2)

M2. Specidlis matrixok.

M2.1. Zérusmatrix, nullmatrix. Zérusmatrix (nullmatrix) olyan matrix, amelynek minden eleme zérus.

M2.1. 1.Példa - zérusmatrix.
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= o O
= o O

M2.2. Diagonalmatrix. Diagonalmatrix olyan négyzetes matrix, amelynek csak a féatloban (bal felso saroktol a
jobb alsé sarokig) van zérustol kiilonb6z6 eleme:

a; U 0
0 a 0
A= “ ={a11,am,__.,am>
By
oo By

M2.2. 1.Példa - diagonalmatrix.

1 00
0=(0 3 0
o9

M2.3. Egységmatrix. Egységmatrix olyan diagonalmatrix, amelynek foatlojaban minden elem 1.

0 - 0
0 0

E= .= =[5
0 0 1

0

M2.4. Itt % a Kronecker-féle ,,delta” szimbolum. B = 1, hai=j; By = , ha 121 Az egységmatrix négyzetes

matrix, rangjat az E indexe jeloli.

M2.3. 1.Példa - egységmatrix.

1 oo
Es=|0 1 0|={LL1)
00 1

M2.5. Egységvektor. Az olyan oszlop- és sormatrixot, amelynek egyik eleme 1, a tobbi 0, egységvektornak
nevezziik.

M2.5. 1.Példa - egységvektorok.
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Harom elemii egység-oszlopvektorok:

Harom elemii egység-sorvektorok:

ef=[1 0 0] &=[0 1 0] ef=[0 0 1]

Megjegyzés.

M2.6. 1. Minden n-edrendii egységmatrix n olyan oszlop-, sor-vektorra bonthat6, amelyek egységvektorok.

M2.7. Osszegzé vektor. Osszegzd vektor olyan oszlop-, vagy sor-matrix, amelynek minden eleme 1. Jeldlés: 1.

M2.8. Permutalé matrix. Permutaldé matrix olyan négyzetes matrix, amely az egységmatrixbdl az oszlopok
¢és/vagy sorok permutalasaval (mas sorrendii leiras, sor- és/vagy oszlop-csere) adodik. Egy ilyen matrixban egy
sor/oszlop csak egy 1-est tartalmaz, a tobbi elem 0.

M2.9. Szimmetrikus matrix. Egy négyzetes matrix szimmetrikus, ha elemei a féatléra szimmetrikusak. Egy
szimmerikus A matrix azonos transzponaltjaval.

M2.11. Antiszimmetrikus (ferdén szimmetikus) matrix. Egy négyzetes matrix antiszimmetrikus, vagy ferdén
szimmetrikus, ha a féatlora szimmetrikus elemek egymas ellentettjei. Egy antiszimmetrikus matrix f6atlojaban
csak 0 all.

M2.13. Haromszégmatrix. Haromszdgmatrix olyan négyzetes matrix, amelynek foatloja alatt, vagy felett csupa
0 elem all. Megkiilonboztetiink fels6- (alul csupa 0) és also- (feliil csupa 0) haromszogmatrixot. A diagonalis
matrixok specialis haromszogmatrixok; egyszerre also, illetve felsé haromszogmatrixok.

M2.15. Ciklikus matrix. Egy C ciklikus matrix olyan négyzetes matrix, amelynek elemei soronként (és
oszloponként) ciklikusan ismétlddnek. Egy sor a kozvetleniil felette alld sorbol egy elemmel jobbra torténd
eltolassal adodik. A sor végi elem a sor elején jelenik meg.

7.3. 7.3. Miiveletek matrixokkal (M3)

M3.1. Két matrix egyenlésége. Két matrix egyenlé (A = B), ha soraik és oszlopaik szama megegyezik,
valamint az azonos pozicidban all6 elemeik megegyeznek.

M3.2. ErtelmezhetSk az azonos sor- és oszlop-szammal rendelkez6 matrixok kozott a nagyobb (A > B), kisebb
(A < B), nem kisebb (A = B), nem nagyobb (A = B) relaciok. Egy-egy relacio akkor teljesiil, ha a relacio
minden megfeleld matrix-elemparra teljesiil.

M3.3. Amennyiben a ,,nagyobb”, , kisebb”, ,.egyenlo” relaciok egyike sem teljesiil, akkor a két matrixrol annyi
mondhatd, hogy nem egyenlék (A = B).

M3.4. Két matrix dsszeadasa és kivonasa. Ugyanolyan tipusti matrixok korében értelmezhetjiik az dsszeadas
¢és a kivonas miveletét. Az dsszeg- és kiilonbségmatrix ugyanolyan tipusu, minden eleme a két matrix megfelel6
elemeinek 0sszege, kiillonbsége.
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11 12 d1m by bio bim
A— | %21 @22 am | . g — by by . bom
. ik ) R /T
tln1 Qg2 Onm br1 bpo brm
a;; +b1 ap+ b a1m + bim
A+B-— oy +bay oz + boo Aam + bom
aik: + i
| @n1 T+ b1 Gpz + bno Anm + bnm |
a1 — b1 a1z —bie 1m — bim
A_B-— g1 —bay  dop — ba Gam — bam
@it — big
| @nl — bni Gnz — bna Gnm — Onm |

M3.4. 1.Példa - két matrix 6sszege és kiilonbsége.

1 2 3 10 11 12
A=14 5 6 :B=] 13 14 15
T 8 9 16 17 18
1410 2411 3412 11 13 15 ]
AJ+B=| 44+13 5+14 6415 17 19 21
T+16 8417 9+13] [23 25 27 |
1-10 2-11 3-12 -0 -9 -9
A-B=| 4-13 5—-14 6-15 -9 -9 -9
7T—16 B8-17T 9-18 -9 -9 -9
Tulajdonsagok.

M3.5. 1. A matrix-0sszeadds kommutativ: A+ B=B+ A

M3.6. 2. A matrix-Gsszeadas asszociativ: (A+B)+ C=A+ (B +C)

M3.7. 3. Két matrix 6sszegének transzponaltja felbonthatd a matrixok transzponaltjainak 6sszegére.
M3.8. 4. Szimmetrikus matrixok 6sszege szimmetrikus.

M3.9. 5. Haromszogmatrixok dsszege haromszogmatrix.

M3.10. 6. Igazak a kovetlezd azonossagok: (A, B, 0 matrixok)

0+A=A

(A-B)+B=A.

M3.11. 7. Az bsszegzés és a kiilonségképzés értelmezhetd akarhany azonos tipusi matrixra.

M3.12. Matrix szorzasa szammal. Ertelmezhetjiik egy A matrix szorzatat k skalar (k valés szam; k€ R)
szammal, ez a matrix minden elemének az adott skalarral torténd szorzasat jelenti.

[15} 12 T1m ,'\,n“ )‘.-ﬂ[g )!.rn],,,
sy ao Lo Aaay A tan A« o
k-A=k- =
il .n- A ag
Qnl  Qn2 inm A-finl A-fnz A~ nm
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M3.12. 1.Példa - matrix szorzasa szammal.

L2384 3.1 3.2 3.3 3.4
3.A=3.|5 6 7 8 |[=]35 36 37 38 ]|=
o 10 11 12 | 3.9 3.10 3.11 3.12
3 6 0 12
=] 15 18 21 24
[27— 30 33 36_}

Igazak a kdvetkezo azonossagok.
(k1, ko, k€ R):
kA = Ak
(k1ka)A = ki (ka2A)
(k1 + ko)A = k1A + koA
kE(A+B)=LA+ kB
(-1)A = —-A

M3.13. Négyzetes matrix felbontasa. Minden valos szamokbol allo A négyzetes matrix felbonthatd egy S
szimmetrikus és egy T antiszimmetrikus matrix osszegére:

A=S+T.

A felbontas tobbféle tipust matrix (pld. transzponalt matrix) felhasznalasaval torténik.

M3.13. 1.Példa - négyzetes matrix felbontésa.

M3.15. Matrixok linearis kombinaciéja. Adott Al, AQ, ey £ azonos tipusi matrixok a kl, kz, . ky valos

szamokkal rendre megszorozva linearis kombinaciot alkotnak: kb Hhpby ooy =L

M3.18. Matrixok szorzasa. Két matrix AB szorzata akkor értelmezett, ha az A matrixnak ugyanannyi oszlopa
van, mint ahany sora a B matrixnak. Lényeges tehat a matrixok sorrendje a szorzas esetén (az A matrix a szorzat
bal oldali tényezdje, a B matrix a szorzat jobb oldali tényezdje).

M3.19. Azokat a matrixokat, amelyekre teljesiil az oszlop-sor egyenléség (A(n;m)B(m;p)) konformabilis
matrixoknak nevezziik az adott sorrendben. Felcserélve a matrixokat, a B(m;p) A(n;m) matrixok akkor
konforméabilisak ebben a sorrendben, ha teljesiil a p = n egyenldség.
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M3.2( z Ay =[] matrix nxm ti_ 50, a Bingi =[bx] matrix mxp tipusi. A szorzas eredménye
inp) [Cﬂx] Cg

olyan nxp tipust matrix, amelynek  elemei a kdvetkez6 Gsszefiiggés alapjan szamithatok.
oy =agby tagby +o tagbo

Tehat a C szorzatmatrix i-edik soraban és k-adik oszlopaban all6 elemét az A matrix i-edik soranak és a B

s

M3.20. 1.Példa - matrixok szorzasa.

M3.xx. 1.Példa - Matrixck szorzasa:

2 0 1 0 -1
A=l _1 1 :Bz[u 1 E]]
[ 0 2
T 1.4+3.0 1.043 (1) 1.(~1)+3-0
9.440.0  2.040.(—1)  2-(—1)+0.0
A-B=1 "1 441.0 (<1).0+1-(<1) (=1)-(<1)+1.0 | =
L 04+42.0  0.0+2.(-1)  0.(-1)+2.0
[ 4 -3 -1
g 0 —2]
4 -1 1
0 2 0|

Tulajdonsagok, megjegyzések.
M3.21. 1. A matrixszorzas nem kommutativ 4F = BA

M3.22. 2. Ertelmezhetd a bal oldali és jobb oldali szorzas.

M3.23. 3. A matrixszorzas nem asszociativ ABC) = (AB)C

M3.24. 4. ... de teljsiilnek a disztributivitas torvényei A(B + C) = AB + AC; (B + C)A = BA + CA.

M3.25. 5. Két matrix szorzatanak kiszamitasat attekinthet6bbé teszi a Falk-mddszer, az eredmények ellenérzését
pedig az oszlopOsszeg-, vagy sordsszeg-proba segiti.

M3.26. 6. Az A és B matrixok akkor szorozhatok 6ssze mindkét sorrendben, ha az A matrix sorainak szama
megegyezik a B matrix oszlopainak szamaval, valamint az A oszlopainak szama megegyezik B sorainak
szamaval.

M3.27. 7. A diagonalmatrixok szorzasa kommutativ.

M3.28. 8. Az egységmatrixszal végzett szorzas (akar balrol, akar jobbrdl) a masik matrixot valtozatlanul hagyja.
EA=AE=A.

M3.28. Példa - szorzas egységmatrixal.
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1 0 0
E-A=|0 1 0}
0 0 1

[
Il

[ 1.140-24+0-3 1.240-540-8 1.340-64+0-9 ] 1 2 3]
4 5 6 =14 5 &6

I T 8 0 | | 7 8 9 |
1 2 3 10 0

AE=|4 5 68|.-]0 1 0=

7T R 0 0 0 1

[ 1.14+0-24+40-3 1.240-540-8 1.340-64+0-9 ] [1 2 3]
4 5 6 -4 5 6

] T 8 g | | 7 8 9

M3.29. 9. A zérusmatrixszal valo szorzas (akar balrol, akar jobbrol) zarusmatrixot eredményez 0A = A0 = 0.

M3.29. Példa - szorzas zérusmatrixal.

13
00 0 0 2 0
0""‘:[0 0 0 u]' 11| T

0 2
[ 13 13
2 0 2 0
-1 1|~ | -1 1
l 0 2 0 2

M3.29. Zérusoszté. A ,hagyomanyos” szamitasoktol eltér6 modon, zérusmatrixot kaphatunk egy szorzas
eredményeként akkor is, ha a két matrix egyike sem zérusmatrix. Amennyiben egy A = 0 matrixhoz talalhato
olyan B = 0 matrix, hogy AB = 0, agy A-t bal oldali zérusosztonak nevezziik. Amennyiben egy B = 0
matrixhoz talalhatd olyan A = 0 matrix, hogy AB = 0, ugy B-t jobb oldali zérusoszténak nevezzik.
Amennyiben A bal oldali-, B jobb oldali zérusosztdé az AB szorzatban, akkor A-t és B-t zérusosztéparnak
nevezziik.

M3.29. Példa - zérusoszto.

[ 2 -3 -—§ =i 3 5
A= -1 4 5 l.B= 1 -3 -5
[ 1 -3 -4 = 3 5
2 -3 -5 -1 3 5
A-B=| -1 4 5. 1 -3 -5 | =
1 -3 —4 -1 3 5
[ -1 3 5] [ -1 3 5
= 1 -3 -5|= -3 -5
| -1 3 5 | | -1 3 5
-1 3 5 2 -3 _§
B-A= 1 -3 5|.] -1 4 5 |=
[ -1 3 5 ] [ 1 -3 -4 ]
-1 3 5] [ -1 3 5
= 1 -3 -5|= -3 -5
| -1 3 5 | = 3 5
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M3.30. Skalaris szorzat, diadikus szorzat. Konformabilis oszlop-, vagy sor-matrixokat Gsszeszorozva
eredményiil egyetlen szamot, vagy egy négyzetes matrixot kapunk. Legyenek az a és b matrixok a kovetkezok.

ay [

o ba
a= b=

y by,

Ekkor az @™ =b"a szorzat.

fﬂl
n
. 1 Iri-:
a'b= I ay, aa, ... fp | i =th| +H.3h;,—i— ot by = Zu;r'_?; =
o —
bn '
{1y
n
- Y
b'a= 'lr by, ba, ... by T =bhay +bhgas+ . agh, = Zb“”"
o k=1
Ly
M3.31.
Ezt a szorzatot skalar szorzatnak nevezziik.
Az #7027 gz0r7at0k.
il arbr aibs ... aibp 1
" a aabs  ash ... asb
ab” = 2 [ bi, ba, ... by =] vy Tel 2n
ooaghy Ll
(in anbr  apbz ... anbn |
[ h ha, bas ... ban |
ba hoat ban ... boa
ba" = = [ a1, a2, ... dn =] ahe T 2n
... beap ...
M3.32. b bui1 bpas ...  bpan |

Ezt a szorzatot diadikus szorzatnak (diad) nevezziik.

(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)

(Onellenérzd teszt)

7.4. 7.4. Tovabbi specialis matrix-fogalmak és -tulajdonsagok
(M4)

A matrixok elmélethez szorosan kapcsolodik a determindns fogalma. Az itt felsorolt 6sszefiiggések csak egy kis
darabot mutatnak be ezekbdl az ismeretekbol.

M4.1. Négyzetes matrix determinansa. Egy A négyzetes matrix determindnsan az elemeibdl képzett
determinanst értjiik. A determindns a négyzetes matrix elemeibdl, rogzitett szabalyok alapjan képzett
szamértéket jelol. Jelolés: |A|, vagy detA.

M4.2. Masodrendii determinans esetén:

@] a2

det A =

= a11azz — @12a21

i3] a3
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M4.3. Harmadrendii determinans esetén (A ij aldeterminansokat jeldl):

ay1 a9z dq3
detA =| ao; aao a9 | =
az1  aiz aag
@22  agy | a1 dag | @21 daz
aqy | — @12 T aya | =
a3z aa a3l aaz | a3l a3z

= @11a22a33 — 411023432 — 4124021433 + a124d23a31 + 413321432 — A130224a31 =

= a1 A1 + arpdaz + a1adis

M4.4. n-edrendii determinans esetén (Aii aldeterminansokat jelol):

a1 @z @n

adaq adaz --- L1 5]
detA = - "=

@nl an2 Ann

L

=anAi +apdaa+ - t+aindin = E ayi A

i=1

M4.4. Példa - négyzetes matrix determinansa.

det A = de!.:»

Il
-

detB = det

b B S ST

o et
|

—~ 00 T B e b3

—t

1-)—-2-0+3-

M4.5. Regularis, szingularis matrixok. Amennyiben egy A matrixhoz tartozé determinans értékére: detA = 0,
akkor a matrix regularis (nem szingularis). Amennyiben detA = 0, Gigy a matrix szingularis.

M4.6. Matrix rangja. Minden nem zérus matrix esetén értelmezhetd a rang fogalma: az A matrix rangja Pl
=1, ha r-edrendli kvadratikus minormatrixai kozott van legalabb egy regularis (det A = 0), és minden r + 1-
edrendi (és ennél magasabb rendu) minormatrixa szingularis (det A = 0).

M4.7. Négyzetes matrix adjungaltja. Egy négyzetes A matrix adjungalt matrixa (adjungaltja) a kovetkezo
matrix:

ajp a2 Qin -';'lll -';'ll"_'-' -';'lln

- : sy Qo (5] As Ags As
adjA = adj 2 == = 22 == =n
Apl Qp2 Qnn -'4:It|. -'Llra? -"'Lm

A . C ay; ; RTT ..
Itt **¥ az A matrix determinansanak “¥ eleméhez tartozé el6jeles aldeterminansa.

M4.8. Négyzetes matrix inverz matrixa. Egy A négyzetes matrix inverz (reciprok) matrixa az A matrix,
amelyre AA™ =E ¢ AL =E

Feltétel: |A| =0 .
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ot ik
. Sp(&) =2 a
M4.9. Matrix nyoma, Spur. Egy A matrix nyoma a f6atloban allé elemek 6sszege. i-1

(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)

(Onellendrzé teszt)

Néhany forras matrixok gyakorlati alkalmazasara:

1. Tukora Balazs: Robotok iranyitasa. PTE, Pollack Mihaly Miszaki Fdiskolai Kar.

2. Eric Hiob: Robotics: Using Transformation matrixes to change from one coordinate system to another in
robotics. - Robotok iranyitasa témakor.

(Ellenérzé teszt)

C OO OCOT TOOCOCrOT OO S

8. 8. Szamsorozatok és szamsorok (S)

Ebben a modulban a szdmsorozatok ¢s szamsorok keriilnek eldtérbe. A modul inkabb ismertetd jellegii.
Gyakorlati ismereteket talal a kamatszamitassal foglalkozo részben, ahol a banki szamitasok alapjaiba tekinthet
bele.A modulrészek tanulmanyozasa és megértése utan 1éphet a kdvetkez6 fejezetre.

Bévebb, a modulban szerepld tomor 6sszefoglalonal 1ényegesen hosszabb leirast talal a kovetkezd forrasokban:
l.

» Lajké Karoly: Analizis I. Debreceni Egyetem, Matematikai és Informatikai Intézet, 2002

Ezek a forrasok kisegithetik a részmodul ismereteinek feldolgozasaban és elsajatitasaban, valamint sok esetben
bévebb ismeretalapot is szolgaltatnak.

8.1. 8.1. Szamsorozatok fogalma (S1)

S1.1. Szamsorozatot ugy konstrualhatunk, hogy hogy minden természetes szamhoz egy-egy szamot rendeliink.
A hozzarendelés a természetes szdmokat kovetve novekvé sorrendben torténik. A hozzarendelt szamokat a
sorozat tagjainak nevezziik, és az *1; ®2; ... ; ™, jelekkel jeloljiik. A jelolésben az index mutatja meg, hogy a

3 Lo S P . IR T
sorozat sorrendben melyik elemérdl van sz6: i a sorozat i. elemét jeloli.

Megjegyzések.
S1.2. 1. A szamsorozat 1ényegében a természetes szamok halmazan értelmezett fliggvényként is felfoghato.

S1.3. 2. A szamsorozatok jelolésére hasznalni fogjuk az a(1); a(2); ... ; a(n) jel6lést is.

Sorozat megadasa torténhet:

S1.4. 1. Altalanos tag megadasaval. Ez egy olyan formula negadasat jelenti, amelybSl az n szam megadasa
esetén a sorozat n-edik an tagja meghatarozhato.
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S1.4. Példa - ltalanos taggal adott sorozat.
a(n)=2n-1
n=3esetén a(3) =2 *3 - | =5, tehat a sorozat 3. tagja 5.

n=9esetén a(9) =2 * 9 -1 =17, tehat a sorozat 9. tagja 17.

S15. 2. Rekurzios osszefiiggés leirasaval. A rekurzids Osszefiiggés eldirja, hogy a sorozat barmely tagja az
el6z6 tagok ismeretében hogyan hatarozhat6é meg.

S1.5. Példa - rekurzids 6sszefiiggéssel adott sorozat.

an +0pn —
a1 =8, a0 =12, any1 = "T"'
n an4as_ - o418
A sorozat 3. tagja: ag = aay = % = 2—’_}—”1- — l‘__J = 10.
. ag+ag— 3 4 (Lr +1
A sorozat 4. tagja: @y = a3 = — 2' L= = m__, 2 _ 11,

S1.6. 3. Utasitassal. Ekkor szavakkal irjuk le, hogy a sorozat n-edik tagja hogyan hatarozhaté meg.

S1.6. Példa - utasitassal adott sorozat.

a(n) legyen az n. paratlan szam. Igy a(1) = 1; a(2) = 3; a(3) = 5; a(4) = 7; ... (vagy éltalanos taggal megadva: a(n)
=2*n-1).

S1.7. A sorozatok témakore a kozépiskolas matematika-oktatas része. Ismétlésképpen néhany fogalom és
érdekes feladat szerepel a kovetkez6 bekezdésekben.

S1.8. 1. Nevezetes sorozatként kell emliteniink a szamtani sorozatokat. Egy szamsorozatot akkor neveziink
szamtani sorozatnak, amennyiben van olyan a és d szam, melyre igaz, hogy a sorozat els6 eleme az a szam (

41 = &) ¢s a sorozat n + 1. eleme felirhatd az n. elem és a d szam (d neve differencia, kiilonbség) segitségével a
e =&, +d

kovetkez6 modon: “u+

S1.9. A fenti 6sszefiiggés konnyen atalakithaté az “» — 1 -1 d jakba.

S1.10. Szintén nem nehéz belatni, hogy egy szamtani sorozat els6é n tagjanak s n Osszege:
a, +a, n_2-a1+(n—1)-d o

8, = s(n) =
2 2 zart formaban irhato fel. Mindezen Oszefiiggésekre szamos feladat
épiil. Ezek koziil kettd az ismeretek felidézésére.

S1.10. 1.Példa - az elsd n pozitiv paratlan szam Osszege.
Szamitsuk ki az els6 n pozitiv paratlan szdm 0sszegét.

E)

Megoldas: % =2 d=2 {gyaz » gsszegképletbe (S1.10.) helyettesitve:
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L _21t(a-D2 ,

n=..=n
n
2

S1.10. 2.Példa - kétjegyti, haromal oszthaté szamok.

Szamitsuk ki a kétjegy(i, hArommal oszthat6 pozitiv szamok &sszegét.
Megoldas: ® =2 d =13 Nem ismerjiik az S1.9. masodik dsszefiiggésében n értékét. Viszont azt tudjuk, hogy az
utolsd kétjegyli, hdrommal oszthatd szam a 99, igy 99 = 12 + (n - 1) 3 Osszefiiggésbol: n = 30. Behelyettesitve

snzw.m:":mﬁ

S1.11. 2. Egy masik nevezetes sorozat a mértani sorozat. Egy (®) szamsorozatot akkor neveziink mértani
sorozatnak, ha van olyan a (a sorozat elsé eleme) és q (a sorozat kvociense, hanyadosa) szam, amelyre:

Bpyl = By q_

— — I — -1
S1.12. A fenti 6sszefliggés konnyen étalakithato az =1~ » T4 Vagy mas alakban: %~ &1 q4 .

b1

s =a1q 1;(q¢1)
q-1

S1.13. A mértani sorzat elsd n tagjanak 9sszege szintén megadhat6 zart formaban.

S1.12. Példa - mértani sorozat.

Egy mértani sorozatban ag = 96, ag = 192, a1 =7, g =7, 85 =7
Megoldas: S1.11. és S1.12. alapjan
ag 192 5 5 192
=—=—=2 gg=a1qg" =192=01-2"=07-32 - a1 =— =6
= 96 & 1q 1 1 1 23

A sorozat tagjai:
a1 =6 ap=6-22=12, a3 =6-22=6.4=24; a4 =6-2°=6-8=48;
a5 =6-2"=6.16=96; az=6-2"=6.32=192;
Az els6 hat tag Osszege (S1L12.):

g —1 261  64-1
86 = a1 71 51 1

6-63 =378,

S1.14. 3. Nagyon fontos alkalmazasi teriilete a sorozatoknak a kamatszamitds, banki torlesztorészletek
meghatarozasa. Ennek bovebb kifejtése az alklamazasi példak kozott szerepel.

(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)

8.2. 8.2. Szamsorozatok tulajdonsagai (S2)

S2.1. Monotonitas. Egy sorozat szigorian monoton ndvekedd, ha barmely tagja az el6z6nél nagyobb. Jeldlés:

At 7 By, (TR EN eseten)' Egy sorozat szigorian monoton csdkkend, ha barmely tagja az el6zonél kisebb.

Jelolés: Puel = . (70 € N esetén)

S$2.2. Amennyiben az egyenléséget is megengedjiik, igy a sorozat monton novekvo: =+l 2 &, (Vn €N esetén) ,

. . o = :
illetve monoton csdkkend: #n+l = @ (¥n €N esetén) .
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S2.1. Példa - monoton sorozatok.

Tekintsiik az ® =1+ sorozatot. Ennek tagjai rendre: 21 =2; %2=3.  Ez a sorozat szigordan monoton
névekvo.

bn=1+l b= b2=1+l=3=2 b3=1+l=i=§
Legyen a n sorozat tagjai rendre: 17 ¢ 2 2 6 3 3 & . . Ez a sorozat

szigortian monoton csdkkengd.

S2.3. Korlatessag. Egy sorozat feliilrdl korlatos, amennyiben 3IM > 0 szam (felsd korlat), hogy a sorozat
barmely tagja kisebb, mint az M szam.

S2.4. Egy sorozat alulrol korlatos, amennyiben 3M > 0 szdm (als6 korlat), hogy a sorozat barmely tagja
nagyobb, mint az M szam.

S2.5. Egy sorozat korlatos, ha alulrol és feliilrdl is korlatos.

S2.5. Példa - korlatos sorozatok.

a, =1+ (- I

Tekintsiik azt a sorozatot, amelynek elmeit az Osszefliggés hatarozza meg.

_ ol _ i _ o
a=1+(-1) _0; a;=1+(-1) _2; a; =1+(1) _0;....Ezasorozatalulrél ¢és felilrdl is korlatos.

S2.6. Megjegyzések.

S2.6. 1. A korlatossag értelmezhetd ugy is, hogy azt kétjiik ki, hogy 3M > 0 szam, amelyre igaz, hogy a

sorozat barmely tagjanak abszolut értéke kiesebb, mint az M szdm. Jel6lés: Vi, Jay| = M

ezt a korlatossagot abszolut korlatossagnak is szokas nevezni.

. Megkiilonboztetésiil,
S2.7. Torlédasi pont. Egy sorozat torlodasi pontjanak nevezziik azt a szamot, amelyre igaz, hogy tetszdleges
kis kérnyezetében a sorozatnak végtelen sok tagja van.

S2.8. Megjegyzések.

S2.8. 1. Egy sorozatnak lehet egy, vagy tobb torladasi pontja is. Olyan sorozatok is vannak, amelyeknek nincs
torlodasi pontjuk.

S2.7. 1.Példa - torlodasi pont.

A2 irracionalis szdm tizedes tort alakja végtelen nem szakaszos. Képezziik olyan modon sorozatot, hogy a
sorozat minden kovetkezd tagja egyel tobb jegyet tartalmaz a végtelen nem szakaszos tizedes tortbol: *1 = 1,4;

%3 =1, 41; ... A sorozat egyetlen torlodasi pontja éppen ¥2

S2.7. 2.Példa - torlodasi pont.

2
Az @ =™ sorozatnak nincs torlodasi pontja a végesnek értékelhetd tartomanyban.
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S2.9. Konvergencia és hatarérték. Egy sorozat konvergens, ha korlatos és csak egyetlen torlodasi pontja van.
Ebben az esetben a sorozat torlodasi pontjat a sorozat hatarértékének nevezziik.

Megjegyzések.

S2.10. A konvergencia egyik pontosabb definicidja: egy sorozat konvergens, €¢s az A véges hatarértékhez
konvergal, ha 75> tetszdleges kicsi pozitv szimhoz 3N szam (N 8"-to] fiigg: &) ), hogy n > N esetén

_ lima, =4A
|A an| “E Jelslés: now .

S2.11. Amennyiben 1 =@ esetén * % akkor a sorozat hatarértéke +2.

lim &, = o0

3w

$2.12. Amennyiben ft = esetén *n J"_m, akkor a sorozat hatarértéke —.

3w

lim &, = o0

S2.13. Divergencia. Egy sorozat divergens, ha vem konvergens, vagy pontosabban:
(a) ha tobb torlddasi pontja is van,
(b) nincs torldédasi pontja,

(c) egy torlodasi pontja van, de nem korlatos.

OSSZEFUGGESEK HATARERTEK KISZAMITASARA.
S2.14. 1. Racionalis tortkifejezés alaku sorozat hatarértéke:
(a) a szamlalo és a nevezo fokszamanak meghatarozasa,

(b) osztjuk a szamlalot és a nevez6t a kisebb fokszamu taggal, ezaltal hatarozzuk meg, hogy mely tagok
hanyagolahtok el,

(c) ha a szamlalé magasabb foku, mint a nevezd, akkor a sorozat divergens,

(d) ha a két fokszam megegyezik, akkor a sorozat konvergens és a hatarétéke a legmagasabb foku tagok
egyiitthatoinak hanyadosa,

(e) ha a nevezd fokszama nagyobb, mint a szamlal6 fokszama, akkor a sorozat konvergens, és hatarétéke nulla.

lim—=10
S2.15. 2. ha A konstans, akkor ™= 1

lima, =4 limb =B
S2.16. 3. ha w== s now , akkor

lim(a, +b,)= A+B

lim(a, by)=4 B

50



A biostatisztika matematikai alapjai

lim 2 =
ha B =0 akkor *“ba

k A i
lim| 2| | 2
N+ w bn E .
limuln = x
hswm bn

S2.9. 1-3. Példa - sorozatok konvergenciéja.

A
E

| b

52.9. 1.Pelda - Sorozatok konvergenciaja:

n—2
no

in = lim an =7
— o0

A szamlalo elsdfokid, a nevers szintén elsGoki. Igy §2.14. alapjan
a sorozat konvergens:

In-2 2 2
lim - = lm (3 - —) =.[5216.;5215). = lim 3— lim —=3-0=3.
—e 7L M— 00 L M— 00 T—3D 71

52.9. 2 Pelda - Sorozatok konvergencidaja:

n® +2n° —1 I .
an = —————————; im an =7
— b — 4n2 + 5n M— 0

- n® {,—3. + T_)F B _1‘7} _ Ll =0.
n—co 6 {_-7 — L

n* n-

|ut

p—
|

b2

52.9. 3. Példa - Sorozatok konvergenciija:

—2nt 4 3nd 4+ 4 ) .
pn =—"—F—3 o : lim a, =7
5nt 4+ 2 n—oo

n? (—2n+3+ :I:;jl

im —————— -
i o n3 {5 + :E'r) 5
Vagyis az a, sorozat divergens.
Megjegyzés: =- [ ... ]- = a felhasznalt 6sszefiiggés megadasa a ponttal jelolt zardjelek kdzott ('vtp' jeldlés).

8.3. 8.3, Szamsorok fogalma és tulajdonsagai (S3)

Zah =a; +a,+...
S3.1. Szamsor definicioja. Adjuk ossze egy (*r) sorozat tagjait. Ekkor -1 egy végtelen sort
alkot.

w

sg,=ay ta,+.o ta o« . I . . .. .
Az °n Osszefliggéssel megadott sorozatot a =-1  végtelen sor részletdsszeg-sorozatanak
nevezzik.

S3.2. Sor konvergenciaja. Egy végtelen sor konvergens, ha a részeltdsszeg-sorozata konvergens.

. lims, =s
Jellés: #—+=

w
n = Zan

s a végtelen sor dsszege: 1=l
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S3.3. Sor divergenciaja. Egy végtelen sor divergens, ha a részeltosszeg-sorozata divergens.

8.4. 8.4. Alkalmazas - Kamatszamitas (SK)

Alapfogalmak, feltételek:

S1-K.1. 1. Téke: olyan pénzmennyiség (betét, jele legyen: K), amelyet a tékével rendelkezd (betétes, a toke
tulakdonosa) egy pénzintézetre (bank) biz azzal a céllal, hogy az hasznot érjen el (kamatoztassa, ,,forgassa”,
befektesse kiilonbdzo vallalkozasokba) egy meghatarozott iddtartam alatt.

S1-K.2. 2. A kiindulé idépontban (%0, t = 0) a téke nagysaga: &~ Uo) =KD =Ky

S1-K.3. 3. Kiindul¢ feltétel: Egy adott idépontban a tokével rendelkez6 betétben 1évé pénzmennyiség a kezdeti

idéponttol (tﬂ) szamitott idonek (betétben eltelt id6, t) szigoruan monoton ndvekvo fiiggvénye. Jeldlve: to <t

Hity) <Kty )

S1-K.4. 4. A E=EE)-Et) mennyiséget (tf' {tl) a To-t) jntervallumra esé kamatnak nevezzik. A
pénzintézet a k kamatot fizeti a tbke hasznalatdért (a meghatarozott iddszakra vonatkoztatva) a
toketulajdonosnak.

S1-K.5. 5. Kamatlab: a t6kének a tékéhez viszonyitott aranya (az adott idoszakra vonatkoztatva):

k& _ Kt -Kty)
K Kit,)

i:
1]

i%:Ki-ICIU%

0
S1-K.6. 6. Kamattényezd: r =1 + i

S1-K.7. 7. A gyakorlatban teljes évek vonatkozasaban az ugynevezett kamatos kamat Osszefliggését szokas
szamitani; egy éven beliil pedig egyszerii kamatszamitast alkalmazhatunk.

S1-K.8. 8. Egyszerii kamatszamitas esete: Feltessziik, hogy minden id6szakban (év, honap, stb.) ugyanaz a K,
t6ke kamatozik.

tEI -ban K(tl]) ,

" -ben (egy id8szak eltelte) Kt =EKity) +Klte) 1

%2 pen (két id6szak eltelte) T-(f2) = F (o) +Eltg) -1 +K(tg) -1

b -ben (n—t idészak eltelte) K (h) = Kt T Klta)-i + . +K(ty) i = Kitg) +R(ty)-i n =Ky +Ey-i-n.

) =K(0)=K

S1-K.9. A fenti meghatarozasokban négy adat szerepel: K o toke; t a vizsgalt idészak nagysaga

(évek, honapok, stb. szama; ' a kezdeti idopont, t a zard id6pont); i kamatlab; K a toke kamattal felndvelt
értéke. A négy mennyiség koziil harom ismeretében a negyedik mennyiség meghatarozhato:

s1-k.10, Be =Ko 5y 1t

K, =
S1-K.11. T+1 1,

t
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KK,

S1-K.12.  Fot
tzKu_Ku

s1-k.13. Kol

S1-K.14. 9. Kamatos kamatszamitas esete: A kamatozasi id6szakok végén a kamatot hozzaszamitjak a t6kéhez
(,,t0keésités™); a kovetkezd szamitas kiindulopontja a kamattal megndvelt toke.

ts pan (o) ,

" _ben (egy id8szak eltelte) Kt =Kty +Klte) 1

%2 ben (két iddszak eltelte) ,

Kit,) =[Kty) +Ety) 1] +[Et) +K(ty) 1] i=...=
E(ty) [142 1+ = Kty (1+1)

At
b -ben (n=t iddszak eltelte) E(t,) = Kit)- (1+1) .
s1-K.15. Ko = o (4D

E

t

K, = -
S1-K.16. 1+

i=t 5 -1
s1-k.17.  VEo

t= K,
S1-K.18.  lald+i)

S1-K.8. Példa - egyszer(i kamatozas.
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S1-K.&8. 1.Példa - Egyszeri kamatozas; Ki:

150000 Ft tdke, havi 4% kamatozds mellett mennyit kamatozik 4, 5 hénap alatt?
Megoldas:

Ko = 150000; i = 4% = 0,04; ¢t =4, 5;

K; = Ko + Kp -i-t = 150000 + 150000 - 0,04 - 4,5 = 177 000

A hozam: 177 000 — 150 000 = 27 000 Ft.

S51-K.8. 2 Példa - Egyseerid kamatozas; Ko:
Egy 4,5 hénap miilva lejard betét 177000 Ft-ot fog érmi. A havi kamatozis 4%.
Meldkora az alaptdke havi kamatozis esetén?

Megoldas:
K, = 177000; i = 4% = 0,04; t = 4, 5;
K, 177000 177000 =
Ko= T+t — 1t004-45 — 1,18 150000 Ft.

S1-K.8 3.Példa - Egyszeri kamatozds; i:
Egy 4,5 hénap miilva lejard betét 177000 Ft-ot fog érmni. Az alaptSke 177000 Ft.
Mekkora a havi kamatlab egyszeri kamatozas esetén?

Megoldas:

Kp = 150000; K¢ = 177000; t = 4,5;

. K¢—Kp _ 177000150000 _ 27000 _ 40
I= St = —Tmomods = wrsoon — 004 =4%.

S1-K.8 4. Példa - Egyszeri kamatozas; {:
Egy 4%-ot kamatozd betét 177000 Ft-ot fog érni ¢ honap elteltével,
az alaptéke 177000 Ft.
Mennyi idd milva teljesiilnek a leirt feltételek?
Megoldas:
Ko = 150000; K¢ = 177000; i« = 4% = 0,04;
K, —Kp 177000 — 150000 27000 4.5 ho.

t=—"g,% = — 15000004 — G000 —

|
S1-K14.Példa - kamatos kamat.
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S1-K.14. 1.Példa - Kamatos kamat; K;:

Az alaptéke 8300000 Ft. Mennyi kamatot hoz az alaptéke évi 20%-o0s kamatlib mellett
(kamatos kamat esetén), { = 5 év alatt?

Megolddis:

Ko =R00000; ¢t =5 év 14 = 20% =0,2:

K = Kp-{1+1)* = 800000(1 + 0,2} = 800000 - 2, 48832 = 1990656 Ft.

A kamathozam: 1990656 — 800000 = 1190656 Ft.

S1-K.14. 2 Példa - Kamatos kamat; Kq:
Mennyi tékét kell befektetniink, hogy 5 év milva, 20%-0s kamatozissal,
1990656 Ft-ot vehessiink fel?

Megoldas:
K, =1990636; t =5év;i=20%=0,2;
Ko = = — 1090456 _ 1990856 _ gnnoaq R,

II fil-iln El-']' )4hﬁ;.—~

S51-K.14. 3.Példa - Kamatos kamat; i

Mekkora évi kamatlib esetén lesz 5 é&v millva a 800000 alaptéke 1990656 Fe?
Megoldas:

K, = lggﬂﬁuﬁ fﬁo = BODOOO; £ =5 év

:_.f e — 1= *”"‘“’5”5 -1=1,2-1=0,2 = 20%.

S1-K.14. 4.Példa - Kamatos kamat; ¢

Héany év midlva lesz a 800000 alaptdke 1990656 Ft7 A kamatlib 20%.
Megoldds:

K, = lJJ(]l'j;‘llj; Ko = 800000; i = 0,2 = 20%.

_ 9RE _oamo _p .
= lgi{i4r)y T 00793 T

9. 9. Fuggvények (F)

A fejezet célja a fiiggvénytani (kalkulus) alapismeretek ismétlése és bévitése. Az F1-4. fejezetek a megszokott
sorban targyalja ezeket a témakoroket. A gyakorlati munka a winplot programcsomag segitségével keriil
megvalositasra. Ehhez segitséget nyujtanak az Interneten (YouTube: Winplot) elérhetd bemutatd filmek és a
csatolt anyagok. Magyarul is elérhetd példaul Kiss Marta harom bemutatdja, amelyek kivald bevezetdként
szolgalhatnak a program hasznalataba. A fejezet ismereteinek elsajatitasat ellenorzo feladat a kdvetkezo fejezet
része.

Bdvebb, a modulban szerepld tomor 6sszefoglalonal 1ényegesen hosszabb leirast talal a kovetkezo forrasokban:

* |. Dancs Istvan, Magyarkuati Gyula, Medvegyev Péter, Puskas Csaba, Tallos Péter: Bevezetés a matematikai
analizisbe. MEK

Il. Lajko Karoly: Analizis I. Debreceni Egyetem, Matematikai és Informatikai Intézet, 2002.

I, Karsai Janos: Matematika gyodgyszerészhallgatok szdmara. Szent-Gyorgyi Albert Orvostudomanyi
Egyetem, Orvosi Informatikai Intézet, Szeged, 1996.

Ezek a forrasok kisegithetik a részmodul ismereteinek feldolgozasaban és elsajatitasaban, valamint sok
esetben b6vebb ismeretalapot is szolgaltatnak.

9.1. 9.1. A fuggvény fogalma (F1)

A matematika gyakorlati alkalmazasanak egyik legszélesebb kore a fliggvényekhez kapcsolodik. A fiiggvény
fogalma két (vagy tobb) mennyiség kapcsolatat ragadja meg. A kovetkezOkben néhany alapvetd fogalmat és
modszert foglalunk 6ssze.
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F1.1. Fiiggvény fogalm = Legyen adottak a D és R nemiires he mazok. Készitsiink egy olyan hozzarendelést
(leképezést), amely azx D elemhez (fliggetlen valtozd) egyy R elemet (fiiggd valtozd) rendel. A leképezés
értelmezése soran megengedett, hogy a kiilonb6z6 x elemekhez esetleg ugyanaz az y elem rendel6djon, de nem
engedjiik meg azt, hogy egy x-hez két (vagy tobb) y elemet rendeljiink.

A konstrukcio jelolései (f magat a leképezést, a fiiggvényt jeloli - sok jeldlési mod hasznalatos, ezek koziil
néhany van itt felsorolva):

f:D = R

y = f(x)

el yek
trx ey

x = f(m)

F1.1. 1.Példa - fiiggvény fogalma.
Akkor, amikor sorozatokat értelmeztiink (S fejezet), mar 1ényegében fiiggvényekkel dolgoztunk.

A fiiggvény D halmaza a természetes szamok halmaza (sorozatban az elem sorszama), az R halmaz pedig
valamely mas halmazzal egyezett.

xe W=D |—>yEN=R;y=2-x—1l

Sorozatoknal: & > @& =21 -1

F1.1. 2.Példa - fiiggvény fogalma.

Akkor, amikor egy mennyiség idébeli lefolyasat vizsgaljuk, szintén fliggvényt értelmeziink (T az idépontok
halmaza): t € T = v € Roy=y@)

Példa lehet a hémérséklet napi valtozasa, tézsdei arfolyamok valtozasa egy nap/hét/hdnap, stb. soran. Ebbdl a
rovid felsorolasbol is latszik, hogy a fliggvények alkalmazasi kore igen tag.

F1.1. 3.Példa - fiiggvény fogalma.

. ]
Matematikéban sok esetben képlettel adunk meg fiiggvényeket; £+ ¥ F> ¥ == +2

(Lasd késébb - F1.5-7. pontok.)

F1.2. Tovabbi megjegyzések.

1. A fiiggvények jelolésére latin kisbetiiket alkalmazunk. Az f mellett leggyakrabban a g, h, stb. betiiket
hasznaljuk.

2. A szakirodalomben sokféle jelolési rendszer talalunk. Ezek hasonldk, kis eltérések mutatkoznak kozottiik,
ahogy a fentiekbdl is 1athato.
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3. A fenti defincio az egyvaltozods fliggvény fogalmat rogziti. Ez egy egyértékii (egyértelmil) leképezést jelent.
Ennek a fogalomalkotasnak a fejlesztésével, bévitésével juthatunk el mas, altalanosabb fliggvényfogalomig.

4. A figgvényfogalom egy masik megkozelitése az, amikor a (fenti értelemben hasznalatos) D és R halmazok
Descartes-féle D *E halmazat képezziik, és fliggvényként ennek az elemparhalmaznak egy részhalmazat
vizsgaljuk.

F1.3. Ertelmezési tartomany, értékkészelet. A fliggvények megadasinal szerepld D halmazt értelmezési
tartomanynak, az R halmazt pedig értékkészletnek nevezik. Szokas néha megadni a jelolésben azt a fiiggvény,

amellyel kapcsolatos az értelmezési tartomany és az értékkészlet: D; ; Ry .

F1.4. Tovabbi megjegyzések.

1. A matematikai vizsgalatok soran az értelmezési tartomdnyt és az értékkészletet altalaban a kiilonb6zo

szamkorok (M ; & ; Q i By ©) vagy azok részhalmazai alkotjak. Ezeken kiviil természetesen mas
halmazokon is értelmezhetdk fliggvények. Els6 példdink a szamhalmazok korében értelmezett fiiggvényekkel
foglalkoznak.

2. Az értelmezési tartomany ¢és az értékkészlet pontos megadasa sokszor egyes elemek egy bovebb halmazbol
nullaval vald osztas eshetdsége), vagy gyakorlati okok (példaul a vizsgalt esemény egy adott hdmérséklet felett
mar nem kovetkezik be, igy nincs értelme a vizsgalatnak abban a hémérsékleti tartomanyban) miatt nem
szerepelhetnek a kérdéses halmazokban.

Fiiggvények megadasa.

F1.5. 1. Képlet, utasitas.

F1.5. 1.Példa - fiiggvény megadasa képlettel, utasitassal.

_ .2
Rendeljiik az x fiiggetlen véltozé értékeihez ,x négyzete meg ketté” értéket, Yo =% +2

F1.6. 2. Tablazat.

F1.6. 1.Példa - fiiggvény megadasa tablazattal.

F1.7. 3. Grafikon.

F1.7. 1.Példa - fliggvény megadasa grafikonnal.

]
Az 1. abrén (F1.7.1.) az 7 =% 2 fioovény grafikonja lathato.
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DO

]
1. abra (F1.7.1.) - Fiiggvény megadasa grafikonnal - yry=x"+2

F1.7. 2.Példa - fiiggvény megadasa grafikonnal.

A 2. dbrén (F1.7.2.) az ¥ = TVE =2 fio0veny grafikonja lathato (2 fiiggvény!).

y = sqgr(x-2) :
y = -sqr(x-2)3T

7
64
s4
44

gl e

' ' ' '
T T T T T T T

t
7 8 9 10 11 12 13 14

al

2. 4bra (F1.7.2.) - Fiiggvény és inverze - Y& = T~¥2—2

F1.8. Tovabbi megjegyzések.

1. A grafikus abrazolas legtobbszor derékszogl koordinata-rendszerben torténik. A fliggvény Osszetartozo x €s
y(x) értékparjait egy-egy pontként dbarzoljuk a kovetkezd mddon. A vizszintes tengelyen (x tengely) a fiiggetlen
valtozo x értékét; a fliggdleges tengelyen (y tengely) y(x) értékét keressiik meg. Parhuzamosokat rajzolunk az y
és x tengelyekkel a megkeresett pontokon keresztiil. Ahol metszik egymast a tengelyekkel parhuzamos
egyenesek, ott lesz az adott pontpar grafikonbeli képe. Ezt a tobbi értékpar esetén tobbszor ismételve alakul ki a
figgvény grafikonja. Soszor elegendd néhany pont felrajzoldsa a fiiggvény gorbéjének viszonylag pontos
abrazolsahoz. Gyors és pontos fliggvényabrazolast szamitogépes programokkal végezhetiink kdnnyen.
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F1.9. Fiiggvények egyneldsége.

Az f és g fiiggvényeket egyenlonek tekintjilk, ha értelmezési tartomanyuk ugyanaz a halmaz, és minden

x & D =Dy elemhez két fiiggvény ugyanazt az értéket rendeli: f(x) = g(x).

F1.10. Inverz fiiggvény.

Egy I D — R fiiggvény invertalhato, ha értelmezheté az T = B —> D leképezés, amely szintén fiiggvény. Az
invertalhatd fiiggvényeket szokas kdlcsondsen egyértelmi fiiggvényeknek is nevezni.

F1.10. 1.Példa - inverz fliggvény.

]
Az YEI== 2 fliggvény inverze a kovetkez6 fiiggvény.

.t _t .2
A Iépések: x és y cseréje, majd y kifejezése (3. dbra - F1.10.1): Y& =% +2 5 z=y"+2  =-2=y"

vix)= -z —2.

vy = x*2+42 74
v = -sqr(x-2)
¥y = sqr(x-2)
¥i= x 6
\
\
\
\‘\ 54
\
\
\\
\ 3

3. abra (F1.10.1.) - Fiiggvény és inverze - y(x) =+ x— 2.

9.2. 9.2. Fuggvények jellemzo6 talajdonsagai (F2)

F2.1. A figgvény-tulajdonsagokat két nagy csoportba oszthatjuk. Az elsé csoport olyan tulajdonsagokat jel6l,
amelyek a vizsgalt fliggvények pontbeli viselkedését ragadjak meg. A masodik csoport egy intervallumon
mutatott jellemzoket irja le. Ezen beliil az intervallum-tulajdonsag egy specialis fajtaja az, amely a teljes
értelmezési tartomanyon érvényes jellemzot definial.

F2.2. Helyettesitési érték. Legyen adott az £ ¥ M Y& fiiggvény. Itt x jeloli a fiiggetlen valtozé érétkeit, y(x)
pedig a fiiggetlen valtozohoz rendelt fiiggvényértékeket. Ezt ugy is szokas mondani, hogy y(x) az f fliggvény x
helyen felvett értéke, helyettesitési értéke. A helyettesitési érték meghatarozasa az y(x) érték meghatarozasat
jelenti a konkrét x érték esetében.

F2.2. Példa - fliggvény helyettesitési értéke.
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_ .z o
Az Y= == *2 fioovény x = 1 helyen felvett értéke Y =1 +2=3
_ .z _nl o
Az Y= =2+ 2 fioovény x = 2 helyen felvett értéke Y12V =2 +2=6
_ .2 P 40—
Az ¥ =% 2 figovény x = 0 helyen felvett értéke ¥/ =0 +2=2

_ .2 1y 40—
Az Y& =% 2 figovény x = -1 helyen felvett érteke YL =GN +2=3,

F2.3. Nullpont, zérushely. Egy % P ¥&) figovény zérushelyei, nullhelyei az érelmezési tartoméany
mindazon x értékei, amelyre y(x) = 0.

F2.3. 1. Példa - fiiggvény zérushelye.
[ 2 p—
Az YE) =22 fioovény zérushelye % = V2 g x=—2

3
Behelyettesitve: y(W2) =2 -2=0 és y(—y2)= (-V2)'-2=0 .

F2.3. 2. Példa - fiiggvény zérushelye.
_ .z
Az ¥E) =5+ 2 fioovénynek nincs zérushelye, hiszen = éréke mindig poztiv.

; . P s 2 — . . . ; . . P
Mas okoskodas a definicié alapjan: ¥ +2=0 vizsgaland6, de atrendezéssel x* =-2 ami nem teljesiilhet a
valds szamok korében.

F2.4. Korlatossag. Legyen f: ' — R Az f fiiggvény korlatos fiiggvény, ha R korlatos halmaz, vagyis ey by

hogy "7 € R esetén F1= ¥ ¢s ¥ = ¥2_ Amennyiben csak ¥t 1tezik, ugy f alulrol korlatos, ha csak ¥2 Iétezik,
ugy f feliilrdl korlatos. Amennyiben egy fliggvény alulrdl és feliilrl is korlatos, akkor korlatos.

F1.1. 1. Példa - fiiggvény korlatossaga (F1.1.1. abra).

2 (R —
Az YE) =22 fioovény alulrol korlatos, az x = 0 helyen felvett Y09 = 0"-2= -2 ¢4tknél nem vesz fel kisebb

e, Vy(z)z -2

értéket. A definici6 szerint 21 =" hogy

F1.1. 2. Példa - fiiggvény korlatossaga (F1.1.1. abra).

2 o=
Az FEI="E =2 figovény feliilrl korlatos, az x = 0 helyen felvett 9= 2= -2 ¢retknél nem vesz fel

nagyobb értéket. A definici6 szerint A definici6 szerint dk, =2 , hogy Yy =-2
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= x*2-2
¥'= =x%2-2

<

F1.1.1. 4bra - Korltos fiiggvények - Y&} = =2 g )=k =2

F1.1. 3.Példa - fiiggvény korlatossaga (F1.1.3. abra).
Az y(x) = x sin(x) fliggvény nem korlatos.

y = xsin(x) 'y

F1.1.3. abra - Nem korlatos fiiggvény: y(x) = x sin(x).

F2.5. Monotonitas. Legyen £: D — R Az f fiiggvény monoton névekvé az [FPIS T intervellum felett, ha
Vi xy € [Bb] oo X FHy ey fn) = £y) Amennyiben Hxy) < f(xﬁ), ugy f szigoruan monoton ndévekvo
figgvény.

Amennyiben "Ev Ez € [&D] oo ® T ggoe, ) 2 fxy)
fiz)) = fz,)

, akkor f monoton csokkend. Amennyiben

, ugy f szigorian monoton csokkend fliggvény.
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F2.5. 1.Példa - fliggvény monotonitasa. (F2.5.abra).
_ 3
Az ¥E = EF2F 1 gi06r1an monoton ndvekvd fiiggvény.

_ 3
Az v =-x-2)7 -1 szigortian monoton csdkkend fiiggvény.

= (X42)*3+1 8y
¥ = -(x-3)*3-1

<

— 3 _ K
F2.5.abra - Monoton fiiggvények: 7t =&+ 27 +1 oo vzl =-x -2 -1

F2.6. Parossag. Az f: D — R fiiggvény péros, ha ¥z € D esetén f(x) = f(—x). Ez a tulajdonsag a fiiggvény
gorbéjének az y tengelyre valé szimmetriajat jelenti. Az £: D — R fiiggvény paratlan, ha ¥z € D esetén f(x)
=—f(—x). Ez a tulajdonsag a fiiggvény gorbéjének az origora vald kdzéppontos szimmetridjat jelenti.

F2.6. 1. Példa - fliggvény parossaga (F2.6. abra).

- 1 _ 2
Az TE =% paros figgvény: ¥ — 2 valamint a fiiggvény gorbéje szimmetrikus az y tengelyre.

F2.6. 2. Példa - fiiggvény parossaga (F2.6. abra).

— 3 3 _ E
Az Y& =% paratlan fiigevény: ¥ — 2 valamint a fiiggvény gorbéje szimmetrikus az origora.
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2 3
F2.6. 4bra - Paros (Y =%") ¢s paratlan (7% = %) fiiggvények.

F2.7. Periodikussag. Az f: D — R fiiggvény periodikus, ha 3F szam (P # V), amelyre ¥z € D' esetén f(x) =
f(x + p). A legkesebb ilyen p szam a fiiggvény periodusa.

F2.7. 1.Példa - fiiggvény periodikussaga (F2.7. abra).

A y(x) = sin(x); y(x) = cos(x) fiiggvények periodikusak. A periddus hossza F = am

y = sin(x) Ty
y = cos(x)

F2.7. abra - Periodikus fliggvények: y(x) = sin(x) és y(x) = cos(x).

F2.8. Konvexitas. Az f: D — R fiiggvény az [a; b] intervallum felett konvex (dombort), ha Yy x; € [ab]

f(xl +x2) . Flz)+E(=,)
esetén 2 2
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E, tx,, P+,
Yz, %, € [ab] £ )=
Az £: D — R fiiggvény konkav (homortr), ha **1- %2 -2l esetén 2 2

Megjegyzések.
F2.9. 1. Egy konvex fliggvény grafikonja az (a; f(a)) és (b; f(b)) pontokhoz tartoz6 hur alatt helyezkedik el.

F2.10. 2. Egy konkav fiiggvény grafikonja az (a; f(a)) és (b; f(b)) pontokhoz tartoz6 hir felett helyezkedik el.

F2.11. Inflexiés pont. Az f: D — R fiiggvénynek az *0 eb helyen inflexidés pontja van, ha 38> 0 szam,

2, TE) (#2y-6 %)

hogy az ®o°% o) intervallum felett f konvex, az o’ intervallum felett f konkav; vagy az

intervallum felett f konkav, az =0 %0 &) intervallum felett f konvex.

F2.12. Széls6érték, minimum és maximum. Az £: D — R fiiggvénynek az *o €D helyen lokalis maximuma

Wx ez, — g%, +g) esetén fiz,) =fix)

f(x,) = f(x)

van, ha 32> 0 szam, hogy
Yz eDi{zy)

. Amennyiben a maximum tulajdonsag

kiterjeszthets, vagyis esetén , gy az * helyen globalis (abszolit) maximumrol

beszéliink.

F2.13. Az D = R figovénynek az * S helyen lokalis minimuma van, ha 35> 0 szim, hogy
¥z e(x, — €%, +&) esetén fix,) =fix) )

Yz eDi{x,) flz,) =fix)

Amennyiben a maximum tulajdonsdg kiterjeszthetd, vagyis

esetén ,ugy az “ helyen globalis (abszolut) minimumrél beszéliink.

F2.8-13. 1.Példa - fiiggvény nevezetes pontjai (F2.8. dbra).

1 2 . .
Az VE) =2 -8xT 2 T fiiggvény inflexiés pontja a P(3; 11) pont. (0%; 3) konkav tartomany; (3, +o9)
konvex tartomany. y(x) szélséérétkei - lokalis maximum: R(2; 13) és lokalis minimum: S(4; 9) y(x) zérushelye x

=0; 33 helyen.

¥ = x*3-9x"2424x-7 184y :
(x,y¥) = (2.00000000000000,13.00000000000000)
(x,v) (4.00000000000000, 9.00000000000000)
pontok {y = x*3—9x*2+24xj7 B x = 3}

{x,y] = (0.33131490952225,0.00000000000000)

14+

134

12+ %

1+ Y

ol &

ol \/

8+

7_-

6_-

S+

4_-

3—.-.

2__

T x
I S e
-8-7-6-5-4-3-2-;,_j1 234567 8 9101112

F2.8. dbra, Y)Y =292 +24x -7
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FUGGVENYVIZSGALAT

F2.14. A gyakorlatban alapvets, hogy a kisérletek, megfigyelések soran adodé fiiggvénykapcsolatokat
megvizsgahassuk, elemezni tudjuk. Ezek soran elsd 1épésben kisérleti eredményeket abrazoljuk (pontdiagram),
majd egy kozeltd (becsld) fiiggvényt hatarozunk meg, amelyet tovabb elemziink, majd egy modell kialakitasaval
értelmeziink.

1. A filggvény értelmezési tartomdnyéinak meghatirozdsa. Vizsgiljuk meg, F2.15.

hogy hol értelemezett a fiiggvény; mely = értékek esetén nines értelmezve f(x).

2. Tengelymetszetek meghatarozisa - hol metszi a giirbe az X (zérushely) F2ie.
& Y tengelyt: fizx)=0 ==7 fili=y ="

3. Folytonossag, korlatossig, szakadasi hely (polus) meghatirozisa. A F2a7
fiiggvény viselkedése ezen helyek kérnyezetében. Viselkedés az értelmezési tar-

tomény szélein; ez jelentheti az + = +o00 és y = —oo helyeket.
4. Lokalis szélséértékek (maximumok & minimumok) keresése, F2.18.

5. Inflexios pontok (konvex és konkav szakaszok hatarpontjai) meghatérozasa. Fz.19.

6. Fiiggvénygorbe vazlatos dbrazolasa. F2.20.
7. Ertékkészlet meghatirozasa. F2.21.
8. Tovabbi pontok kiszimitisa sziikség szerint. Fz2.22.

9. Alkalmazas: helyettesitési érték, meredekség, gorbe alatti teriiler, sth. Fz.23
szamitasa.

A fliggvényvizsgalat egyes 1épéseit a differencial- és integralszamitas alkalmazasaval konnyebb elvégezni. Ezek
a modszerek a kdvetkez6 fejezetekben szerepelnek.

(Winplot program let6ltése)
(Winplot alapok: Figgvények abrazolasa - Kiss Marta: Winplot alapok - YouTube.)

(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)

9.3. 9.3. Elemi fliggvények (F3)

Ebben a fejezetben olyan fiiggvények tulajdonsagait foglaljuk 6ssze, amelyek a valos szamok halmazat a valds
szamok halmazaba képezik.

I. ALGEBRAI FUGGVENYEK.

I.A. RACIONALIS EGESZ FUGGVENYEK.
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F3.1. Konstans fliggvény. (1 abra)

y(z)=a
Ez a fiiggvény a fiiggetlen = valtozd nulladfoki fiiggvénye (y(x) = az?). Gorbéje
az y tengelyt a (0;a) pontban metszi, az r tengellyel pArhuzamos egyenes.

1. abra. y(r) =13.

F3.2. Elsofoka fiiggvény - Linearis fliggvény. (2. abra)

ylr)=ar+b (a#0)

A fliggvény girbéje az A{—b/a;0) és B(0;b) pontokon dtmend egyenes. b =0
esetén az A és B pontok egybeesnek és az egyenes dthalad a koordinita-rendszer
kezd&pontjan.

A fiiggvény egyetlen zérushelye az r = —b/a pontban van.

a > 0 esetén a fiiggvény monoton névekvd,

a < 0 esetén a fiigevény monotn cstkkend.

b=10és a > [ esetén az egyenes arinyossig tsszefiigpéseit fejezi ki a fiiggvény
(@ ardnyossagl tényezd).

R Vo
'\\ /
A
\ |/
\'1/
/
VoS
y I
'
/
I -}; \ 1 H a
PAEE Y
;f LY
/ \\
T
/ \
/ TN

2. abra. y(z) =2r + 1; y(r) = —3=.
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F3.3. Masodfokn fiiggvény. (3. abra)
yz)=ar’ +br+c (a#0)

A fiiggvény grafikonja parabola, amelynek szimmetriatengelye parhuzamos az y
tengellyel.

A parabola csiicsa a C(E—:; d“j—;bz] pontban van. A fligevénynek legfeljebb két
zérushelye van. FEzek sorban: Al(ﬁ-’gﬂ;ﬂ} és Ag(i‘éiﬂ;ﬂ} A fidg-
gvény girbéje a B(0;c) pontban metszi az y tengelyt.

dae — b* = 0 esetén a parabola a [%’; 0} pontban érinti az r-tengelyt.

dac — b? = 0 esetén a gorbének nincs kivzis pontja az z-tengellyel.

a = 0 esetén a fliggvény minimumhelye; a < U esetén a fiiggvény maximumbhelye
aL ro = 'EEb pont.

wom xtIa-E '|I T !
wE\ / Jf

Y v "H/‘{\

\'\ /2t ,/; Y
7 \\

A

3 abra y(r)=z2+r-3% -2 +r—1;27+ 1

F3.4. Harmadfoku fliggvény. (4. abra)

ylx) = azr”® + ba’ + cx +d {a#0)
A fiiggvény gorbéje tobbféle alaki lehet. Zérushelye 1, 2 vagy 3. Vagy nincs

szélsdértékhelye, vagy kettS van (lokilis minimum- és maximumbhely). Egy in-
fexios pontja van.

A porbe pontosabb vizsgilata a konkrét paraméterck segitségével végzhetd el
kémnyebben.

PR R
IR s R T ] ‘I
¥ o= ix-dih3 |

4 abra ?+27? —x 42 2 —2? 2 1; (z - 43
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F3.5. n-edfokn raciondlis egészfiiggvény. (5. abra)

y(z) = apz™ +an 1zt ar fap
an#F0hnz0nel

A fiiggvény legfeljebb n szdmi pontban metszi az z-tengelyt, legfeljebb n — 2
inflexios pontja van. A fligevénynek legfeljebb n — 1 szélsdértékhelye van és
amennyiben a szélsdrétékhelyek szama ketténél tobb, akkor a maximum- és
minimum-helyek viltakozva kévetik egymadst.

Amennyiben n pératlan, akkor a gorbe legalibb egy pontban metszi az a-
tengelyt. Ha n > 3, akkor a girbének legaliabb egy inflexids pontja van. Ekkor
a szélsdérétkhelyek szdma mindig paros, az inflexios pontok szdma paratlan.
Amennyiben n piros és n = 2, akkor a fiiggvénynek legalabb egy szélsGértékhe-
Iye van. Ekkor a szélsdérétkhelyek szdma mindig paratlan, az inflexids pontok
szama mindig paros.

¥ o= w*7 - ExtE b 5S4 Sxth - 33 4+ 322 4 x4 1
PRIl I S | sl

.
o

5. dbra. 17—516+315+314—13+9.12+1+1',IE‘—15—Id+13_
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F3.6. Hatvanyfiiggvények. (6. abra)

ylz)=z" (n=2; nef)
ylx)=az" (acBin=2; neli)

A fiiggvény gorbéje (0;0) pontban érinti, vagy metszi az r-tengelyt. A girbe
dthalad az (1:1) ponton.

Ha n péaros, akkor a figevénynek az = = 0 helyen minimuma van, a fiipg
gvénygirbe szimmetrikus az y-tengelyre.

Ha n pératlan, akkor a (0;0) pont inflexios pont. Az y(z) = az™ fiiggvény gir-
béje a > 0 esetén a-szoros nagyitassal: a < 0 esetén |a|-szoros nagyitassal és az

r-tengelyre valo titkrizéssel adadik.

P ¥
7= Axta -

=

t
—

flle
e

6. abra. y(z) = % y(z) = 423; y(r) = 0.2523.

I.B. RACIONALIS TORTFUGGVENYEK.
F3.7. Az £ tortfiiggvény. (7. dbra)

yx)=7 @#0)

A fiiggvény gorbéje egyenldszari hiperbola.

A gorbe a > 0 esetén az elsd és harmadik siknegyedbe esik. A hiperbola
csicspontjai A(y/a; /a) és B(—/a;,—/a) pontok. Az Osszefiiggés forditott
aranyossigot fejez ki.

a < 0 esetén a girbe a masodik és a negyedik negyedbe esik. A hiperbola csiicsai

ekkor A'(—+/la; v/]al) és B'(v/]al; —v/a]).

¥ o= Alw | ¥ 'll
(X o= (2,3| at
ert - oo !
7o -4 \
t:u = (-2,2) _fl 54 \\
’ ",
4 ",
< - i
o
z'/ e
" -
T LT q_h""‘———\..__
o
|
-1 - -2 -1 1 3 4 .
—\_._\__-_\_H L B —
""'“m.\ L
. //
N & T &
™, A
. A
Y R
4
|
\ o
1
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F3.8. Linearis tortfiiggvény. (8 abra)

aixr + by ay b
S D — D] D
y[I] agx + by’ az  be 70 a7
A fliggvény girbéje egyenlszaria hiperbola.

o o= Bl fxedd Fr |I

P oE=1)/Enel) LT
L3+ ll\
Lz~
L I\
L M,
' AN
T \M"'-._
] ~—
3

‘_\__"—-—\_._“_ t)'l z-

PR S t T
TG4 -3-2-pfr L3 34 FAT RS WLITINIAIFIEIT
2

L3,

1

2y

8 abra. y(z) = ‘L‘_‘;; 2“:'_]3.

F3.9. Nemlinearis racionalis tortfiiggvények. (913 dbra)

Néhany példa.

y(r)=a+;+% (b#£0, c#£0) (D.abra)
1
y('r} = m {ﬂ- # D} (10&{?‘]‘&)
y(z) = m (ac#0) (11 — 12.abra)

y(r)=ax " (a # 0} (13.abra)

ool o+ dfx - 3002 Fro
71+ 4du +3fet |

i '\\
ERN "
P
/2- ! _““‘-—:':1—_—_
— e ——
1
—— J / o
[ T T S M N EEER
., -1 |
A
Yo -2
\ 2]

9. dbra y(:]=1+;——g;y(1)=1+%+fg_
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FICIR Tl e -2 R T=
=

7= L iawtE-3u-1|

ey /
P A R R
_'_,;,_n—“' _,__.—"') e - —_ K
-3 -2 -l 1 ] 3

i / A
i \'.

R S S S
10. sbra. ¥(T) = gorrgys ¥(E) = gy ¥(%) =

o +x+l°

wou o (datERe | T
7 = o/ @ntE-Tn-1]
® A2l
T
1 Y
\\.
R
\, — 3
1
t + = t t
— = -~ 1 z
-
T ", \\
T ) 3
R | \
Ay -1
h '\,|
|
Y
VL
'L

L1 &bra. y(T) = gapys W) = a1 ¥(®) = o

w o ot et laiedd ¥
7 o=/ iARMI-TuH
T 3
; o4 | .
\, j
\,
. ! -
. A R
e ",
1 / \\
/ T~
I T—
—
t t + t
— L — 1 z

-z
| 1

12. dbra. y(T) = ooy V(T) = gorsony WIT) = ooy
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/ \
/'{l 1 H‘ R
YO
_,// Sl e
— i LY
- -5 -2 -l 1 2 3 4 4
\u
N 11

\-5 |
Al

I
13 abra. y(z) = fg', y(x) = ;‘n’

I.C. ALGEBRAI IRRACIONALIS FUGGVENYEK.

F3.10. Linearis fliggvény négyzetgytke. (14. abra)

ylz)=Evar+b(a#0)

w o= age |Faed] Tr
7 o= —eqx (Anr) &
o -aqr (-2N| ]
¥ o= age |-3xs T
I —
5 -4 .r"-_—r'_f'-
T —— - =
_\-‘—\-\_,__\_H__ 4 _f—/
—— /
e R
L
2.7] H“'x.
I' \
1 ",
{ " #
e L N
4.5-4.31&;-]_ 1 45 6 € @ 101l 12
=, o~
o o
L=<
;IJ' ~
— -4 4 e
__,-r'—""'_'_ -
. =1 x,_\\\___‘_
. T—
e Tm—
-7

14. abra y(r) = /Br+ L y(z) = I+ L v(z) = -/ + § y(z) = 2z + 9.

F3.11. Masodfokn fiiggvény négyzetgyoke. (15 abra)

ylz)=vVar? + bz +c(a#0)

¥ = age [ZxtThet] I3 /
§ o= e (Rt Fer) 3 o
w o= age -sxtEdzeil fF
7o -sqr (Nt HERL] /
. 2] P
A
5 4 2 //‘r x._\\
o -,
" |/ \
pR— Y

£ n,

15. dbra. yiz) = /222 +x + L y(z) = /22 +dx + 1; y(r) = 2227 +dr + 1
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F3.12. Hatvanyfiggvény. (16 abra)

y(z) = 2* (k= Z:m,n e N)
n
m és n relativ primek; n # +1.
k = 0 esetén.

Ha n péros, akkor az értelmezési tartomény: [0;o0c); a gorbe szimmetrikus az
r-tengelyre.

Ha n péaratlan akkor a fiiggvény minden val6s szamra értelmezett.

k < 0 esetén.

Ha n péros, akkor az értelmezési tartomény: (0:o0o).

Ha n paratlan akkor a fiiggvény a 0 kivételével minden valés szdmra értelmezett.

¥ o= w72 TF
b
PR L]

o

16. dbra. y(z) = =¥/ y(z) = =13 yiz) = 233, y(z) = 242

II. TRANSZCENDENS FUGGVENYEK.

F3.13. Trigonometrikus fiiggvények.

Sinus (17. dbra): A = w = 1 és gy esetén az alapfiiggvényt kapjuk: y(r) =
sin(x). Az alapfiiggvény periodikus, periodusa: 2m.

y(x) = Asin(wr + @) (4 > 0w > 0)

¥ o= @an|xl
7 o= Eeiniaxdd)

N A N My
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Cosinus (18, dbra): A = w = 1 és g esetén az alapfiigevényt kapjuk: y(r) =
cos(x). Az alapfiiggvény periodikus, periodusa: 2.

y(x) = Acos{wr + o) (A >0w=0)

¥ = com|x)
F " 2eosiaxed)

34

B /f"“\\ .,-"'/\.\
!
= T lf \ ."'I %\
H". i \\:’JJ ! ';// lll'k .

=4+ b R

18. abra. y(z) = cos(x); y(r) = 2eos(2z + 2); y(z) = %cos{ﬂr -2).

Tangens (19. dbra).
y(r) = Atan(wz + o) (4 > 0;w > 0)

Pl ] L
A ||/ { }; |
I
|

-
-
H‘\.‘ ’
e
at-
— ",
]
]
_‘—‘—\.._\_\_ in
— —
-
-
oy
—_—
—

1 (. Mf/x

19. abra. y(z) = tan{z); y(z) = 2tan(2z + 2); y(z) = 1} tan(2z — 2).
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Cotangens (20. dbra).
ylr) = Acot(wr + o) (A= 0w=0)

H | \ | 1‘| \

e

—
N
N
———
[
L —

20. abra. y(r) = cot{z); y(r) = 2eot(2z + 2); y(z) = écot(ﬂr —-2)

Secans (21. Abra).

y(x) = Asec(wz + pp) = cos(®) (A=0w=0)

Cosecans (22. 4bra).
(A= 0w >0)

ylr) = Acscjwr 4+ o) = m

-] | J | \l\ /
il [ |
_ \x. | / '\\I ]

VAR

ERS L | [ IL'
Y ' \
] \ | \ "J \
'\_i_./_ I\\ fl' '\_.'jl \_.ff
N ‘
1 | /r'"_""\-.\\ |
1 f(r .\IH
=T ’; F\ { ™
| / \ll. I f .'/ \\I '|II

22. abra. y(x) = cse(z); w(z) = 2esc(2z + 2); wiz) = —; cse(2z — 2).
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Arcus sinus (23. abra). A sinus fiijgevény inverz fiiggvénye.
y(x) = Aarcsin(x)

Arcus cosinus (24. dbra). A cosinus fiiggvény inverz fiiggvénye.
y(x) = Aarccos(x)

Arcus tangens (25. dbra). A tangens fiiggvény inverz fiiggvénye.
y(x) = Aarctan(x)

Arcus cotangens (26. dbra). A cotangens fiiggvény inverz fiiggvénye.

y(x) = Aarceot(x)

¥ o= mzominix| ¥
P o= farcainliati|

7 = (1SZ)mrcEini?x=I) |

23. dbra. y(r) = arcsin(z); y(r) = 2arcsin(2x + 2); y(z) = %arcsin(ﬁ: —-2)

¥ = arcoomis| ¥
7 = erecoatinti | Lhs
2 o (2x-2)

\,_

24. abra. y(x) = arccos(z); y(x) = 2arccos(2x + 2); y(x) = 1} arccos(2r — 2).
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¥ = mrctanix| v
7 = Eavonenilu+d|
» 1/2 ) mrctmniIx
31 e
o —
—
L~
I
/f _—
1 T
! -
! - .
j -
' ' ' f ¥ ' '
3 -2 IPIJ - 1 2 E
-~
) ! /f ~
— 4
o
. !
¢
e -
.-"/
-
o
54+

25. abra. y(z) = arctan{z); y(r) = 2arctan(2z + 2); y(x) = %mctan{?:r: —2).

¥ = arcookis] ¥
§ = Iarcoor(lu4d] R
B
74
- ]
-
e
, 5
N
h
lH a
|
e \\ :
.
T
* N
i
-4 -5 -4 -3 -1 L 2 3 4
-14

26. abra. y(r) = arccol(z); y(z) = 2arccot(2z + 2); y(z) = éamca!{h‘ —2).
F3.14. Exponencialis fliggvények. (27. abra)

y(z) = a® = (e?)* = " = exp(bz) (a>0; a#1)

b =0 (a > 1) esetén a fiiggvény monoton névekvd; b < 0 (0 < a < 1) esetén
monoton csdkkend. A fiiggvénydrbe dtmegy a (U; 1) ponton.

ey \ '| 1r i

L P 1
|
= (Lfeptw | Eh

i i

= idt=

B I

-1

27. dbra. y(z) = 2%; y(z) = e%; y(z) = 10%; w(z) = (1/2)=; y(z) = (1/e)*; wiz) = (1/10)~.
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F3.15. Logaritmus-fiiggvények. (25 abra)

y(z)=logyx (a=>0;a#1)
A fiiggvény az exponencidlis fliggvény inverz fiiggvénye.

¥ = Llnixh IY
7= loglm
v = logl2oa 3
7= logIliz,x ~ N
? = logiisin, xi —
7= logllie,xy 2 .
.—‘J-'_-'_‘_-
Ny -
p—
\\\.\ f/_,__ﬂ_'__'_'_'_'_‘_ "
il \ \ \ \
-z -1 Pl e S 4 ] ]
i . -—
o H\L"'\-\. ——
S e
Ilf —
! -
8 —
- _\_—\-\_,__\_
- ?'

-4+

28. abra. y(z) = In(z); w(z) = log(z); u(z) = loga(z); wlz) = logy o(x); w(x) = logy j10(z);
y(x) = logy ;. (x).

III. EGYEB FUGGVENYEK.

F3.16. Abszolat-érték fiiggvény. (20 dbra)

y(z) = |=|
w = mba|x) ' r
Fou (LA2)mhm|n-3] -2 &
T
5 s
., rd
s /
4 /
ES P
-~
- . 3 e
a\_& v
/
‘\"'\-\.\_\_ ., 1 /f -~
., ', I e
e # N N .
t —
5 -4 -1 -2 i Loz 3 4 F & 7 B
-1 e
~ ///
4 R
-3
-4

29. abra. y{zr) = |z|; v(z) = %|I—3| -2
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F3.17. Elgjelfiiggvény (signum). (30. dbra)
flz) = sgn(x)

¥ = agnix 3

-z

-3

30. dbra. y(x) = sgn(x).

F3.18. Egészrész fliggvény. (31 dbra)

y(z) = [z] = sig(x)

-

-3

31. dbra y(r) = [z].

79
XMLmind XSL-FO Converter



A biostatisztika matematikai alapjai

F3.19. Tortrész fliggvény. (32 abra)

f(z) = {a}

32. abra. y(r) = {z}.

9.4. 9.4. Fuggvények hatarértéke és folytonossaga (F4)

A fiiggvények tovabbi vizsgalatara a hatarérték és a folytonossag fogalmat definialhatjuk. Ezek a fogalmak a
differencialszamitas és az integralszamitas alapjait jelentik.

F4.1. Fiiggvény hatarértéke egy pontban. Az f: ' — R fiigagvénynek az x = a helyen 1étezik hatarértéke és

0~i|x—a|~:5;(xED) (x)—A|~iE

ez a hatarérék a A szam, ha 78>0 szamhoz 38> 0 szim, hogy esetén F

mf(x) =4
Jelolés: x—=»

F4.2. Végtelen, mint hatarérték. Az £ D = R fiiggvénynek az x = a helyen létezik hatarértéke és ez a

0<lz—al<&(zxeDy limf(x)=co

hatarérék ®, ha ¥k szamhoz 38> U szam, hogy esetén L) 7K Jelglgs: ==

F4.3. Az f:D — R fliggvénynek az x = a helyen létezik hatarértéke és ez a hatarérék —%, ha ¥k szdmhoz

D<lz—al<&(xeD) limf(x) =—c0

38> 0 szam, hogy esetén (2 <k Jelglgs; ®

F4.4. Fiiggvény hatarértéke a végtelenben. Az f: D — R fiiggvénynek az ¥ =% helyen létezik hatarértéke

Flz)-4l<e

és ez a hatarérék A szam, ha %8>0 szdmhoz =4 kiiszobszam, hogy * = *0 esetén . Jelolés:

lim f(x) = &
H=w

F45. Az £: D — R fiiggvénynek az % =—% helyen létezik hatarértéke és ez a hatarérék A szam, ha ¥& >0

fFiz)—al<e lim fx)=A

. Hx o , T Ly . 1z
szamhoz ~—*0 kiiszobszam, hogy U esetén . Jelolés: w2

F4.6. Fiiggvény folytonossaga. Az £: D — R fijggvény az x = a pontban folytonos, ha a fiiggvény az a

aeD:¥ () g vl @ =10

pontban értelmezve van (
F4.7. Fiiggvény szakadasa. Az f: D — R fliggvénynek az x = a pontban szakadasa van, ha
(a) ebben a pontban a fliggvény nincs értelmezve, vagy

o) limf (x) = £ (2) "
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limf(x) o
(c) ebben a pontban = nem létezik.

|
Hatarérték és miiveletek.
1. Konstans f(x) = C fiiggvény hararértéke megegyezik a konsrans értékével:
lim C=C.
=&

2. Amennyiben az f : DD — R fligovény az x = a helyen folytonos, akkor a
filggvény hatarértéke megegyezik a a helven vett helyettesitési értékkel:

lim f(x) = f(a).

3. Osszeg, kiiiilonbség hatirértéke. Legyenek értelmezettek az f és g fiiggvények
hataréreékei az a pontban. Ekkor

lim [f(z) + g(z)] = lim f(x) + lim g(x)

lim f(x) - g(x)] = lim f(z) - lim g(x)

4. Szorzat hatarértéke. Legyenek értelmezettek az f és g fiiggvények hatarértékei
az a pontban. Ekkor

lim [f(«)g(x)] = im f(z) lim g(z)

5. Hényados hatarértéke. Legyenek értelmezettek az f és g Figevények hatar-
értékei az a pontban. Ekkor

flz) _ limzoa f(x)

ra g(z)  lMrae glz)

(lim g(x) # 0).

F4.8.

F4.9.

IF4.10.

Fa.11.

F4.12

|
F4.1. 1. Példa - fiiggvény hatarértéke.

F4.1. 1. Példa - Figgvény hataroteke.
Hatarozzuk meg a
Iin}][[r — 4} sin(x) + cos(2z)]

hatirétéket!

Megoldas:

Mivel értelmezetttek az = — 4; sin(x) és cos(2z) hatarétékek a 0 pontban (—4; 0; 1),
a kérdéses fiigrvények folytonosak, ezért a keresett hatiréték szamithato:

Iimu[(I — 4)}sin(x) + cos(2z)] = llin}][: —4) ]imusin[z') + _1irnD cos(2r) = —4-04+1=1

A fiiggvények hatarétékének kiszamitasa soran olyan feladatokkal taldlkozhatunk, amelyek esetén a
helyettesitési érték hatarozatlan értéket ad. Ilyenkor az eredeti fliggvényt alakitjuk at olyan fiiggvénny¢, amely
az adott hely kivételével mindeniitt megegyezik az eredetivel, de a kérdéses helyen szamitott helyettesitési érték

létezik, és ez egyenld az eredeti fiiggvény hatarértékével.

|
F4.1. 2. Példa - fliggvény hatarértéke.
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F4.1. 2 Példa - Figgvény hataroteke.
Hatarozzuk meg a

i T2 —Br+6

o W T T
hatirétéket!
Megoldds:
Az r = 2 helyettesitéssel % hatarozatlan kifejeséshes jutunl.
Az eryik kehetdsér a kifejorés atalakitdsa:

(x—-2){z-3) . (x—3) 1

=2 (r—2)(z+5) =—=2(r+5) 7

F4.2. 1.Példa - végtelen, mint hatarérték.

F4.2. 1.Példa - Végtelen, mint hataréték.
Hatarozzuk meg a
. Gzt + 322 + 52
=0 4 + Tr

hatarétéket!

Megoldas:

Az r = 0 helyen a helyettesitési értak: %
g 8T 345 w6 +3045) L 60 +3r+5 5
im = lim = lim = lim — = oo
=0 4x? 4+ T2 =0 z(4x2 + Tx) =0 412 +Tx =00

F4.4. 1. Példa - fiiggvény hatarértéke a végtelenben.

F4.4. 1 Példa - Fiiggvény hatirértéke a wegtelenben.
Hatarozzuk meg a

i 32—z
im ——————
=00 972 + 82 + 5
hatarétéket!
Megoldsis:
] rt —x . a-1 3
lim 5 — = lim = = -
roo Ip° +3x+5 rree D4 - 4 o 2
Miwvel :
lim — =0 lim — =10
r—Foo I r—oo I
|
Megjgyzések.

F4.13. 1. A hatarérték-probléma egyik megoldasa a A L’Hospital-szabaly alkalmazasa: Amennyiben egy
fix] 0 00
limn

kiszamitandé *7*&&) hatarérték O vagy ® alakt, akkor a hatarérék kiszamitasara (a derivalssal kapott
hatarérték 1étezése esetén) alkalmazhato a kovetkez6 Gssefliggés:

fim T8y £

gl F i)

F4.14. 2. A L’Hosptal-szabaly tobbszor is alkalmazhato, amennyiben a hatarérték a fenti problémas alakra vezet
ujra.

e e i iy ki v i

10. 10. Differencialszamitas (D)
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A fejezet célja a differencialszamitasi ismeretek elsajatittatasa.Az D1-7. fejezetek az alapfogalmak bevezetésétdl
kezdve egészen a magasabb foku derivalasokig vezet el. A gyakorlati munka szintén a winplot programcsomag
segitségével torténik. A fejezet (és az el6z0 fejezet) ismereteinek elsajatitasat egy fiiggvénytani elemzés 6nalld
elvégzésével ellendrizziik. A megvalositasban segitséget nyujtanak a csatolt oktatofilmek. Hataridére tdltse fel a
fiiggvénytani elemzést a Moodle rendszerbe.

Bévebb, a modulban szerepld tomor 6sszefoglalonal 1ényegesen hosszabb leirast talal a kovetkezé forrasokban:

» Dancs Istvan, Magyarkuti Gyula, Medvegyev Péter, Puskas Csaba, Tallos Péter: Bevezetés a matematikai
analizisbe. MEK.

» Lajko Karoly: Analizis II. Debreceni Egyetem, Matematikai és Informatikai Intézet, 2002

» Karsai Janos: Matematika gydgyszerészhallgatok szamara. Szent-Gyorgyi Albert Orvostudomanyi Egyetem,
Orvosi Informatikai Intézet, Szeged, 1996

Ezek a forrasok kisegithetik a részmodul ismereteinek feldolgozasaban és elsajatitdsaban, valamint sok
esetben b6vebb ismeretalapot is szolgaltatnak.

10.1. 10.1. A differencialszamitas alapfogalmai (D1 - D5)

D1.1. A differenciahianyados. Vizsgiljunk egy f: D — R fiiggvényt. Amennyiben az x €D fiiggetlen
valtozot & F2%) e noveljiikk, akkor a fiiggd valtozo )=y € B grepe FE+am)=y+a¥ 1 valtozik. A

valtozasok elemzésére a differenciahanyados szolgal:

ﬂzf(xﬂ.x)—f(x)

Fiy:4 F9:4

D2.1. 1. Példa - differenciahanyados.

D2 1. 1.Péelda - Differenciahanyados:

Hatarozzuk meg az v = z° figgvény differenciahanyadosit az # = 3 helyen, ha

(a) .ﬂul‘| —

Ay flzdhr ) —fie) _ (e+ar)?—2®  @+102-32 _ 15-0 _ -
Bry — Bry - Fory - 1 - -1 — '

(b) Az =10,1. )

Ayn _ flz+lza)—flz) _ (z+ix9)?—2® _ (34010237 o190 _ . 1
Axy o = Ay = 0,1 =~"p1 =4t
{c) altalinos Ax esete.

o L] L) a L] ]
by _ (r+he)” e w4 2rArt(Ae)T oot Zehet{AR);T 5 oA
Ar — Hr - AT = A = 4F 1+ AT,
D1.2. Tovabbi megjegyzések.
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1. A differenciahéanyados szemléletes jelentése (1. dbra).

i
Flatsay| S y=fix)
Fixtix)— f(x]
flxy | AL D
| |
| |
| |
| I
: I
| |
| A_\I
> X r+Ax X

1. abra A differenciahinyados szemléletes jelentése.

2. A Ax olvasata: .delta x". A feladatok sziveges leirashan: . delta x".
A Azl olvasata: .delta x 1. A feladatok sziveges leirasban: ,delta x17

D2. A differencidlhanyados. Amennyiben az y = f(x) fliggvény differenciahdnyadosanak az x = a helyen

ax =0 esetén létezik hatdrértéke, akkor ezt a hatarértéket az f(x) fiiggvény a helyen értelmezett
differencialhanyadosanak (derivaltjanak) nevezziil:

o LD _ 9 (8] g =y)

WX =0 AX w0 a3 d

Amennyiben az x = a helyen a hatarérték 1ézetik, gy az mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény az x = a pontban
differencialhato.

A pontbeli tulajdonsag értelmezhet6 egy intervallum minden pontjan, vagy az értelmezési tartomany egészén.

Ekkor az adott intervallumban, vagy az értelmezési tartomanyon differencialhato fiiggvényrol beszélhetiink.

D2.1. 1. Példa - differenciahanyados.

D2 1. 1.Péelda - Differenciahanyados:

Hatarozzuk meg az y = z2 fiiggvény differencidlhanyadosit az = = 3 helyen.

v'(z) =.[ D2.1. 1.Példa (c) rész alapjin |. = limar_.o % = limpaqyo(2x + Az) =2z
¥(3)=2-3=6.

Megjegyzés: =+ [ ...]- =a felhasznalt 6sszefiiggés megadasa a ponttal jelolt zardjelek kozott (‘'vip' jeldlés).

D2.2. Tovabbi megjegyzések.

1. A differencialhanyados értéke csak x-t6l fiigg, igy egy f(x) fiiggvény f'(x) differencialhanyadosa szintén egy
fiigvény (derivalt-fiiggvény). Ennek az f'(x) fiiggvénynek egy adott x helyen a helyettesitési értéke az eredeti
f(x) fiiggvény x helyen vett differenciahanyadosanak hatarétékével egyenlo.

2. Szemléletes jelentés.
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2. A differencialhinyados szemléletes jelentése (1. abra).

¥
Slatday| r=fix}
Flathn)— f(x]
Sixy | AT D
|
|
|
o x x4+ A x

1. abra. A differencidlhanyados szemléletes jelentése.

D3. Alapveté differencialasi szabalyok

1. Konstans differencialhényadosa. D31
¥ =0,
2. Allandéval szorzott fiiggvény differencialhényadosa. D3.2.
y=cf(z), y =cf'(z).
3. Osszegfiiggvény differencidlhanyadosa. D3.3.
y=ulz)+v(z), ¥ =u(z)+(z).
4. Két figegvény kiilonbségének differencidlhinyadosa. D34

y=u(z)—v(x), ¥ =u'(z)-(2)

5. Két fliggvény szorzatinak differencialhanyadosa. D35
y=u(@)(@), ¥ =@+ uz)).
6. Két fiiggvény hanvadosinak differencialhianyadosa. 3.6,
u@) ,_ w(@)e(z) - u(@)v ()
R o =
7. Osszetett fiiggvény differencialhanyadosa. D37

y=fle@)], =), u=p@k =@

|
D4. Elemi fiiggvények differencidlhanyadosai
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1. Hatvanyfiiggvények derivaltja. Ds.1.

wx) =2, y'(x)=nz""', n racionilis szam (n € Q)

2. Trigonometrikus fiiggvények derivaltja.

y(z) =sinz, y(r)=cosz D52
y(zr) =cosx, 3 (z}=—sinzx D5.3.
wz) =tgz, y(x)= 55 D5.4.
y(z) = ctgr, y(z)= -5z D5.5.

3. Exponenciilis fiiggvények derivéltja.

yiz)=a%, yY(r)=a"Ina D5.6.
yiz)=¢", yizr)=e"lne=[lne=1.=¢ D5.7.
ylx)=a"®), () =a"'(z)ina D5.8.
ylz) = e, o(z) = =’ (2) D5.9.

4. Hiperbolikus fiiggvények derivaltja.

y(z)= shx= -'-’:n}-i y(z)= chx D5.10.
ylz)= che =222 of(z)= shx D5.10.
yo) = the =52, o(2)= 7= D5.12
ylz)= cthzr= 5%* yiz) = ——i= D5.13.

5. Logaritmusfiiggvények deriviltja.

p(z) = logax, ¥(z)= = D5.14.

wWe)= log. z=1Ilnz, ylx)= Tlln_.c = -::' D5.15.

|
(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)

|
D5. Magasabbrendii derivaltak

Amennyiben egy fliggvény derivaltjat ismét derivaljuk, akkor az eredeti fiiggvény masodik, harmadik, ..., n-edik
derivaltjat kapjuk meg. Ennek jeldlése:

Y =y"(x) = f"(z) = % _ dgdi(;)
V" =) = () = % - )
vV ="V (@) = fi(z) = % _ %

v =y () = f @) = T2 = TS
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D5.1. 1. Példa - magasabb rendii derivalt.

D5.1. 1.Példa - Magasabbrendd derivilt

Hatdrozzuk meg az y = 3zt + 52t — 227 — 14 fiiggvény harmadik deriviltjanak
helyettesitési éri¢két az x = 1 helyen.

Megoldas:

y' = 122 4+ 1522 — de,

y" = 36z 4 30z — 4,

y'" = T2x + 30,

y"'(1) = T2+ 30 = 102.

10.2. 10.2. Fuggvényvizsgalat (D6)

D6.1. A differencialszamitas egyik jelentds feladatkore a fliggvénykapcsolattal adott dsszefiiggések vizsgalata.
Ez tobbek kozott jelenti a fliggvénygorbe alakjanak és elhelyezkedésének feltarasat. Kereshetjiik a lokalis
sz€ls6értékeket, a zérushelyeket, az értelmezési tartomany esetleges hidnyzd szakaszait, stb. A
koordinatarendszerben torténd abrazolds mellett érdemes a hatarérték- és a differencial-szamitas eszkozeit is
bevetni.

D6.2. Fiiggvényvizsgalat menete.

A fiiggvények vizsgalatit altalaban a kivetkezd sorrend alapjian érdemes elvégezni:
1. A fuggvény értelmezési tartomanyanak meghatarozisa. Vizsgaljuk meg, hogy
hol értelemezett a fiiggvény; mely x értékek esetén nines értelmezve f(x).

2. Tengelymetszetek meghatarozdsa - hol metszi a girbe az X és V' tengelyt:
flz)=0 =" f0)=y y=2

3. Folytonossag, korlatossag, szakadasi hely (polus) meghatirozdsa. A fliggvény
viselkedése ezen helyek kornyezetében. Viselkedés az értelmezési tartomany
szélein; ez jelentheti az x = 400 és y = —co helyeket.

4. Lokalis szélsdértékek (maximumok és minimumok) keresése. Egy f(x) fugg-
vénynek olvan © = a helven lehet lokalis szélsdértéke, ahol f'{a) = 0. Amen-
nyiben f'(a) = 0 és f"(a) = 0, akkor f(z)-nek az adott » = a pontban lokalis
minimuma van. Amennyiben f'(a) = 0 és f"(a) < 0, gy f(z)nek az adott
r = a pontban lokilis maximuma van.

5. Inflexios pontok (konvex és konkiv szakaszok hatarpontjai). Egy f(z) fige-
vénynek az x = a helyen inflexios pontja lehet, ha f"(x) = 0 - szilkséges feltétel.
Akkor, ha & = a-ban f"(x) # 0 (vagyis f"(z) el§jelet valt), akkor f(z)-nek
inflexiés pontja van - elégséges feltétel. Altalinositva: ha az = a helyen
flx) = f"(z) = ... = f(x) = 0, de Ff"+1) £ 0, akkor paros n esetén inflexios
pontja, paratlan n esetén lokalis szélsdértéke van f(x)-nek.

6. Fiiggvénygirbe vazlatos dbrazolasa.

7. Ertékkészlet meghatirozasa.

8. Tovabbi pontok kiszdmitisa sziikség szerint.

|
(Gyakorlo feladatok megoldasssal)

(Kiss Marta: Fiiggvényvizsgalat 1. - YouTube.)
(Kiss Marta: Hazi dolgozat - Winplot - YouTube.)

(Gyakorlo feladatok megoldasssal - fliggvényvizsgalat)

10.3. 10.3. Kiegészito fejezetek (D7)
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D7A. Széls6érték feladatok.

D7A.1. A differencidlszamitas egy masik jelentds feladatkore a szélsdértékfeladatok megoldasa. Ez a feladatkor
kapcsolodik a fiiggvényvizsgalathoz, igy részben ismétlése az el6z6 (D6.) fejezetnek.

D7A.2. Tekintsiink egy f(x) fiigvényt, amely legalabb kétszer differencialhato. Keressiik ennek a fliggvénynek a
sz¢1séirtékeit - minimum és maximum helyeit.

f(x)-nek csak olyan x = a helyen lehet lokalis szélsdértéke, ahol f'(a) = 0. Amennyiben f'(a) = 0 és '(a) > 0
teljesiil, akkor f(x)-nek az adott x = a pontban lokalis minimuma van. Akkor, ha f'(a) = 0 és f""(a) < O teljesiil,
akkor f(x)-nek az adott x = a pontban lokalis maximuma van.

Tovabbi megjegyzések.

D7A.3. 1. Abban az esetben, ha f(a) = 0 és f’(a) = 0 is teljesiil, tovabbi vizsgalatokravan sziikség.

1 _ _ _ [n-1 _ In) In)
flaj=t"a)=..=0@""=0 4o F@™#0 oo (az elsé el nem tiidé derivalt az x = a helyen az EY ),

. 14 . L 4 4 4 l:nJ r H H r r
vizsgalni kell n paritasat. Paros n és E@™ >0 esetében f(x)-nek minimuma van az x = a pontban. Paros n és

l:nJ . r r . r "o r
E(@™ <0 esetében f(x)-nek maximuma van az x = a pontban. Paratlan n esetén f(x)-nek nincs szélséértéke az x
= a helyen.

D7A.4. 2. Abban az esetben, ha f(a) = 0 és f(x) az x = a helyen el6jelet valt, akkor az f(x) fliiggvénynek
sz€ls6értéke van az x = a pontban.

Legyen c az a-nal kisebb (megfelelden kivalasztott) pont; d az a-nal nagyobb (megfeleléen kivalasztott) pont - €
és d valasztasanal arra kell figyelni, hogy a [c; a] és [a; d] intervallumokon ne valtson eldjelet az '(x) fiiggvény.
Amennyiben y'(c) > 0 és y'(d) < 0, akkor f(x)-nek az x = a pontban lokalis maximuma van. Amennyiben y'(c) <
0 és y'(d) > 0, akkor f(x)-nek az x = a pontban lokalis minimuma van.

D7B. L’Hospital-szabaly.

D7B.1. A szabaly lehet6vé teszi, hogy egyes esetekben meghatarozzuk olyan tortfliggvények hatarértékét (adott
0 €0

x = a véges helyen, vagy végtelenben), melyek helyettesitési értéke az adott helyen U, vagy ® alaku.
D7B.2. Pontosabban: Legyen

lim £{x) =0 lin g{x)=0,2¥a) =0

valamint az f(x) és g(x) fuggvények az x = a hely kornyezetében legyenek differencialhatok, ekkor

fig 28 _ gy £

p.x—ng(x) r.x—ng'(x)

Tovabbi megjegyzések.

D7B.3. 1. Amennyiben mindkét fliggvény derivaltja (f'(x), g'(x)) nulla, tovabba a masodik derivaltak az x = a
hely kornyezetében 1éteznek, akkor a szabaly ismét alkalmazhato.

D7B.4. 2. Hasonlok fogalmazhatok meg akkor is, ha a vizsgalt fliggvények x = a helyen végtelen értéket
vesznek fel hatarétékiil.

D7B.5. 3. Ugyanilyen elven oldhatok meg azon hatarértékproblémak egy részek, ahol a hataréték: U-<, oo -0
OU GDU -luo ]

D7C. Taylor-, Maclaurin- sorok.
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Amennyiben az [a; x] zart intervallumban az f(x) figgvény (n — 1)-szer derivalhato, és az az IR _(a, x)m

belsejében az n-edik derivalt is 1étezik, akkor f(x) felirhaté az Ggynevezett Taylor-formulaval ( a
maradéktag):

Flz)=fla)l+—o f()+( 5 )’ E'a)+.. +%f“‘ Yia) + R, (a,%)

D7C.3. A maradéktag Lagrange-féle alakja (0=0=1).

R,(a,5) =

(= ; Ia)n [a +&(x — a)]

Amennyiben az f(x) fiiggvény az [a; x] intervallumban akarhanyszor derivalhato, akkor a Taylor-formulat
végtelen sok tagra felirva az f(x) fliggvény Taylor-sorat kapjuk:

fi=)= f(:“" fl::l-i-( )f'”()+ _;,_( )fth(:H_
1l 21 nl

Abban az esetben, amikor a fenti sor a-ban konvergens, vagyis az L maradéktag zérushoz tart, mikor 1 —=
R Z UIJ( )

akkor azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvényt az x = a pontban a Taylor-sora el6allitja.

Azoknak a pontoknak halmazat, ahol az f(x) fiiggvény Taylor-sora a fenti értelemben konvergens, f(x)
konvergenciatartomanyanak nevezziik.

a = 0 esete a Maclaurin-formulat:

2
Flz)=£(0) + f (o +—f”(0)+ +( -y ff-“'“m) +R, (%)
és Maclaurin-sort adja:

F(x) =07+ = 0) +X—2f“(0)+___+£f“”(0) 4.
11 21 nl

Tovabbi megjegyzések.

D7C.8. 1. Az {8 = aotat 4ax™ ook polinomot Taylor-sora minden a-ra elallitja.

D7C.9. 2. Alkalmazasi lehet6ség: bonyolultabb hatvanyfliggvények adott x = a helyen vett helyettesitési
értékének maghatarozasa.

D7C.10. 3. Alkalmazasi lehet6ség: trigonometrikus fliggvények adott x = a helyen vett helyettesitési értékének
meghatarozasa.

(Ellenérz6 feladat - fliiggvényvizsgalat)

(Figgveényvizsgalati feladat feltoltése)

@c®:@cwas®i < @s®a@ewas®i TS T 53@‘ 2 (&
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11. 11. Integralszamitas (l)

Az integralszamitas részmodul a fiiggvényekre €s azok differencialszamitasi lehetdségeire alapozva vezeti be az
integralas miiveletét. Az integralas a felsébb matematika gyakran hasznalt része, igazi elsajatitdsa nagyobb
gyakorlati id6t kovetel meg, mint amennyi a fejezetre rendelkezésre all. Itt a winplot programcsomag
segitségével gyakoroljuk az integralas miveletét. Az ellenérzd feladat is a winplot hasznalatahoz kapcsolodik.

Bdvebb, a modulban szerepld tomor dsszefoglalonal 1ényegesen hosszabb leirast talal a kovetkezd forrdsokban:

» Dancs Istvan, Magyarkati Gyula, Medvegyev Péter, Puskas Csaba, Tallos Péter: Bevezetés a matematikai
analizisbe.

» Lajké Karoly: Analizis II. Debreceni Egyetem, Matematikai és Informatikai Intézet, 2002

» Karsai Janos: Matematika gydgyszerészhallgatok szamara. Szent-Gyorgyi Albert Orvostudomanyi Egyetem,
Orvosi Informatikai Intézet, Szeged, 1996

Ezek a forrasok kisegithetik a részmodul ismereteinek feldolgozasaban és elsajatitdsaban, valamint sok
esetben bovebb ismeretalapot is szolgaltatnak.

11.1. 11.1. A hatarozatlan integral (11 - 12)

Hatarozatlan integral.

I1.1. Valamely f: D — R fiiggvény hatarozatlan integralja minden olyan fiiggvény, amelynek derivaltja
maga az f(x) fiiggvény.

I1.2. Pontosabban: Az F(x) fliggvényt az f(x) fiiggvény primitiv fliggvényének (hatarozatlan integraljanak)
nevezziik az (a; b) véges, vagy végtelen intervallumban, ha F(x) differencidlhanyadosa (derivaltja) (a; b) minden
pontjaban f(x):

dF(z) o
flz)=—"-=F —
ha ® dx ® , akkor If(x)dx =Fl
Megjegyzések.

11.3. 1. Amennyiben az f(x) fliggvény primitiv fiiggvénye F(x), akkor az F(x) + C is primitiv fiiggvénye f(x)-
nek:

Fz)+C]=Fx)+ C=Fi=)
vagyis

[f)dz =Fim +C

Ennek jelentése, abrazolasa: egy f(x) fliggvény primitiv fliggvényei koordinata-rendszerben abrazolva egy
gorbesereget hatdroznak meg.

11.4. 2. Amennyiben a primitiv fliggvények koziil egy konkrétat akarunk vizsgalni, akkor meg kell adnunk
annak egy Eyletg; vo) pontjat. Ekkor a konkrét fliggvény szarmaztathat6.

11.5. 3. Amennyiben egy f(x) fiiggvény valamely [a; b] intervallumban folytonos, akkor ott 1étezik primitiv
fliggvénye.

11.6. 4. Az eddigiek alapjan a primitiv fliggvény meghatirozasa bizonyos értelemben a differencialas
megforditasat jelenti. Erre azonban nincs altalanos modszer. Viszonylag egyszerli figgvények esetében is
gondot okoz a primitiv fliggvény meghatarozasa.
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Tulajdonsagok.

Legyen rogzitett egy (a; b) intervallum, amelyben

jf(x)dx =Fx)+C,. jg(x)dx =G(x) + C,

ekkor

1o J[EEe@]d=F@) + G +C

I1.8. legyen ezenkiviil ¢ egy tetsz6leges allando, ekkor

[efmde=c [fx)d=

12. Elemi fiiggvények integraljai - Alapintegralok

2.1 (a) IXde:jldx =x+0C

Jeds = o 1dx = o[ 1dx = 5+ C. (¢ konstans)

1+l

gy = X7
12.2. (b) [tz = g e (aeQaz-D

jldx =lnfg|+C
123.(c) "=

12.4. (d) Ie“dx:e“+C

b

Ia" =2 4c
12.5. (e) lna : (faxa=1)

snxds = —cosx+C

12.6. (f) I

cosxdE =sinx +C

12.7. (g) J

_[ L dz=tgx+C

CQS2 X

12.8. (h)

di = —ctgz + C
12.9. (i) Isinzx e

Példak - Hatarozatlan integral kiszamitasa.

1. mintafeladat.

n+l 5+1
[xian = 122, [x"dx = LANYCY I STC S
n+1 541 3
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Megjegyzés: — 1= a felhasznalt 6sszefiiggés megadasa a ponttal jelolt zardjelek kozott (‘vtp' jeldlés).

Ellen6rzés:

L] " LI
[%+ c] = [D33;(u+v)'= u'+v'}-=[%] +(C)'=-{D3.1]-=%(xﬁj'+0= [D5.1]) = %st - x*

2. mintafeladat.

-3+l -z
ro=ftc=-Lyc
+1 =2 2w

[z ={122] =_X

Megjegyzés: ~ [-]= a felhasznalt 6sszefiiggés megadasa a ponttal jelolt zardjelek kozott (‘vtp' jelolés).

3. mintafeladat.

[V = jzdx m22] =% 4c=F +C=%-J'x_3+C=%X\E+C

Mll—l-

Megjegyzés: — []= a felhasznalt 6sszefiiggés megadasa a ponttal jelolt zardjelek kozott ('vip' jelolés).

4. mintafeladat.

2
[¥etaz=[122] 23 -E

Megjegyzés: — [-]= a felhasznalt sszefiiggés megadasa a ponttal jeldlt zardjelek kozott ('vip' jeldlés).

5. mintafeladat.

IS"dx:-[I2.5.]-=%+C
1

Megjegyzés: []= a felhasznalt 6sszefiiggés megadasa a ponttal jeldlt zardjelek kozott ('vip' jelolés).

6. mintafeladat.

I(Ssinx+5cosx)dx Il? _[631nxdx+_[5cosxdx—

[11.8.] = 6] sin xax +5jcosxdx =
-[12.6.]- =f(—cosx)+0sinx +C=—fcosx +0smnx+C

Megjegyzés: — [-]= a felhasznalt 6sszefiiggés megadasa a ponttal jelolt zardjelek kozott (‘vtp' jeldlés).
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(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)

11.2. 11.2. A hatarozott integral (13)

Hatarozott integral.

13.1. Legyen értelemzett az f(x) fliggvény egy [a; b] zart intervallum minden pontjaban. f(x) a-tol b-ig
értelmezett hatdrozott integraljan a kovetkezo kifejezést értjiik:

1] I
!f(x)dx =, 2 EAs,

Fit

itt “¥i az [a; b] zart intervallum részekre osztasa (n rész) soran az i-edik részintervallum hossza, FM3) a7 i-edik

részintervallum tetszbleges i pontjahoz tartoz6 fliggvényérték. 25, =0 Gerint az Osszegzést gy végezziik,

hogy a részintervallumok hosszaval 0-hoz tartunk, ami masként az osztopontok szamank minden hataron tuli
ndvelését is jelenti: & — =,

13.2. Newton-Leibniz formula. A hatarozott integral kiszamitasa visszavezethet6 hatarozatlan integral
meghatarozasara. Ezt a Newton-Leibniz formula irja le:

1]
[ (x)dee = B(b) - Fla) = [Fe)]!

itt F(x) az f(x) fiiggvény barmely primitiv fiiggvénye.

Tulajdonsagok.

b 1
[F Gy =—[f (x)dx
13.3. () » b

1] C 1]
jf(x)dx = jf(x)dx +If(x)dx;([a,b] =[a,c]ule,b]
13.4. (b) 2 A :

b
[fdz=0
13.5. (¢) Amennyiben f(x) az [a; b] intervallumban nemnegativ, ugy *

b b b
[fetads = [fx)de+ [gx)dx
13.6. (d) * A )

L] 1]
Icf(x)dx: .:jf(x)dx
13.7. (e) » 2

(Gyakorl6 feladatok megoldasssal)

11.3. 11.3. Az impropius integral (14)
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h
lim [F(=)ax
-
14.1. Legyen az f(x) fﬁgg&[a.’ w)? [a;B] intervallumban (B > a) integralat6. Amennyiben a 2 hataréték
létezik és véges, akkor az intervallumon értelmezett impropius integral a hatarétékkel egyenld:

+i E

[ £z = %iﬂjf(x)dx

14.2. Hasonl6an

[ £x)ax =J3ﬂ£f(x)dx

14.3.

w ):]

[ £x)dz = A_)ir‘_ré_mlf(x)dx

11.4. 11.4. A hatarozott integral alkalmazasa (15)

15.1. Teriiletszamitas. Egy f(x) fiigvény altal meghatarozott gérbe [a; b] intervallum altal kijelolt teriilete:
b

T = [f(x)ds

15.2. ivhossz-szamitas. Legyen az f(x) fiiggvény az [a; b] intervallumon folytonos és differencialhato (a
differencialhanydos korlatos). Ekkor az a és b abcisszak altal meghatarozott vonaldarab s ivhossza:

b
5= [ 1+£ (=) dx

15.3. Forgastestek felszine. Egy f(x) fiiggvény gorbéjének ([a; b] alapan a és b hatarok kozott) X-tengely koriili
forgatasaval értelmezett forgastest palastjanak felszine:

b
F(a,b) = 270 £ ()af1+ (x)

15.4. Térfogatszamitas. Egy f(x) fliggvény gorbéjének a és b abszcisszak altal hatarolt ivének X-tengely koriili
forgatasaval értelmezett forgastest térfogata:

1]
v, = :IIJ-fz(x)dx

15.4. 1.Példa - forgastest térfogata:

Hatéarozzuk meg az f(x) = ax egyenes X-tengely koriili forgatdsaval kapott m magassagu kup térfogatat. A kup
alapkorének sugara r.
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L] m m 3 m
1“Tx=*"'|:_|-f2(X:"dX=3"IZ.|-812X:{':1X=il'li.siz.l-xzrdx=:I'|:az X—:| =
1 i} i} 3 i}
3 3 2 3
na?| 2 =na2m—=-[r=am,a=i}=:n{i] m o
3 3 m m 3
P m® ffmm
nT——=
m° 3 3

Igy a kuap ismert térfogatképletét kapjuk.

(Gyakorl6 feladatok megoldasssal.)

(Winplot demonstracio - numerikus integralas.)

TSP C TS TCT ST CT T TCOSPTTT

12. 12. Valészinliségszamitas (V)

A valodsziniiségszamitas fejezet a matematika egy specialis dganak tekinthetd. Kialakulasa késébbre tehetd, mint
a hagyomanyosnak nevezett matematikai agak. Témaja a véletlen események, kisérletek vizsgalata.Alapvetd
szerepet jatszik a matematikai statisztika megalapozasaba, hiszen az alkalmazott fogalmak mind megjelennek a
késébbiekben.A modul célja bevezetést nyujtani ezen alapfogalmakba.Két szoveges allomany foglalja 6ssze az
alapokat, majd egy feladatgyljtemény feladatain keresztiil ismerkedhet meg az elmélet szamitasi
alkalmazasaival. Az ellen6rz6 feladat eltér az eddigiekt6l. Els6é 1épésben egy feladatsort kell Gsszeallitania a
valdszinliségszamitas, a valdsziniiségi valtozok témakorben. Minden feladathoz csatolnia kell a megoldas
Iépéseit is. A kész feladatsort (3-4 feladat) fel kell toltenie a rendszerbe. Ezutan (név nélkiil) megkapja egy tarsa
altal elkészitett feladatsort, amit javitania és értékelnie kell. Mindkét munkara pontokat kap, amelyek
beszamitanak a modul végso értékelésébe.

Bdévebb, a modulban szerepld tomor 6sszefoglalonal 1ényegesen hosszabb leirast talal a kovetkez6 forrasokban:
+ Dinya Elek: Biometria 3. modul.

» Szatmary Zoltan: Mérések kiértékelése, 3. fejezet.

» Fazekas Istvan: Valoszinliségszamitas. - A valosziniiségszamitas alapfogalmai. Debreceni Egyetem, 2003

* Szirmai Katalin, Sztrik Janos, Kis Béla: Valdszinliségszamitas. - Feladatok és megoldasok. Debreceni
Egyetem, Természettudomanyi Kar, Matematikai és Informatikai Intézet, 2000

Ezek a forrasok kisegithetik a részmodul ismereteinek feldolgozasidban és elsajatitasaban, valamint sok
esetben bévebb ismeretalapot is szolgaltatnak.

12.1. 12.1. A valészinilség fogalma (V1)

V1.1. Gyakorisag. Ha egy kisérletet n-szer ismétliink, és a megfigyelt A esemény k-szor kdvetkezik be, akkor
azt mondjuk, hogy az A esemény gyakorisaga k. Ezt ky -val jeloljik.

kA
V1.2. Relativ gyakorisag. A  hanyadost relativ gyakorisagnak nevezziik.
V1.3. Valésziniliség fogalma (tapasztalati). A tapasztalatok szerint kisérletekben a relativ gyakorisag egy

konkrét érték koriil ingadozik, ezt a konkrét értéket az A esemény valdszinliségének nevezzilk, és P(A)-val
jeloljik.
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V1.4, A valosziniiség Cixiémai. Legyen adott egy kisérlethez tartozd %2 eseménytér, legyen A és B két
tetszOleges esemény a  -n . A-hoz hozzarendeliink egy P(A) pozitiv szamot (ezt tekintjiik a valoszinliség
axiomatikus fogalmanak), amelyre teljesiilnek az alabbi axiomak:

I. Minden A esemény valosziniiségére teljesiil: 0=P(a)

II. A biztos esemény valoszintisége: PEd=1

III. Ha A és B egymast kizro események (4 B =) akkor FLATEISFIAIPE) - A 11 axiomat additiv
tulajdonsagnak nevezziik.

Az additiv tulajdonsag igaz tobb (végtelen sok) eseményre is.

PlAFA, +A + 4+ 4 =PI HPIANPA . APIA)
PUA)=DPA) b 4 o L

mas formaban:  i-1 iml ; Ahy=2.0# 11.5=123..n) .

Megszamlalhatéan végtelen sok esemény esetén a III. axidma:

PlA A A + 4 A+ =PLAPATP(A A FPA

P A =2 PB(A) T
Mas formaban:  i-l i-1 ; Ay =0,0% 51,3=12.3..) .

A valésziniiség-szamitasi tételek.

V1.5. 1. Tétel. Legyen P(A) az A esemény valdszinlisége, az A ellentett esemény valdszinlisége
P(E):l—P(A)_

V1.6. 2. Tétel. Legyen
PCAHE (A, (A, .. +P(A,) = 1

egy teljes eseményrendszer, akkor,

V1.7. 3. Tétel Legyen A és B két tetszdleges esemény a £ —n. Annak valdsziniisége, hogy koziiliik legalabb az

egyik bekovetkezik: T AHEIFAITP(B)PIAB)

V1.8. 4. Tétel Ha az A esemény maga utan vonja a B eseményt (& ©B), akkor F(E-4=F(E)-P(A]

V1.9. Megjegyzés: A tételbdl kovetkezik: £ =FEB) ha 4 cB.

Klasszikus valészintiség.

V1.10. 5. Tétel. Legyen Ep By Es B gz 0 eseménytér egy olyan elemi események teljes eseményrendszere,

. i=123..n L i=123.

ahol minden E elemi esemény valdszinilisége egyenld (minden E - elemi esemény

egyenléen valoszinil): P(EPEPEy)= =P(E,) . Legyen A olyan esemény “i-n, hogy A akkor kovetkezik
E 1=123. . .n

be, ha az , elemi események koziil valamely meghatdrozott k szamu elemi esemény
Pla) _k
valamelyike bekovetkezik. Ekkor n (az A esemény szempontjabol kedvezd elemi események szama

(kedvez0 esetek szdma) osztva az Osszes elemi esemény szamaval (sszes esetek szama).).

Ekkor £2 és az értelmezett P valdsziniiségi struktiira egyiittes neve: klasszikus valosziniiségi mezd.
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V1.11. A valésziniiség meghatarozasa kombinatorikus médszerekkel - Mintavétel.

Legyen N darab termékiink, és abban M darab (U =M = M) gelejtes. Kivesziink n (0 =n =min[MIN-M]y garap

mintat.
Kérdés: mennyi annak a valésziniisége, hogy a minta k darab (7 =k = 1) selejtes terméket tartalmaz?

Jelolés: Legyen az = esemény értelmezése: n elemd minta k selejtet tartalmaz. A keresett valosziniiség
pp=PlA0 k=123 __..n

A kisérletet két modon végezhetjiik:

Kivesziink egy terméket, lejegyezziik, hogy selejt, nem selejt, majd visszatesszilk az alapsokassagba (az
alapsokassag igy nem valtozik). Az elemeket ezutan Gjra dsszekeverjiik, a kisérletet megismételjiik (n-szer). Ez
a visszatevéses mintavétel.

A masik méd az, hogy a kivett terméket nem tessziik vissza az alapsokassagba. Az alapsokassag valtozik. Ez a
visszatevés nélkiili mintavétel.
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Megneverés Visszatevéses Visszatevés nélkiil
Alapsokassag N N
Megkiilénbdztetett egyedek (selejt) [ M M

Me:gks’.ilﬁn boztetett egyedek (selejt)| p =4 p=4

aranya

Megklilinbdztetés nélkiili egyedek |N-M N-M

(nem seleijt)

Megkililonboztetes nelkili egyedek
(nem selejt) aranya

Minta n n

Megkllonboztetett  egyedek  a k k

mintaban (selejt)

Megkilonboztetes nelkili egyedek |n-k n-k

a mintaban (nem selejt)

Kedvezd esetek szama egy kisérlet| MS(N-M)"™ (Ismétléses |/ Ay N =Ar L
esetén permutaciok) { I3 1 n-k } fsmetles

nélkili kombinaciok)

Kedvezd esetek szama a k kiserlet
saran

[k MAN- "}"k[[ J

faleképpen tortenhet
meg az, hogy az n
elemii minta k selejtet
tartalmaz]

k

eqyszer vegezziik el a
kisérletet, egyszerre
vessziik ki a k selejtet
tartalmazd n elemi
mintat)

r' ll?ﬁ'--..‘l' kY
EH} jr}ujc:sﬂa.lv:
| k& n-

Az dsszes esetek szama

MN” (Ismétiéses

{N] Ismétlés nélkili
i

permutacio)
kombinacié
A keresett valdszinliség = Pk—P{Ak]—
{!"I lf =l
_Jni - [ 1
1 s
-7l J_H_f[dé._]"‘= k=0,1,2,..n
'-..
=[ jp (- =
'|
Al M ko o=k
[ k.jp g,
k=0,1,2,..n

Ha M és N értéke megfeleléen nagy n-hez képest a két maodszerrel szamitott

valosziniliseg kiizel egyvenld, vagyis mindegy, hogy melyik modszert valasztjul!

V1.11. 1. Példa.

N=100 termékben M=5 a selejtes, n=4 elemii mintat vesziink. Szamoljuk ki a Px
valoszinliségeket, mindkét modszerrel; ami azt jelenti, hogy 0,1,2,3,4 selejtet tartalmaz a minta. A selejt arany:

p=0,05, a nem selejt arany: q=0,95.

=FlA k=123,

5
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A valoszinliségek:

Visszatevessel Visszateveés nelkiil
{ +lo.050.95%* L)
PL.-IL_J1. o i P = |-.|.p.;.-.
4
k=0,1,2,3.,4 R
k=0,1,2,3.4
Konkrétan a valdszinliségek.
Selejt [db] Visszatevessel Visszateves nelkil
0 Y ; |s "
po=| o5t 081450625 <81% | =%%=0.3113639u 81%
e
1 ."4"- ; E“i"l'flﬁ"'
P =| ! 0.05.095" = 0,171475 py = .[L‘.E’f'il =0.176493 =18%
1)
~17% L1
2 4 _‘ 5y
p =] [0.05%0.05? = 0.0135375 20,1 p, = '—?L’; =0.001138620,1%
o H
> (10.05%.95 = 0.000475 HE
Py =| 5 [0:05°0.95 =0.000473 Py =y = 0.0000242269 ~0,00
4}
=0,05% 204
4 F 4 . i"i'l"ﬂﬁi
P:=| 4J0'ﬁ5 = 0,00000625 ps = 21 _ 0,0000007525~0,00
-
~0,0006% Gt
| Figyeljiik meg a két modszer eltérése 1% alatt marad!

V1.12. Geometriai valésziniiség.
Geometriai modell: P(A) = kedvez6 mérték / 6sszes mérték.

A mérték: geometriai alakzatok hossza, teriilete, térfogata, szoge, iv hossza.

V1.12. 1. Példa - céltablara torténd 16vést. Biztos esemény: a kisérlet (16vés) soran a versenyzé egy R sugaru
koron beliil talalja el a tablat. Mennyi annak az A eseménynek a valoszintisége, hogy a talalat egy r<R sugart
koron beliil marad?

i
Valasz: E'n

V1.13. Feltételes valésziniiség fogalma.

P(A[R)= F(AB)

Feltételes valosziniliség: az A esemény valdszinlisége a B feltétel mellett: PE) 0=P(B)

Ez annak valosziniisége, hogy az A bekovetkezik, ha a B bekovetkezik.
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V1.14. A valésziniiségek szorzasi szabalya.

Ha ismerjiik a feltételes valoszintiségeket, és a feltétel események valdszintiségét, akkor meghatarozhatjuk az
egyiittes bekovetkezések valoszinliségét.

V1.15. 6. Tétel. Legyen A és B az Q két tetszdleges eseménye. Az egylittes bekovetkezésiik valdszinlisége:
P(AB)=F(ABIP(E). 0<P(B)

V1.16. 7. Tétel. Ha a 6. tételben az A és B szerepet cserél, és O0<P(A), valamint O0<P(B) akkor:
PLAB)P(B)=P(BAIF(A)

A teljes valdsziniiség tétele.

V1.17. 8. Tétel. Legyen By, By By Bn, teljes eseményrendszer a £ -n, és 0 {P(Bk), k=123...n , akkor
_ P(A) =2 P{A|B,P(B,)
tetszéleges t2-beli A eseményre igaz az kovetkezd sszefiiggés: kel .

V1.18. Bayes tétel.

9. Tétel (Bayes-tétel). Legyen B, By, By, Bn, teljes eseményrendszer a &2 -n, és 0 ﬁP(Bk), k=123..n

p(a, |4y PAIBJEE) PG ﬁﬁ@k)
> P(A|BOP(E) ‘1o
akkor tetszOleges £2-beli A eseményre: i-1 e

V1.18. 1.Példa. Egy Osszeszereld lizemben, négy miiszakban allitanak el bizonyos késziilékeket (hiitdgép,
mosogép, televizid, radid). Az egyes muszakokban az 6sszes mennyiség 40%, 30%, 20%, és 10% késziil. Az
egyes miszakokban 2%, 3%, 4% és 5% annak a valdszinlisége, hogy a késziilék a garancialis idén beliil
meghibasodik. Kérdés mennyi annak a valdsziniisége, hogy egy altalunk vasarolt késziilék (az tizletben nem
tudjuk megallapitani, hogy a késziiléket melyik miiszakban allitottdk el6é) a garancialis id6n beliil
meghibasodik?

Megoldas:
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Legyen A az az esemény, hogy a vasarolt készillék meghibasodik a garanciélis
iddn belil.

Miiszak L. II. I11. Iv.
Esemény B, B. B; B
Valdszintiséqg P(B.)=0,4 P(B.)=0,3 P(B:)=0,2 P{B,)=0,1
Feltételes P(AB,)= P(AB;)= P(AIB:)= P(ABs)=
valdsziniseg PlArB) PldoB) PldnBy) PidnBy)
(B} P(B;) P8y P(B,)
=0,02 =003 =0,04 =0,05

By, B2, Bs, By, teljes eseményrendszert alkot,

Meghatdroztuk az A esemény (a vasarolt keészilék garancidlis iddn belil
hibdsodik meg a készlilék) valoszinliséget a By, k=1,2,3,4 feltételek mellett,

P(A~B,)= P(A~B,)= P(A~B;)= P(A~Bs)=
P(A[B,)P(B,)= P(AB2)P(B.)= P(AIB;)P(Bs)= P(A[Bs)P(Ba)=
0,02'0,4=0,008  0,030,3=0,009 0,040,2=0,008 0,050,1=0,005

4
P(4)=3 P(d4|B,)P(B,) =0,008+0,009+0,008+0,005=0,03

k=l
3% annak az eseménynek a valdszinsége, hogy a vasarolt késziilék meghibasodik a
garancidlisidén beliil, és 97% annak a wvaldszinlisége, hogy nem hibasodik meg a
garancialis idén belil.

P(B | A) =22 =22 | P(B, | ) =42 =2 P(5, | 4)= 22

@ .us='?'3'§' PlBy|A)= '"E'j'-'="'3£'

'S‘Pw )=+ 4+ 21,

|
V1.19. Események fiiggetlensége.

P(AJB)=P(A) P(BIA=PE)

Az A és B események fliggetlennek, ha Atalakitva:

PLAB)=P(AB)P(BI=P(AJP(E)

vagy

V1.20. 10. Tétel. Ha az £!-hoz tartozd A és B események fiiggetlenek, akkor az A ¢s B események is
fliggetlenek. Ezenkiviil & és B is; B és & is fliggetlenek.

V1.21. Harom esemény teljes fiiggetlensége.

Legyen A, B, és C harom esemény az %i-n, a hiarom eseményt teljesen fiiggetlennek mondjuk akkor, ha
fennallnak az alabbiak:

P(AB) = P(A)P(B)
PAC) =F(AJF(C)
PBC=PEFRC)
P(ABC) = P(A)P(B)P(C)

|
V1..22. Fiiggetlen kisérletek.
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Akkor beszélink fliggetlen kisérletekrdl, ha ugyanolyan korilmények kozott egy kisérletet tobbszor
megismételve, az egyes kisérletek kimenetele nincs befolyésa a tobbire.

Legyenek A 8 As B O oz tartozo események. Végezziink n kisérletet a £I-n ugy, hogy: az elsd
kisérlet esetén az Al, Piay) valdszintiséggel kovetkezik be, a masodik kisérlet esetén ... , ..., az n-edik kisérlet
esetén  az , Pla,) valoszintiséggel kovetkezik be. Fiiggetlen a  kisérletsorozat, ha

P(A1A2A3--'Am)=P(A1)P(A2)P(A3)--- P(An:'

V1.23. Bernoulli kisérlet-sorozat.

Egy kisérletnek legyen két kimenetele: & , vagy & (selejt, nem selejt). Legyen PA)=p PlA)=1-p=q
Végezziik el a kisérletet n-szer ugy, hogy az egyes kisérletek egymasra semmilyen befolyassal ne legyenek. Az

n kisérlet sordn az # esemény kovetkezzen be k-szor, az A pedig (n-k)-szor. Egy ilyen kisérletsorozat is

esemény: Példaul az elsé k kisérletre kovetkezzen be az A esemény, az utolsd (n-k) esetben pedig az A
1

k_n-k . k) o
esemény. Ennek az eseménynek a valoszintisége ¥ 1 . Az n elem 6sszes kiilénbdzd sorrendje, . Igy annak

— Pr = Pa
valésziniisége, hogy a vazolt kisérlet sorozatban az £ k-szor, & (n-K)-szor kdvetkezett be: k

12.2. 12.2. Valészinliségi valtozok (V2)

A valodsziniiségi valtozo fogalmanak bevezetése az analizis eszkdzeinek €s mddszereinek alkalmazasat teszik
lehetéve.

V2.1. A valosziniiségi valtozo fogalma.

@ jelolje £ elemi eseményeit. Az elemi események halmazan értelmezett, '~ () valos fiiggvényt
valdszintiségi valtozonak nevezziik.

V2.2. Megjegyzés.

1. A valoszinliségi valtozo fiiggvénye is valosziniliségi valtozd. Példaul, ha M T valdszintiségi valtozok, akkor
- _ 2

azM=" +n2, m=" , --.. 1s valoszinliségi valtozok.

2. A valosziniiségi valtozokat két nagy csoportba soroljuk. Diszkrét valdszinliségi valtozok, folytonos
valoszintiségi valtozok.

V2.3. Diszkrét valésziniiségi valtozo.

Ha M valosziniiségi valtozo lehetséges értékei véges, vagy megszamlalhatoan végtelen szamosagi halmazt
alkotnak, akkor M-t diszkrét valdszinliségi valtozonak nevezziik.
Legyenek az " diszkrét valosziniiségi valtozo lehetséges értékei: ¥1, *2, *3 . Legyenek M=% N=%

=%3 . események és ezek valoszinfiségei Pin=x) , Pn=x) , Pin= X3), ... Amennyiben 2 PMm=xy=1 ,
akkor diszkrét eloszlasrol beszéliink.

V2.4. Folytonos valésziniiségi valtozo.
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Ha " valcfzindiségi valtozo lehetséges értékei nem megszamlalhatoan végtelen szamosagh (kontinuum) halmazt
alkotnak, -t folytonos valdsziniiségi valtozonak nevezziik.

Megjegyzés.

V2.5. 1. Kevert tipusu valoszinliségi valtozo: a valoszinliségi valtozé bizonyos intervallumokon folytonos, mas
intervallumokon diszkrét.

V2.6. Eloszlasfiiggvény és tulajdonsagai.

Legyen M az elemi eseményein értelmezett valésziniiségi valtozé. Az TE=FM=2)  xeR fiiggvényt a "
valdszintiségi valtozd eloszlasfiiggvényének nevezziik. Folytonos valdszintiségi valtozd eloszlasfiiggvénye
folytonos.

Megjegyzés.

V2.7. 1. Az F&) eloszlas fiiggvény folytonos, és véges szamu hely kivételével differencialhatd, akkor derivaltja

a ') sirtiseg-fiiggveny, F &) =)

V2.8. 1. Tétel. Legyen " folytonos valosziniiségi valtozo, eloszlsafliggvénye F(z) Annak valdszinisége, hogy
aznzZbPlagn<b)=F(b)-Fla)

F(x)

V2.9. 2. Tétel. Minden " valészintiségi véaltozéd eloszlasfiiggvényére igazak a kovetkezo allitasok:

a) F&) monoton novekvé

b lim F(x)=0 limF(x)=1

lim Flx)=F
c) Az F=) patrol folytonos azaz Am FE) (a).

Fi=)

V2.10. 3. Tétel. Ha " folytonos valésziniiségi valtozo az eloszlasfiiggvénnyel, akkor barmely *@ pontban

P(n=x,)=0

V2.11. A siiriiség-fiiggvény és tulajdonsagai.

Ha az ™ folytonos valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F(X), akkor azt az £ (%) figgvényt, amelyre teljestil

az FEI=EE) eovenigssg, a valosziniiségi valtozo stiriségfiigevényének nevezzik. A L&) primitiv figevénye
Fiz)

V2.12. 4. Tétel. Legyen " folytonos valosziniiségi véltozo, siiriiség-fiiggvénye £ Bikkor igazak az alabbi
allitasok:

a) Az 0=f(x) ,E€ = , a stiriiség-fliggvény nem negativ.

b
[fz)dz =Plazn <b)
b) .
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Tf(x)dle
Cc) =

Tf(t)dt: F(x)
d) .

A valodsziniiségi valtozé néhany jellemzdje.

V2.13. Median.

Az " valosziniiségi valtozé medianja, ™EHN) a7 2 valés szam, amelyre teljesiil: ©0 <medMD=0.5 ¢
PN 2med(n)) 205 ha o M diszkret.

Pin <med(n)) = Flmed(n) = [--]=57 ha T fo|yt0nos_
V2.14. Médusz.

Ha az M valoszintiségi véltozo lehetséges értékei kozott van maximalis, akkor ezt az T méduszanak nevezziik:

mod(n) . A folytonos valdsziniiségi valtozé modusza az (=) stirtiség-fiiggvényének a maximuma.
V2.15. Kvantilis.

Legyen O=a=1 Aztaz ¥a szamot, amelyre fennall: Pl <xg)=q és Plnzxy) zq, haa ™ diszkrét,
P2 7F (074 a2 1 folytonos,
q=0,25 *0.5 kvartilis,

q=0,1 ¥ decilis,

g=0,01 Eoa centilis,... -nek nevezziik.

V2.16. Varhato érték.

A T diszkrét valésziniiségi valtozo lehetséges értékei legyenek “1, 2, 3 . Ezeket vegye fel rendre
P1=P':TI=X1), P2=F(N=%,) , p3=F(N=%;] , ... valoszintiséggel.
M) =27y
Az i osszeget az " varhaté értékének nevezziik (feltétel: az dsszeg véges).
M(n) = [ =F ()
Ha M folytonos valésziniiségi valtozo: o (feltétel: integral véges).

V2.17. 5. Tétel. Konstans (c) varhato értéke, maga a konstans (c).

V2.18. 6. Tétel. Ha az " valosziniségi valtozonak létezik a varhato értéke, és az MM | akkor a &1

valosziniiségi valtozonak is létezik a varhato értéke, és Mien)=cM(n)

V2.19. 7. Tétel. Ha az " valosziniiségi valtozonak 1étezik a varhatd értéke, és az M(n), akkor az antb

valosziniiségi valtozonak is 1étezik a varhato értéke, és Mantbi=abd{nitt

V2.20. Momentumok.
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Az " valészintiségi valtozo n-edik (n€ N) momentumén:

M=y
Diszkrét esetben i Osszeget értjik.

MOP)= [ = (=) de
Folytonos esetben - impropius integralt értjiik.

V2.21. Széras.

Kérdés: az MM varhato értek  koril hogyan ingadoznak a valdsziniiségi valtozd Ilehetséges értékei.
Vizsgalando kifejezés: M~ M)

2
D*(n) = M -2 )

Az " valésziniiségi valtozé szérasnégyzetén a varhato értéket értjiik.

2 _ _ 2
Az ebbdl vont négyzetgyok a széras, D7) =M ([n = M) )

2
V2.22. 8. Tétel. Ha az ", és ' valosziniiségi véltozok varhaté értékeik léteznek, akkor a szorasnégyzet,
D*(n) =M(n") - M*(n)
V2.23. 9. Tétel. Ha az " valosziniiségi valtozd szorasnégyzete 1étezik, akkor a °" valdszinfiségi valtozod

2 oA
szorasnégyzete is 1étezik, és D¥emy =Ly

V2.24. 10. Tétel. Ha az " valosziniiségi valtozo szorasnégyzete 1étezik, akkor az afth valdszintiségi valtozo

P _ L ind
szorasnégyzete is létezik, ¢s P @ +br=a"Din)

V2.25. Valésziniiség-eloszlasok - Nevezetes (specialis) eloszlasok.

Az eloszlasokon beliil elkiilonitiink két csoportot: diszkrét-, és folytonos eloszlasok.

Diszkrét nevezetes eloszlasok.

V2.26.
Karakterisztikus eloszlas
Ha az n valészinlségi valtozd lehetséges értékel {0,1} (példdul selejt, nem selejt), és n
vegye fel ezeket az értékeket P(n=1)=p, P(n=0)=1-p=q, D:=pzl valészinlségekkel,
akkor az n-t karakterisztikus eloszlasu valoszinlsegi valtozonak nevezzik
Varhatd értéke: Min)=1p+0q=p.
Szérasnégyzete: D(n)=1"p+0°g-p~=p(1-p)=pq.

Szérésa: D(n)=+/pq .

V2.27.
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Egvenletes eloszlas

Ha az n wvaldszinlségi valtozo lehetséges értékel {xi,%:xs,.. %} valds szamok, és
vegye fel azokat pi=P(n=x;)=41, i=1,2,3,..,n valészinliséggel, akkor az n-t egyenletes

eloszldsy valdszinlseégi valtozonak nevezzik

H L
Vérhato értéke: M(n)=3 xp, =3 + 3+ 1+ +p=imn—m =l xp,,
jml [

(szamtani atlag, szamtani kdzép).

Szérdsnégyzete: D"{I]J*-“J;ZI.! -M*(n).
[}

Szordsa: a szérdsnégyzet négyzetgyodke.

V2.28.
Binomialis (Bernoulli) eloszlas
Ha az n valoszinlseqgi valtozo lehetseges ertekei {0,1,2,...,n} termeészetes szamok, es
II' !
vegye fel azokat: pk=P{n=kj=| :Jp’*q“"‘, k=0,1,2,..,n, 0<p<l, q=1-p valészinlséggel,
akkor a n-t binomialis (Eernuulii) eloszlasu valdszinlségi valtozonak nevezzik.
Lisd ismétléses mintavétel.
n n f ?.:'I
Varhato értéke: M(n)=Skp, =V | =np.
(=3 1v. =3 |Jh_fip g™ =np
" 5 f FJ L 1
Szérdsnégyzete: D(n)=S &° """ -M3*(n)=npg.
gy (m=3 ikip g -M*(n)=npq
Szérasa: D(n)=npg .
V2.29.

Hipergeometrikus eloszlas

Ha az n valdszinlségi valtozd lehetséges értékei {0,1,2,..,n} természetes szamok, és
P M N=M
e

vegye fel azokat: pe=P(n=k)= —, k=0,1,2,..,n, nzmin(M,N-M), N, MeZ"*
|"|

In

valaszinlséggel, akkor a n-t hipergeometrikus eloszldsi wvaldszinlségi valtozénak
nevezzik.

Lésd ismeétlésnélkili mintavétel,
LT RRERS T
¥ =k

" R | 1
Varhato ertéke: M(n)=3 kp, =D k————=np, p=4 .
= =L

L

My N=-M
k I =k

-M(n)=npq iz,

Szérasnégyzete: Dz{n]sz’
fwid

m!

Szérasa: D(n)=npgset .

V2.30.
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Poisson eloszlas

Ha az n valészinlségi valtozd lehetséges értékel {0,1,2,.} természetes szamok, és
vegye fel azokat: p,=P(n=k)=4e"', k=0,1,2,..., .>0 -az e Euler szdm-valdszinlséggel,
akkor a -t Polsson eIaszI&sﬂ valc‘:szinijségl valtozdnak nevezzlk.

Vérhato értéke: M(n)= Z.ﬁ'p;, -ZH e =h.

Szérasnégyzete: D(n)= zk:{re""-Mz{n}=?..

irm]

Szdrasa; D{n]=v"_'..
V2.31.

Geometriai eloszlas

Ha az n waldszinlségi valtozd lehetséges értékel {1,2,..} természetes szdmok, és
vegye fel azokat: p,=P(n=k)= pq"?, k=1,2,3,.., 0<p<1, g=1-p valészinlséggel, akkor
a n-t geometriai eloszlasu valdszinlsegi valtozonak nevezzik.

Vérhaté értéke: M(n)=3 kp, =3 kpg"" =p™.
[ ]

Szérdsnégyzete: D(n)=3 k' pg"" -M(n)=qgp™.

k=]

Szérésa: D(n)=,/gp"

Folytonos nevezetes eloszlasok.

V2.32.
Egyenletes eloszlas

Az n valdszinlségi valtozdt egyenletes eloszldsinak nevezzik az Jab[ nyilt
i @<x<b

L
intervallumon, ha slirliségfliiggvénye: ffx}:%: eavéblént
L 0. éhilén

'E:_‘ ha x<a 0. ha x<a
Eloszlasfliggvenye: F{x}:lﬁjm’. haa<xsb  Fx)=i= . lna<x<bh
o

i la bex L ha beax

Varhats értéke: M(n)= [f (x)dv = oL }'ma =l [ s s e

Szérésnég',rzeta
D{"Il"ft fix)dx-M3(n)= FL,[ idy - {-‘*3 [Tt _‘_3=_3h?"4+: H w-v: D{r'l}‘—;,%

)

V2.33.
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Exponencialis eloszlas

Az n valészinliségi valtozét exponencidlis eloszldsinak nevezzilk, ha slrdségfliggvénye:
e haxz0

f(x)="
() Lo hax <0
[0
Elsactéstiggvinyar B I,_. e xS0 ) j{ 0 ha x=0 mert
s F(X)=p 0 - v TAX)= & d
ggveny ]Lj;{e dat.ha x>0 N—e™. ha x>0
]
n[e ¥ dt =1, T
a
Varhatd értéke:
M{rl}: ‘[J:."(J-'HT =3 J-J..e—_i.l,'ﬂh, =[-xe-i—.:r:_ &. E-.‘:.l] [T -
- u
=lim(-xe™-1e™)+0+ L =-lim 5 -Jlim L+t =1limE-0+1=10+3=1

Szérasnégyzete: D(n)= J‘x!f{.\')fi\'-M:{n]=?__l.::.'l€_)*ﬂ'x-—},- =1, D(n)=4
-y [}

V2.34.

Normalis eloszlas

Nagy jelentdésége wan a természetben, a mlszaki, gazdasdgi életben, 2 bicldgidban,
sth. A tSbbl eloszldst is kézelithetjlk vele.

Az n valdszinlségi wvaltozdét normdélis (Gauss) eloszldsinak nevezzik, ha

n=ay]s

siirliségflggvénye: f{x}:;,’-!;-:! ' x=R, ahol m, o valds konstans paraméterek,

f(x) képe a haranggérbe.

fi=it?

e

X
Eloszlasfiggvenye: F{x}:j.z.ﬁ_.je * dv, x=R.

Vérhaté értéke: M(n)= f *f (X)dx =m.

-

Szérasnégyzete: D(n)= j.ﬁ'lf(n'}z'it'-fﬁ‘!z{r]:J:G:. a szérds D(n)=o.

Normalis eloszlas jeldlése: N(m, o).

V2.35.
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Standard normalis eloszlas

N(0,1) normalis eloszlds: egy transzformacidval barmely N(m, o) normalis eloszlas
atvihetd standard eloszlasba. Lasd standardizalas.

MN(0,1) eloszlasra rendelkezesiinkre all F(x) as f(x) tablazat,

Az n valoszinlsegi valtozdt standard normalis eloszlasunak nevezzik, ha
Slrliségfiggvénye: o(x)=-d=e *, x=R.

Eloszldsfiggvénye: o(x)= -l j"%“"ﬂ xR,

=

Varhato értéke: M(n)=m=0.
Szorasnegyzete: D:{n]=cz=1; a szoras D(n)=oc=1.

ofx) tulajdonsagai: Paros flggvény azaz: of-x)=ex), 8 maximumat az x=0-ban veszi
fel.

é(x) tulajdonsagai: §(-x)=1-6(x) (ezért csak a pozitiv x-ekre wvan tablazat), 2
fliggdleges tengelyt 2 fliggvény grafikenja a 0,5 pontban metszi.

V2.36. Standardizalas.

N, 9 pormalis eloszlast atvihetiink, transzformalhatunk N(0,1) standard normalis eloszlasra. A bels6

P(x):q:-[x"m]
G .

Egy

transzformacio:

V2.37. Nagy szamok torvénye.

A bemutatott tétel a matematikai statisztika egy fejezetének egyik eleme. A fejezetben a gyakorlati tapasztalatok
és az elmélet kapcsolatat bizonyitja a matematikai statisztika. Az itt szerepld tétel alapozza meg azt, hogy a
relativ gyakorisaggal kozelithetjiik a valosziniiséget.

V2.38. 11. Tétel. Tekintsiink egy kisérletet az ! eseménytéren, legyen a kisérlet kimenetele & , ennek

valésziniisége £ =P | Végezziink n kisérletet €2 -n. Jeloljik "= -vel az & esemény gyakorisagat. Ekkor

P [ LN Y s] <5
tetszéleges > 0 és 6> 0 esetén létezik olyan ™ kiiszob szam, amelyre teljesiil, hogy ™
P ( Ma _ o> s] <P _
hacsak ™% _  Atalakitisokkal: o u ahol 4=P&) Ellentett eseményre:

s
n

P

{

V2.39. Kozponti (centralis) hatareloszlas-tétel.

Pq
<g|zl- =
] &n

A normalis eloszlas kiemelkedd fontossaganak matematikai alapjait bizonyitja ez a tétel.

Hasonldan az el6z6 fejetehez (Nagy szamok torvényei), ez a tétel is a matematikai statisztika egy fejezetének
egy eleme.

V2.40. 12. Tétel.
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a) Legyen M, M2, ™ 0 W7 4 vérhato értékil, és szordst valésziniiségi valtozok, M) =m D) =0

=123 .0 n M) =m
Din)=o? valdszintiségi valtozé (szamtani kdzép) varhatd értéke szintén ,

szorasa

b) Legyen ™1, M2, Mz M azonos varhato értéki, és szorast valészintiségi valtozok, MM =m DnJg=c

_ TI:'|11+T]2—i-__.T|n—nm

1=123...n Legyen ovn , n=lzs, valdsziniiségi  véltozok  sorozatainak

eloszlasfiiggvényeik sorozata. Ez egy standard normalis eloszlasu sorozat.
P o s o ot o OliE e S oV o o ot o ol o Y s e o
T T o T TT T T oo oe

13. 13. A modellalkotasroél ismét

Ebben a fejezetben Osszefoglalasként visszatériink a kezd6 fejezet témakoréhez, a matematikai modellek
épitéséhez. Az el6z0 fejezetek dsszefoglalasat és bovitését adtak a kozépiskolai matematika tananyagnak. Ennek
alkalmazasat és felhasznalasat segiti a modellalkotas folyamatanak bemutatott 1épései (1. abra). Mindezt a
vazlatosan kidolgozott feladatokon keresztiil mutatjuk be itt.

1.9. abra - 1. abra - A modellalkotas lépései

Valés Valés probléma
probléma, megoldasa,
kérdés valasz
1. Formalizikis V. Ervé Rés,
validalas
. Ertelmezds
Matematikai

probléma, Matematikai
formalizalt kérdés eredmény

II. Probléma meqgold:isa
matematikai srinten

Uzemanyag fogyasztis.

A. VALOS PROBLEMA, KERDES.

Egy autés 432 kilométert tett meg 48 liter lizemanyaggal. Még 180 kilométert kell az ut végéig megtennie.
Mennyi lizemanyagra van el6re lathatolag sziiksége? (Mathematics — Textbook for Class IX — India, CERT
alapjan)

B. MATEMATIKAI PROBLEMA, FORMALIZALT KERDES - FORMALIZALAS.

(aranyok képzése; egyenes aranyossag - fliggvények témakore)

Tudjuk, hogy minél nagyobb tavolsagot tesz meg az autds, anndl tébb lizemanyagra van sziiksége. Tehat az
iizemanyag sziikséglet aranyos a megtett tdvolsaggal.

Kérdésiink: 432 km 48 liter — 180 km ? liter
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Jeloljiik a kialakitand6é modellben a megtett tavolsag x-el; a sziikséges iizemanyag-mennyiségét y-al.
A fentiek szerint y egyenes aranyban van x-el.

Formalizalva: y=k - X;

Itt k ardnyossagi tényez6 amit most allandonak tekintiink

k értéke?

y =48

X =432

k=y/x=48/432=1/9

C. MATEMATIKAI EREDMENY — MATEMATIKAI PROBLEMA MEGOLDASA.

Feladatunkban

x =180

y=?

y=1/9*180=20

D. VALOS PROBLEMA MEGOLDASA, VALASZ — ERTELEMZES, ERVENYESITES ES VALIDALAS.
A matematikai eredmény értelmezve: 20 liter {izemanyagra van sziikség a 180 kilométer megtételéhez.
A feladat lezarasaként, gondoljuk végig, hogy milyen hatarok, keretek k6zott alkalmazhatd a modell.
Redlis a 20 liter fogyasztas?

180 km 20 liter

100 km q liter

q:20=100:180

qg=111

Tehat 100 kilométerre esé fogyasztas 11,1 liter.

Ez egy nagyobb teljesitményli gépkocsi fogyasztasaként elfogadhato.

Nyilvanvald, hogy az utazas feltételeinek megvaltozasa a k paraméter megvaltozasat eredményezi.

Példaul, amennyiben az els6 432 kilométeren hegyeken at vezetett az ut, a hatralévdé 180 kilométer pedig sik
vidék, akkor minden bizonnyal mas (20 liternél kevesebb) lesz a sziikséges lizemanyag mennyiség.

A modell pontositasa érdekében sok mas koriilményt figyelembe vehetnénk (iddjaras, sz¢€l, stb.) - igy egzaktabb
(a valos vilagot jobban kozelité) modell kialakitasa lenne lehetséges.

Csempézés.

A. VALOS PROBLEMA, KERDES.
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Egy 6 méter hosszil és 5 méter széles szoba padlozatat kell lecsempézniink 30 centiméteres, négyzet alaka
mozaikcsempékkel. Hany csempére van sziikségiink? Oldjuk meg a feladatot matematikai modell kialakitasaval.
(Mathematics — Textbook for Class IX — India, CERT alapjan)

B. MATEMATIKAI PROBLEMA, FORMALIZALT KERDES - FORMALIZALAS.

(aranyok képzése; egyenes aranyossag - fliggvények témakore)

A feladat megoldéasahoz ki kell szamitanunk mind a szoba, mind a csempék tertiletét. A szoba T=6mx 5 m=
30 m"2 teriiletii. Egy csempe t = 0,3 m x 0,3 m = 0,09 m"2 teriiletet fed le. Amennyiben osztjuk a T teriiletet
egy csempe teriiletével, gy megkapjuk a sziikséges x darabszamot: x =T / t.

C. MATEMATIKAI EREDMENY — MATEMATIKAI PROBLEMA MEGOLDASA.

x=30/0,09 = 333,33 ~ 334

D. VALOS PROBLEMA MEGOLDASA, VALASZ — ERTELEMZES, ERVENYESITES ES VALIDALAS.

A sziikséges csempeszam: 334 darab.

A tapasztaltabb ,,csempézOk” razzéak a fejiket, ... - igy nem lesz jo; elére latjak, hogy kevés lesz a csempe.
Valéban, amennyiben végiggondoljuk magat a csempézés folyamatat, egybdl szembeotlik, hogy nem minden
esetben tudunk egész csempéket hasznalni. Ujra kell gondolnunk a feladatot!!!

B'. MATEMATIKAI PROBLEMA, FORMALIZALT KERDES - FORMALIZALAS.

(aranyok képzése; egyenes aranyossag - fliggvények témakore)

Mivel 6 m hosszu a szoba, 6 m / 0,3 m = 20 darab csempe kell egy sorba.

Az 5 m szélesség lefedéséhez 5 m/ 0,3 m = 16,67 sor kellene.

Ez 16 csempesor, és egy darabolt sort.

Mivel 16 * 0,3 m=4,8m;¢és5m—-4,8m=0,2m; ez a0,2m-nyi (6 m* 0,2 m) rész nem keriil lefedésre egész
csempékkel.

Darabolnunk kell a csempéket, mégpedig 20 darabot kell elvagnunk, mert egy csempe darabolasa soran egy 0,2
m és egy 0,1 m széles darabunk lesz, amibd6l a 0,2-es darabot hasznaljuk fel kdzvetleniil.

Tovabb takarékoskodhatnank, amennyiben a 0,1-es darabokat is felhasznalnank, de késobb latjuk, hogy mas
problémak is lehetségesek. Rogzitsiik, hogy a 0,1 m-es darabokat nem hasznaljuk fel.

Igy a modelliink:

[szoba hosszlisaga / csempehossz (egész értékkel szamolva) x szoba szélessége / csempehossz (egész értékkel
szamolva)] + a darabolt csempék szama.

C'. MATEMATIKAI EREDMENY — MATEMATIKAI PROBLEMA MEGOLDASA.

Esetiinkben a modellt alkalmazva:

6 /0,3 egészre vagott érték * 5/ 0,3 egészre vagott érték + darabolt sor = [20 * 16] + 20 = 320 + 20 = 340.

D'. VALOS PROBLEMA MEGOLDASA, VALASZ — ERTELEMZES, ERVENYESITES ES VALIDALAS.
340 csempére van sziikségiink a szoba lefedéséhez.

Az érvényesités és validalas egy pontban mar szoba keriilt.

Rogzitettiik, hogy 0,1 m-es darabokat nem hasznalunk. Amennyiben nem ragaszkodnank ehhez, akkor ujabb

modell kellene kialakitanunk. Masik, valos élethez kozelebb allo kérdés, amit vizsgalnunk kell, az a gyakorlati
megvalésitas tapasztalata. A csempék dobozokba csomagolva érkeznek, és néha el6fordul, hogy sériilt darabok
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is vannak a dobozokban. Szintén figyelniink kell arra is, hogy a darabolds sem minden esetben sikeriil
tokéletesen. Itt is keletkezhet selejt. Erdemes a szakemberek tanacsat megfogadni, és a pontosan kiszamitott
darabszam felett is vasarolni csempéket. Ez ujabb modell épitését jelenti — példaul a pontos darabszamon feliili
aranyt (%) meghatarozva (ennek meghatarozasa a statisztika eszkdztaranak bevonasat igényli). Zarjuk
feladatunkat ezekkel a gondolatokkal. Fogadjuk el megoldasként a 340 darabos csempeszamot.

Halak egy téban.

A. VALOS PROBLEMA, KERDES.

Becsiiljiik meg egy toban a halak szamat. (Mathematics — Textbook for Class IX — India, CERT alapjan)
B. MATEMATIKAI PROBLEMA, FORMALIZALT KERDES - FORMALIZALAS.

(aranyok képzése; egyenes aranyossag - fliggvények témakdre + valdszinliségszamitas - mintavétel)

Nyilvanvald, hogy nem fogadjuk el a ,lehalaszast”, vagyis az Osszes hal kifogasat; mas modszert kell
alkalmaznunk.

Modunk van:

(1) mintat venniink,

(2) megjeldlni a kifogott halakat,

(3) majd visszaengedve a mintat,

(4) ujabb véletlen mintat venniink.

A masodik mintaban 1év6 jelolt halak szama tampont lehet a teljes populédcid nagysagara.
Jelolje:

n a toban 1év6 halak szamat;

k az elsé mintaban megjeldlt halak szama;
x a masodik minta nagysaga;

y a masodik mintaban a jelolt halak szama.
Aranyokat felallitva: (n—K) : k=(x-y) :y
k, X, y ismert, cél n meghatarozasa.

C. MATEMATIKAI EREDMENY — MATEMATIKAI PROBLEMA MEGOLDASA.

k =20;
X =50;
y=10

(n—K) :k=(x-y):y
(N—20):20=(50-5):5
(N-20):20=45:5=9
(n—20)=9*20 =180

—n=200
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D. VALOS PROBLEMA MEGOLDASA, VALASZ — ERTELEMZES, ERVENYESITES ES VALIDALAS.
A téban 1év6 halak szama 200.
A validalas lépése figyelembe kell, hogy vegye a t6 nagysagat, a halak nagysagat, fajtajat, stb.

Ez lehetne a feladat végleges lezarasanak, de mivel most ilyen adatokkal nem rendelkeziink a feladatot ezen a
ponton zarhatjuk le.

Farm.
A. VALOS PROBLEMA, KERDES.

Egy farmon naponta legalabb 800 kg specialis tapanyagot hasznalnak az allatok etetéséhez. A tapanyag gabona
és szdjabab keveréke. Ezek dsszetétele a kovetkezo:

1.3. tablazat - Takarmanykeverési feladat adatai

Anyag Protein-tartalom / kg Rost-tartalom / kg Ar/kg
Kukorica 0,09 0,02 10 egység
Szdjabab 0,60 0,06 20 egység

Az élelmezési elbirasok szerint a specidlis tapanyagban legalabb 30% sziikséges a proteinbdl és 5% a rostbol.
Hatarozzuk meg a tapanyag felhasznalas napi minimalis koltségét. (Mathematics — Textbook for Class IX —
India, CERT alapjan)

B. MATEMATIKAI PROBLEMA, FORMALIZALT KERDES - FORMALIZALAS.

(egyenldtlenség rendszer - fliggvények - optimalizasai feladat)

A cél a minimalis napi koltség, vele egyiitt a sziikséges anyagmennyiségek meghatarozasa — gabona és sz6jabab.
Jelolje:

X — a sziikséges gabona mennyiségét

y — a sziikséges szojabab mennyiségét

Z —akoltség

A koltségek szamitasa szerint: z=10 x + 20 y.

Igy a probléma matematikai alakja z minimalizalasa a kovetkezd feltételek mellett:

(a) a farm legalabb 800 kg specialis élelmet hasznal naponta: x +y > 800

(b) az étrendben legalabb 30% protein: 0,09 x + 0,6 y> 0,3 (x +y)

(c) az étrendben legalabb 5% rost: 0,02 x + 0,06 y > 0,05 (x +y)

A feltételek egyszeriisitve:

(a) x +y>800

(b) 0,21 x-0,3y<0

(c)0,03x-0,01y>0

Ez az egyenl6tlenség-rendszer a probléma matematikai modellje.
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Olyan x és y értékeket keresiink, amelyek kielégitik a feltételeket.
C. MATEMATIKAI EREDMENY — MATEMATIKAI PROBLEMA MEGOLDASA.
A probléma t6bb modon is megoldhato.

Egy lehetséges ut a grafikus megoldas, amikor az (a), (b), (c) egyenldtlenségeket egy koordindta rendszerben
abrazoljuk és leolvassuk a megoldast. (abra)

1500
1000
\

500

| | |
0 500 1000 1500

Optimum: x = 470.6 kg
y=3294 kg
z=Rs 11294

VAGY

megoldjuk az egyenl6tlenség-rendszert a z = 10 x + 20 y koltséget minimalizalva:

Egyenldségekkel szamolva:

(a) x +y =800;

(b) x=1,4285Y;

(@) 1,4285y +y =2,4285y = 800;

y =800 /2,4285 = 329,42;

x =1,4285 * 329, 42 = 470,57

z=10*470,6 + 20 *329,4 = 11294

D. VALOS PROBLEMA MEGOLDASA, VALASZ — ERTELEMZES, ERVENYESITES ES VALIDALAS.

A grafikus megoldas lehetévé teszi a konnyi ellendrizhet6séget, ami hozzajarul az értelmezéshez és
validalashoz:

A minimalis 0sszeg, amit az allatok etetése (ilyen feltételek mellett) megkovetel: 11294 pénzegység.
Ehhez 460,6 kg gabona és 329,4 kg szdjabab sziikséges.

A feladat értelmezhetd, a valésagnak megfeleld nagysagrendii eredményeket kaptunk, a modell elfogadhato.

Iskolazottsag.
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A. VALOS PROBLEMA, KERDES.

2000-ben az Egyesiilt Nemeztek (United Nations; UN) 191 tagallama alairt egy deklaraciot, amiben 2015-re
elérendd célokat rogzitettek (Millineum Development Goals). Ezen célok egyike volt a nék (lanyok) ugyanolyan
aranyu részvétele az oktatasban alap-, kozép- és felséfokon, mint a férfiak (fiuk) esetén. India, mint az alairok
egyike, szandékozik emelni a nék részvételét az oktatdsban. Rendelkezésiinkre allnak korabbi és az alairas évét
kovetden adatok és becslések a ndk aranyara ltalanos iskolai oktatas korébol:

1991-92 41,9%

1992-93 42,6%

1993-94 42,7%

1994-95 42,9%

1995-96 43,1%

1996-97 43,2%

1997-98 43,5%

1998-99 43,5%

1999-2000 43,6% (becslés)

2000-2001 43,7% (becslés)

2001-2002 44,1% (becslés)

Vizsgaljuk a nék aranyanak valtozasat az altalanos iskolai korben.

Adjunk becslést, hogy mikor éri el a nék aranya az 50 %-ot. (Mathematics — Textbook for Class IX — India,
CERT alapjan)

B. MATEMATIKAI PROBLEMA, FORMALIZALT KERDES - FORMALIZALAS.
(figgvények - linearis modell)

Els6 1épésben konvertaljuk a feladatot matematikai problémava!

Alakitsuk at az adatsort.

Az 1991-92-es tanév 41,9% -os adata a tanév elején beiratkozottakat jeldli.
Ezt jeloljik 0. évként.

A tdbbi év adatai sorban a kovetkezok:

0.41,9%

1.42,6%

2.42,7%

3.42,9%

4.43,1%

5.43,2%

6. 43,5%

7.43,5%
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8. 43,6%
9.43,7%
10. 44,1%

Szamitsuk ki és abrazoljuk az évenkénti ndvekedéseket (abra és tablazat):

]_5,1.- Felvett nok  |(Novekedes A felvettek szamanak alakulasa
aramya az elézd oo
evhez kepest P RN . [ {1 _._.-—-""’
0 419 0 EEEEREREERE = AR RAEE
| 4.., ﬁ U T ;o425 w0
== * 42
= a1.5
2 42,7 0.1 '
3 429 0.2 s
1 i 3 a L] 5] T 8 a8 10 1
4 43.1 0.2 ek
5 43,2 0.1 Az évenkenti névekedés
o 43.5 0.3 G
T 431.5 0 E; £7
8 43.6 0.1 o g-f' I A t - 1
- & 04 0| A b E08
9 43.7 0.1 RN AR /
10 44.1 0.4 m-/ \'6 LI . amk i
u} o= i 2

A novekedési adtok atlaga: (0,7+0,1+0,2+0,2+0,1+0,3+0+0,1+0,1+0,4)/10 = 0,22

Tegytik fel (modelliinkben), hogy ez az atlagos novekedési titem (0,22%) a késdbbiekben is fennall.
A ndvekedés részletezve:

Az elsé évben: a 0. évrél az elsére 41,9 + 0,22 =42,12

A masodik évben: az 1. évrél a masodikra 41,9 + 0,22 + 0,22 =41,9+ 2 * 0,22 =42,34

A harmadik évben: a 2. évrdl a harmadikra 41,9 + 0,22 + 0,22 + 0,22 =41,9 + 3 * 0,22 =42,56 ...
A z n. évben: az n-1. évrél az n.-re: 41,9 + n * 0,22

Osszedllt tehat matematikai modelliink, amely valaszt ad arra a kérdésre, hogy hogyan novekszik atlagosan a
felvett nék aranya.

C. MATEMATIKAI EREDMENY — MATEMATIKAI PROBLEMA MEGOLDASA.

A feladat az 50% elérésének idOpontjat keresi, ami a modell ,,mitkddtetésével” kiszamithato.
Jeloljiik e keresett évet (0. évt6l szamitva) t-vel:

50=41,9+t*0,22

t=(50-41,9)/0,22 = 36,8

D. VALOS PROBLEMA MEGOLDASA, VALASZ — ERTELEMZES, ERVENYESITES ES VALIDALAS.

117
XMLmind XSL-FO Converter



A biostatisztika matematikai alapjai

Mivel az évek csak egész értékkel értelmezhetdk, igy a valaszunk: 37 év sziikséges ahhoz, hogy elérje a ndk
iskolazottsagi ardnya az 50 %-ot.

Ez 1991 + 37 = 2028 -ban kovetkezik be.

A validalasi pont dont arrdl, hogy ezt az eredményt valosnak, elfogadhatonak tartjuk a tapasztalatokkal és mas
megfontolasokkal egyiittvéve.

Tegylik magunkban fel azt a kérdést, hogy lehetséges-e tovabb javitani a modellen, finomitva az elsé szakasz
eredményeit.

(A'. VALOS PROBLEMA, KERDES). Ekkor tjabb modellt kell épiteniink: igazdbol egy uj feladattal néziink
szembe az eredeti kérdésen beliil.

A modell és a valosadg Osszevetése a modell és a valos szamértékek Osszehasonlitasan keresztiil lehetséges
(tablazat)

Ev |Felvett|Novekedés |Modell Kiilonbség:
nok |azelozd értékei valddi -
aranya | évhez képest modell

0 41.9 0 41.9 0

1 42.6 0.7 42.12 0.48

2 42.7 0.1 42.34 0.36

3 429 0,2 42.56 0.34

4 43.1 0,2 42.78 0.32

5 432 0.1 43.00 0.20

6 43.5 0.3 43,22 0.28

7 43.5 0 43.44 0.06

8 43.6 0,1 43.66 -0,06

9 437 0,1 43.88 -0.18

10 | 44.1 0.4 44.10 0.00

Lathatjuk, hogy az eltérések igen kiilonbozok, de megkozelithetik a 0,5 %-ot is! Szamitsunk korrigald tényezot
az els6 modellhez.

B'. MATEMATIKAI PROBLEMA, FORMALIZALT KERDES — RE - FORMALIZALAS.

Szamitsuk ki a kiilonbségek atlagat: (0 + 0,48 + 0,36 + 0,34 + 0,32 + 0,20 + 0,28 + 0,06 -0,06 — 0,18 + 0) / 10 =
0,18

Ezt az értéket épitsiik be korrigald tényezéként az elsé modellbe:
Az n. évben: az n-1. évrél azn.-re: 41,9 +n *0,22 + 0,18 = 42,08 + 0,22 * n
C'. MATEMATIKAI EREDMENY — MATEMATIKAI PROBLEMA MEGOLDASA.

Ismétlés: A feladat az 50% elérésének idopontjat keresi, ami a modell ,,miikddtetésével” kiszamithato. jeldljiik e
keresett évet (0. évtdl szamitva) t-vel:

50 = 42,08 + t * 0,22
t= (50 —42,08) /0,22 = 36
D'. VALOS PROBLEMA MEGOLDASA, VALASZ — ERTELEMZES, ERVENYESITES ES VALIDALAS.

36 év sziikséges ahhoz, hogy elérje a n6k iskolazottsagi aranya az 50 %-ot.
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Ez 1991 + 36 = 2027 -ben kovetkezik be.

A validalasi ponton ismét felvetddik az eredeti adatok és a (2.) modell adatainak dsszevetése:

Ev |Felvett |Novekedésaz |1. Modell |Kiilonbség: |2. Modell |Kiilonbség:
nok elozo évhez értékei  |valodi— 1. értekei valodi — 2.
aranva | kepest modell modell

0 41.9 ] 41.9 ] 419 0

1 42.6 0.7 42.12 0.48 423 0.3

2 42,7 0.1 42.34 0.36 42,52 0.18

3 42.9 0.2 42.56 0.34 42,74 0.16

4 43.1 0.2 42.78 0.32 42.96 0.14

5 43.2 1 43,00 0.20 43.18 0,02

6 43.5 : 43.22 0,28 340 0.1

7 43.5 ] 43,44 0.06 43.62 -0.12

8 43.6 0.1 43.66 -0.06 43.84 -0,24

9 43.7 0.1 43,88 -0.18 44,06 -0.36

10 44.1 0.4 44,10 0,00 44,28 -0,18

Latjuk, hogy a masodik modell szamitott értékei kozelebb esnek a valodi értékekhez.
A masodik modell szamitott értékei és a valddi adatok kiilonbségének atlaga 0.
Fogadjuk el a feladat lezarasaként ezt a masodik modellt és az altala szolgaltatott 36 évet.

(Azért az 6rok kutatoi kérdést feltessziik — legalabb zardjelesen: -) Fokozhat6 tovabb a modell pontossaga ?)

|
Populécié nagysaga.
A. VALOS PROBLEMA, KERDES.

Adjuk meg, hogy hany ember él egy vizsgalt orszagban 10 év muilva. (Mathematics — Textbook for Class IX —
India, CERT alapjan)

B. MATEMATIKAI PROBLEMA, FORMALIZALT KERDES - FORMALIZALAS.

(exponencialis novekedési fliggvény kialakitasa)

A valaszhoz tobb lépésben kell kdzeliteniink a problémahoz.

Nyilvanvald, hogy a populacio valtozasa idében a sziiletések révén novekszik, a halalozasok altal csdkken.
Modelliinkbe ne vonjunk be mas paramétereket (népmozgalom, migracio, stb.).

A populaciot kiilonbozo idépontokban vizsgaljuk, tehat sziikséges az id6 jelolése (évek): t
t=0,1,2,3,..., 10, ... (t=0 ajelen, t=1 a kdvetkezd év, stb.)

Jeloljiik a populéacio nagysagat a t. évben (januar 1.): P(t).
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Jelolje a sziiletések szamat egy adott t évben: B(t).

Jelolje a halalozasok szamat egy adott t évben: D(t).

A t+1. évben a lakossagszam: P(t+1) = P(t) + B(t) — D(t).

Sziiletési rata: a (t; t+1) id6intervallumban: b = B(t) / P(t).

Halalozasi rata a (t; t+1) idGintervallumban d = D(t) / P(t).

Tegyiik fel, hogy modelliinkben b és d paraméterek az évek muldsdval nem valtozik (konstans paraméterek)
Mindezek alapjan a matematikai modell alakja (* a hatvanyozast jeldli, a*2 jelentése a a négyzeten, ...):
P(t+1) = P(t) + B(t) - D(V) = P(t) + b P(t) —d P(t) = P(t) * (1 + b -d).

Ha t=0, akkor P(1) = (1 + b —d) * P(0)

Hat=1, akkorP(2)=(1+b-d)*P(1)=(1+b-d)* (1 +b-d)*P(0)=(1+b-d)*2*P(0)

Ha t=t, akkor P(t) = (1 + b —d)*t * P(0)

Az 1 + b — d konstans értékét gyakran jeloli r (ndvekedési rata; Malthusian paraméter), igy a képlet Gj alakja:
P(t) = P(0) * rt

P(t) egy exponencialis fiiggvény.

C. MATEMATIKAI EREDMENY — MATEMATIKAI PROBLEMA MEGOLDASA.

Igazi matematikai eredményt akkor kapunk, ha konkretizaljuk az orszagot, annak sziikséges paramétereit.
Legyen

P(0) = 250 000 000

b =0,02

d=0,01

t=10

Behelyettesitve: P(10) = 1,01 10 250 000 000 P(10) =276 155 531, 25

D. VALOS PROBLEMA MEGOLDASA, VALASZ — ERTELEMZES, ERVENYESITES ES VALIDALAS.
A konkrét szamérték egy negyed személyt jeldl, ezt kerekiteniink kell: P(10) =276 155 531.

A modell visszacsatolasa és ellenérzése lehet az, hogy egy korabbi id6északaszra alkalmazzuk az
Osszefiiggéseket, majd dsszevetjiik eredményeinket a mért populacio-szamokkal.

Mivel rengeteg paraméter befolyasold tényezéként 1ép fel egy populacid népességszamanak kialakulasakor, nem
varhatunk pontos becslést.

Pontosabb eredmények eléréséhez wjabb modelleket kellene kidolgoznunk és ellendrizniink, de elsé
megkdzelitésként mindenképpen eredményesen zarhatjuk le a feladatot.

OO oo T OO TSSO
14. 14. Modulzaras
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A modul végére érve elmondhatjuk, hogy attekintettiik a matematikai modellakotas sok-sok elméleti elemét.
Azonban azzal is tisztaban kell lenniink, hogy szamos fejezet kimaradt, mint példaul a differencialegyenletek

témakore, vagy a grafokkal foglalkozo fejezetek. Lezarasként néhany tovabbi forrast ajanlunk, amelyek
tovabbvezetik a témaban érdeklédoket:

« Karsai Janos: Matematika gyogyszerészhallgatok szamara. Szent-Gyorgyi Albert Orvostudomanyi Egyetem,
Orvosi Informatikai Intézet, Szeged, 1996.

+ Fodor Janos: Biomatematika. Szent Istvan Egyetem Allatorvos-tudomanyi Kar, Biomatematikai és
Szamitastechnikai Tanszék.Budapest, 2007.
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http://www.mathmodel.szote.u-szeged.hu/user/karsai/math/courses/matematika-jegyzet.htm
http://www.univet.hu/users/jfodor/biomatematika.htm

