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1 Bevezetés

Az elmult évtizedekben a végeselem modszer (VEM) a modellezés és a szimulacid
nélkiilozhetetlen eszkoze lett. Ez a jegyzet elsdsorban egyetemi hallgatoknak szol,
de gyakorld6 mérnokdknek is hasznos, és a linearis mechanikai rendszerekre alkal-
mazhatdo modszer egységes ¢€s részletes leirasat adja. A rugalmassagtani alapelvek
¢s az elméleti hattér ismertetésének célja az, hogy az olvasok nagy biztonsaggal
hasznaljak, értékeljék és mindsitsék a kereskedelmi forgalomban beszerezhetd
végeselem eljarast is alkalmazé programrendszereket.

Az elmult kozel két évszazad soran a klasszikus mechanika teriiletén tobb, a mér-
noki gyakorlatban hasznalhaté numerikus eljarast dolgoztak ki. Ezek egy csoportja
a lokalis egyenletek, a kontinuum viselkedését leird parcialis differencidlegyenlet
rendszerek kozvetlen megoldasara szolgalt, mint példaul a véges differencia mod-
szer. A numerikus eljarasok egy masik része a globalis elvek, az energetikai sz¢ls6-
érték - stacioner érték - elvek direkt megoldasat, ezen belill a Rayleigh-Ritz mdd-
szer kiilonbozo valfajait alkalmazta. Ezen modszerek alkalmazésa a bonyolultabb
alaku testek, alkatrészek esetén igen komoly nehézségekbe iitkozik.

A végeselem eljaras alapgondolatat, a folytonos rendszereknek a diszkrét, véges
szabadsagfoku elemek rendszerével torténd helyettesitését, mar régdta hasznaljak a
fizikai és mérnoki feladatok numerikus megoldasara. Erre jellemzo példa az egye-
nes rudakbol allo tartdészerkezetek vizsgalati modszere ami, tobbek kozott, Maxwell
(1864), Castigliano (1879) vagy Mohr (1868) munkasaganak része. A legelso is-
mert publik4cio, ami a bonyolult tartoméanyok résztartomanyokra bontasat, azokon
beliil pedig linearis interpolaciot és az energetikai szélsdérték elveket egytitt alkal-
mazta Cuorant (1943) nevéhez fiizédik, aki a nem kor keresztmetszetli rudak sza-
bad csavarasi feladatat a potencialis energia széls6érték elve alapjan vizsgalta tgy,
hogy a tetszdleges alaku keresztmetszetet olyan hdromszog résztartomanyokra bon-
totta, melyeken beliil a megoldas linearisan valtozik. A mindségi valtozas feltételeit
a digitalis szamitastechnikai eszk6zok fejlodése és széleskorii elterjedése tette lehe-
tové. A végeselem modszert a ma ismert formajaban Clough, Turner és szerzotar-
saik [1] publikaltak. (1956, Boeing and Bell Aerospace) Naluk jelentek meg elo-
szOr a végeselem (finite element), csomdpont (node) és csomdponti valtozo fogal-
mak és kifejezések is. Az elso alkalmazas kifejlesztésének célja repiilogép szarny-
szerkezetek dinamikai €s szilardsagi vizsgéalata volt. A modszer nyilvanvalo sikere
¢s hatékonysaga, tovabba a szadmitastechnikai eszkdzok fejlodése intenziv kutata-
sokat inditott be, aminek eredményeként ma mar a végeselem eljarast a mérnoki
fizika legkiilonbozdbb teriiletein hasznaljak, alkalmas tobbek kozott linearis és
nemlinedris mechanikai, aramlastani, hétechnikai, akusztikai jelenségek modellezé-
tisztaztak az eljaras konvergencidjaval, pontossagaval kapcsolatos problémakat és
ezzel egyiitt tobb, ma mar klasszikusnak szamitd konyv jelent meg, mint példaul
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8 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

Zienkiewicz [18] és Przemieniecki [5] miivei, amelyek még ma is korszeriinek és
hasznosnak bizonyulnak. Az 1980-as években megjelentek az elsé magyar nyelvi,
[10], [14], [15] egyetemi jegyzetek és szakkonyvek is. Mindezek eredményeként
napjainkra a mérnoki tervezo - elemzé munka részévé valtak a végeselem eljarast
valamilyen szinten alkalmaz6 szoftverek. Ezek kozott vannak a sok elemtipust és
analizis lehetGséget tartalmazo altalanos célu végeselem programrendszerek, me-
lyek a legkiilonb6zdbb mérnoki feladatok megoldasara is alkalmasak (NASTRAN,
ANSYS, MARC, COSMOS, ABACUS, stb.). Igen hasznosak a szerkezettipusra
orientalt rendszerek, melyekkel csak egy féle szerkezetet, példaul ipari csdvezeté-
keket (CAEPIPE) vagy acél, vasbeton vazszerkezeteket (FemDesign, AXIS) lehet
tervezni, vizsgalni. A kereskedelmi forgalomban beszerezhetd progranrendszerek
megbizhatd, intelligens hasznalatdhoz és a kiszamitott eredmények értékeléséhez a
rendszer kezelésének ismeretén tul alapos szaktudasra is sziikség van, aminek hia-
nyaban a felhasznalonak a szoftver csak egy zart, titokzatos doboz.

A végeselem eljarast eredetileg szerkezetek mechanikai vizsgalatokhoz alkalmaz-
tak, és ebben a jegyzetben is a linearis rugalmassagtani feladatokon keresztiil mu-
tatjuk be a modszer elemeit. A jegyzet els6sorban az alapképzésben (BSc) részt
vevoknek szol, ezért a feltételezett eldtanulmanyok a statika, szilardsagtan, dinami-
ka, a matematikai analizis alapjai, kozonséges és parcialis differencial egyenletek,
tovabba a matrixszamitas.

A bevezetést kovetd elsO fejezet roviden bemutatja a lineéaris rugalmassagtan loka-
lis és globalis modelljeit, a rugalmassagtani alapegyenleteket és a virtualis munka
elvét. Ennek csak az a célja, hogy az eldtanulmanyok soran megszerzett ismerete-
ket egységes szohasznalat és jeldlésrendszer alkalmazasaval felidézziik.

A masodik fejezet részletesebben foglalkozik a jarmiszerkezetekben fontos rudel-
méletekkel, a mérnoki gyakorlatban altalanosan hasznalt Euler-Bernoulli elmélet-
tel, a nyiras hatasat pontosabban leird Timoshenko téle radmodellel. Ugyanez a
fejezet részletezi, és tobb numerikus példaval illusztralja a virtudlis munka elvének
egyik kozismert direkt numerikus megoldasi médszerét, a Rayleigh-Ritz mddszert.
Ezek a megoldott feladatok segithetik a virtualis munka elvének és a direkt nume-
rikus mddszerek - beleértve a végeselem eljarast is - matematikai hatterének megér-
tését.

A harmadik fejezet a virtualis munka elvére alapulo végeselem modszer - elmozdu-
las modszer - alapgondolatat, a legfontosabb mennyiségek, elemmatrixok bemuta-
tasat és levezetését foglalja Ossze.

A negyedik fejezet a radszerkezetek végeselem modellezését ismerteti. Részletes
leiras talalhato a sikbeli racsos szerkezeteknél alkalmazott csuklos végpontu elem-
r6l valamint a hajlitott gerenda elemrdl. Tobb kidolgozott szdmpélda segiti a
végeselem eljards algoritmusanak és a kiilonb6z6 analizisek - statika, dinamika,
stabilitds - megismerését.

www.tankonyvtar.hu © Forberger Arpad, Voérés Gabor, BME




1. BEVEZETES 9

Az 6todik fejezet a sikfeladatok végeselem modellezési lehetdségeit ismerteti.

A jegyzet végén talalhato fiiggelék a végeselem algoritmusokban alapvetden fontos
matrixszamitasi ismereteket foglalja 6ssze.

Tobb kidolgozott feladat és a sok abra tamogatja a bemutatott elméletek megértését
¢és az alkalmazasi készség fejlesztését, mivel egy jo abra felér tobb szaz magyarazé
szoval. Ez a jegyzet nem egy enciklopédia, ami a végeselem moddszer keretében
hasznalatos vagy ismert technikékat részletesen ismerteti, tovabba nem cél a
végeselem programfejlesztéi ismeretek atadasa. Célunk a mérndki, elsGsorban a
jarmimérnoki teriileten tevékenykedd, elméletileg jol felkésziilt szoftver felhaszna-
16k kiképzése.
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10 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

Fontosabb mennyiségek jelolése

A ridelem keresztmetszete

C rud keresztmetszet kzéppontja

C rugalmas anyag jellemz6éinek matrixa
E rugalmassagi modulus

G csusztatd rugalmassagi modulus

G nagy alakvaltozasok masodfoku része
H nagy alakvaltozadsok matrixa

1, I, rad keresztmetszet {6 masodrendii nyomatékok
J csavarasi masodrendii nyomaték

K rendszer linedris merevségi matrixa

k* elem linearis merevségi matrixa

Kg rendszer geometriai merevségi matrixa
L rudelem hossza

M rendszer tomegmatrixa

m® elem tomegmatrixa

M, rud csavaro igénybevételei

M,, M. rad hajlité igénybevételei

N rud huzoé igénybevétele

N; interpolacids (forma) fiiggvények

N interpolacids (forma) fliggvénymatrix
p feliileti terhelés

P rendszer csomoOponti terhelések matrixa
Dx, Dy megoszlo terhelés

q térfogati megoszlo terhelés

T keresztmetszet nyird/csavard kozéppontja
T transzformécié matrixa

www.tankonyvtar.hu © Forberger Arpad, Voroés Gabor, BME




1. BEVEZETES

11

U alakvaltozasi energia

u elmozdulas matrix

u, v, w rad tengely elmozdulasai

Uy, Uy, u; | elmozdulas koordinatak

vy, V. rad nyird igénybevételei

Wi kiils6 er6k munkéja

V1, ZT csavaro/nyird kdzéppont koordinatak

A kritikus (stabilitasvesztési) terhelés szorzo
Ty, Tx » | DYIr0 fesziiltsegek

Ty

’c kezdeti feszililtségek matrixa

Yo. Vi » | fajlagos szogvaltozasok

Yzy

A; csoméponti szabadsagfokok matrixa

AT hémérséklet valtozasa

AT, Homérsékletvaltozas gradiense

€ kis alakvaltozasok matrixa

£ nem mechanikai hatasokbol kovetkez6 alakvaltozas
€x, Ey, €2 fajlagos nytlasok

0, 0,, 0. forgas koordinatak

¢ dimenziotlan hossz koordinata

11 teljes potencial

p tomegstirliség

c fesziiltségek matrixa

Oy, Oy, 6 | normal fesziiltségek

(O sajatvektorok (lengéskép, stabilitasvesztés alakja)
o, sajatfrekvencidk

© Forberger Arpad, Vérés Gabor, BME
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2 A rugalmassagtan alapegyenletei

Ebben a fejezetben bemutatjuk a linedris rugalmassagtan alapvetd mennyiségeit, €s
roviden Osszefoglaljuk az alapegyenleteket. A klasszikus rugalmassagtannal részle-
tesen foglalkoz6 konyvekbdl tovabbi fontos részleteket lehet megismerni, érdemes
megemliteni példaul a jol ismert Timoshenko - Goodier [6] vagy a magyar nyelvi
[10], [13] konyveket.

A kiilso terhelés hatasara a szilard test mozog és megvaltoztatja az alakjat, ezt jel-
lemzi az elmozdulas vektor és az alakvaltozdsok. Ugyanakkor kialakul a belsd erd-
rendszer, a fesziiltségi dllapot. A mechanikai szamitasok célja, hogy meghatarozza
ezen mennyiségek, a terhelések és az elmozdulas, alakvéltozas és fesziiltségi alla-
pot kapcsolatat. A kiilsd terhelés lehet statikus, idoben allandé vagy nagyon lassan
valtozo, kvazistatikus. Gyorsan valtozo terhelés hatasara a szerkezeti vélaszok -
mozgas, fesziiltségek, stb. - is iddben valtoznak, ezt nevezziik dinamikai hatasnak.

A test mozgasa, az alakvaltozas mértéke, jellege fiigg az anyagi tulajdonsagoktol.
A test rugalmas, ha a kiilso terhelések megsziintetése utan azonnal visszanyeri ere-
deti alakjat, és linearisan rugalmas, ha terhelés és az alakvaltozas viszonya egy
linearis aranyossaggal irhato le. A képlékeny alakvaltozasok jellemzdje, hogy a
szerkezet tehermentesitése utan marad6 alakvaltozdsokat észlelhetiink. Tovabbi
fontos anyagtulajdonsag az anizotropia. A test anizotrop, ha egy pontban az anyag-
jellemzdk kiilonb6z6 iranyokban mérve valtoznak. A kompozit, szalerdsitésli anya-
gok, a fa jellemzoen anizotrop tulajdonsaguak. Az izotop testeknél az anyagjellem-
z0k iranytol fiiggetlenek. Ha az anyagjellemzdk a test kiillonb6z6 pontjaiban azono-
sak, akkor a test homogén, ellenkezd estben inhomogen.

Egy kontinuummechanikai feladat matematikai modelljét két modon lehet megfo-
galmazni: parcialis differencidlegyenletekkel, vagy globalis érvényli, hatarozott
integral formaju elvek alakjaban. Az eldbbit lokdlis (angolul strong form) a maso-
dikat globdlis (angolul weak form) matematikai modellnek nevezhetjiik. A globalis
modell alapvetd fontossdg a numerikus modszerek, ezen beliil a végeselem mod-
szer alkalmazéaséanal.

Ez a jegyzet a linearisan rugalmas, homogén és izotrop anyagu, kismértékii mozga-
sokat ¢és kis alakvaltozasokat végzd szerkezetekkel foglalkozik.
2.1 Lokalis egyenletek

Ebben a fejezetben roviden attekintjiik a szilard test mozgasanak leirdsara alkalmas
lokalis formaju egyenleteket. A lokalis egyenletek algebrai és parcialis differencial
egyenletek, melyek egy anyagi pont kis kornyezetének mechanikai viselkedését,
alakvaltozasat, fesziiltségi allapotat irjak le.
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2. A RUGALMASSAGTAN ALAPEGYENLETEI 13

2.1 abra. A szilard test terhelései és mozgasa

A vizsgalt szilard test - kontinuum - a tér V részét foglalja el. Kiils6 A feliiletének
A, részén a feliileti p megoszl6 terhelések, az 4, jelli részén pedig a mozgas kény-
szerfeltételek adottak. A mechanikai terhelések - a p feliileti és a q térfogaton meg-
0szl6 terhelések — valamint egyéb kiils6 hatdsok (pl. hdmérsékletvaltozas) kovet-
keztében a test pontjai elmozdulnak, alakja megvaltozik, és belsd erék jonnek létre.

2.1.1 Alakvaltozasok, geometriai egyenletek

Egy P anyagi pont elmozdulasat az eredeti helyzetéhez viszonyitva az u elmozdu-
las vektorral adhatjuk meg, aminek a koordinata tengelyek irdnydba mutat6 kom-
ponensei uy, u, és u. (2.1 abra). Altalaban ezek a koordinatak az anyagi pont erede-
ti helyzetét megado térkoordinatak és az id6 fliggvényei: u(x,y,z,¢):

u=[ux u, uZ]T (0.1)

Az attekinthetdség kedvéért kezdjiik az alakvaltozasok vizsgalatat az x, y sikban
torténd mozgas elemzésével. Az 2.2. dbréan jelolt OABC pontok elmozdulnak és a
deformalt anyagi elem sarokpontjainak 0j helyzete O’A’B’C’ lesz. Az alakvaltozas
a szomszédos anyagi pontok kozotti tavolsagok és a szogek valtozasat jelenti. A
mérnoki gyakorlatban hasznalatos fajlagos nytlas definicigja

_ hosszvaltozas ds,—dx ds,

= = 1
Y eredeti hossz dx dx (0.2)
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14 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

y A
C B
dy
0] A
B dx " X

2.2 abra. Elemi kocka alakvaltozasa

A v,, fajlagos szogvéltozas az eredetileg merdleges ds, és ds, anyagi vonalelemek
kozotti sz0g megvaltozasa, (a 2.2 abran y,, = oy + oy) ami pozitiv, ha a deformalt
alakzaton a szog hegyesszog lesz.

Az attekinthetdség kedvéért kezdjiik az elmozdulasok €s az alakvaltozas jellemzok
vizsgalatat az x, y sikban torténd mozgas elemzésével. A 2.2 abran jelolt OABC
pontok elmozdulnak és a deformalt anyagi elem sarokpontjainak 10j helyzete
O’A’B’C’ lesz.

Az eredetileg dx hosszusagu O’ A’ szakasz hossza:
2 a 2 2 2 a 2
dsiz(dx+aux dx] o S|, dS;—1:28”X+[a”xj o =
ox ox dx ox ox Ox

1, ou, 1[(ou\ (ou, ’
g +—g =—24—|| —=| + _
2 ox 2|\ ox Oox

Ha a fajlagos nyulas kicsi, akkor a baloldalon a méasodrendii tag nagysagrendi meg-
fontolas alapjan elhagyhato, és ekkor

ou. 1((ou Y (ou,Y
e =—+—|| —| +
ox 2\ ox ox ’
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2. A RUGALMASSAGTAN ALAPEGYENLETEI 15

Ha az elmozdulas vektor koordinatai és a derivaltjai is kicsik, akkor a masodfokt
tagokat a jobb oldalon is elhagyhatjuk:

. _Ou,
R
ox

Most szamitsuk ki az eredetileg merdleges dx és dy iranyok kozotti derékszog
megvaltozasat! A 2.2 abra jeldléseivel:

Smy,, = Sm(ax + ay) =Sino., cosa, +sino, coso,

_[Ou, dx ), o, ﬂ+(l ou, j dx | u, dy

ox ds, oy )ds, ox )ds \ oy ds, |
Ismét felhasznalva a fajlagos nyuléds (0.2) és a fajlagos szogvaltozas definicidit,
atrendezés utan:

Y

ox Oy Ox oy Ox Oy

ou, Ou, Ou, Ou, Ou,ou,
x " )

sinyw(1+8x)(l+8y):

Ha a fajlagos nyulédsok és a szogvaltozasok is kicsik, akkor a masodrendii tagok az
egyenlet bal oldalan elhanyagolhatéak,

ou, du, Ou, Ou, Ou,ou,
+ X+ X x+

Y

ox Oy Ox Oy Ox Oy’

Yo =

tovabba, ha az elmozdulés koordinatdk és derivaltjaik is kicsik, akkor a méasodfoku
tagokat a jobb oldalon is elhagyhatjuk:

~—L 4
ox Oy’

Ezek utén, ha a 2.2. 4bran a sikra merdleges u. elmozdulassal is szdmolunk, belat-
hatd, hogy a hat alakvaltozasi jellemzd - harom iranyu nyulas és harom szogvalto-
zas - az ugynevezett Green-Lagrange féle H alakvéltozasok tenzoranak koordina-
tai, a kovetkez6 formaban irhatok fel:

H=¢+G, (0.3)

ahol € az alakvaltozasok linearis,

© Forberger Arpad, Vérés Gabor, BME www.tankonyvtar.hu




16 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

T —
€ _I:gx 8y €, ’ny e sz] ’

ou, ou, ou,
gr = . E =— , e = .
). T Oy Yoz (0.4)
ou, Ou, ou, Ou _Ou, ou
ny = = +_ b sz = * = 2 )/Z +_Z b
oy Ox oz Ox oz Oy
¢s G a quadratikus része:
T
G=[G, G, G. G, G. G_|,
G =1 [8%‘ 2+ ou, 2+(8u2 2 _%614 Ou, ou, L Ou Ou
o2\ ex ox ox J Y ox gy ox 9y ox oy
2 2 2]
1| Ou, ou, Ou Ou, Ou, Ou, Ou, Ou_ ou,
G, == H =+ == |, G, =—"—7+——+ (0 5)
721\ oy oy ¥ ox 6z oOx 0z Ox
2 2 2]
ou, ou, O
Gz :l (aux + i +(auz , G'z au al/l +1ﬁ+%%
2|1\ 0z Oz Oz g 6y 0z Oy 0z 0Oy Oz

Mérnoki szerkezeteknél, ha a fajlagos nyuldsok nagysagrendje 10~ vagy még ki-
sebb, akkor a (0.3) geometriai egyenletekbdl a masodfoku tagok elhagyhatdk

H~eg (0.6)

A (0.3) H és a (0.4) ¢ alakvaltozasi jellemzok fontos tulajdonsaga, hogy értékiik
z¢rus, ha a test ugyan mozog, de alakja kdzben nem valtozik. Ezt nevezziik merev-
test (szerll) mozgésnak.

A (0.2) definicidval az alakvaltozasi jellemzdket a kezdeti allapothoz (konfiguraci-
6hoz) tartozoé x, y, és z térkoordinatakkal és a kezdeti méretekhez viszonyitva hata-
rozzuk meg. Ezt a kontinuummechanika Lagrange féle a leiras modjanak nevezik,
szemben az Euler féle leirassal, ahol az alakvaltozdsokat az anyagi pont pillanatnyi
helyzetét megadod koordinatdkkal és a deformalt méretekhez viszonyitva adjuk
meg. Ez utobbi eljaras elsdsorban a folyadékmechanikdban hasznalatos. Kis alak-
valtozasok estén a kezdeti €és a pillanatnyi konfiguracid jo kozelitéssel egybeesik,
¢és a (0.5) linearis geometriai egyenletet hasznalhatjuk.

2.1.2 Fesziiltségi allapot, egyenstlyi egyenletek

A kiilsd terhelések hatdsara a testben belsé erdrendszer, fesziiltségi allapot alakul
ki, amit egy anyagi pont kornyezetében kilenc - amibdl hat kiillonbozo - fesziiltség
komponens ad meg. A 2.3. abran lathatoak egy elemi méretii kiskocka harom koor-
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2. A RUGALMASSAGTAN ALAPEGYENLETEI 17

dinata sikokkal parhuzamos oldallapjaira hato fesziiltségek, a sikra merdleges nor-
mal és a paronként azonos, sikban 1€év0 nyiré fesziiltségek.

A

Q
A J

2.3 abra. Fesziiltségi allapot koordinatai

A testbdl barmilyen modon kivagott elemi részre az egyensuly feltétel teljestil. A
2.3 abran lathat6 kiskocka kdzepén atmend tengelyekre felirhatdé nyomatéki egyen-
sulyi feltételek kovetkezménye a nyird fesziiltségek dualitdsa: Ty, = Tyx, Toz = Tor, Ty
= T.,. A kilenc fesziiltség koordinata koziil a hat kiilonboz6t irjuk fel a kovetkezd
matrix formaban:

o' =[c, o, o T, . T.] 0.7)

Az x iranyu vetiileti egyensulyi egyenlet az 1.4 abra jeldléseivel, ahol a dx, dy és dz
oldalméretii elemi test oldallapjaira csak az x irdnyu fesziiltség komponenseket és a
q» térfogati eréhatast rajzoltuk be, a kdvetkezd formaban irhato fel:

X

0
(86" dxj dydz + T dy |dxdz + (% dzj dxdy + q dxdydz =0 ,
0 Oy 0z

an a’cyx a’czx
+ + +q,=0.
ox oy Oz
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18 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

ot
T, +—=dz
oz

! 0
Tyx . T +—=dy
| , yx
dZ s 77 é Ox / ay

0o T R
o.+—=dx gEN
X 6)( Z’/ dx

/ dy
X
qx

2.4 abra. Elemi kocka egyensulya

A masik két vetiileti egyenlet hasonld6 modon irhato fel. Végiil, a harom vetiileti
egyensulyi egyenlet, a q térfogaton megoszlo erdvel egyiitt, a kovetkezo lesz:

0. Ot w 0T
_+_

X _+_ XZ + qx — O R
ox oy Oz
81:yx 60)/, 617},2 0

+ + +q,=0,
x oy oz b (0.8)
0

o, 1Ly %, +g.=0
ox oy Oz

Gyorsan mozgé testek vizsgalatanal a terhelések kozott figyelembe kell venni a
tehetetlenségi erdket is. A d’Alambert elv szerint a statikai egyensulyi feltételek
formalisan érvényesek maradnak, ha a testre hat6 erérendszert kiegészitjiik a tehe-
tetlenségi erokkel. Példaul, egy mozgo, m tomegl pontszerl testre F — ma = 0 a
formalis egyensulyi egyenlet, ahol a jeldli a gyorsulast. Ennek megfeleléen dina-
mikai feladatokhoz a (0.8)egyenletben a testre hato erérendszert ki kell egésziteni a
térfogaton megoszl6 tehetetlenségi erdvel:

qx _pux
q=—pi, q, |=|-pi, | , (0.9)
q.| |—pi,

ahol p a test tomegstiriisége €s ii az elmozdulas id6 szerinti masodik derivaltja, a
gyorsulés vektor.

Mozgas kozben a test mérete valtozik. A kezdeti, alakvaltozas elotti feliiletekre
vonatkoztatott fesziiltségek az igynevezett /1. Piola-Kirchhoff féle fesziiltségtenzor
koordinatai, ami altalaban eltér a mozgas kozben valtozo feliiletre vonatkoztatott,
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2. A RUGALMASSAGTAN ALAPEGYENLETEI 19

valodi fesziiltségektdl. Azonban, ha a mozgasok és az alakvaltozasok kicsik és a
(0.5) kozelités alkalmazhato, a kétféle fesziiltség értelmezés kozotti eltérés is elha-
nyagolhato.

Az alakvaltozési ¢s fesziiltségi allapot pontos leirasdnak modjair6l részletesebb
leiras talalhato a [6], [10], [12], és [13] konyvekben.

2.1.3 Anyagtorvény

Az anyagtorvény a fesziiltségek és az alakvaltozasok kozotti kapcsolatot adja meg.
Rugalmas testre ez a kapcsolat egyértékii. Linedrisan rugalmas testek anyagtorvé-
nye a Hooke torvény, ami a kis alakvaltozasok esetén a kovetkezd linedris matrix
egyenlet formdjaban irhato fel:

o | [[e] e
Gy Sy 8;
:
6=C(s—s*)=C£—c* : %l_c| |~ |- 8: (0.10)
Lo Vol [Yo| | '
T, Ve | | Ve
L Ty REE _Y:vz ]

A C egy szimmetrikus, 6x6 méretli matrix, ami azt jelenti, hogy a legaltaldnosabb
anizotrop tulajdonsagl rugalmas testnek 21 anyagjellemzdje lehet. Az izotop ru-
galmas testnek csak két fliggetlen anyagjellemzdje van és ekkor a C anyagjellemzd
matrix is egyszeriibb szerkezetii:

¢ ¢ ¢ 0 0 E(1-v)
o =——"—,
¢, ¢ ¢ 0 0 (1-2v)(1+v)
c_|& @« 0 0 3 Ev
o0 0 ¢ 0 0 “T(cav)ry)s  ©ID
00 0 0¢ 0 E
6‘3:—:
100 0 0 0 ¢ 2(1+v)

ahol £ a rugalmassagi modulus, G a cstsztato rugalmassagi modulus és v a Poisson
vagy kontrakcios tényezd. Erdemes megemliteni, hogy Osszenyomhatatlan testekre
v=0,5 és ilyenkor mindig (e + €, + &) = 0.

A (0.10) anyagtorvény inverze:
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20 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

e=Co+¢

(1 —v —v 0 0 O]

-v 1 —-v 0 0 0
C—lzl -v -v 1 0 0 O b :2(1+V)’ (0.12)

Efl0 0 O b5 00

O 0 0 0 b O

0 0 0 0 0 b

Egyszeriien ellendrizhet, hogy C™'C =1, ahol I a 6x6 méretii egységmatrix.

A (0.10) anyagtdrvényben € a nem kozvetlen mechanikai hatdsok kovetkeztében
kialakulo alakvéltozdsok matrixa. Ilyen lehet példaul a hémérsékletvaltozasbol
vagy valamilyen mas technologiai okbdl - szdradas, fazisatalakulas, stb. - bekovet-
kez6 alakvaltozas. 1zotrop, minden irdnyban azonos hétagulasi tulajdonsag esetén

€ =aAT[1 1 1 0 0 O]T, (0.13)
ahol a a linearis hotagulasi egylitthatd és AT a test homérsékletének valtozasa.

2.1.4 Peremfeltételek

A mechanikai egyenletek fontos elemei a peremfeltételek. A testet hatarold kiilsé A4
feliilet minden pontjaban meg kell adni vagy a mozgasok vagy a feliileti terhelések
értekét. A peremfeltételek helyes megadasa a modellalkotds egyik legfontosabb
része.

A kinematikai peremfeltételekkel az A feliilet 4, részén a test megtamasztasat, eset-
leg az egyes feliiletrészek eldirt mozgasat adjuk meg:

u=a, u =u ,u =u,,u=1u,, Ped, . (0.14)

x 2

A feliiljelzés eldirt mozgas értéket jelent. Rogzitett pontokban vagy feliiletrészeken
az eloirt értékek zérusok.

A dinamikai peremfeltételek a test kiilsé A feliiletének 4, részére miikodd terhelé-
sek és a belsd erdrendszer, a fesziiltségi allapot kapcsolodasanak torvényszeriiséget
irjak le.

www.tankonyvtar.hu © Forberger Arpad, Voérés Gabor, BME




2. A RUGALMASSAGTAN ALAPEGYENLETEI 21

2.5 dbra. Tetraéder egyensulya

A 2.5 abran az 4, feliileten 1év6 anyagi pont kornyezetét abrazoltuk, ahol a tetraé-
der ferde oldallapja az 4, feliilet része. Jelolje T, T, T. a koordinatatengelyekre
merdleges oldalak és 7" a negyedik oldal teriiletét, n pedig a negyedik oldal kifelé
mutatod normalis egységvektorat:

A R U R e
22 2 ’

nx ]—;C/T
n=\n |=|T,/T|, [n=1.
n, T./T

Ezek az Gsszefliggések egyszerii geometriai szamitasokkal igazolhatoak. A tetraé-
dernek a test belsejében 1évo feliileteire a fesziiltség komponensek, az 4, feliileten
1év6 oldalara pedig a p feliileti terhelés miikodik. rjuk fel az x iranyt er8hatasok
egyensulyat kifejezd vetiileti egyenletet:

_Gx];c _TxyTy _TXZT; +pr = 0
Atrendezés utan, figyelembe véve az n normalis vektor koordinataira felirt eredmé-
nyeket is, megkapjuk az alabbi harom dinamikai peremfeltétel koziil az elsét, ahol

a tovabbi két feltételt - az y és z irdnyl egyensulyi egyenletekbdl - hasonldé mdédon
irhatjuk fel:

on +T 0 +1.n =p,,
Tl ¥ O, + 1.0 =D, (0.15)

TN +T.0,+0.n =p, .

A test terheletlen, szabad felszine az 4, feliilet része, ahol az eldirt kiilsé terhelés p
=0.
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2.1.5 Lokalis egyenletek osszefoglalasa

Amint azt az el6zéekben lathattuk, a kontinuummechanika, és ezen beliil a linearis
rugalmassagtan lokalis egyenleteit harom csoportba sorolhatjuk: a (0.4) geometriai
egyenletek az alakvaltozasok és a test mozgasanak kapcsolatat adjak meg, a Newton
axiomabol kovetkezd (0.7) egyensulyi egyenletek vagy mozgasegyenletek a kiilso
¢s belso erdk kapcsolatat irjak le és a harmadik egyenlet csoport a fesziiltségek és
alakvaltozasok kapcsolata, az anyagtorvéeny (0.9). Ezekhez tartoznak még a (0.12)
és (0.13) peremfeltételek. Altalaban, egy szerkezetmechanikai feladat megoldasa-
hoz mind a harom egyenletcsoportot fel kell hasznalni. (Kivételnek szamitanak a
statikailag hatarozott feladatok, ahol az egyensulyi egyenletek dnmagukban ele-
genddek a kiilsd és belsd erdk kozotti dsszefliggések felirasahoz) Az alabbi tabla-
zatbol latszik, hogy a lokalis megfogalmazasban az ismeretlenek ¢s egyenletek da-
rabszdma azonos.

Egyenletek szdma Ismeretlenek szdma
Geometriai egyenletek 6 | Elmozdulas vektor 3
Uy, Uy, u-, Alakvalto-
z4sl1 tenzor ¢, ¢, €, 6
Vxys Vxzs Vyz

Egyensulyi egyenletek 3 | Fesziiltségi tenzor

Gm Gya GZ, Txya Tny TZX 6

Anyagtérvény 6
Osszesen 15 15

A pontos megoldast, amely az dsszes egyenletet és peremfeltételt kielégiti, a mér-
ndki gyakorlatban eléforduld esetek dontd részénél nem lehet meghatarozni. Ilyen-
kor van sziikség a kozelitd, numerikus modszerekre, amelyek tobbnyire a globalis,
integral formaban kifejezett elvekre, példaul a virtualis munka elvére, épiilnek.

2.1.6 Példa: Sik lemez mozgasa

Ismerjiik az 2.6 A abran vazolt ax2a méretli és ¢ vastagsagli lemezben a (0.1) u el-
mozdulés vektor koordinatait:

u, =hxy, uy=—ky2/2, u =0, k=2-10° mm™,
a =100mm, t=5mm, E=2-10° MPa, v=0,25.

Rajzoljuk meg a lemez deformalodott alakjat és szamitsuk ki az oldallapokra €s a
lemez térfogatara hat6 erérendszert, ami ezt az alakzatot 1étrehozta.
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A 2.6 B abra mutatja a lemez deformalddott alakjat, ahol az x = a, y = a koordinata-
ju sarokpont elmozdulésai:

u, =ka’=0,02 mm , uy:ka2/2:0,01mm ,u.=0.

A: AV B: AY Ja

a : a |

2.6 abra. Sik lemez alakvaltozasa (nem aranyos vazlat)

A terhelések meghatarozasdhoz elébb az alakvaltozasokat, majd a fesziiltségeket
kell kiszdmitani. A geometriai egyenletekbdl:

Yy —_ , — X + Yy — kx ,
o ky ., vy -

oy Ox
€. Y=Y, =0

e, =

Ou
X = , e =
ox . e,

¢s a (0.10) Hooke torvénybdl a zérustol kiilonbozo fesziiltség koordinatak:

E
(O :CISX'FCzSy :mky , Gy :CISy-i'Csz :—mky ,
E
R 2(1+v)

A (0.15) dinamikai peremfeltételekbdl meghatarozhatjuk a lemez oldallapjaira hato
feliileti nyomasterheléseket. Az y = a oldallap kifelé mutaté normalis egységvekto-
ranak koordinatai: n, =0, n, =1, n. =0, és a (0.15) peremfeltételbdl ezen a lapon:
Ek Ek
x=016x, p =0, =—
2(1+v) Py = T )

px:Txy: a:32MPa,

p.=1,.=0.
Hasonl6 médon, az y = 0 lapon n, =0, n, = -1, n. =0,

Ek
2(1+v)

P=1,= x=01l6x, p =0,=0, p.=1_=0,

azx=alaponn,=1,n,=0,n.=0,
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Ek
1+v)

Ek
=5 = ~0,32 =1 = —16 MPa, p. =0
P, =0, ( y Yy oPy =Ty 2(1+v)a P ’

és végiil azx = -a laponn, =-1,n,=0,n. =0,

Ek
px:_Gx:_O’32y pyz_er=_2(1+V)(_a):16 MPa’ pz=0 .

Ezek a perem terhelések lathatoak az 2.7 dbran.

A lemezre hato térfogati erét a (0.8) egyensulyi egyenletekbdl szamithatjuk ki:

ot
acyx+ "y+ar"z+qx:0, 0+q,.=0,
ox oy Oz
ot oo, Ot
NN ST S Ek  Ek +q. =0
ox oy oz 7 2(1+v) (1+v) 7
ot
arZ"+ Zy+aGZ+qZ:0, 0+gq. =0.
ox oy Oz
Ebbdl a térfogati erOhatas egyetlen nem zérus koordinatéja:
q. = Ek =0,16 N/mm’ .
T 2(1+v)
Al6MPa [e—=——  __——3|16MPa
32MPa | -32MPa || 32 MPa

t TO,16 N/mm’ 1
16 MPa | 1 A |16 MPa

A6 MPa| S———  ——2|16MPa

2.7 abra. Sik lemez terhelése

Végezetiil ellendrizhetjiik, hogy az 2.7 abran megadott erdrendszer valoban egyen-
sulyi.

2.2  Globalis modell, a virtualis munka elve

Egy er6 munkdja az erd és az iranyaba es6 elmozdulds szorzata. Pontosabban, egy

F er6 a vele parhuzamos ds mozgas kozben dW = Fds munkat végez. Ha ez az F
mint egy kiilsé erd, terhelés valamilyen mechanikai rendszerre miikddik, akkor a
rendszer mozgasa, alakvaltozasa kozben a belsd erdk is végeznek munkét, ami
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munkavégzd képesség, energia formdjaban tarolodik a rendszerben. Ezt az energiat
gyakran alakvaltozasi energianak is nevezik.

ANNNN

S

2.8. abra. Huzderé munkéja, belsd energia

A kiils6 er6 munkaja és az energia valtozasanak viszonyat vizsgaljuk elészor az
2.8. abran lathat6 igen egyszerli mechanikai rendszeren. A rudra az F' eré miikodik
¢és ismerjiik az egyensulyi helyzetet megadd megoldast: a belsé erd (raderd) R = F
¢s a megnyulas s = kR. EbbOl az egyensulyi helyzetbdl - képzeletben - mozditsuk ki
a rendszert egy kicsi ds elmozduléssal. Ezt a kis elmozdulést virtuadlis elmozdulds-
nak nevezzik.

A kiils6 erének a virtualis elmozdulason végzett dWy = Fds virtuadlis munkdja meg-
egyezik a rugoerd virtualis munkdjaval, ami a belsd, vagy alakvaltozasi energia dU
= Rds megvaltozasa, azaz dU - dW; = 0. Ez nyilvan csak akkor igaz, ha az eredeti
allapot egyensulyi volt, azaz R = F. Tehat az egyensulyi helyzetre jellemzd, hogy

i =d(U-W,)=0, H(s):extrémum’ (0.16)

mas szoval a [I(s) teljes potencial az s elmozduléds fliggvénye és az egyensulyi
helyzetben szélséértéke van:

dH:d—Ha’s:O - d—H:0
ds ds )

Az (0.16) a virtudlis munka elve, amit most a kovetkez0 formaban Ilehet
megfogalmazn: az az elmozdulds, aminél a teljes potencial megvaltozasa zérus,
teljesiti az egyensulyi feltételeket. Fontos megjegyezni, hogy ez a megallapitas
akkor is igaz, ha rug6 nemlinedris, k = k(s), vagy az s ered6 megnyuldsnak van ma-
rado6 nyulas része is.

Ha az 2.8. ébra szerinti rugo linearisan rugalmas, akkor a k értéke allandé és akkor
a belsd erd virtualis munkdja, vagy mas szoval az alakvéltozasi energia megvalto-
z4sa

S

2
dU = Rds = ksds = d[k?j _
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2.2.1 Példa: Raklap terhelése

Az 2.9 abran lathatdo merev raklap négy sarkat egyforma rugokkal tdmasztjuk meg.
A sarokpontok csak fiiggéleges iranyba mozoghatnak. A raklap adott pontjaban
miikodik az F erd. Hatarozzuk meg a raklap mozgésat és a rugokat terheld erdket.

A merev lap kismértéki fliggdleges mozgasat harom paraméter - a szabadsagfokok
- hatdrozza meg. Legyenek ezek az A jelli sarokpont w mozgésa és a koordinata
tengelyek koriili a és f forgasok. Ezzel a timaszrugok megnyulasai

Ayj=w, Ap=w-BH, A,=wt+ol-BH, Ay=w+al

2.9 ébra. Raklap terhelése

A megoldéshoz a teljes potencial
I =U~-W, =extrémum

alaku szélséértek elvét hasznaljuk fel. A rugorendszer Osszes alakvaltozasi energia-
ja és a terheld eré munkaja

U:%k(Aj FALHALHAL), W, =—F (whay, —Bx,).
ahol £ jeloli a rugoallandot. A teljes potencial most egy hdromvaltozos fiiggvény,
m(we,p)=U-W, =%k(Ai +AL +AL+AL )+ F (wtay, — Bx,)

aminek a szélséértékénél (extremalis pontjdban) a valtozok szerinti parcialis deri-
valtak értéke zérus. Ez harom egyenletet jelent, amibdl az elso:
a—H:O—>k(AAaAA+ABaAB +AD6ADJ+F:O
ow ow ow ow ow ’

¢és a rugd megnyulasok helyettesitése utan:
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4w+2La-2HB=-F /k

Hasonlé médon a masodik és harmadik egyenlet:

Z—H=O—> 2w+2La—-HpB=-Fy, / kL,
o
Z_IBYZO—) 2w+ La-2Hp =-Fx, /kH .

A harom egyenletbdl allo linearis egyenletrendszer megoldésa:

we-t (3 2% e
4k H L

a=trt 12220 g E (1%
2L L 2kH H

Ezek utan meghatarozhatjuk a rugoerdket:

R,=kA,=-L[3-0% 0¥} g o_ga, = Lf1p0%e e )
4 H L 4 H L

Ro=kAo ==L 1s0Xe 0 ¥e | R —ga, =L 10X o2 ]
4 H L 4 H L

A tamaszer6k megegyeznek a rugderdkkel, csak az eldjeleket kell felcserélni
(nyomott rug6 alatt a tdmaszerd felfelé mutat). Végezetiil ellendrizhetjiik az egész
raklap egyensulyat, ami nyilvan teljesiil.

2.2.2 Példa: Rugalmas kotél lehajlasa

Az 2.10 4bran lathat6 a 2L hosszusagu, linearisan rugalmas anyagu, H erdvel eldfe-
szitett kotél. A kotél hajlito merevsége elhanyagolhatéan kicsi. Hatdrozzuk meg
kézéppontban hato F erd és a kdzéppont u elmozdulasanak kapcsolatat!

L . L

2.10 abra. Elofeszitett kotél lehajlasa

Mozgas kdzben a rugalmas kételet terhelé hiizoerd R = H +kA alakban irhato fel,
ahol k& a rugo6allando6 és A az egyik kotélag megnytlasa:

A=~ +u>-L.
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Az egyik kotélagban az 6sszes alakvaltozasi energia, ami a rugderd munkdja,

dU, =RdA=(H+kA) — U, =HA+%kA2 ,

és az F terheld eré munkaja W, = Fu

A teljes potencidl most egy egyvaltozos fiiggvény,
2
(u)=U-W, = 2[H(x/L2 e —L)+%k(\/L2 -1 j—Fu_

Az egyvaltozos fliggvény szélsdérték helyénél az elsé derivalt értéke zérus:

ar_, 2HL+21¢(\/L2 e —L)L—F=o

du NI +u? NL +u?

ahonnan kifejezhetd a keresett er6 - elmozdulas kapcsolat:

Jo L) PR L S—Y) P —

L\ J1+(u/L) 1+(u/L)
Ha a kotél lehajlasa kicsi, (u/L)* <<1, akkor ebbél a jol ismert
F=2H%
L
eredmény adodik.

2.2.3 Példa: Lancrendszer mozgasegyenlete

frjuk fel az 2.11 abran lathato rendszer mozgasegyenletét! A rendszer két linedris
rugobol és két tomegpontbol all, melyek csak az abra szerinti vizszintes irdny men-
tén mozoghatnak. A lancrendszerre miikodd kiilsé erd az iddben valtozd F(7). A
rendszer pillanatnyi helyzetét két paraméter - szabadsagfok - hatdrozza meg, a
rendszer nyugalmi helyzetétdl mért x; és x, koordinatak.
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X1 X2
m m
% kl ! k2 F(t)
%}—V\N\/\/—O—\/\/\/\/\/—Oﬁ
_mxl e I? _rnzxz < I7
1 2

2.11 abra. Rugalmas lancrendszer
Mozgas kozben a rugok Osszes alakvaltozasi energidja, az egyes rugok megnyula-
sanak ismeretében, a kovetkezd alakban irhato fel:

1 1 2
U ZEkle +§k2 (x, —xl)

b

¢és ebbdl az U alakvaltozasi energia megvaltozasa
dU = kxdx, +k, (x, —x,)(dx, —dx,) =
= (kx, +kyx, —kyx, ) dx, + (kyx, —kyx, ) dix,
A d’Alambert elv szerint, a kiilsé erérendszer részének tekintjiik az (0.9) tehetetlen-

ségi erdt is. A kiegészitett kiilsé erérendszernek a kicsi dx;, dx, virtualis elmozdu-
lasokon végzett virtualis munkéja:

dW, =(—m,x, ) dx, +(—m,%, + F ) dx, .
Behelyettesitve a virtualis munka elvének (0.16) alakjaba, a kdvetkez0 egyenletet
kapjuk,
dll =dU —dw, =
= (klx] +k,x, —k,x, + mX, )a’x1 +(k2x2 —k,x, + m,X, —F)abc2 =0,

amibdl - mivel dx,, dx, egymastdl fliggetlen valtozok - a kdvetkezd linearis diffe-
rencidlegyenlet rendszert kapjuk:

mX, +kx +k,x —k,x, =0,

m,X, +k,x, —k,x, = F () .

Ezt a lineéris egyenletrendszert matrix formaban is felirhatjuk:
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ol e

A lancrendszer mozgasegyenletének megoldasa, a megoldas modszerének részletei
megtalalhatok Ludvig [8] magyar nyelvii kdnyvében.

2.2.4 Szilard test alakvaltozasi energia novekménye

Vizsgaljuk meg a szilard testben a belsd, alakvaltozasi energia kiszamitasanak lehe-
téségét! Az attekinthetdség kedvéért tekintsiik az 2.12 abra szerinti sikbeli esetet,
ahol a dx, dy és dz oldalhosszlisagu anyagi kocka oldallapjaira hatnak a o, o, és
Ty fesziiltségek. A belsd erk - a fesziiltség komponensek - virtualis munkéja a
kapcsolodo alakvaltozasok kismértékd, virtudlis ey, d¢, és Oy, megvaltoztatisa
soran a szilard test egész V' térfogatara vonatkoztatva:

8U = [| (0,dydz) 5z, dx + (o, dvdz )8, dy + (<., dvdz ) Sy dy |

vV

y

Oy Ny d
_______________ yA Tx ny 'y
de, dy f /F i — <>
1 Ox K ,’/
] X / / X
dx les! e, dx

2.12 abra. Alakvaltozasi energia novekménye

Ha ezt még a z irdanyu belsé er6k munkdjaval is kiegészitjiik, akkor az egész test
alakvaltozasi energia megvaltozasara, ami a belsé erdk virtualis munkaja, a kovet-
kez6 eredményt kapjuk:

U = J-(stsx +0,0¢g,+0.0¢e, +1, 0y, +71.8y,.+71,.0y, ) dv,
Vv

0.17
6U=J.GT88 dv, ©.17
V

ahol felhasznaltuk az alakvaltozasi és fesziiltségi matrixok (0.4) és (0.7) alakjat.

www.tankonyvtar.hu © Forberger Arpad, Voérés Gabor, BME




2. A RUGALMASSAGTAN ALAPEGYENLETEI 31

2.2.5 A virtualis munka elve

2.13 abra. A virtualis elmozdulas

Terjessziik ki a 2.2 fejezetben véazolt gondolatmenetet az 2.13 &bran lathat6 szilard
testre. Tételezziik fel, hogy ismerjiik a teljes egyensulyi megoldast, vagyis ismert a
kiilsO terhelések — a p feliileti €s a q térfogati er0k — hatasara kialakulé u elmozdu-
las vektor, az g alakvaltozasok ¢és a o fesziiltségi allapot. Mozditsuk ki a testet eb-
bdl az egyensulyi helyzetbdl egy szomszédos (u + du) helyzetbe ahol du egy tet-
szbleges, de kicsi virtualis elmozdulas. Itt - és a tovabbiakban is - csak azért hasz-
naljuk a du novekmény helyett a du jellést, mert az u nem egy skalar koordinata,
hanem egy fiiggvény, vektormezd. Természetesen, az u is, €és a (u + ou) is kinema-
tikailag lehetséges mozgasok. Definicio szerint, a kinematikailag lehetséges moz-
gasok teljesitik a (0.14) kinematikai peremfeltételeket. Az elmozdulasokkal egyiitt
az alakvaltozasi allapot is megvaltozik, az 0j helyzetben az alakvaltozas (H + 6H)
lesz. A SH virtualis alakvaltozast a ou virtudlis elmozdulasbol az 2.1.1 fejezetben
bemutatott geometriai egyenletekbdl hatdrozhatjuk meg. Ha feltételezziik, hogy az
alakvaltozasok kicsik, akkor jo kozelitéssel H = g, és a (0.4) linearis egyenleteket
lehet hasznalni.

A du virtudlis mozgas kozben a belsdé erdk virtualis munkéja - az alakvaltozasi
energia megvaltozasa - a (0.17) szerinti dU, a kiilsé erék virtualis munkéja pedig
SWk .

SU = joTSH dV ~ chSs v
V

4

= I (Gxésx +0,8e, +0. 8¢, + 1,0y, +1.8y,. + TyzSsz) av. (0.18)
Vv
oW, = IPT&I dA+IqT5u dv
Ap v
o ou, (0.19)
=[[p. p, p.]|u, |d4+[[q. g, q.]8u,|dV,
Ap

Su g Su,

z

Mivel az (0.16) virtualis munka elv szerint az egyensulyi helyzetben a kiilsé erék
OW munkéjanak megvaltozasa megegyezik az alakvaltozasi energia SU megvalto-
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zasaval, a virtualis munka elve szilard testekre, kis alakvaltozasokat feltételezve, a
kovetkezo formaban irhat6 fel:

v Ap v

311(u) = [ o3z dV—(IpTSu dA+[q’du dVJ =0 (0.20)

A Il(u) teljes potencial egy olyan fliggvény, aminek a fiiggetlen valtozoi is fliggvé-
nyek, vagyis ez a fliggvények fliggvénye. Az ilyen fliggvényeket nevezik funkcio-
nalnak.

Gyorsan mozgo testeknél q a térfogati er6hatds részének tekintjiik az (0.9) —pU

d’Alambert erdt is. A virtudlis munka elvének a tehetelenségi erdk virtualis munka-
javal kiegészitett alakja:

311 () = [6"8e dV —8W, + [pii"dSu dV =0 , (0.21)
v

vV

ahol 6/, most mar a tényleges mechanikai terhelések virtualis munkéja. A virtualis
munka elvének ez az alakja az anyagtorvénytdl fiiggetlen.

2.2.6 A teljes potencial szélsoérték elve

A bels6é erdk virtualis munkajanak (0.17) kifejezése bizonyos esetekben tovabb
egyszertsithetd. Ha a test linedrisan rugalmas, akkor a (0.10) Hooke torvény he-
lyettesitésével az alakvaltozasi energia megvaltozasa:

SU =_[6T8£ dv =I(£—£*)TC de dV = SJ(lETC e-¢'C s] dv
v 4 4 2 ’

mivel a C anyagmatrix szimmetrikus,

1 T _ 1 T 1 T _ 1 T ~T 1 T _ o7

85(8 C a)—z(Sa C s)+5(s C 88)—5(8 C 8s)+5(s C 88)—8 Cd¢

és az € alakvaltozas nem fiiggvénye az u elmozdulasnak. Linearisan rugalmas tes-
teknél az U alakvaltozasi energia az alakvaltozads koordinatak masodfoku fliggvé-

nye:

8U = j[%afc e-¢"'C aj dv

vV

Ezzel a (0.21) virtualis munka elvnek a linearisan rugalmas testekre érvényes alak-
ja:
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811 (u)
0.22
zs(jeafc ej av- [e'Ce dVJ—SWk + [ pii” du =00
vV

14 Vv

A kinematikailag lehetséges elmozduldsok koziil az lesz az adott linearis rugalmas-
sagtani feladat megoldasa, amelyik teljesiti a virtualis munka elvét.

Ha a kiils6 erérendszer fliggetlen az u elmozdulasoktol, akkor

W, = IpTSu dA+IqT6u deS(JpTu dA+Jun dV] _

Ap 14 Ap 14

Lassu - kvazistatikus - folyamatoknal az (0.22) utols6 tagjaban 1évo tehetetlenségi
erd a tobbi mechanikai terheléshez képest elhanyagolhato és igy a (0.22) elv egy
ujabb alakja:
ESH(u) =0, H(u) = extrémum ,
17(u) =%I£TC edV—[e7CedV - [prudd-[quay. ©)

4 4 Ap v

Ez a teljes potencidlis energia sz¢&lséérték elve, amit a linedris rugalmassagtanban
Lagrange féle széls6érték elvnek is szoktak nevezni. A kinematikailag lehetséges
elmozduldsok koziil az lesz az adott linedaris rugalmassagtani feladat megoldasa,
amelyik teljesiti a teljes potencidl szélsoértek feltételet. A 11 teljes potencial fiigget-
len valtozoja az u elmozdulés vektor. Az ilyen fliggvényt funkcionalnak nevezziik,
értelmezési tartomdnya a kinematikailag lehetséges elmozduldsok. Kis alakvaltoza-
sok és linearis anyagtorvény esetén a (0.22) [1(u) teljes potencial az elmozdulas
vektor koordinatainak masodfokt fiiggvénye, ami alapvetden az alakvaltozasok
mértékére vonatkozo H = € kozelités és a linedris anyagtorvény kovetkezménye.

A (0.20) - (0.23) elvek felirasa soran az 1.1.5 fejezet tablazataban Osszefoglalt
egyenletek koziil felhasznaltuk a (0.4) geometriai egyenleteket és a (0.10) anyag-
torvényt. Mivel az u elmozdulas eleve teljesiti a kinematikai peremfeltételeket
(mert kinematikailag lehetséges), belathato, hogy a virtudlis munka elve egyenérté-
ki az eddig fel nem hasznalt (0.8) egyensulyi egyenletekkel és a dinamikai perem-
feltételekkel.

A (0.20) virtualis munka elv - és annak itt roviden bemutatott valtozatai - csak egy
a kontinuummechanika globalis elvei koziil, melyekrdl tovabbi részletek ismerhe-
tok meg tobbek kozott Washizu [2] vagy Wunderlicht-Pilkey [19] konyveibol. A
matematikabol ismert variacidoszamitas [7] eszkozeivel pedig tovabbi mérnoki-
fizikai feladatokhoz - pl. hdvezetés, folyadékaramlas, stb. - tartozé globalis széls6-

© Forberger Arpad, Vérés Gabor, BME www.tankonyvtar.hu




34 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

érték elveket lehet megfogalmazni, melyek ezeken teriileteken is lehetévé teszik a
végeselem modszer alkalmazasat.

2.2.7 Kezdeti fesziiltségi allapot

Az el6zd fejezetben, a virtualis munka (0.20) elvének felirdsakor feltételeztiik,
hogy az alakvaltozasi folyamat kezdetén a test fesziiltségmentes. Most vizsgaljuk
meg a o egyensulyi kezdeti fesziiltségi allapot hatasat, amit a testre hat6 p° feliileti
és q" térfogati terhelések hoztak 1étre (2.14 &bra). Mivel ez egy egyensilyi allapot,
a kis alakvaltozasokra érvényes (0.20) virtualis munka elv teljesiil:

jc”s.o, dv - j p*"Su dA - j q""5u dv =0.

v Ap 4

(0.24)

Az igy definialt kezdeti allapotbol kiindulva a terhelések megvaltozasa, novekmé-
nye legyen p és q. Az 0j helyzetet az (u’ + u) elmozdulasok és a (c° + o) fesziiltsé-
gi allapot jellemzi, amire szintén teljesiil a (0.20) virtualis munka elve:

[(o+6") sHav-[(p+p) sudd-[(q+q") dudv =0,
e Ap v

Itt fontos megjegyezni, hogy az u is és az (u’ + u) is kinematikailag lehetséges
mozgasok.

q q"+q
2.14. abra. Kezdeti fesziiltségek hatasa

Helyettesitsiik be a virtualis alakvaltozasnak a du elmozduldsokbdl a pontosabb,
(0.3) osszefiiggés szerinti OH = 6¢ + oG alakjat. Atrendezés utan a kovetkezoket
kapjuk:

[(6" (38+5G)+6""8G)dV — [ p’du dd—[q"sudV

% Ap %
+ IGOTSEdV - I p” Su d4 - quTSu dv =0.
v Ap v

Az utolsé harom tag egyiitt, mivel a kezdeti fesziiltségi allapot egyensulyi allapot, a
(0.24) szerint zérus. Ha az eddigiekkel 6sszhangban feltételezziik, hogy a virtualis
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2. A RUGALMASSAGTAN ALAPEGYENLETEI 35

alakvaltozasok kicsik, a megmarado rész elsd tagjaban alkalmazhatjuk a H = ¢ ko-
zelitést, azaz ¢’ 3(g + G) ~ ¢'d¢:

[(6"6e+0"8G)dV - [ p’ou dd—[q'dudV =0

Vv Ap Vv

Végiil, ha a test linedrisan rugalmas, akkor a Hooke térvény helyettesitésével felir-
hatjuk a kis alakvaltozasokat végz0, mozgo testre a (0.22) virtualis munka elvnek a
kezdeti fesziiltségi allapotot is tartalmazo valtozatat:

317(u)= [&C 8edV + 6" 8GdV + [ pii’ dudV
14 Vv Vv

(0.25)
~| [€7C e dV + [ p"du dd+ [q'sudv | =0,

14 Ap vV
ahol figyelembe vettiik a tehetelenségi eré novekmény virtualis munkajat is.

A (0.25) elvben 6” a kezdeti fesziiltségi allapot, p és q a feliileti és térfogati terhe-
1ések névekménye, u az elmozdulas ndvekmény, € az alakvaltozas novekménye, €
a nem mechanikai hatasokbol kovetkezo alakvaltozas, G az alakvaltozasok nemli-
nearis (quadratikus) része, C a rugalmas test anyagjellemzdinek szimmetrikus mat-
rixa, ii a gyorsulas, és p a tomegslirliség. A (0.25) virtudlis munka elv tdmdrebb
formaban is felirhato,

8H(u)=6U+6UG+6T—8Wk:0, (0.26)

ahol U az alkvaltozési energia ndvekmény (a fesziiltség ndvekmények munkaja az
alakvaltozas novekményen), U a kezdeti belsé erék munkéja az alakvaltozas no-
vekményen, T a tehetetlenségi erdk és W a kiils6 terhelések munkaja - beleértve az
¢ hatésat is - az u elmozdulas névekményen.

A mérnoki alkalmazasok szempontjabol alapvetd fontossagiak a kozelitd, numeri-
kus modszerek, ezen beliil is azok az eljarasok igen hatékonyak, melyek a globalis
modellt alkalmazzak. Ezeket a numerikus modszereket 6sszefoglaldoan direkt nume-
rikus médszereknek is nevezik. A direkt numerikus modszerek koziil azokat, ame-
lyek a virtudlis munka elv valamelyik itt bemutatott valtozatat alkalamzzak, e/moz-
dulds modszernek nevezik.

A virtudlis munka elvére vonatkozd szélséérték feladatok kozelitd megoldasara két
modszer koOzismert, a Ritz, vagy Rayleigh-Ritz, és a végeselem mobdszer.
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3 Rudelemek egyenletei

A rad a mérnoki gyakorlatban leggyakrabban hasznalt mechanikai modell. Fel-
hasznalhato gépelemek, hajtomii tengelyek vagy épiiletek és jarmii vazszerkezetek
mechanikai vizsgélatara, ahol a ridszerkezethez csatlakozo6 lemezburkolatnak nincs
szilarsag noveld funkcioja.

Geometriai értelemben rudnak tekinthetd az a szilard test, amelyiknek egy mérete
(L hossz) joval nagyobb, mint a masik két irdnyt, keresztmetszeti mérete. A mére-
tek tényleges aranyara nehéz altalanos érvényi korlatot adni, mivel azt esetenként,
a terhelések, mitkddési koriilmények és a szamitas céljanak ismeretében, kelld mi-
szaki gyakorlattal lehet meghatarozni.

3.1. dbra. Térbeli rudszerkezet

A rad fontos jellemzdje a keresztmetszet alakja, és ehhez igazodva vessziik fel a
koordinata rendszert. Egy allando keresztmetszetii, prizmatikus, egyenes tengelyli
radelem lathat6 a 3.2. abran, ahol x a rid tengelye és az y, z tengelyek a kereszt-
metszet C kdzépponti fotengelyei. A tovabbiakban lényeges keresztmetszeti jel-
lemz06k az A teriilet és az [, I. f6 masodrend{i nyomatékok:

A= fdd, I,=[Zdd, I.=[yd4, I,=1+I,
A A A

fydA:o, jsz:o, jzydA=o, (3.1)
A

A A
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3.2. abra. Lokalis koordinata rendszer ¢s igénybevételek

A 3.2. abra mutatja a megallapodas szerinti igénybevétel eldjel szabalyt: a rad +x
normalisu keresztmetszetben a pozitiv vektor koordinatak a pozitiv igénybevételek.
(ez konvencid, alkalmazhatndnk mas eldjel szabalyt is!) Egyenes rudaknal a féten-
gelyek koordindta rendszerében a huzas, a két fotengelyhez tartozo hajlitas és a
csavaras nem kapcsolodnak, ezért ezeket kiilon-kiilon lehet vizsgalni. Természete-
sen, ez a megallapitas gorbe, vagy kiilonb6z6 irdnyu egyenes rudakbdl allé keret-
szerkezetekre mar nem igaz.

A rudak hajlitdsara vonatkozd kiilonbozd rudelméletek koziil itt kettdt érdemes
megemliteni, az Euler — Bernoulli és a Timoshenko féle elméleteket. Az eldbbi,
amelyiket gyakran mérndki elméletnek is neveznek, a legismertebb, ezért a tovab-
biakban ezt a modellt targyaljuk részletesebben.

3.1 Az Euler — Bernoulli radelmélet

A hajlitds Euler — Bernoulli féle elméletének harom alapvetd geometriai hipotézise
a kovetkezo:

1. a keresztmetszet alakja a sajat sikjaban (y, z) nem valtozik,

2. a keresztmetszet a mozgas soran sik marad, és

3. a keresztmetszet sikja mindig merdleges a rid gorbiilt tengelyére.
A fenti, egyszerisitd feltételezések szerint a kis keresztmetszeti méretek irdnyaban
a mozgasokat egyszer(i, linearis fliggvények irjak le. Az attekinthetdség kedvéért,
eloszor vizsgaljuk az egyenes radelem x - y sikbeli mozgéasat. A fenti hipotézisek
felhasznalasaval és a 3.3. abra jel6léseivel, ahol u(x), v(x) - dinamikai feladatoknal
u(x,?), v(x,t) - a rad tengelyén 1évé C koézéppont elmozdulasai, egy tetszéleges
helyzetii P anyagi pont elmozdulas koordinatai a kovetkezok lesznek:

u =u-ysint ~u-y', u,=v, u, =0 (3.2)
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3.3 abra. Az Euler — Bernoulli radelem mozgasai

A linedris elmélet keretében feltételezziik, hogy a mozgasok és a forgasok kicsik,
azaz sinf, = 0, = tgf, = v’. A (0.4) geometriai egyenletekbdl kovetkezik, hogy
most az egyetlen nem zérus alakvaltozas jellemz0 az ¢, tengelyirdnyu fajlagos nyt-
las. A fajlagos nyulas és az egyszerl - az egytengelyt fesziiltségi allapotra érvényes
- Hooke torvénybdl a normal fesziiltség

e,=—2=u'-p', o =E(e, -z, (3.3)

ahol SX* a nem kozvetlen mechanikai hatas, példaul a hdmérsékletvaltozas kovet-
keztében kialakul6 fajlagos nyulds. Az elmozdulasokra érvényesitett egyszeriisitd
feltételekkel 6sszhangban tételezziik fel, hogy a ridelem AT hémérséklet valtozasa
a keresztmetszetben linearis:

€, zocAT(x,y):oc(AY}) (x)+AT,, (x)y)’ (3.4)

ahol o a linearis hdtagulasi egyiitthatd, ATy az atlagos homérséklet valtozas és
ATg, a hdmérséklet valtozas y irdnyt gradiense. Ezzel a keresztmetszet sikjara me-
réleges fesziiltség:

o, =E(e,—¢,)=E(u'—aAT,)-E(v'+0aAT, )y (3.5)

Az N huzo, M. hajlito és a V, nyiro igénybevételek, figyelembe véve a (3.1) ke-
resztmetszeti jellemzdket is, a statikai egyenértékiiség alapjan a kovetkezok:

N={[o,dd=EA(u'~aAT,) , M, =[yo dd=EL (V' +aAT,)
A A
V,=[r,d4=0. G0
A

Latszik, hogy az Euler—Bernoulli hipotézisek és az azt kifejezo (3.2) elmozdulasok
kovetkezménye, hogy a 7., = Gy, nyiro6 fesziiltség, és igy a V, nyir6 igénybevétel
is zérus. Ez nyilvan nem lehetséges, ha radon a tengelyre merdleges, y iranyt terhe-
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lések is vannak. Ezt az ellentmondast - ami a mozgasokra vonatkozd egyszeriisitd
feltételezések kovetkezménye - csak ugy lehet feloldani, ha nyir6d igénybevételt
nem a fesziiltség eloszlasbol, hanem a (3.6) egyenletek ,,megkeriilésével”, kozvet-
leniil a 3.4 abran lathaté radelemre felirhaté egyensulyi egyenletbdl hatarozzuk
meg. A radelem egyensulyat kifejezd vetiileti és nyomatéki egyenletek:

dN +pdx=0, dV +pdc=0, dM. +V dx=0,

!/ ! [ (3.7)
N :—px, I/y :_py’ :—M .

Ny AY
Wi b Vv, : N+dN

‘112 -§~---> X <—'_>3

M. | _dx MAdM. |<—dL>|

3.4 ébra. Egyenes radelem egyensulya

A (3.4) és a (3.7) egyenletekbdl felirhatjuk a sikbeli, egyenes tengelyti, allandd
keresztmetszetli huzott és hajlitott radelem alapegyenleteit - a 2.1. fejezet szerinti
lokalis egyenleteket:

" o__ py

14

u"=_&+ocA]:)' , v —0AT;, (3.8)

EA

z

Az egyenletek megoldasa egy-két rudbol 4llo, statikailag hatarozott, vagy egyszere-
sen hatarozatlan szerkezetekre még viszonylag egyszeriien felirhat6. A klasszikus -
elsdsorban az erémodszert, vagy mas néven a Castigliano és Betti tételeket alkal-
mazo - megoldasi modszerek részletes leirdsa megtalalhatod az elemi szilardsagtan-
nal foglalkoz6 tankonyvekben, példaul Muttnyanszky [11] vagy Csizmadia-Nandori
[17] kozismert tankdnyveiben.

Bonyolultabb alaku és terhelési, esetleg térbeli ridszerkezetek (lasd 3.1. abra) me-
chanikai vizsgalatara ezek az egyenletek mar gyakorlatilag kozvetleniil nem alkal-
masak. Sziikség van egy nagy hatékonysagi numerikus eljarasra, aminek alapja a
virtudlis munka elve.

3.1.1 A virtualis munka elve

Az 2.2. fejezetben megallapitottuk, hogy egy mechanikai rendszer egyenstlyban
van ha teljesiil a

31 =8(U~W,)=0 (3.9)

virtualis munka elve. Alkalmazzuk ezt az elvet az el6z6 fejezetben targyalt Euler-
Bernoulli radelemre! A rad tengelyén 1évé pontok kicsi du, v, virtualis elmozdula-

© Forberger Arpad, Vérés Gabor, BME www.tankonyvtar.hu
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sai kovetkeztében az alakvaltozasi energia (0.17) megvaltozésa, a (3.3) és (3.5)
alakvaltozas és fesziiltség helyettesitésével:

U =[6"8e dV = [ o3¢, dV =
vV V

= SJ.[:[E[(M’ —0ATy) —(yv" +aAT, )y}(Su' - y8v”)dA] dx ,

L

ahol a térfogati (dV) integralokat felbontottuk a keresztmetszet menti (d4) és a
hossz menti (dx) integralokra. A keresztmetszeti integralok elvégzése utan, a (3.1)
keresztmetszeti jellemzok helyettesitésével a kovetkezd eredményt kapjuk,

8U =8 E| A(u' ~aAT,)8u'+1.(V'+aAT, )" | dx ,
L
ami atrendezés utan a kovetkez0 alaku lesz:

8U = 6[% ! E(Au”+1") dx—.[Eoc(AATou’—IZATGyv”) dxj :
(3.10)
U= % [E(Au” +15") dx— [ Eo( AATu' — LAT, V") dx .
L L

Megjegyzés: Ha eltekintiink a hdmérsékletvaltozas hatasatol, és az U fenti kifejezé-
sébe helyettesitjiilk a (3.6) igénybevételek - elmozdulasok kapcsolatot, akkor az
alakvaltozasi energidnak egy masik,

2 2
U:lJ‘N—dx-i-l M—zdx
29 EA 29 EI. >

az elemi szilardsagtanbdl is jol ismert alakjdhoz jutunk

A (3.9) elvben 6W a rudra hato kiilsd, terheld erdk virtualis munkajat (ez a kicsi
du, dv virtudlis mozgasokon végzett virtudlis munka) jeloli. Ha példaul a rudon (a
rad tengelye mentén) csak olyan p.(x), p,(x) megoszlo terhelések vannak, amelyek
fiiggetlenek az u és v elmozdulasoktol, (3.4. abra) akkor:

W, :J.(px6u+py8v) dx=8j-(pxu+pyv) dx ,
L L

w, =J-(pxu+pyv)dx. 3-11)
L

Tovébbi terhek - példaul koncentralt erdk - esetén a W értelemszerlien tovabbi
tagokat is tartalmazhat. Példaul, gyorsan mozgdé rudelemeknél a terheld erérendszer
részének tekinthetjiik a (0.9) d’Alambert erdt is, aminek megfelelé vonal menti
megoszlo erdk:
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P, =—pAl, p, =—pAv.

Ezzel a virtualis munka elvének az Euler — Bernoulli ridelemre érvényes alakja, a
tehetelenségi erdk virtualis munkéjaval kiegészive:

817(u,v)

= 5(% [(EAu™ + E1v") dx - ! Eo(AATW - AT, V") dxj (3.12)

L

W, + [ pA(ii du+¥dv) dx =0.
L

A kinematikailag lehetséges u(z,t) és v(z,t) elmozdulasok koziil az lesz az adott fel-
adat megoldasa, amelyik teljesiti a virtualis munka elvét.

Fontos ismét hangsulyozni, hogy a (3.12) virtualis munka elv csak akkor érvényes,
ha az abban szerepld fiiggetlen valtozok, az u(zf) ¢és v(z,f) elmozduldsok,
kinemetikailag lehetségesek, azaz eleve teljesitik a mozgasokra vonatkozd perem-
feltételeket!

Lassu - kvazistatikus - folyamatoknal a (3.12) utolsé tagjaban 1évo tehetetlenségi
erd a tobbi mechanikai terheléshez képest elhanyagolhat6, tovabba, helyettesitve a
virtualis munka (3.11) alakjat, a (3.12) elv egy egyszerlibb formajat kapjuk,

SH(u,v) = 8(%I(EAu’2 + E[ZV”Z) dx —

L
—J. Eoc(AATOu' —]ZATGyv") dx—J.(px“ + PyV) dxj =0,
L L
ami a (0.23) Lagrange téle szE&lséérték elvnek egyenes rudakra érvényes alakja:
H(u,v) = extrémum,

I (u,v)= %J(EAu'z +EI V" )dx —~

L

—IEOL(AATOu’—IZATGyv") dx—j(pxu + pyv)dx
L

L

(3.13)

A (3.12) eredménybdl - és a (3.6) lokalis egyenletekbdl is — lathato, hogy egyenes
rudelemeknél a fotengelyek koordinata rendszerében a hlizas és a hajlitds nem kap-
csolodnak, ezeket kiilon-kiilon vizsgalhatjuk. A fiiggetlen u és v mozgasokra vo-
natkoz6 virtudlis munka elvek:

8172817(u)+817(v):0 - ESH(u):O, 8H(v)=0,
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817 (u) = | EAu'Su’ dx— [ EAGAT,Su’ dx—5W, + [ pdii du dx =0, (3.14)
L L L

811 (v) = [ ELV'8V" dx+ [ ELaAT,8v" dx—3W, + [ pAidv dx =0, (3.15)
L L L

ahol W - értelem szerfien - a mechanikai terheléseknek vagy az u, vagy a v mozga-
sokon végzett munkéja

A virtualis munka elv - vagy a szélséérték elvek - megoldasara tobb modszert is
ismeriink, ezeket direkt mdédszereknek nevezik. Itt most kettdt érdemes megemlite-
ni a Rayleigh-Ritz, vagy roviden Ritz mddszert és a végeselem modszert. Ez utobbit
majd a kovetkezo fejezetekben részletesen ismertetjiik.

3.1.2 A Rayleigh-Ritz modszer

A Rayleigh-Ritz, vagy roviden Ritz mddszer szerint az u és v kinematikailag lehet-
séges elmozdulasokat fliggvénysorokkal kozelitjiik,

u(x,t):ial,fi(x,t) , v(x,t):ibjgj(x,t) , (3.16)

ahol az f; és g; fliggvények kiilon-kiilon teljesitik a kinematikai peremfeltételeket.
A fluggvények tipusa tetszOleges lehet (pl. hatvany vagy trigonometrikus fliggvé-
nyek), de a (3.12) és (3.14)-(3.15) elvekben szerepld derivaltaknak létezni kell.
Tovabbi, a konvergencia szempontjabol fontos kdvetelmény, hogy a (3.16) fiigg-
vénysorok legyenek teljesek. Mivel az a; és b; tetszdleges, de egyeldre hatarozatlan
egylitthatok, az f; és g; fliggvények pedig kinematikailag lehetségesek, a virtudlis
elmozduladsokat a kovetkezd formaban irhatjuk fel:

8u(x,t) =da, f, (x,t) , 6v(x,t) =0b. g, (x,t) )

A kozelitd fiiggvényeket behelyettesitve a (3.12) elvbe, az a tovabbiakban az a;, b;
valtozok fliggvénye lesz:

811 (u,v)=5(a,,b,) = 0+ M sp =0
7 da, ob, >
ami a kdvetkezo linedris egyenletrendszerrel egyenértékii:
ol1 ol1 : .
6_%_0, 6—bj—0, l—l,...,N,_]—l,...,M. (317)

Az (n+m) egyenletbdl allo linearis egyenletrendszer a;, b; megoldasait a (3.16)
sorokba visszahelyettesitve megkapjuk az adott feladat kozelitd megoldasat, amibol
tovabbi mennyiségeket, igénybevételeket, tiamaszerdket, stb, lehet kiszamitani.
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Egy szilard test anyagi pontjainak elmozdulasai kiilonbozbéek lehetnek. Az egyes
pontok mozgéasanak iranya, mértéke mas és mas, ezért azt mondhatjuk hogy egy
deformalhato szilard test szabadsagfokainak szdma végtelen. A (3.16) interpolacio-
val ezt a végtelen sok szabadsagfoku rendszert helyettesitjik egy véges, (n+m)
szabadsagfoku rendszerrel.

A kozelité megoldas pontossaga, az n és m szamok mellett erésen fligg a kozelitd f;
és g; fliggvények helyes és célszerli kivalasztasatol. Ugyancsak javithatjuk a meg-
oldasok pontossagat, ha a (3.16) fliiggvénysort ugy hatarozzuk meg, hogy az a di-
namikai peremfeltételeket, vagy azok egy részét is teljesitse. Példaul szabad radveé-
gen az a; és b; értékektdl fliggetleniil legyen a nyir6 és hajlitd igénybevétel zérus.
A szakirodalomban tobb, ehez hasonlo gyorsitd eljarast is taldlhatunk. Ezek a ki-
egészitd feltételek nem sziikségesek, de hasznosak.

3.1.3 Példa: Rud megoszlo terheléssel

Hatarozzuk meg a 3.5 abran lathatd, allando keresztmetszetli rad v(x) lehajlasat €s
az M.(x) hajlito igénybevételét. A linearisan valtozé megoszlo terhelés

p,=p,(1-x/L)=p,(1-¢) , ¢=x/L

alakban irhato fel. A fiiggvények kezelését egyszeriisiti, ha az x koordinata helyett
a tovabbiakban a dimenziotlan { = x/L koordinatat hasznaljuk.

y

Do x, ¢

s
—

s

L ey
|

N

3.5. dbra. Rud megoszl6 terheléssel

A (3.15) széls6érték elvnek erre a feladatra érvényes alakja, mivel E1, allando és dx
=Ld¢:
H(v) = le[ i dx—_[p vdx = ﬂJl.v”zLaVC —poj(l— C)deC = extr.
2 L ’ L g 2

0 0
Els6 Iépés a megtamasztas modjat megado
v(O):O, v'(O)zO, v(l):O

peremfeltételeket teljesitd, kinematikailag lehetséges fliggvények meghatarozéasa. A

v(C)zcz(l—c)ia[c”
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teljes hatvanysor minden egyes tagja teljesiti ezeket a feltételekett. Természetesen,
mas tipusu fiiggvényeket is hasznalhatnank, de az adott feladat jellege ¢s az elvég-

rrrrr

kedvezdbb.

A legegyszeriibb, elsd kozelités legyen a sor elsé tagja:
w(x)=al(1-0)=q(C-¢).

Ezek utdn kiszamithatjuk a virtualis munka elvében 1év6 hatarozott integralokat:

- 1 a2 Y 1, ) , 4
!v Ld(;:EO(dCVZJ dCzEa1£(4—24C+36§ )dC=alE,
!(1—g)dez;:a1L£(1—g)(z;2—fj)dg:q% :

majd ezeket visszahelyettesitve, a teljes potencial a kovetkezd, egyvaltozos fligg-
vény alakjdban irhato fel:

EI 4
H(al)—Tz 12? (Do —= = exir.
Az egyvaltozos fliggvény szélsdérték feladatanak megoldasabol:
4
d_H — 0 RN al — &
da, 120E1

Ezzel a lehajlas és a (3.6) hajlito igénybevétel elsd kozelitése:

I , 2
VI(X)zlg)O—Ey(CZ_CBv) , lezE]zV =1190TO(2_6C)

Most szamitsuk ki a pontosabb. masodik kozelitést is! A lehajléas fliggvény legyen a
fiiggvénysor elsd két tagja:

v (x)=C (1-¢)(q, +a,8) =a, (" -C*)+a, (= C*) .

A virtualis munka elvében szerepld
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3. RUDELEMEK EGYENLETEI 45

1

[veLdg

0

=%j[af (4-24C+3607)+2a,a, (125 - 6057 +72)

+a; (3657 —1448° +144¢* )]dg = —(4a1 +8a,a, + 254 ajj ,

1
1 1
1 Ld L +
! C)vLd( = (alm “260]

hatarozott integralokkal a teljes potencial:

11(a,,a,)= %Ll (46[1 +8a,a, + 254a22j—p0L(3a(1)+60j—extr.

A kétvaltozods fliggvényre vonatkozd szélséérték feladat a kovetkezd linearis
egyenletrendszerrel egyenértékd,

(ZZ 0—> %(4a1 +4a2)—p0%20 ,
SZ 0—> EL] (4411 254a2j—p0%:0
A linearis egyenletrendszer
pl 7 __pl s

a, = a
' 120EL PR 120E1, 2

megoldasait helyettesitve, a lehajlas és a hajlitd igénybevétel masodik kozelitése a
kovetkezd lesz:

4 2
v, (x) == Pl (3.502 60" +2.5¢*) Mﬁ:%(7—36g+3ogz)_

Végiil a harmadik kozelités legyen
vy (x) = (1-¢) (e, +al+a,C7 ) = a, (8 =& ) +a, (£ =" ) +a, (¢ =€)

amivel ismét elvégezve az el6zdekben mar részletezett miiveleteket a teljes poten-
cidl a kovetkezd haromvaltozos fiiggvénnyé redukalodik:
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46 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

H(al,az,a3)—EI 1(4 s+ 24 +%a§+8aa2+8aa3+%a2a3)

2 I 5

-p,L R L
30 60 105

A 011/ 0a, =0, 0II/0a, =0, OII /0ay =0 linearis egyenletrendszer

megoldasaval a lehajlas és a hajlito nyomaték harmadik kozelitése - ami most meg-
egyezik a pontos megoldassal:

v(x)—lng, (407 =807 +5C"=C°) |

z

N
/

0,1
1

PoL 2 3
=22 (8—-48C+60L" =20 )
120( £+605* -20¢)

<>

0
02 04 0,8 1

3 6/a dbra. A kozelitd lehajlas fliggvények

o& ‘ 2\

4

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

3.6/b abra. A kozelitd nyomtéki fliggvények
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3. RUDELEMEK EGYENLETEI 47

A 3.6/a,b abrakon a

4 2
v=v/ Pl , M.=M_/ Pk
120E1. 120
dimenzidtlan elmozdulas és nyomaték fiiggvények elsé és masodik kozelitéseit
Osszehasonlithatjuk a pontos megoldassal.

Az ébrakon a kovetkez0 - altalanosan érvényes - tulajdonsagokat figyelhetjiik meg:

- A v; elmozdulés hib4ja kisebb, mint az M., nyomaték hibaja. A virtualis munka
elvén alapul6 direkt numerikus modszerekre altaldban igaz, hogy az elmozdulasok
hib4ja kisebb, mint az ezekbdl szdmolt igénybevételek, fesziiltségek hibaja.

- Az ismert dinamikai peremfeltétel - a rad végén M, = 0 - a kozelité megoldasok-
ban csak kozelitoleg teljesiil. Az ismert és a szdmolt dinamikai peremfeltételek -
peremterhelések - eltérése jol jellemzi a kozelitd szamitds mindségét.

- Ha a felhasznalt kozelit6 fiiggvényekbdl a pontos megoldas eldallithato, akkor a
Ritz médszerrel meghatarozott megoldas a pontos megoldas lesz.

3.1.4 Dinamikai feladatok, szabad lengések

A szabad lengés azt jelenti, hogy a terheletlen, rugalmas szerkezet lengémozgést
végez. A (3.12), elv, ha nincs kiilsé eréhatds és homérsékletvaltozas, a kovetkezod
alakua lesz:

6H=6(%I(EAL{’2 +EIZv"2) dx]Jr'[pA(ii 8u+\'i6v) dx =0.(3.18)
L

L

A fotengelyek koordinata rendszerében az u és v mozgasok nem kapcsolodnak,
azok egymastol fliggetlentil vizsgalhatdak:

81T () :8%IEAu’2 dx+ [ pAiidu dx =0,
L L

811 (v) = S%J‘EIZV”Z dx+.[pAi55v dx=0,
L L

vagy mas formaban,

817 (u) = [ EAu'Su’ dx+ [ pAiidu dx =0 , (3.19)
L L

SIT(v) = % [ELy"Sv" dx+ [ pAiidy dx =0 . (3.20)
L L
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48 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

Ha a rud anyaga linearisan rugalmas, nincs csillapitas és nincs kiilsé gerjesztd ha-
tas, akkor a rudelem pontjai iddben periodikus - harmonikus - lengé mozgast vé-
geznek:

u(x,t):U(x)Sincot , v(x,t):V(x)sinO)t , (3.21)

ahol o a szabad, lengé mozgas frekvencidja, a sajatfrekvencia. Az U és V, fiiggvé-
nyek a lengé mozgas amplitadé fiiggvényei, vagy mas néven a lengésképek. Az U
¢s V egyeldre tetszOleges, de kinematikailag lehetséges fiiggvények. A (3.21) alap-
jén a virtualis elmozdulasok, a derivaltak és a gyorsulasok a kovetkezok:

ou=0Usinwt, Ov=030Vsinwt,
u"=U"sinot, V'=V"sinot, ii=-o'Usinot, V=-oVsinot .

Ezek helyettesitése utan a (3.19), (3.20) elveknek a szabad, longitudinalis és a hajli-
to lengésekre vonatkozo6 alakjai:

[EAU'SU" dx—o® [ pAUSU dx=0,
L L

(3.22)
S[IEAU’zdx—mZIpAUzdxj =0,
L L

[ELV"SV" dx—o [pAVSV dx=0,
L L

(3.23)
SUEIZV”Z dx—o [pAV? dx) =0,
L L

3.1.5 Példa: Hajlito lengés
Hatéarozzuk meg a 3.7 abran lathato, allandd keresztmetszetii rad x-y sikbeli, hajlitd
lengéseinek elsd frekvenciajat! A rid anyaganak tomegsiirlisége p.

Y x, ¢

A

L TR

N
7

3.7 abra. Rud szabad, hajlito lengése

A (3.23) elvnek erre a feladatra érvényes alakja:

EL[V"SV" dx—o'pA[ V8V dx =0,
L L
mivel EI, és a pA allandd. A kinematikailag lehetséges, a
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3. RUDELEMEK EGYENLETEI 49

v(o)zo , v'(O):0 , v(l):0

megtamasztasi feltételeket teljesitd, kozelitd V(x) lengésképet célszerli az el6zd,
feladathoz hasonldan a

V(C) C(l C)Z 7, C=x/L

teljes hatvanysor alapjan felvenni.

Az elso kozelités legyen a sor elsé tagja:
N(x)=a(C-C), 84 (x)=84(-C)

A virtualis munka elvében 1€év6 hatarozott integralok:

.. 1 4
frrsae= 5 % J A

1 1
L
V2Ld =a2L d a’—
! a j C=ai o

majd ezzel a virtualis munka elve a kovetkezd alakban irhato fel:

Mivel da; tetszOleges, és a; nem lehet zérus - mert akkor nincs lengéskép - az els6
frekvencia elso kozelito értékére a kdovetkezd egyenletet kapjuk:

EI
L3

—mszL:O — o, =20,49 EIZ4 :
105 ' AL

A masodik kozelités szamitasahoz a lengéskép legyen a fiiggvénysor elso két tagja:

Vz(X)=Cll(C2_C3)+02(C3_C4)=[(C2_C3) (C C)]{ } Na,
8V, (x)=0a,(¢ ~¢’)+8a, (¢’ ~¢*')=Noa=5a'N" .

A tobb szabad paraméter esetén célszerli attérni a matrixos jelolésekre. A virtualis
munka elvében szerepld hatarozott integralok (az el6z6 feladathoz hasonldan):
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50 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

1
JV"ZLdC = %(4%2 +8a,a, +25—4a§j ,
0

1
JVzLdQ = L(Laf +Lala2 +La22j .
0 105 84 252

Helyettesités utan a virtualis munka elvét rendezziik at a kdvetkez0 matrix szorzat
formaba:

4 4 1 1
r| EI 2| 105 168 a
da Z 24 |-pAL® a=0, a=
pla == 1 1 a, |
> 168 252

Mivel a da tetszdleges, ebbdl a kovetkezd homogén és linearis egyenletrendszert
kapjuk:

11
4 4 i | — —
_PAL” 51105 168 ||| @ |_
g 2 A P
168 252

Az a = 0 most nem elfogadhaté megoldas, mert akkor nincs lengé mozgas. A ho-
mogén egyenletrendszernek csak akkor lehet nem zérus megoldasa, ha az egyiittha-
td matrix determinénsa zérus. Bevezetve a

4
pAL o2
EI

jelolést, a kovetkezd sajatérték feladatot kapjuk:

s e
“ q 24 q |0
168 5 252

A detrminans kifejtésének eredménye a masodfoku karakterisztikus egyenlet. A
masodfokl egyenlet g, = 238,73 és g, = 5675,06 megoldasaibdl az elsd két sajat-
frekvencia masodik kozelitései:

EI El
o, =15,45 =, 0,,=7533 .

4 4 "

pAL pAL
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3. RUDELEMEK EGYENLETEI 51

A sajatértékkel az ismert modon kiszdmithatjuk a sajatvektorokat, aminek ismere-
tében a meghatarozhatjuk a lengésképeket. A 3.8 abra mutatja az elsé frekvencia-
hoz tartozo6 lengéskép elsd és masodik ( a g sajatértékhez tartozo) kozelitéseit.

G

0

0 02 04 06 0.8 1
3.8 4bra. Az elsd lengéskép elsd és masodik kozelitései

Ha a kozelito eredményeket dsszevetjiik a

EIZ4 , ®,=49,96 EIZ4.
pAL pAL

®, =15,42

pontos eredményekkel, akkor megallapithatjuk, hogy a masodik kozelités csak az
elsé frekvenciara ad elfogadhato értéket. A kozelitd fliggvények szdma mindig tobb
kell legyen - altaldban 3 - 5 taggal - mint a kiszamitand6 frekvencidk szdma.

Tovabbi fontos észrevétel, hogy a kozelitd szamitds eredményei mindig nagyob-
bak, mint a pontos frekvencia értékek. Ennek magyarazata, hogy a Rifz mddszerrel
generalt véges szabadsagfoku rendszer mindig merevebb, mint az eredeti, végtelen
szabadsagfoku rugalmas kontinuum.

3.1.6 Nyomott rudelemek kihajlasa

Egy rugalmas szerkezet instabilitasat az jellemzi, hogy a kiils6 hatasok - terhek -
kismértékli megvaltoztatasa jelentds mértékii mozgéasokat eredményez. Eléfordul-
hat, hogy a rugalmas szerkezet a kismértékii teher valtozas megsziintetése utdn nem
tér vissza az eredeti helyzetébe, hanem egy 1j egyensulyi allapotba kertil. Ilyenkor
az eredeti egyensulyi allapot instabil, az 01 allapot pedig feltehetéen mar stabil.

Ezt a jelenséget kovethetjiikk a 3.9 abran. Ha a nyomoderd meghalad egy kritikus
értéket, akkor a radnak tobb egyensulyi allapot van, lehet, hogy egyenes marad (v =
0), de kismértékii oldaliranyt zavarés hatasara kihajlik, és onnan mar nem tér visz-
sza az eredeti egyenes allapotba. Az egyensulyi allapotokat jellemzd vonalak el-
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52 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

agazasi pontjat bifurkacios pontnak nevezziik. A bifurkacios pontot alatt a szerke-
zet viselkedését leird egyenleteknek csak egy megolddsa van, azonban az elagazasi
pontot elérve az egyenletek egyértékiisége megszlinik. A megoldas kozott vannak
stabil és instabil megoldasok is. Mérndki szempontbol a legfontosabb eredmény az
elagazasi pont eléréséhez sziikséges, F., kritikus terhelés meghatarozasa.

F
3 /u/ﬁv
I ~
3 RS F
N
v

3.9 abra. A bifurkacios pont

Rudszerkezeteknél gyakori jelenség a nyomott rudelemek kihajlasa. A kihajlas egy
lehetséges stabilitasvesztési forma. Természetesen, lehetnek més stabilitasvesztési
formak is, mint példaul a hajlitott rudak oldaliranyu kifordulasa, vagy vékonyfala
elemek horpadasa. Ezek részletes elemzése tobbnyire nemlinedris egyenletekhez
vezet.

A tovabbiakban szlkitslik le a vizsgalt jelenségek korét a nyomott elemek kihajla-
sara, amit Euler féle stabilitasvesztésnek is neveznek.

Amint az a 3.9. abran is lathato, az F' tengelyiranyu erd tdmadaspontjanak van ten-
gelyiranyt u elmozdulasa, ami két részbdl tevodik Ossze. Egyrészt, a huizd/nyomd
igénybevétel hatasara a rad megnyulik/6sszenyomddik, masrészt, a tengelyre merd-
leges iranyt v(x) elmozduléas tovabbi Au mozgast okoz. Ez a Au elmozdulas altala-
ban masodrendben kicsi és elhanyagolhat6, azonban a kritikus allapot, a bifurkaci-
6s pont kozelében hatasa mégis szamottevo lehet. Ilyenkor a virtualis munka elvé-
ben a tengely iranyu erék W; munkajanak meghatdrozasanal - az egyébként masod-
rendben kicsi - Au mozgast is figyelembe kell venni. A masodrendben kicsi Au
elmozdulas hatasaval is szamold modellt a szakirodalomban gyakran mdsodrendii
elméletnek is nevezik.

3.10 abra. Hajlitott rud tengelyirany mozgasa
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3. RUDELEMEK EGYENLETEI 53

Szamitsuk ki az egyenes rud tengelyére merdleges iranyu, v(x) lehajlas kovetkezteé-
ben eldallo, x tengely iranyu mozgast! A 3.10. abra jeldléseivel a gorbiilt rad ko-
z¢épvolan az ivhossz elem:

ds =Jdx* +dv* :\/1+v'2dxz(l+%v'2jdx.

A kozépvonal hossza, ami a hajlitds kovetkeztében nem valtozik (ugyanis, a (3.3)
egyenletbol, ha u =0 és y = 0, a fajlagos nyulas értéke zérus):

L L+Au 1 L+Au 1

L :J.ds = J. 1+—V? |dx=L+Au+ I —v?dx

0 0 2 0 2 .
Ebbdl a hajlitas okozta tengelyiranyu elmozdulas és az N huzé igénybevételt 1étre-
hozd, x tengely irdnyu kiilsé F' = N eré munkdja (nyomo igénybevétel esetén az N
természetesen negativ):
17 17
Au=— I —Vvdx ~ ——J.v'zdx , W,=NAu= ——IN Vv'2dx

2 29 :

0

A (3.12) virtualis munka elve ezzel a kiegészitéssel - ha csak statikus terhelések
vannak ¢és a hdmérséklet valtozas hatasatol eltekintiink - a kdvetkezd alaku lesz:

811 (u,v) = 5[%I(EAMI2 +EIzv”2) dx+%.L[Nv’2 dx]—SWk =0

L

Itt is latszik, - a statikai és dinamikai feladathoz hasonldan - hogy a fétengelyek
koordinata rendszerében az u és v mozgasok nem kapcsolodnak, azok egymastol
fiiggetleniil vizsgalhatoak. A tengelyére merdleges iranyud, v mozgasra vonatkozo
virtualis munka elve,

8H(v)z§(%I(Elzv"2) dx+%'L[Nv'2 dx]—SWk =0

L

vagy ugyanez, mas formaban

IEIZV”SV" dx + J. MW dx—dW, =0, (3.24)
L L

ahol 6/} a rud tengelyére merdleges terhek virtualis munkéja. . A kinematikailag
lehetséges v(x) elmozdulasok koziil az lesz az adott feladat megoldasa, amelyik tel-
Jjesiti a virtualis munka elvét. Ha az adott feladatnak tobb v(x) megoldasa is lehet,
akkor a rendszer terhelése elérte a 2.5 abra szerinti elagazasi ponthoz tartozé kriti-
kus értékét. A bifurkdcios pont utani allapotok vizsgalatara a linearis elmélet és az
ahhoz tartozo6 (2.21) virtualis munka elv mar nem alkalmas.
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54 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

A masodrendben kicsi Au elmozdulas hatasaval is szamoldé modellt a szakiroda-
lomban mdsodrendii elméletnek is nevezik.

A rugalmas rendszerek stabilitasi problémaival részletesebben foglalkozo, terje-
delmes szakirodalombdl érdemes megemliteni Timoshenko [3] ¢és Kollar [16]
konyveit.

3.1.7 Példa: Egyenes rud kihajlasa

Hatarozzuk meg a 3.11. 4dbran lathato, valtozé keresztmetszetli rud x-y sikbeli ki-
hajlasahoz tartoz¢ kritikus nyomoerdt!

y 2FL EL .
L2 | F

P A
[}

3.11 &bra. Valtozo keresztmetszeti rud

A (3.24) virtualis munka elvének erre a feladatra érvényes alakja:
L/2 L L

El. (2 J V'OV dx + v"8v"dxj -F I Vvidx =0 ,
0 L/2 0

mivel N = -F és EI, szakaszonként allandd. Els6 1épés a kinematikailag lehetséges
fliggvények kivalasztasa. A V(O) =0,V (O) =0 peremfeltételeket a

M=

teljes hatvanysor minden egyes tagja teljesiti. Mas tipust, példaul trigonometrikus
fliggvényeket is hasznalhatnank, tudva, hogy az Euler féle kihajlasi feladat pontos
megoldasi trigonometrikus fliggvények kombinacioi, de az elvégzendd derivalasi
¢s integralasi miiveletek szempontjabol a polinom alak kedvezdbb.

Az elso kozelités legyen a sor elso tagja:
v (x) =ax’, & (x) =8a, x>

A virtualis munka elvében 1€v6 hatarozott integralok értéke:

L/2 L L 4
I Vidx =2alL , I Vidx=2alL , Iv’zdx :§a5L3’

0 L/2 0

majd ezeket visszahelyettesitve, a kdvetkez6 alakban egyenletet kapjuk:

www.tankonyvtar.hu © Forberger Arpad, Voérés Gabor, BME




3. RUDELEMEK EGYENLETEI 55

Sa, (EIZ 6L—FL gjal =0

Mivel 6a; tetszbleges, ennek az egyenletnek tobb megoldasa is van. Lehet a; = 0,
ami azt jelenti, hogy az egyenes alak is egyensulyi megoldas. De lehet a zarojelben
1év0 rész is zérus, ahonnan a kritikus er6 elsé kozelitod értékére a kovetkezo adodik:

b5t
L

crlz 2 .

(EIZ6L - FI’ ;j -0 -

Ez utobbi esetben a; értéke tetszdleges, tehat a szerkezet elérte a 3.8. abran bemu-
tatott elagazasi pontot. A bifurkdcioés pont utani allapotok vizsgalatira azonban a
linearis elmélet és az ahhoz tartozo virtualis munka elv mar nem alkalmas.

A masodik kozelités legyen a fliggvénysor elsé két tagja:

v, (x)=ax’ +a,x’ =[x2 xS}[a‘}zNa ,

a,

v, (x) =8a,x* +8a,x’ =Nda=58a'N" .

Az N a kozelito fliggvények €s a az egyiitthatok matrixa:

_ x? ;| 2x n |2 la | 6a,
ve[n] wve[] w2 eefa] mef]

A virtudlis munka elvében szerepld hatarozott integralok kiszamitott értékeit visz-
szahelyettesitve virtualis munka elvébe, amit az el6z6 feladathoz hasonloan atren-
deziink matrix szorzatok formajaba:

15 4 3
da’ ° ?L —FL2 3 EL a=0
2 =2y N EYAY;
2 2 2 5

Mivel a da tetszdleges, az a elemei a kovetkezé homogén linearis egyenletrendszer
megoldasai lesznek:

15 4 3
6 —L — =L
27| F 3 2 {al}zo
1—5L ZLz El, EL 2L2
2 2 2 5

Az a = 0 egy lehetséges megoldas, ami azt jelenti, hogy az egyenes alak is egyen-
stlyi helyzet. A homogén egyenletrendszernek csak akkor lehet nem zérus megol-
dasa, ha az egyiitthaté matrix determindnsa zérus. Ez egy sajatérték feladat. A
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e
E

jeloléssel, a determinans kifejtése utdn a kovetkezd masodfokt karakterisztikus
egyenlethez jutunk:

q°0,15—g6,3+24,75=0.

A két lehetséges sajatérték koziil a kritikus erd szdmitasanal csak legkisebb abszo-
lat értékiinek van értelme. A kisebbik sajatértékbdl a kritikus eré masodok kozeli-
tése:

EI
F ,=439 Lzz ,
1 -
1
2
0
0 0.2 04 06 08 1

3.12 abra. A kihajlott alak els6 és masodik kozelitése

A tartd kihajlott alakjanak masodik kozelitése az elsé sajatértékhez tartdzo sajat-
vektor:

Vv, (x) =aq, (x2 -0,164x° /L) .
A kritikus erd két tizedesre pontos eredménnye:

EI

LZ

F

cr2

=413

A masodik kozelités hibaja 6,3%. Itt is megfigyelhetd, hogy a kozelitd kritikus erd
nagyobb, mint a pontos érték. Ennek is az a magyarazata, hogy a kozelit, véges
szabadsagfoku rendszer merevebb, mint az eredeti, végtelen szabadsagfoku rugal-
mas kontinuum. Ezért a kritikus er6 szamitasnal kiillondsen figyelni kell a modell és
a szamitds pontossdgara, mivel a kozelités nem a biztonsag oldalara viszi el az
eredményeket.
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3.1.8 Példa: A masodrendii elmélet

Hatarozzuk meg a 3.13 abran lathatd egyenes, allando keresztmetszetli rad v(x)
lehajlasat és az M.(x) hajlité igénybevételét! A rud terhelése F eré a K kdzéppont-
ban és az N erd végpontjaban. A szamitasnal vegyiik figyelembe a hajlitott rad
végpontjanak tengely irdnyu mozgésait is!

y F I v(x)

._.>
S L2 I|< L2 % x¢

| 1
3.13 abra. Huzott, hajlitott rad lehajlasa

A (3.24) virtualis munka elvének erre a feladatra érvényes alakja:
L L

311 (v) = EIZIV”SV"dx + NI VoV'dx — Fove =0
0 0

vagy mas formaban:

L L
I(v)= ﬂJ.v"zdx+%jv'za’x—FvK = extrémum .
0 0

mivel EI, 4llando és vk a K kdzéppont elmozdulésa.

A V(O) =0, V(L) =0 peremfeltételeket is teljesitd, elsé kozelités legyen

b (x)=a, Sin(%x)

A virtualis munka elvében 1év0 hatarozott integralok értéke:
AN T 'L
Vidx=a/ (—) Isinz (— x) dx=a (—j —,
L) L L) 2

T

0

L . 2L - - 2 L
jv’zdx =a; (—j cos’ (— xj dx=a’ (—j =,
0 L 0 L L 2

majd ezeket visszahelyettesitve, a kdvetkezd egyenletet kapjuk:
4 2
m(a)=a L EL[T) + 8] ] |2 Fy
2 L L) |2 ’
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¢s a szélsoértek feltételébdl a megoldas

d_H_O_)a_Fﬁi 1 FC2 1
da, " EL 7 - NI’ EI n*1-N/N, |
El’

ahol felhasznaltuk az Euler féle kritikus nyomo erd kifejezését is:

El7
cr =- L2 M

Ezzel a 3.13 abran lathato tarté masodrendi elmélet szerinti lehajlasanak elsé koze-
litése:

FL 2 1 (m
2 (x) = — sin| —x |
EI. m"1-N/N,, L
A kozelitd megoldas hibajara kaphatunk egy becslést, ha 6sszevetjiik a kdzéppont
lehajlasanak az elsérendli elmélet szerinti vk pontos, €s a most kiszdmitott, N = 0
terheléshez tartozo vk lehajlasat:
FL' 1 FL’ 2 FL 1
Yk = o VT = .
EI 48 EI. n* EI 48,70

A hiba kisebb, mint1,5%, feltételezhetjiik hogy az N # 0 megoldas hibdja is ilyen
nagysagrendii. A masodrendli elmélet szerinti hajlit6é igénybevételi fliggvény els6
kozelitése a (3.6) egyensulyi egyenletbol:

14 2 1
M, =ElLv =—FL————sin| ~x
n1-N/N,, L )

Most is dsszehasonlitsuk 0ssze a maximalis hajlito nyomatéknak az elsérendii el-
mélet szerinti és a most kiszamitott, N = 0 terheléshez tartozo értékeit:

Mzmax:_FLl’ lemax:_FL%:_FLL

‘ 4 T 4,93"

A nyomatek hibaja kozel 20%, ami joval nagyobb, mint az elmozdulas elsé kozeli-
tésének hibaja. Alltaldban érvényes megallapitds, hogy a virtualis munka elvén
alapuld numerikus modszereknél - beleértve a végeselelm mddszert is - az elmoz-
dulasok hibdja mindig kisebb, mint az ezekbdl szamolt igénybevételek, hibjja.

Az eredményekbdl az is latszik, hogy radszerkezeteknél a masodrendii elmélet sze-
rinti szamitasnak akkor van jelentdsége, ha a rudelemek nyomo igénybevétele
megkozeliti a kritikus nyomoerot.
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3.2 A Timoshenko féle rudelmélet

A 3.1. fejezetben, a (3.6) Osszefliggés kapcsan megallapitottuk, hogy az Euler-
Bernoulli elmélet nem veszi figyelembe a nyirasi alakvaltozasokat. Ez az ott felso-
rolt feltételezések kozil a 3. kovetkezménye, ami szerint a keresztmetszet sikja
mindig merdleges a rud gorbiilt tengelyére. A Timoshenko elmélet ezt a megkotést
feloldja, és ezért a 3.14 4bran a 6, keresztmetszet forgas nem azonos a tengely érin-
téjének v’ elforduldsaval. A keresztmetszet sikjaban 1évd, tetszdleges helyzeti P
anyagi pont elmozdulés koordinatai, ha 6, kicsi, a kdvetkezok:

u,=u-ysin0 ~u—-y0, , u,=v, u, =0 (3.25)

A (2.4) geometriai egyenletbdl az alakvaltozasok, majd a Hooke torvénnyel a fe-
szlltségek, és végiil a belso és kiilsé erdk statikai egyenértékiiségébol az igénybe-
vételek a kovetkezd formaban irhatok fel:

, ou
v:&lx:u’—yﬁz, y :%+—y=—02+v',
Toox Yooy ox

N={odd=Edu',
A

&

. (326
M. :—Iyadi:Elﬁz', v, :jrwdA:GA(v'—Gz) (3.26)
A

A

Lathato, hogy a Timoshenko elmélet szerint a nyir6 fesziiltség a keresztmetszetben
allando. Ilyen értelemben ez is egy kozelitd elmélet. A (3.7)

!

W =op V=M

z

egyensulyi egyenletek felhasznaldsaval felirhatjuk a sikbeli, egyenes tengelyti, al-
lando keresztmetszetli Timoshenko radelem hajlitasanak alapegyenleteit:

GA(V,_QZ ), :_py ’ E]zgz” +GA(VI_HZ):O’ (327)

amelyekben két ismeretlen fliggvény, a v(x) elmozdulas és a 6,(x) forgés szerepel.
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3.14 abra. A Timoshenko radelem mozgasai

A (3.25) elmozdulés koordinatdk ismeretében felirhatjuk a Timoshenko modellre az
(2.16) vagy (2.21) virtualis munka elvet. A bels6 erdk virtualis munkéja:

oU =| [ [(2.E 02,+7,Goy, )dA] dx

L\ 4

= [ EAw'Su’ dx+ [ ELO.'50,/dx+ [ GA(v' = 6,)5(v'~6.) dx
L L L (3.28)

1 , 1 ' 1 ' 2
za{ﬂmu 2 dx+E_L[EIZHZ 2dx+§£GA(v -0.) dxj

+0oU

hajlito

+0oU

nyiro *

=0U

hiizo

ahol az utolsé két tag a hajlitdsbol és a nyirdsbol szarmazé energia ndvekmény. A
keresztmetszeti integralok szdmitasanal figyelembe vettiik a (3.1) keresztmetszeti
jellemzoket is. Az (2.21) virtualis munka elvben a tovabbi tagok - a kezdeti bels6
erok, a tehetetlenségi erdk ¢és a kiilso terhelések munkaja — szdmitdsaban nincs elté-
rés, azok megegyeznek az Euler-Bernoulli elméletbdl levezetett (3.12) elvben 1évo
tagokkal.

3.2.1 Példa: Nyirasi elmozdulas

A nyiras hatasanak értékeléséhez oldjuk meg a 2.14 abran lathato egyszerli konzo-
los tartora a Timoshenko elmélet (3.27) egyenlet rendszerét.

Ay p

1@
L |

3.15 abra. Konzolos tarto
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Az egyenletek koziil az elsd egyszer integralhato,
GA(V'-0,)=-p,x+¢, ’
mivel p,, allando. Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
EL6 = p,x-C,

majd integralva mindkét oldalt:

, P, X g X g x
) =—2"——-—LXx+¢c,, 2 ————+c2x+c3
EIl. 2 EIL "EL 6 EI 2

A szogelfordulast visszahelyettesitve az elsé egyenletbe, megkapjuk az elmozdu-
last:

2

V’IL(C -p x)+¢9 :L(c -p x)+ Py X o X yexte
Ga\' a7 EL 6 '2EI T Y
v= 1 X &——c x—3+c x—2+c x+c
GA\ TP e 04GR T TG
A négy integralasi allandot a konzol végeire felirhatd
x=0. v=0, 0 =0
x=L M,=0-6'=0, V,=0>v-6.=0

kinemeatikai és dinamikai peremfeltételekbdl hatarozhatjuk meg:

A 0.(x) forgés teljes egészében €s a v(x) elsd része megegyezik az Euler-Bernoulli
megoldassal. A rad végének

4
vmax = p L 1+ 8E122 maxE B 1+ 85 I /2A
8EI\"  GAL G L
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lehajlasabol megallapithatd, hogy a nyiréasi alakvaltozasnak akkor lehet jelentdsége,
ha a rad révid, vagy ha az E/G anyagjellemzd hanyados nagy. Homogén izotrop
fémes anyagra E/G = 2,6, azonban rétegzett, kemény és lagy rétegekbdl allo rudak-
nal az E/G hanyados értéke akar szazas nagysagrendu is lehet.

3.2.2 A nyiro teriilet

A Timoshenko féle modellben a nyir¢ fesziiltség a keresztmetszetben allando, ami
nyilvan egy kozelités. Az allando nyiro6 fesziiltséggel a (3.28) alakvaltozasi energia
nyirasi része is kozelitd érték lenne, azonban a tényleges A keresztmetszet teriilet
helyett az 4, = Ak, nyiro teriilet hasznalataval a pontos energia értéket kapjuk. A
kg, nyird faktor keresztmetszeti jellemzo.

3.16 abra. Téglalap szelvény nyirésa

Példaul, a 3.16 abra szerinti, axb méretii téglalap keresztmetszetben a nyird fesziilt-

ség
V 2
TZ:_yl yz_b_
L2 4 )

ami az y tengely mentén parabolikus eloszlds. Ebbdl szamolva, a nyirasi energia
névekmény pontos értéke:

OU s = | ( | yxyGéywdA] dv =5 [% | z'xysz] dx =
L\ A4 L

A

p2 2 \2 V2
5| RN -y dx=5[ L2 .
8G 1 4 12G 4

L

Ugyanez az energia ndvekmény az allando, V,/4 atlagos nyir6 fesziiltséggel:
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L A

2 V2
SU s =6 Ljr dA | de =8| 2 4 dx=5ledx
kozelité 2G Xy J 2G L2G A .

Lathatd, hogy a kozelitd eredmény akkor lesz azonos a pontos eredménnyel, ha
abban a tényleges A teriilet helyett az 4, = 4/1,2 = 4 0,833 nyiro teriiletet hasznal-
juk. Téglalap keresztmetszetre a nyird faktor a fotengelyek irdnyaba azonos: kg, =
kg, = 0,833. Mas alakzatra a nyir6 faktor irdnyonként eltérd lehet. Egyes végeselem
programrendszerekben specialis segédmodulok végzik a nyird faktorok — és a tobbi
keresztmetszet jellemz6é — kiszamitasat. (példaul a FemDesign® rendszer Section
Editor modulja [22] )

[tt érdemes megjegyezni, hogy a miiszaki gyakorlatban a maximalis nyird fesziilt-
ség szamitasdhoz hasznaljak az 4, .y effektiv nyir6 teriilet fogalmat is. Példankban
a maximalis fesziiltség t,.ma =1,5V,/4 = V,/A o, tehat téglalap szelvényre A o5 =
A 0,666. Az alakvaltozasi energia és a maximalis fesziiltség szadmitasahoz hasznala-
tos nyiro teriiletek nem azonosak!

3.3 A St’Venant féle csavarasi modell

Az eldzbekben csak sikbeli radelemeket vizsgaltunk, ami azt jelentette, hogy a ter-
helés is és az elmozdulasok is valamelyik fétengely, y vagy z, és az x tengely sikja-
ban vannak. Ilyenkor a rudnak nem lehet csavard igénybevétele és elcsavarodo
mozgasa. Ha a terhelés iranyara nincs megkotés, vagy a rudelem egy térbeli vaz-
szerkezet része, akkor szamolni kell a csavaras hatasaval is. Csavaraskor a rad
igénybevétele a 3.17 abra szerinti M, nyomatéku csavaro6 erdpar.

Ebben a fejezetben roviden attekintjiik a mérndki gyakorlatban legtobbszor hasz-
nalt, prizmatikus, egyenes rudak csavarasi feladatat. A St’Venant féle, vagy szabad
csavarasi modell alapvetd feltételezése, hogy a rid keresztmetszetében csak cslisz-
tato fesziltségek jonnek létre. A szabad jelzd itt arra utal, hogy ebben a modellben
a keresztmetszet tengely irdnyll mozgasat, a csavarasi vetemedést semmi sem gatol-
ja.

3.17 abra. A keresztmetszet elcsavarodasa
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Mivel a keresztmetszet alakja nem torzul, az a sajat sikjaban nézve, ahogy azt a
3.17 4bra is mutatja, mint egy merev alakzat elfordul a T pont koriil. Az elmozdu-
las vektor, feltéve, hogy a 0,(x) forgas kicsi,

u u

u=|u, = -0,(z-z) (3.29)
u, 0, (y—yr)

formaban irhato fel, ahol yr, zy a T forgaspont vagy csavaro kozéppont koordinatai
¢és az u, a keresztmetszet pontjainak a sikra merdleges, x iranyu elmozdulésa. Eb-
ben a formaban ismeretlenek a 6,(x) és az u,(x,y,z) fliggvények valamint a T forgas
kézéppont helyét megadd xr, yrkoordinatak.

A (3.29) elmozdulésokbdl az alakvéltozasok az (2.4) linearis geometriai egyenle-
tek, a fesziiltségek pedig a rudakra érvényes, egyszerli Hooke torvény szerint a ko-
vetkezd formaban irhatok fel:

o =Fe¢e =F Ou, ,
' ox
o '
6, =61, =6 2+ 2|26 2o/ (-2, |
Y g oy ox oy
Ou. Ou ou '
=Gy, =G| —=+—= =G| —=+0_(y- ,
sz YXZ (aZ axj [aZ X (y yT):|

ahol E és G a linearisan rugalmas, izotrop és homogén anyag jellemz6i. Ha a sza-
bad csavaras feltétele teljesiil, és a tengely irdny(l mozgasok kialakulasat semmi
sem gatolja, akkor a rud keresztmetszetében nincs 6, normal fesziiltség. Ezek alap-
Jén a csusztato fesziiltség koordinatak a kovetkezd, egyszerlibb alakban irhatok fel:

P 0
T, =G{—3(Z—ZT)+ ab;x} ;o Ty =G[9(J’_J’T)+ ab;x} - (3.30)

Ha a szabad csavaras eldzéekben részletezett feltételei nem teljesiilnek, és a tengely
iranyu mozgas, a vetemedés korlatozasa miatt a 6, normal fesziiltség értéke jelen-
tds lehet, akkor az Gigynevezett gdtolt csavarasi feladatot kell megoldani. Ennek
egyik kozismert modja a Viasov féle csavarasi modell alkalmazasa, aminek magyar
nyelvi leirdsa megtalalhaté Ponomarjov [4] konyvében.

A (3.30) egyenletekben egyelére még ismeretlenek az yr, zr csavard kdzéppont
koordinatak a 6,” = q fajlagos elcsavarodas ¢és az u, elmozdulés fiiggvény. A to-
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vabbi vizsgélatok célja az, hogy ezeket az ismeretlen mennyiségeket a rugalmas-
sagtani egyenletek felhasznalasdval meghatarozzuk.

Vezessiik be a ¢(y,z) St 'Venant féle vetemedési fliggvényt a kdvetkezdé definicio-
val:

ux=8((p—yzr+zyr), 9=—==0. (3.31)

A ¢(y,z) vetemedési fiiggvény haszndlataval — legaldbbis formalisan — az ismeret-
lenek szamat csokkentettiik, ugyanis a (3.30) csavarasi csusztatd fesziiltségek a
kovetkezd, tomorebb formaban irhatok fel:

op o9
T, :GS[g—zj o Ty :G8(5+yj (332)

A belsO erdkre vonatkoz6 (2.8) egyensulyi egyenletek megmaradd része, mivel
most nincs térfogati er6hatas,

oy 0Oz ’
ami a (3.30) Osszefiiggések helyettesitésével a kovetkez6t eredményezi:

o’ 0%¢
—+—=0

o o . (3.33)
A rud palastja terheletlen, ezért a keresztmetszet peremgorbéjén a (3.32) cstsztatd
fesziiltségek erddje csak érintd iranyt lehet. Ha a 3.17 dbra szerinti n a peremgorbe
kifelé mutatdo normalis egységvektora, akkor a terheletlen peremen az (2.15) dina-
mikai peremfeltételek:

T+t =0 . n'=[n n], [n=1. (3.34)

A ¢ St’Venant féle vetemedési fiiggvény a (2.35) homogén Laplace féle peremér-
ték feladat megolddsa. A vetemedési fiiggvény kiszdmitdsanak tovabbi részletei,
beleértve a numerikus modszerek, a végeselem eljaras alkalmazasat is erre a fel-
adatra, megtalalhatok a [4], [6], [10] vagy a [21] konyvekben.
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3.3.1 Csavarasi masodrendii nyomaték

A o(y,z) vetemedési fliggvény mellett még a 6, = q fajlagos elcsavarodasra is
szlikség van a (3.32) csusztato fesziiltség eloszlas egyértelmii megadasahoz. A kiil-
sO ¢€s belsd erdrendszerek statikai egyenértékilisége alapjan a cstsztato fesziiltségek
nyomatéka megegyezik az M, csavard igénybevétellel:

M, j ) dd = ng( a‘P+y —za—(P+zjdA
oy ’
¢s definicio szerint a J csavarasi masodrendii nyomatek:
M, =GOJ — J=1I+I—] IS (3.35)
! y 0z Oy

A J keresztmetszeti jellemz0 €s a ¢(y,z) vetemedési fliggvény ismeretében a (2.34)
csusztato fesziiltség eloszlasa mar egyértelmiien meghatarozhato:

TX.Z% %_Z B txz_ [a(p yj
T J oy J \ oz :

A kor vagy a korgytri keresztmetszet C kozéppontja €s a T csavard/nyird kdzép-
pontja egybeesik, azaz yr = zr = 0, és nincs tengely irdnyl elmozdulés, nem vete-
medik, u, = 0. Ekkor, a (3.31) egyenletbdl ¢ = 0, és ezért a (3.35) J csavarasi ma-
sodrendli nyomaték megegyezik a polaris masodrendli nyomatékkal: J =1, + I, =
1,, és a (3.32) az elemi szilardsagtanbol ismert linedris fesziiltség eloszlast eredmé-
nyezi. Nem kor alaki keresztmetszetekre a J keresztmetszeti jellemzot a St'Venant
féle csavarasi feladat rugalmassagtani megoldasabol lehet kiszamitani és értéke
altalaban kisebb, mint az /, = I, + I. polaris masodrendli nyomaték, J < [,. Vé-
konyfalu szelvényeknél a két értek kozott akar nagysagrendi kiillonbség is lehet,
példaul az IPE 100 szelvényre ezek a keresztmetszeti jellemzdk: 7, = 186,9 cm’, J
= 1,15 cm”.

3.3.2 A csavard/nyir6 kozéppont

A rud pontjainak x tengely irany elmozdulasat a ¢ vetemedési fiiggvény és a 6,” =
q fajlagos elcsavarodds nem hatarozza meg egyértelmiien. Az u, elmozdulés fiigg-
vényt megado (3.31) egyenletben még hatarozatlan az a linearis fliggvény, melynek
egyltthatoi a csavard kozéppont koordinatak. Ez a linedris fliggvény a rudnak egy
merevtest mozgasat irja le. A (3.34) dinamikai peremfeltételek a merevtest mozgast
- mivel ahhoz nem kapcsolddik alakvaltozas és fesziiltség - nem korlatozzak. Sziik-
ség van egy olyan kiegészitd, kinematikai feltételre, ami ezt a merevtest mozgas
részt korlatozza, kisziiri, az ered6 mozgéasokat minimalizalja, de a keresztmetszet
szabad mozgasat nem gatolja. Ennek megfelelden irjuk eld, hogy a keresztmetszet
pontjainak tengelyirdnyl mozgasa a lehet6 legkisebb legyen, azaz teljesitse a
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F(yT,ZT)z_[th2 dA :SZI(@—xyT erxT)2 dA = minimum
A A

minimum feltételt. A kétvaltozos szélsoérték feladat

oF

—=9|2(¢p- dA=0,
o { (0—yzr +2y,)2
a—F:SZJ.Z((p—yZT+ZyT)y dA=0,
0z, y

megoldasabol a csavard kdzéppont koordinataira a kovetkezd eredményt kapjuk:

1 1
yT=—]—IZ(p da ZT=I—Iy(p dA . (3.36)
4

Vo4

Ha mar megoldottuk a (3.33) egyenletet és ismerjiik a ¢ St’Venant féle vetemedési
fliggvényt, a csavard kdzéppont koordinatait is meg tudjuk hatarozni.

A linearis rugalmassagtan Betti tételének felhasznéalasaval igazolhato, hogy a csa-
varo kozéppont egybeesik a nyiro kézépponttal. (Muttnyanszky [11]). Definicid
szerint, ha a keresztmetszet nyird igénybevételének hatdsvonala atmegy a nyird
kdézépponton, akkor a rad nem csavarodik. Ebbdl kovetkezik, hogy a rud csavaro
igénybevétele a nyir6 eré nyomatéka a T pontra.

3.3.3 A virtuilis munka elve
Alkalmazzuk a 2. fejezetben felirt (2.22) virtualis munka elv altalanos
S =3U +38T -dW, =0,
811(u)=[o"5¢ dV + [ piiSu dV ~8W, =0, (3.37)
V

vV

alakjat a szabad csavarasi feladatra. A (3.37) alakt bels6 erdk virtualis munkéja:

oU = IIG(nySYn; +v.07. )dA dx =
L A

2 2
=[6] (a—“’ - z] + (@ + yj dA6,50,'dx =[GJ6,'50, dx .
L 4 ay 62 L

Igazolhato, hogy az alabbi egyenldség teljesiil minden olyan ¢ fliggvényre, amelyik
a (3.33) - (3.34) peremérték feladat megoldasa:

(3.38)
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2 2
Jz.[ y2+22_y8_(p_za_(p dAzJ. @—z +(6—(p+yj dA.
y oz 0Oy y oy oz
A tehetetlenségi erdk virtudlis munkajanak szamitasakor figyelembe kell venni,

hogy a (3.29) szerint az y-z sikban torténd forgd mozgas pdlusa a 3.17 4bra szerinti
T csavard/nyird kozéppont:

5T = [ pii"SudV = | [ [ p( ii,du, +ii du, )dAJ dx =
’ o (3.39)

:J-péxéiex[j[(y_yry +( Z_Zr)szA de:jplﬂéx o0 dx
L L

A

ahol 7,ra T pontra szamitott polaris masodrendii nyomaték:
1, =1+1, +A(y$ +zi).

Ezzel a virtualis munka elvének a St’Venant féle szabad csavarasi feladatra érvé-
nyes alakja:

311(6,) = [ GJ8,36,'dx + [ pl .., 86, dx—3W, (3.40)
L L

ahol 6, a rtd keresztmetszet T pont koriili forgéasa, elcsavarodéasa és W a rudat
terheld csavaro erOparok virtualis munkéja.
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4 A végeselem-modszer egyenletei

A mérnoki gyakorlatban eléfordulé mechanikai feladatok jelentds részénél a pon-
tos, zart alak(l megoldast nem lehet meghatarozni. Ilyenkor kiilonb6z6 egyszeriisi-
téseket, kozelitéseket kell alkalmazni, melyek alapvetden két csoportba sorolhatok:
a mechanikai modell megalkotdsdhoz hasznalt egyszeriisitések és a matematikai
modell, a felirt egyenletek numerikus megoldasa soran alkalmazott kozelitések.

A mechanikai modell megalkotasa sordn a vizsgalatot végzo tobbek kozott eldonti,
hogy egy adott szerkezeti elem rid vagy lemez, az anyagi tulajdonsaga linedris,
vagy nem, a terhelések koziil melyik jelentds, melyik nem, jellege megoszlo, pont-
szerl, esetleg szimmetrikus. A matematikai modell vonatkozasaban pedig donteni
kell az alkalmazott numerikus modszerrdl, meg kell hatarozni a megoldas pontos-
sagat befolyasold paramétereket, példaul a Rayleigh-Ritz mddszernél a kozelitd
fliggvények tipusat és szdmat, vagy a végeselem modszer esetén az elemfelosztas
striiségét és a csomdpontok szdmat. A megbizhatd eredményeket adé mechanikai
¢s matematikai modellek Osszeéllitdisahoz komoly elméleti ismeret és gyakorlati
tapasztalat kell.

Ebben a fejezetben a virtudlis munka elvének (2.25) alakjabol kiindulva attekintjiik
a végeselem modszer - az elmozdulds modszer — 1ényegesebb 1épéseit és fogalmait.

3M1(u)= [&'C dedV + [6"3GdV + [ pii” Sudy —
4 4 4
(4.1)
—Ua*TC de dV + [ p'du dA+[q"su dVJ .
Ap Vv

vV

Ebben az elvben o° a kezdeti fesziiltségi allapot, p és q a feliileti és térfogati terhe-
1ések névekménye, u az elmozdulas névekmény, € az alakvaltozas novekménye, €
a nem mechanikai hatasokbdl kovetkezo alakvaltozas, G az alakvaltozasok nemli-
nearis (masodfoku) része, C a rugalmas test anyagjellemzdinek szimmetrikus mat-
rixa, ii a gyorsulas, és p a tomegsuirliség. A kinematikailag lehetséges elmozdulasok
koziil az lesz az adott linearis rugalmassagtani feladat megolddsa, amelyik teljesiti
a virtualis munka elvet.

Az el6z6, 3. fejezetben tobb példa is taladlhatd a Rayleigh-Ritz mddszer alkalmaza-
sara. A modszer legfontosabb jellemzdje, és hatranya, hogy a kinematikailag lehet-
séges, (3.16) kozelitd fiiggvénysor minden elemének az értelmezési tartomanya az
egész szerkezet. Bonyolultabb alaku testeknél a kinematikai peremfeltételeket eleve
teljesitd interpoléacids fliggvények megszerkesztése esetenként megoldhatatlan fel-
adat. Ugyancsak koriilményes lehet a szerkezet egészére vonatkozd hatarozott in-
tegralok kiszamitasa. Ezt a hatranyt kiiszoboli ki a végeselem eljaras, ahol a kozeli-
to fliggvények értelmezési tartomanya egy elem. A geometriailag egyszerli - vonal,
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haromszog, négyszog, tetraéder, stb. - alakzatokon a kinematikai peremfeltételek
érvényesitése ¢€s a kijelolt integralasi miiveletek viszonylag egyszertien elvégezhe-
toek.

A leirasban el6forduld matrixok miveletekrdl részletesebb leiras talalhatd az A.
Mellékletben.

4.1 Elemek, matrixok

A vizsgéalando szerkezet vagy test éltal elfoglalt V' tartomanyt osszuk fel M szamu,
egyszerl alaku V, elemre. Az elemek alakja fiigg a feladat jellegétol, példaul térbe-
li feladatnal ez lehet a tetraéder, sikbeli feladatoknal hasznalhato elemalak a ha-
romszdg, négyszog, radszerkezeteknél a vonalelem. Az elemek méretét az elvart
pontossdg hatarozza meg, striibb elemfelosztas mellett pontosabb numerikus
eredmények varhatoak. Az elemek egy rétegben, hézagok és atfedés nélkiil lefedik
az egész V tartomanyt.

4.1 abra. Sik lemez végeselem felosztasa

A (4.1) virtudlis munka elvben szerepld integralok az egyes elemekre vonatkozé
integralok osszege:

[C)yar=>(.).av . 4.2)

Az elemek sarokpontjaiban, esetleg a belsejében is, kijeloljik a csomopontokat.
Egy csomoOpont mozgasat n adat, csomoponti szabadsagfok irja le. Az n értékét az
alkalmazott mechanikai modell szabja meg, példaul sikfeladatoknal két sikbeli el-
mozdulas koordinatara n = 2, vagy térbeli ridszerkezetnél csomopontonként harom
elmozdulds és harom forgas koordinatara n = 6. Ha egy elem csomdpontjainak
szama p, akkor az elem szabadsdgfoka az 6sszes elmozdulas jellemz6 szdma, N =
pn.

Rendezziik el az elem i-edik (i = 1, .. p) csomoponti szabadsagfokait a A; csomo-
ponti matrixba, melynek mérete (nx1), azaz n sor és 1 oszlop. Egy elemhez tartozo
Osszes elmozdulds jellemzd - szabadsagfokok - matrixa legyen
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U= A7 AT AT (4.3)

(x1)

Az U° matrix elemeinek szdma megegyezik az elem szabadsagfokainak szamaval.

4.1.1 Interpolacio

Egy elem bels6 pontjaban az u elmozdulas koordinatait az egyelére ismeretlen U*
csomoponti szabadsagfokokbol interpolacioval hatarozzuk meg. Példaul az x ira-
nyu u, elmozdulés interpolacidja statikai vagy idében valtozé mozgasok esetén:

P p

u, (x,y,z) = ZumNi (x,y,z) , U, (x,y,z,t) = Zuxi (Z)Ni (x,y,z) .
i=1 i=1

Az N; interpolacids fliggvények, szokasos elnevezéssel a formafiiggvények, éaltala-
ban polinomok. Dinamikai feladatokndl a csomdponti szabadsagfokok a ¢ id6 egy-
valtozos fiiggvényei. A formafiiggvények fokszamat a kiilonb6z0 mechanikai mo-
delleknél eltér6 moddon, a csomoponti szabadsadgfokok n szamatol fiiggden kell
meghatarozni. Ennek részleteit a kovetkezo fejezetek ismertetik. Az N; interpolaci-
0s fliggvényeket az N interpolacidos matrixban rendezziik el és ezzel egy anyagi
pont dsszes elmozdulasainak interpolalt alakja

u=N U". (4.4)

(nx1) (nxN) (Nx1)
Az elmozdulas koordinatdk elemek kozotti folytonossagat a kapcsolodd csomo-
pontokhoz tartoz6 szabadsagfokok azonossaga biztositja.

Lathato, hogy a Ritz és a végeselem modszerek kozott a 1ényegi kiilonbség az in-
terpolacid megszerkesztésének modjaban van. Ez jol latszik, ha Osszevetjik a
(3.16) ¢és a (4.4) formulakat. A Rifz mddszer szerint a (3.16) fliggvénysor minden
elemének az értelmezési tartomanya az egész szerkezet, mig a végeselem eljaras-
ban alkalmazott interpolacios fliggvények értelmezési tartomanya csak egy elem.

Az egymastdl linedrisan fliggetlen N; formafiiggvények konkrét formaja ugyan
elemtipusonként valtozo, de a kdvetkez6 szabalyokat minden esetben érvényesiteni
kell. Ha az el6irt csomdponti elmozduldsok az elem (vagy az egész modell) merev-
testszerli mozgésat adjak, akkor barmely belsé pontban az alakvaltozasok és a fe-
szlltségek értéke legyen zérus. Tovabbi kovetelmény, hogy az elemek csatlakozo
oldalfeliiletei vagy ¢lei mentén a megfelelé elmozdulas koordinatak legyenek foly-
tonosak, vagyis az elemenkénti interpolacidé az egész modellre kelld6 mértékben
folytonos eloszlast eredményezzen.

Az interpolacids fliggvények ismeretében az (2.4) geometriai egyenletekbdl ki lehet
szamolni az elem belsd pontjaiban az alakvaltozdsok matrixat, valamint a virtualis
elmozdulés és virtualis alakvaltozas matrixokat:
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e= BU’, ou=N oU°, oe = BoU*,

g =U'B’, ou’ =0U'N", ¢¢ =sU"B’, #2

ahol T a transzponalas jele. A B matrix elemei az N; interpolacios fliggvények par-
cidlis derivaltjai. Ezek utan a (4.4) és a (4.5) felhasznalasaval felirhatjuk a (4.1)
virtualis munka elvében szerepld integralok egy elemre vonatkozo értékeit, amik-
bdl az egyes elemmatrixok szarmaznak.

4.1.2 Elem matrixok

Merevségi matrix: A (4.1) virtualis munka elv elsé tagja a belsé erdk virtualis
munkdja, vagy a virtudlis alakvaltozasi energia:

5U=jafc Se dV =jaaTCadV=
Ve Ve

(4.6)
sUT [B" CBdV U =oU" k° U°,
Ve (NXN)
ahol k° jeloli az elem merevségi matrixat. A merevségi matrix - mivel az (2.10)
Hooke torvényben a C rugalmas anyagjellemzok (2.11) matrixa is szimmetrikus - a

szarmaztatds modjabol kovetkezden szimmetrikus.

Igazolhato, hogy az elem merevségi matrix pozitiv-szemidefinit. A (4.6) szerint
egy linearisan rugalmas elemben az U alakvaltozasi energia

dU =oUT kU, U=%U"’TkeU"20,

ami sohasem lehet negativ. Az U csak akkor lesz zérus, ha a csomoponti mozgasok
megfelenek egy merevtest szerli mozgasnak. Minden mas lehetséges mozgés esetén
az elem alakvaltozasi energiaja novekszik.

Geometriai merevségi matrix: A szimmetrikus geometriai merevségi matrixban
megjelennek a kezdeti fesziiltségi allapot koordinatai.

U, = [6"3G dV =oU" K, U° . (4.7)

Ve (N><N)

Toémegmatrix: Dinamikai feladatokban az U® csomoponti szabadsagfokok az id6
egyvaltozos fiiggvényei. A (4.1) elvben a tehetetlenségi erdk virtualis munkaja:
3T = [ piiSudV = [ pdu’iidV =
Ve . . . (4.8)
3U [pN'N dv U° = U m® U* .

NxN
Ve (NxN)
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A tomegmatrixnak ezt a formdjat konzisztens tomegmatrixnak nevezik. Igazolhato,
hogy a fenti definici6 a vizsgalt szerkezet és a végeselem modell tomegének azo-
nossaga mellett a mozgasi energidk azonossagat is biztositja. Ugyanis, egy elem
mozgési - kinetikai - energidja a jol ismert definici6 szerint:

T :ljpuTudV :lI'J”ijTN av U= i mewe,
2 Ve 2 Ve 2
ahol az elem sebesség eloszlasat a (4.4) interpolaciobol szamitottuk ki. Ebbdl az is

belathato, hogy a tomegmatrix pozitiv definit, mivel a mozgasi energia nem lehet
negativ.

A konzisztens tomegmatrix helyett gyakran hasznaljak a diagonal szerkezetii, ugy-
nevezett koncentralt tomegli — lumped - tdomegmatrixot, aminél az elem megoszld
tomegét a csomopontokba koncentraljak. Ez a megkozelités csak a vizsgalt szerke-
zet és a helyettesitd, véges szebadsagfokt modell tomegének azonossagat biztosit-
ja. A kétféle tomegmatrix hasznalataval természetesen eltérd numerikus eredmé-
nyeket kapunk, de az elemek méretének csokkentésével az eltérés is csokken. A
tomegmatrix diagonal szerkezete a nagyméretli sajatérték feladatok megoldasat
jelentdsen gyorsitja.

Tehermétrix: A (4.1) elvben a kiilsé hatasokat tartalmazd, utolsé hdrom tagbol
szarmaztathat6 az elem p° tehermatrixa. A (4.4) és (4.5) helyettesitésével

[e7Cdedv+ [p'sudd+[q'duay =
Vv Ap Vv
(4.9)
3U7| [B" C&"av+ [ N pdd+ [N qdv| =5U7 p° .
Ve Ve

Aep (Nx1)

A tehermatrix elemei a tényleges terheléssel energetikai értelemben egyenértékii
csomoponti er6k és nyomatékok. Ez az egyenértékiiség azt jelenti, hogy a (4.4)
interpolacidval eldallithatd barmely lehetséges mozgésra a tényleges terhelés ¢€s a
p¢ csomoponti erérendszer munkaja azonos. Linearis elmozdulas interpolacio ese-
tén az energetikai egyenértékiiség megfelel a statikai egyenértékiiségnek.

4.1.3 Kinematikai peremfeltételek

A (4.1) virtualis munka elv a (4.2) szerint az egyes elemekre vonatkozd részinteg-
ralok Osszegeként irhato fel:

8H=§:5UET( kU +k5 U +m°U —p°)=0.

e=l
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Mivel az elemek csatlakozd csomopontjaiban az elmozdulas paraméterek (szabad-
sagfokok) értéke azonos, az ezekhez tartozd elem matrix elemekre az Osszegzést
elvégezhetjiik, aminek eredménye a

811(U)=0U" | (K+K,)U+MU-P|=0 (4.10)

alakra rendezhetd. Az U az egész rendszer 0sszes szabadsagfokait tartalmazo osz-
lop matrix, mérete a végeselem modell szabadsagfoka. A K, K¢, M, szimmetrikus
rendszer matrixok és P a csomoponti terhek vektora. Az 6sszegzés végrehajtasanak
modjat a kovetkezd fejezetek szampéldain mutatjuk be.

Az el6z6 fejezetekben lathattuk, hogy a virtualis munka elvének kiilonb6zo valto-
zatai csak a kinematikailag lehetséges mozgasokra érvényesek. A kinematikailag
lehetséges mozgasok eleve teljesitik az (2.14) kinematikai peremfeltételeket. A
(4.10) egyenletben az U akkor lesz kinematikailag lehetséges, ha az 4, feliileten
1évé csomoOpontokhoz tartozd elemei megegyeznek az eldirt elmozduldsokkal.
Ugyanakkor a oU virtualis elmozduldsban a hasonld pozicioban 1évé elemek érté-
ke - a (4.10) 0sszegben az ismert csomdponti mozgasoknak megfeleld részek szor-
z0ja - zérus. Mivel a dU tovabbi elemei tetszolegesek, a megmarado részre a

MU+KU+K_ U=P (4.11)

feltételnek kell teljesiilni. Ez egy linearis egyenletrendszer, ami, ha a szerkezet
megtamasztasa statikailag hatarozott vagy hatarozatlan, mindig megoldhaté. A sta-
tikailag hatarozott vagy hatarozatlan megtamasztas azt jelenti, hogy a geometriai
kényszerekkel lekotott szabadsdgfokok szama azonos, vagy tobb, mint a szerkezet
merevtest szerli mozgéasanak szabadsagfoka. Ez biztositja, hogy az eredetileg pozi-
tiv-szemidefinit K merevségi matrix pozitiv definit lesz, vagyis invertalhat6.

4.1.4 Tamaszerok és belso erok szamitasa

A (4.11) egyenlet megolddsa utan, a most mar ismert U rendszer matrixbol ele-
menként kiemeljiik a (4.3) U® matrixokat, amibdl a (4.5) alakvaltozasok, majd az
elemek bels6 pontjaiban a (3.10) Hooke torvény alapjan a fesziiltségek is szamolha-
toak:

¢’ =C(BU‘-¢"). (4.12)

Ez altalaban kozelité megoldas, mivel a (4.4) interpolaci6 a belsd pontok mozgasat
csak kozelitleg irja le. A kozelités itt azt jelenti, hogy a (4.11) egyenletrendszer
pontos megoldasabdl kiszamitott (4.12) fesziiltségek ugyan kozelitd értékek, de - a
tehetetlenségi erokkel kiegészitve - egyensulyi erdrendszert alkotnak. Ennek ma-
gyarazata az, hogy a virtualis munka elve — aminek végso, diszkretizalt formédja itt
a (4.11) egyenlet - egy kozelité elmozdulds mezore pontosan teljesiill. A csomo-
pontok kozotti tavolsagok csokkentésével, vagyis az elemek méretének csokkenté-
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sével — ami elem ¢s szabadsagfok szdm novelést jelent — a megoldas hibéja is csok-
ken. Természetesen, ha a (4.4) interpolacios fliggvényekbdl a pontos elmozdulas
vektor eldallithatd, akkor a (4.11) U megoldasa a csomopontok pontos elmozdulasa
lesz. Erre azonban csak egyszer(ibb szerkezetek - példaul racsos tartok, radszerke-
zetek - egyszerti terheléseinél lehet szamitani.

A tamaszerok — vagy reakcid er6k — azokban a csomdpontokban alakulnak ki, ahol
a mozgasokat az (2.14) kinematikai peremfeltételekkel eldirtuk, rogzitettiik. Azon-
ban, a kinematikai feltételt atfogalmazhatjuk dinamikai feltétellé, ha egy pontba
akkora erdt helyeziink, ami pontosan az ott eldirt mozgast hozza létre. Ha a (4.11)
U megoldasat kiegészitjiik az eldirt Gcsomoponti értékekkel, akkor az eredeti, még
a kinematikai peremfeltételek miatt &t nem alakitott (4.11) egyenletbdl kdvetkezo,

(K+K,)U+MU=P (4.13)

teljes egyenletrendszerbdl, a most mar teljes egészében ismert U matrix felhaszna-
lasaval kiszamolt P tehervektorban az eredeti kiilsé terhelések mellett az {0 moz-
gast létrehozo csomoponti erdk — tdmaszerdk — is megjelennek.

Az elézdéekben vazolt algoritmus f6 1épései a kdvetkezok voltak:

- a tartomany felosztasa, elemek, csomopontok kijeldlése, az elmozdulas interpola-
ci6 felvétele,

- elemszintli szamitasok, elemmatrixok meghatarozasa,

- 0sszegzes, rendszer matrixok meghatarozasa,

- kinematikai (mozgés) kényszerfeltételek teljesitése,

- rendszer egyenlet megoldasa,

- eredmények feldolgozésa, fesziiltségek, tdmaszerdk szamitasa.

Az elemmatrixok szamitasat, az 0sszegzés és megoldas technikai részleteit a kii-
16nb6z6 mechanikai modellekkel foglalkozo fejezetek szampéldain mutatjuk be.

4.2 Végeselem analizis

A (4.10) egyenlet a kis alakvaltozasokat végz0, linedrisan rugalmas anyagu szerke-
zeteknél kiillonbozo feladattipusok megoldasara alkalmas. A kovetkezd fejezetek-
ben ezek koziil a leggyakrabban hasznalt lehetdségeket tekintjiik at.

4.2.1 Linearis statika

Ha a szerkezet fesziiltségmentes kezdeti allapotbol kiindulva, lassu mozgasokat
végez, akkor a végsd egyenstlyi helyzetet a

KU=P (4.14)

linearis egyenletrendszer megoldasaval lehet meghatarozni.
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4.2.2 Masodrendi statika

A lineéris elmélet alkalmazasa 1ényegében azt jelenti, hogy az egyensulyi feltétele-
ket az eredeti, terhelés el6tti alakzat méretei alapjan hatdrozzuk meg. Nagyobb
mértéklt mozgasok esetén azonban figyelembe kell venni a szerkezet geometridja-
nak folyamatos valtozasat is. Erre lathatunk egy egyszerii példat a 4.2. abran, ahol a
K keresztmetszet hajlité igénybevétele az eredeti egyenes alakkal F'1x/2, a lehajlas-
sal is szamolva Fx/2 + Fhv. A két érték kiilonbsége, a linearizalas hibaja, a v lehaj-
las mértekétdl fligg.

| L |/F1 L |

| ‘l' | F>
SN v IRl

T e [0 Sl T Fi2

4.2 abra. Masodrendi hatas

A problémanak kozelitd, de gyakran kielégité pontossagi megoldasa a masodrendi
elmélet. Eldszor, fesziiltségmentes kezdeti allapotot feltételezve megoldjuk a (4.14)
egyenletrendszert, meghatarozzuk a (4.12) bels6 erdket, majd a masodik 1épésben
ezt 6 kezdeti fesziiltségi allapotnak tekintve, kiszamitjuk a (3.7) geometriai merev-
ségi matrixot. A

(K+K;) U=P (4.15)

linearis egyenletrendszer megoldasabol meghatarozhatjuk a pontositott mozgasokat
¢s a belso erdket. Az eljarast az igy eldallo 0 alakzatra, mint kezdeti allapotra meg-
ismételhetjiik (harmadrendii szamitas). El6fordulhat, hogy a (K + Kg) modositott
merevségi matrix szinguldris lesz és akkor a (4.15) lineéris egyenletrendszernek
nincs megoldasa. Ez a jelenség akkor mutatkozik, ha a kiilsé terhelés nagyobb,
mint a rendszer kritikus, stabilitasvesztést okozo6 terhelése.

4.2.3 Kritikus terhelés

A linearis stabilitdsszamitas célja a kritikus terhelés értékének meghatarozasa. A
kritikus terhelési szintet elérve a szerkezet egésze, vagy egyes elemei elveszithetik
tovabbi teherviseld képességiiket, mozgasuk hatarozatlanna valik.

A jelenséget a 4.2. abra illusztralja. A kritikus terhelésnél a teher-mozgas fligg-
vénynek elagazasi (bifurkdcios pont) pontja van, ami f616tt mar egynél tobb lehet-
séges egyensulyi helyzet 1étezhet. A kérdés tehat az, hogy egy adott terhelési szint-
hez egy vagy tobb egyensulyi allapot tartozik. Meg kell vizsgalni, hogy egy egyen-
sulyi helyzetbdl, mint alapallapotbol kiindulva a terhelések valtozatlan értéke mel-
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lett (zérus teher névekmény) 1étezhet e zérustol kiilonboz6 elmozdulas névekmény,
pontosabban, a

(K+KG(60)) U=0 (4.16)

homogén linedris egyenletrendszernek mikor lehet U # 0 megoldasa. A geometriai
merevségi matrix (4.7) alakjabol lathatd, hogy az a kezdeti fesziiltségek homogén,
linearis fliggvénye:

K, (XGO):XKG (60).

A (4.16) linearis egyenletrendszernek csak akkor lehet U # 0 megoldasa, ha az
egylitthaté matrix determinansa zérus,

det [K+/1KG(60)]=0. (4.17)

Ez egy sajatérték feladat. A legkisebb abszolut értékli A, sajatérték a kritikus terhe-
1ési paraméter, a hozza tartozo sajatvektor pedig a stabilitdsvesztési format mutatja
meg. A kritikus terhelés szamitasat is két 1épésben kell végrehajtani. El0szor a
(4.14) egyenlettel kiszamitjuk a P kiils6 terhelésekbdl az egyes elemekben kialaku-
16 belsd eroket, ez lesz az alapallapot. A masodik 1épésben, ezek ismeretében sza-
molhatéo a Ks geometriai merevség, majd a A; sajatérték. A kritikus terhelés az
eredeti kiilso terhelés és a A szorzata, P.. = A P.

Természetesen, bizonyos szerkezetek a kritikus terhelésnél nagyobb terheket is
felvehetnek, de ennek szamitasara a tObbszordsen linearizalt virtualis munka elv és
az arra ¢épiil6 algoritmus nem hasznalhat6. Tovabba, vannak olyan stabilitasi prob-
1émak is, melyeknél nincs bifurkacios pont. A stabilitasi problémak alaposabb és
részletesebb tanulmanyozasdhoz ajanlhatd Timoshenko vagy Kollar konyvei [3],
[16].

4.2.4 Szabad lengések, sajatfrekvenciak

A terheletlen szerkezet lehetséges mozgasainak, a szabad rezgéseknek a vizsgalata-
hoz a

KU+MU=0 (4.18)

homogén, linearis differencidlegyenlet rendszert kell megoldani. Tételezziik fel,
hogy a terheletlen, linearisan rugalmas modell csomépontjai periodikus mozgést
végeznek:

U(t)=®sin(ot),

ahol ¢ jeloli az id6t és @ a csomoOpontok amplitidd matrixa, mas szoval a lengéské-
pek. A feltételezett lengés alakot a (4.18) egyenletbe helyettesitve a
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[K-o’M]®=0 (4.19)

homogén linearis egyenletet kapjuk, aminek csak akkor lehet @ # 0 megoldasa, ha
az egylitthatd matrix determindnsa zérus,

det [K —(on]

0.

Ez egy sajatérték feladat, aminek megolddsa a rendszer szabad rezgéseinek frek-
venciai (illetve azok négyzete), a sajatvektorok pedig a lengésképek. Mivel a K ¢és
M pozitiv definit - feltéve, hogy az 2.1.3 fejezetben leirtak szerint a kinematikai
peremfeltételek szama elegendod - és szimmetrikus matrixok, a sajatértékek pozitiv,
valos szdmok. A lehetséges [o;, ®@,] sajatfrekvencia, sajatvektor parok szdma nem
tobb mint a végeselem modell szabadsagfokainak szama. A tomegmatrix diagonal
szerkezete, koncentralt tomegt, ,,/umped” tomegmatrix alkalmazasa, a nagyméretii
sajatértek feladatok megoldasat jelentdsen gyorsitja.

4.2.5 Masodrendii dinamika

A statikus - idOben allando - kiilsé terhelések modositjak a szerkezet latszolagos
merevségeét ¢s ezen keresztiil a szabad rezgések frekvenciait is €s a lengésképeket
is. Kozismert példa az egyenes huzott/nyomott rud hajlité lengéseinek valtozasa. A
htzas ndveli, a nyomas csokkenti a hajlitdo lengés frekvenciait. A statikus terhelé-
sek hatasat a szerkezet merevségére a geometriai merevségi matrix fejezi ki és ezért
- ha ezt a hatast is modellezni akarjuk - a (4.17) helyett a

det| (K+K;)-o’M]=0 (4.20)

sajatérték feladatot kell megoldani. Ha ezt dsszevetjiik a linedris stabilitdsszamitas
(4.16) alapegyenletével, lathato, hogy ha a statikus terhelés eléri a kritikus értéket a

(K + Kg) eredd merevségi matrix szingularis lesz és akkor a legkisebb sajatértek o
=0.

4.2.6 Gerjesztett mozgasok
Ha a szerkezetre idoben valtozo terhelés miikodik, akkor a

M U+K U=P(¢) (4.21)

lineéris differencidlegyenlet rendszert kell megoldani. A linearis dinamikai rend-
szerek korében két megoldasi lehetdséget érdemes megemliteni. A modalanalizis -
vagy a modalis felbontas — mddszere szerint a gerjesztett rendszer megoldasat

LORMWIGLS
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formaban keressiik, ahol @; a (4.19) szabad rendszer sajatvektorai. A masik, és
nemlinedris rendszereknél is alkalmazhato eljaras, a direkt idéintegralas modszere.
Ennek 1ényege, hogy a ¢ valtozo szerint egy véges differencia eljarast alkalmazunk.
Ennek tobb valtozata (Newmark, Wilson 0, stb.) is ismert.

Itt érdemes megemliteni, hogy a (4.21) mozgasegyenlet altalanosabb alakja

M U+DU+K U=P(1),
ahol D a sebességgel aranyos csilapitasok matrixa. A kiilsé és belsd csilapitasok
elemzése, a megoldasi technikak részletesebb ismertetése meghaladja ezen jegyzet

kereteit, leirasuk megtalalhatd tobbek kozott Clough-Penzien [9] vagy Wunder-
licht-Pilkey [19] konyveiben.
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5 Rudszerkezetek végeselem modelljei

Ebben a fejezetben az ugynevezett egyméretii szerkezeti elemek modelljeit targyal-
juk. Az egyméretli, vagy egyenes vonalelemek a csuklos végpontu és a merev vég-
pontu rudelemek. A csuklos végponti egyenes elemekben csak huzé vagy nyomd
igénybevételek lehetnek, ezeket hasznaljuk a racsos szerkezetek vizsgalatdra. A
merev végpontl radelemek nyomatéki és nyir6d igénybevételek viselésére is alkal-
masak. Ezeket hasznalhatjuk sikbeli vagy térbeli keretszerkezetek modellezéséhez.

A 2.1.1 fejezetben lattuk, hogy a fétengelyek koordinata rendszerében az egyenes
tengelyll radelemnél a tengelyiranyt és a tengelyre merdleges mozgasok egymastol
fiiggetlentil vizsgalhatoak. Ennek megfelelden, a virtualis munka elve is felbontha-
to a csak az axialis mozgast tartalmazo (2.14) és a csak a tengelyre merdleges
(2.15) mozgést tartalmaz6 részekre.

5.1 Csuklods végpontu rudelem

A mindkét végén csuklds, egyenes rud (racsrad, vagy angolul truss element) a leg-
egyszeriibb szerkezeti elem. Igénybevétele tiszta hlizds/nyomas, ezért rad megnyu-
lasa kdzben a végpontok, a végeselem modell csomopontjai, csak x tengely irany-
ban mozoghatnak. Egy egyenes szerkezeti elem a tengelyiranyt elmozduldsanak
meghatarozasahoz a (2.14) virtualis munka elvet alkalmazzuk:

817 (u) = | EAu'su’ dx+ [ pAii Su dx—(SWk + [ EdaAT 80 dx] =0.(5.1)
L L L

Ebben a virtualis munka elvben az u elmozduléds fliggvény x koordinata szerinti
elsé derivaltja szerepel, ami meghatarozza az u(x) kozelitéséhez hasznalhato poli-
nomok legalacsonyabb fokszamat. A legegyszerlibb kozelité fliggvény most az
elséfoku polinom. Belathato, hogy szakaszonként allando kozelités esetén az alak-
valtozési energia zérus lesz.

A két végponti elmozdulésbdl az elem belsd pontjaiban a tengelyiranyi mozgast az
kovetkezd linedris interpolacidval hatdrozhatjuk meg:

u(x)=uN,+u,N;=N"U* , N, =1-¢&, N,=¢, &=x/L,

(1x2) (2x1)

Nl e ul (5 2)
N = 5 U = s
(2x1) N2 (2x1) u,

ahol Ni(&), Na(&) a lineéris formafiiggvények és U® az elem szabadsagfokainak
(3.3) matrixa. Most a csomoOpontok szabadsagfoka n = 1, az elem Osszes szabad-
sagfokainak szdma pedig N = 2.
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N; N.

ur | l Uz x=&L
(e

—-— >

5.1. ébra. A két szabadsagfok, csuklds riidelem és a linearis formafiiggvények

5.1.1 Elem matrixok
Merevségi matrix: A tengelyiranya fajlagos nyulds és a virtualis nyulas a (2.3)
geometriai egyenletbdl:

1 dN’ 1 .
sx:u':@:—dN U'=—N"U",
dx L dg L(x2) (24)
1 € 1 € ’
8¢, =du'=— N'"" 85U =—3U* N'.
’ L (1x2) (2x1) L (1x2)  (2x1)

Itt a vessz0 a sajat argumentum (vagy x, vagy ¢&) szerinti derivaltat jeloli. Az (5.2)
formafiiggvények N7 = [—1 1] derivéltjainak helyettesitésével az alakvaltozasi
energia novekmény és az elem merevségi matrixa
EA |
SU = [ EAw'du'dx =oU" kU,  k* ==—=[N
) EXIN A

1 -1
ke =2E |
L|-1 1
Ez a csuklds végii rudelem (4.6) merevségi matrixa a radhoz kotott, lokalis koordi-
nata rendszerben.

(5.3)

Tomegmatrix: Dinamikai feladatokban a csomdponti mozgésok az id6 fliggvényé-
ben valtoznak. A longitudinalis mozgas és a gyorsulas:

u(x,t)=N"U(t), ii=N"U*, Su=5U"N.

Az (5.1) virtualis munka elvben a tehetetlenségi eré munkéja

1
5T=iju6udx=8UeTm"i'Je, m’ =pA[ N N’ Ld¢,
L

(2x2) 0 (2x1) (1x2)

ahol m° az elem (4.8) konzisztens tomegmatrixa, ami a (5.2) formafiiggvények he-
lyettesitése €s integralas utan a kovetkezo alaku lesz:

e_pPAL[2 1
w =21 3] 69
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82 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

A konzisztens tomegmatrix helyett gyakran hasznaljdk a diagonal szerkezetli to-
megmatrixot. Ha a radelemet a két végpontjaba koncentralt tomegponttal helyette-
sitjiik, akkor a tdmegmatrix:

e PAL[1 0
m =220 1)

Tehermatrix: Szamitsuk ki az (5.1) elv utolsé két tagjabol az elem tehermatrixat, ha
arra 5.2 4bran lathat6 F; és F'y; csomoponti erdk €s és p, allando megoszlo terhelés
miikodik, tovabba a ATy homérsékletvaltozasa allando:

SW, + | EAaAT,Su'dx = Fdu, + F,,8u, ++ | p,dudx + [ EAuAT,du'dx =
L L L

1 1
= F, du, +F,, du,+3U" p, L[ Nd&+8U" EAaAT, [N'de = 3U"p* .
0 0

L
Fxl li i2 Fx2 x:é‘;L

C )
== =~

DPx
5.2 abra. Hazott radelem terhelései

Az elem p° tehermatrixa a (5.2) formafiiggvények helyettesitése és az integralasok

elvégzése utan:
F Ll -1
pe = | |+ B2y ABaAT,| . (5.5)
) | F, 2 |1 1

Egyszerlien ellendrizhetd, hogy a csomoponti erdk statikailag egyenértékiiek a ter-
helésekkel.

A csuklos végpontu elemben csak huzd/nyomé fesziiltség lehet. Az elem fajlagos
nyulasabdl az egyszerii Hooke torvénnyel a normal fesziiltség
6. —FEe —EW'=E-NT U :%[—1 1],

. E
N U =—(m-1). (56)

2><1)
5.1.2 Sikbeli racsos szerkezet

Tobb elembdl 4llo, sikbeli szerkezetben egy, a 5.3 4bran lathatd radelemet a vég-
pontoknak az X, Y globalis — szerkezeti — koordinataival adhatunk meg. Az elem
hossza és az iranyat megado szogfliggvények:
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L=\/(X2 -X,)+(,-1),

X, _x (5.7)

Y-y

, c=cosff= 7

s=sinf =
A csuklos végpontok lokalis x irdnyl u mozgasa és a globalis X, Y irdnyt U, V
mozgasainak kapcsolata a 3.3 abran is kdvethetd modon:

u, Uc+Vs r S
U° = = =TD, U =D"T" . (5.8)
1) | u, U,c+V,s | (24)(4)

A D° az elem globalis szabadsagfokainak matrixa és T jeloli a lokalis és globalis
rendszerek kozotti transzformacid matrixat:

(5.9)

00
' =[U, ¥, U, ] . T=[CS }

00cs
A sikbeli csuklés végli rudelem latszolag négy szabadsagfoku, de ez a négy sza-

badsagfok, amint az az (5.8) transzformaciobol is lathato, lényegében csak két fiig-
getlen paramétert - u; €s u, - tartalmaz.

Y,

U B

Y;

X X,
5.3 abra. Sikbeli csuklos végil ridelem

Ezek utdn az (5.3) alakvaltozési energia ndvekmény a globalis paraméterekkel kife-
jezve:

8U:5U”keUe=8DeT[TT kK T )De -5D° K° D,

(1x4)  \ (4x2)(2x2) (2x4) ] (4x1) (1x4)  (4x4) (4x1)

ahol K°a csuklés végii radelem globalis (sikbeli) merevségi matrixa. Az (5.3) loka-
lis merevség és az (5.9) transzformacids martrix felhasznéalasaval:
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c cs  —c —cs
AE 2 _ 2
K =T'kT=-22|“ *° 2 7 (5.10)
- —cs ¢ cs
—cs -s° ¢ 8
Hasonl6 médon szamolhatd az elem globalis tomegmatrixa
M’ =T'm‘T, (5.11)
¢s a tehervektor transzformaltja:
W, =5U"p =D T' p* =6DP°, P°'=T p°. (512

(1x4) (4x2) (2x1) (4x1)  (4x2) (2x1)

5.1.3 Példa: Sikbeli racsos szerkezet

Hatarozzuk meg az 5.4 4bran lathat6, harom rudbol allo, sikbeli racsos tartd cso-
moépontjainak elmozdulésait, a rudakban keletkezd fesziiltségeket és a reakcioerd-
ket! Az AE merevség és az L hossz minden rudra azonos.

&Léf%F

5.4 abra. Sikbeli racsos szerkezet

A véges elem modellt a csomopontok koordinatai és a csomopontok kapcsolodasat
megado, a lokalis (elemenként lok.1 és lok.2) és a globalis szdmozast sszerendeld
tablazatok hatdrozzak meg:

pont X Y elem | lok.1 | lok.2
1 0 0 1 1 2
2 L 0 2 2 3
3 L2 | IN32 3 1 3

A modell szabadsagfoka 6, csomopontonként ketté elmozdulas.

Az (5.10) globalis merevségi matrixok elemenként a kdvetkezok:

l.elem: B=0°, c=1, s=0,
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4 0!/-4 0 Dl

W _AE|0 010 0 k1 ki,
404 014 0| |l

0 0/0 0 Sl e

]

|
|
o A3 3 1 \B 3 :i‘ilikfi

Tar R e
33 B3
3.elem: B=60", c=1/2, s=3/2,
1 3l -1 3
I K3 |k3
s AE| N3 3 13 3| | Ku Ko
_ARING P NG T > =1

A 6x6 méretii K rendszer matrixban adjuk 6ssze az elem merevségeket. A K elem
matrixokban 1év6 2x2 csomdponti almatrixok helyét a rendszer matrixban a pontok
globdlis sorszama hatarozza meg, amit a lokalis és a globalis csomopont szamozast
Osszerendeld tablazat mutat. Az 6sszegzési folyamata (kompildlds) elemenként az
alabbiak szerint kdvethetd:

kj, k, 0/ [0 0 0 k], 0k,
K=k, ky, 0|+|0kj, ki, [+]| 0 0 0
0 0 0] |0k, K k;, 0 k3,

2,2

Tehat az 1. elem almatrixai a globalis matrix 1-2, a 2. elemé a 2-3 és a 3. elemé az
1-3 sor oszlop pozicioiba keriilnek.

Hasonl6 modon kell 6sszegezni az elem tehermatrixokat is. Az sszegzés eredmé-
nye a rendszer merevségi és teher matrixa:

5 34 011 3 0

B 310 0 13 3 0

AE| -4 0 !5 BB -1 B 1
= | | ’ P:F

4L 0 0 1=V3 5 13 3 0

-l B2 0 8

-3 31V 310 6 e
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A kinematikai peremfeltételekkel megkotott szabadsagfokok V;, =V, =Us =V; =
0, ezért a rendszer matrixok 2., 4., 5., és 6. sorait, oszlopait tordlni kell. A még is-
meretlen csomoOponti mozgasokra vonatkozo (4.13) linearis egyenletrendszer

iy SloHr]

aminek megoldasa, kiegészitve az eldirt mozgasokkal:

U =£[16 0120 0}0 o].

(6x1) 9 AE
Az U matrixbdl kiemelhetjiik az egyes elemekhez tartozo (5.9) D¢ globalis mozga-
sokat. Az (5.6) normal fesziiltségek szamitasahoz a D° mozgasokat az (5.8) transz-
formacioval vissza kell forgatni a radhoz kotott lokalis rendszerbe:

|
e _ C S|0 0 e _ _E_ €
(2%‘[0 0jc S}qul)’ Gxe_Eg*e_L[l 1](125(1).
Példaul az els6 elemre c =1, s =0:
16
Ul_l 0 0 00| FL FL |16 - —i[—l 1]16_4_F
10 0 1 0f[20{94E 9A4E[20] " 94 201 94"

0

Hasonl6 médon a mésodik és harmadik elemben a normal fesziiltség:

_10F 8 F

6,=—— , O, = .
x2 9 A x3 9 A

Az egész szerkezetre hato kiils@ erérendszer a (5.13) egyenlet szerint az eredeti

rendszer merevségének és a kinematikai peremfeltételekkel kiegészitett teljes el-

mozdulas szorzata:

5 3 4 0 -1 —3|r

16 0_]

B3 0 0 B 3o 43
poku-Fl 4 0o 5 -3 -1 B|20_F| 9|
36| 0 0 3 5 B 30| 9|58

1 =3 -1 BB 2 o0 8 -9

35 3 B30 6 |00 V3

www.tankonyvtar.hu © Forberger Arpad, Voérés Gabor, BME



5. RUDSZERKEZETEK VEGESELEM MODELLJEI 87

F3/9 | < F

F
e

Fad3/9 M v —F5J3/9

5.5 abra. A teljes kiils6 erdérendszer

Ezek a kiils6 erdk — terhelés és tamaszerdk egyiitt — lathatdak az 5.5 dbran. Ellen-
Orizhetjiik, hogy ez valdban egy egyensulyi erérendszer.

5.2 Hajlitott radelem

Az egyenes tengelyl hajlitott radelelm tengelyén 1évo pontok csak a tengelyre me-
réleges iranyba mozognak. Ennek megfelelen a terhelések irdnya is a tengelyre
merdlegesek. Mivel a keresztmetszet két fotengelyének iranydba esé mozgasokra
formailag hasonl6 egyenletek vonatkoznak, igy elegendd egy komponenes, az y
iranyu w(x,¢) részletes vizsgalata. A végeselelm modell felépitésének kiindulo
egyenlete a (2.15) virtudlis munka elvének a tengelyiranyt erdk (2.24) munkajaval
kiegészitett alakja:

81 (v)= IE[ZV"SV" dx + J.pA\'/'ESv dx + INV'SV' dx —
L L L

(5.13)
—(SWk ~ [ ELaAT, 5V a’xj =0.
L

5.2.1 Elmozdulas interpolacio6

A Euler-Bernoulli féle radelmélet (2.2) egyenleteibdl is lathatd, hogy a hajlitott
radelem (gerenda, vagy angolul beam elelement) egy keresztmetszetében 1évo
anyagi pontok mozgasat két paraméter hatarozza meg, a rud tengelyének v lehajlasa
¢sa 6, =v forgds. A 5.6 abran a radelem végpontjainak — a csomopontoknak — a
szabadsagfoka n = 2, az egész elemé pedig N = 4. Az elemhez tartozo Osszes el-
mozdulas jellemz0 - szabadsadgfokok — matrixa:

U= 0 v 6] " (5.14)
Az (5.13) elvben a v elmozdulés fiiggvény x koordinata szerinti masodik derivaltja
szerepel, amibdl kovetkezik, hogy a legegyszeriibb kozelitdé polinom most legalabb
masodfoku. Belathatd, hogy a szakaszonként linedris kozelités esetén a hajlitott
elem alakvaltozasi energidja zérus. Egy masodfoku polinom azonban csak harom
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szabadon valaszthatd paramétert tartalmaz, mikdzben az elem szabadsagfokainak
szama négy, ezért a minimalis polinom fokszam harom lesz.

A radelem egy bels6 pontjaban a v(x) elmozduldst a csomoponti szabadsagfokok-
bol a kdvetkezd alakt interpolacidval hatdrozhatjuk meg:
v(x)=wN,+6,N, +v,N,+0,N,=N" U° , (5.15)

(1x4) (4x1)

ahol az interpolacios, vagy forma fliiggvények a harmadfokt Hermite polinomok:

N =1-38+28, N,=L(£-28+&), (5.16)
N,=38-28, N, =L(-&+&), &=x/L. '
Figyeljiik meg, hogy ezek a forma fliggvények a (5.8) negyedrendil hajlitasi alap-
egyenlet megoldasai, ha p, = 0. Ez azt jelenti, hogy az 5.6. dbra szerinti elem
alkalmazasakor a rudszerkezet azon a részein, ahol nincs a tengelyre merdleges
megoszlo terhelés, a lehajldsokra - az elemmérettdl fiiggetleniil - a pontos megol-
dast kapjuk.

A (5.16) interpolécios fliiggvények teljesitik a 4.1.1 fejezetben a formafiiggvények-
re megfogalmazott feltételeket. Rovid szamolassal igazolhat6, hogy az (5.15) inter-
polacié a végpontokban valdban a végponti értékeket adja vissza, azaz v(0) = vy,
v’(0) = 0.1, v(L) = va, v'(L) = 6,,. Tovabba, ha a csomopontokban egy merevtest-
szerli mozgasanak megfeleld értékeket adunk meg, akkor a belsé pontok is kdvetik
ezt a mozgast. Példaul, az 1 csomopont korili o forgas esetén:
v,=0,0,=a,v,=alL, 8, =a, és az interpolaciobol:

v(x)=aN,+aLN,+aN, =aLé =ax.

N

O Tvl va 0. N
o S

N3

Ny )

5.6 4bra. A négy szabadsagfoku rudelem (gerenda) és a harmadfokt formafiiggvé-
nyek
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5.2.2 Elem matrixok

Az (5.15) interpolaci6 ismeretében kiszamithatjuk egy elemre a (5.13) virtualis
munka elvben szerepld tagokat.

Merevségi matrix: A

1 d°N' 1 c 1 e 1o
Vi=———U==N"U°, &"'==N"5U"'==3U"N",
L dg L7 (1x4)  (4x1) L7 (1x4)  (4x1) L7 (1x4)  (4x1)

helyettesitésével az alakvaltozasi energia ndvekmény és az elem merevségi matri-
Xa:

EI |
6U = IE] V”Sv"dx — 5U9T ke Ue, ke — z IN” NuT d‘i :
. (#4) L J(a) (1x4)

ahol az N’ matrix elemei az (5.16) formafiiggvények & valtozd szerinti masodik
derivaltjai:

N =[6(-1+2&) L(-4+6&) 6(1-2&) L(-2+6&)].

Szorzas és integralas utan felirhatjuk az allandé keresztmetszetii elem k° szimmet-
rikus merevségi matrixat. Példaul, a matrix 1. sor 2. eleme a kovetkezé mddon
szamolhato:

EL [ vy El El
(1,2)=L—;jN1 N dg=— 6[(~1+28)(~4+6&) dé = 6.
0

0

A t6bbi elem kiintegralasa utdn az elem (5.6) merevségi matrixa:

12 6L -12 6L
. _EL|6L 4’ -6L 2I
K'=—7"1"12 S 12 6L (3.17)

6L 2I) —-6L 4I°

Itt érdemes megjegyezni, hogy az (5.16) interpoléacios fiiggvények teljesitik a 5.1.1
fejezetben a formafiliggvényekre megfogalmazott feltételeket. Rovid szamolassal
igazolhat6, hogy az (5.15) interpolacio a végpontokban valoban a végponti értéke-
ket adja vissza, azaz v(0) = v, v'(0) = 8,5, v(L) = vo, v(L) = 6,,. Ha a csomopont-
okban egy merevtestszerli mozgéasanak megfeleld értékeket adunk meg, akkor a
belsd pontok is kovetik ezt a mozgast. Példaul, az 1 csomdpont koriili kicsi o for-
gasesetén: v, =0, 0, =a,v, =al, 0, =a, ¢és az interpolaciobdl:

v(x)=aN,+aLN,+aN,=aLé =ax.
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Tovabba, ellendrizhetd, hogy a csomdpontok merevtestszerli mozgasa kozben a rud
alakvaltozasa zérus. Az el6z6, egy merev forgast leird csomoéponti adatokkal a
(2.3) szerinti fajlagos nyulas valoban zérus lesz:

— ”_i nT e
BETVET R @ T
0
1 a
=?[6(—1+2§) L(-4+68) 6(1-2¢) L(-2+6E)] |70
(0

Geometriai merevségi matrix: Az (5.13) virtualis munka elvben az alland6 radira-
nyu eré munkéja a

T
vl N e Inr e sv=Insur=Lsu N
L dé L (1x4)  (4x1) L (1x4) (4x1) L (1x4)  (4x1)
helyettesitésével

1
Uy = [N vevdy=0UT ki U, K, = NN NTae
7 (axd) L 5D (4)
alakban irhato fel. A (5.16) interpolacid helyettesitése és a kijeldlt integralas elvég-

zése utan az allandd6 N huzdé/nyomd igénybevétellel terhelt elem (5.7) geometriai
merevségi matrixa:

36 3L -36 3L
e N | 3L 417 3L -I’
ke =307| 536 —3L 36 3L (5.18)
3L -I* -3L 4I

Tomegmatrix: Dinamikai feladatokban a csomdponti mozgasok az id6 fiiggvényé-
ben valtoznak. A rud lehajlasa és gyorsulésa:

v(x,t)=N"U*(¢), #=N"U°, ov=0U"'N.

A (4.13) virtualis munka elvben a tehetetlenségi erd munkéja

8T = [pA¥ v dx=U"m* U*, m* =p4
L

(4x4)

S — —

N N " LdE,

(4x1) (14)

¢s az elem (5.8) konzisztens tomegmatrixa a (5.16) formafiiggvények helyettesitése
¢s integralas utan a kovetkez6 alaku lesz:
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156 22L 54 —13L
. PAL| 221 47 13L -3I°
M =00l 54 13L 156 -22L| (5.19)
—13L -3} -22L 4I’

Gyakran a konzisztens matrix helyett célszerlibb a diagonal szerkezetli tomegmat-
rix alkalmazéisa. Ha a rudelem megoszlo tomegét az 4.7 4bran lathatd6 mddon a
csomopontokba koncentraljuk, akkor a tdmegmatrix:

AL
me = 22~

. (5.20)

SOoOOoO O
OS— OO
SOOO

SOoOOoO—

Itt j61 megfigyelhetd a konzisztens matrix egyik hianyossaga, hidnyzanakk a z ten-
gely koriili forgasokhoz tartozo tomeg adatok, a megfeleld masodrendii tehetetlen-
ségi nyomatékok.

y A
. -f. _:. _' ................... '_ ...... )
L X
|
pAL/2 pAL/2

5.7 4dbra. Rudelem megoszl6 tdmegének szétosztasa

Tehermétrix: Szamitsuk ki a hajlitott radelem tehervektorat, ha az 5.8. dbran lathato
F,1, Fy, csomdponti koncentralt er6k és az allando intenzitast p, megoszIlo terhelés
mellett a rad hdmérséklet valtozasa AT = ATg,y. A AT, hdmérséklet valtozas gra-
diense a hossz mentén legyen alland6. Az (5.13) virtualis munka elvben az utolsé
két tagbol

W, — | ELaAT,,8v" dx =
L

=F,0v, + F,,dv, + IpySV dx —IEIZGAT@,SV" dx =
L L

1 1
= F &v, +F,v, + 35U [ [ p,NLdE~ [ ELaAT,, %N”d&} =35U"p’.
0

0

Az elem (5.8) teher matrixa az (5.16) formafiiggvények helyettesitése és az integra-
las elvégzése utan:
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F, 1 0
0 pL| L/6 -1

p’ = +— —EI aAT,, . (5.21)
(4x1) F, 2 1 "1 0
0 -L/6 1

o g T_F_>

1‘ L |2 x=EL
|

5.8 Hajlitott ridelem terhelései

5.2.3 A rudelem igénybevételei

Az elemmatrixok kiszamitasa, a (5.10) rendszer matrixok dsszeallitasa és a (5.11)
mozgasegyenlet megolddsa utan ismerjiik a csomdponti szabadsagfokok értékét.
Az eredmények kiértékelésének fontos része a (5.12) szerinti belsd erdk, rudaknal
az igénybevételi fliggvények meghatirozasa. A hajlité igénybevételt a (2.6) a nyird
igénybevételeket a (2.7) egyensulyi egyenletbdl szamolhatjuk:

EI

M, =ElV' =—* 1]\1:T U ‘+ ELaAT, ,

27(” () (5.22)
V,=-M=-—=N""U".

L (1><4) (4><1)

Mivel az (5.15) forma fliggvények harmadfoku polinomok, ezekbdl az egyenletek-
bdl a hajlitd igénybevétel elemenként linearis, a nyird igénybevétel pedig elemen-
ként allandd, ami a megoszlo erdkkel terhelt szakaszokon nyilvan csak kozelités.

821 Vi Vs ‘922
¢ iy,
M:, 4 Vs M

5.9 abra. A radelem csomodponti igénybevételei

A csomodponti igénybevételeket kiszamithatjuk kozvetleniil az egyenstly feltételé-
bdl is. Ha az egész szerkezet egyensulyban van, akkor annak barmilyen modon
kivalasztott része, alszerkezete is egyenstlyban van, tehat arra is teljestil a virtualis
munka elve. Alkalmazzuk ezt a megallapitast a 5.9 dbran lathatd, egyetlen radelem-
re, ahol a csomoponti igénybevételek az elemre nézve kiilsd koncentralt terhelések:
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_I/yl _Vyl

keUe _pe _ g — 0 ) M — keUe _pe , (523)
VyZ VyZ
Mz Mz

ahol p° az elemre hato egyéb kiils6 terhelésekbdl szamitott (5.21) tehervektor. Az
(5.22) egyenlet a terhelés jellegétdl fiiggetleniil a csomoponti igénybevételek pon-
tos értékét adja, amibdl kiindulva, az elemre hatd p, megoszl6 erérendszer és AT,
homérséklet valtozas gradiens ismeretében meg lehet hatarozni a pontos igénybe-
vételi fliggvényeket. Ezért célszerlibb az igénybevételi fliggvények meghatarozasa-
hoz az (5.21) egyenletek helyett az (5.22) egyenleteket hasznalni.

5.2.4 Példa: Statikus terhelés

Az 5.10 abran lathato, 30x60 mm tomor téglalap keresztmetszetii, statikailag két-
szeresen hatdrozatlan megtamasztasu, egyenes rudat két elemre osztottuk. Hataroz-
zuk meg a csomopontok elfordulasat, a méasodik elem P kozéppontjaban a lehajlast,
a csomodponti igénybevételeket €s a tdimaszerd rendszert.

I[=1m, I,=1,35-10’mm*, E=2-10°MPa, p=1N/m.

YA

PV X
- - >AY
]

et 55§ ¢ F
1 2 3 1 30x60

5.10 abra. Statikus terhelés

A szamitasokat méter és Newton mértékegységekkel végezziik. A két radelembdl
allo modell 6sszes szabadsagfoka 6, csomdpontonként egy elmozdulas és egy for-
gas:

U’ :[Vl 0., :Vz 0., :v3 ‘923]

Az (5.17) merevségi matrix mindkét elemre azonos:

2 6 -12 6l 2 6 -12 6
Vo EL| 61 4 -6l 2| J 6 4 6 2
kK=k=—7 1 s 12 Za1|72719 12 %6 12 6
6l 27 61 4 6 2 -6 4

Az elemek (5.21) tehermatrixai:
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0 1 6
b = 0 pzzp_yl 1/6 _ 500 1
0’ 2 1 6|6
0 -1/6 -1

Az elem adatok 0sszegzésével a K és P rendszer matrixok:

12 6/ -12 6/ 0 0
6/ 4 -6l 2°: 0 0
EI.|-12 -6l 24 0 [ —-12 6l
Bl6l 221 0 8P -6l 28

0 0 i-12 -6/ 12 -6l
0 0 : 6 21 -6/ 4

T
P:p—l[o 01 L —1}
2 6 6

A kinematikai peremfeltételek: v; =v, =v; =0, 8., = 0, ezért a rendszer matrixok
1., 2., 3. és 5. sorait, oszlopait tordlni kell. Az ismeretlen csomoponti mozgasokra,
forgasokra vonatkoz6 (5.14) linearis egyenletrendszer és a megoldasa:

8 2}[922}__@[1} 0_,=-0,6614-10" rad

4
2710 [2 4110.,] 6 -1 0., =+1,1023-10" rad

)

Y

5.11 abra. Tart6 deformalt alakja

A teljes megoldas, kiegészitve az eldirt mozgasokkal:

U =10°[0 0]0 -0,6614]0 1,1023].

(6x1)

A masodik elem P kozéppontjanak elmozdulédsat az (5.15) interpolaciobol szamit-
hatjuk ki. A P pontban &p = 0,5 és a 2. elem lokalis 1 és 2 végpontjai a rendszer 2 €s
3 jelii csomoOpontjai:

Vo =O,N, (&) +0.,N, (&) =(-0,661-1,102)-107 /8 =-0,221-10"m.

A pontos érték vp =-0,318 mm, a hiba 30 % koriili. Ugyanakkor a csomoponti for-
géasokra kiszdmitott értékek pontosak.

A csomoponti igénybevételeket elemenként, az (5.22) egyenletekbdl szamoljuk:
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_Vy1
M zklUl—pl
y2
z2
12 6 =12 6 0 -107,1
6 4 -6 2 0 -35,7
=27. -
-12 -6 12 -6 0 107,1
6 2 -6 4] -0,6614 -71,4
_Vy2
_I]/Mzz —K2U? _pz
V3
z3
12 6 -12 6 0 6 571,4
6 4 -6 2 1/-0,6614| 500]| 1 71,4
2 6 12 6| o |TTe | 6| |4286
6 2 -6 4 1,1023 -1 0,0

Az 5.12 4bra mutatja az elem végpontok igénybevételeit és az ezekbdl szamitott
csomoponti terheket és tamaszerdket. Itt ellendrizhetd, hogy az statikai egyensulyi
egyenletek az elemekre is és az egész rendszerre is pontosan teljesiilnek.

107,IN 107,1 N 5714 N 4286 N
ek TD CT |
| m—
35,7 Nm 71,1 Nm 71,4 Nm
35,7 Nm C l |
v A
107,I N 678,5N 1000 N 428,6 N

5.12 abra. Elemek végponti terhelése és a timaszerdk

5.2.5 Példa: Kritikus terhelés

Szamitsuk ki az 5.13 abran lathato, statikailag kétszeresen hatarozatlan megtamasz-
tasu, egyenes rud (Euler féle) kritikus nyomo terhelését.
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I=1m, A=1800 mm’, I, =1,35-10°mm*, E=2-10° MPa.

y A
X F X
3 < =>AY
’ . 3 ! 7
| [ x\\\\\\ ] SRR
[ Z| 7z ‘-'n >
o O O .
1 1 30x60

2 3

4.13 abra. Nyomott rud kritikus terhelése

Az 5.13 ébra szerinti tart6 mérete, anyaga, és az elemfelosztas ugyanaz, mint az
el6z0 feladatban, ezért a rendszer 6x6 méretli K merevségi matrixa is ugyanaz lesz.

Mindkét elemben a huzo igénybevétel N = - F, ezért az (5.18) geometriai merevsé-
g1 matrixok is azonosak:

36 31 36 3l
Koo Flaoar -y -
¢ =Xe =730/l =36 =31 36 -3

3 P 3 AP

A mar ismert eljarassal Osszegzett 6x6 méretli rendszer geometriai merevségi mat-
rix:

36 31 -36 3 0 0|
3l 4 =31 -I* 0 0
_F|-36 -3 72 0 -36 3
0/ 33 -2 0 8°F 31 -I
0 0 =36 -3 36 3l
0 0 3 - 3 4

G

A kinematikai peremfeltételek: v;=v,=v; =0, 6,; = 0, ezért most a K ¢s K mat-
rixok 1., 2., 3. és 5. sorait, oszlopait kell torélni. A megmarado (5.16) homogén ¢és
linearis egyenletrendszer

EL[8 2] F[8 -1]l|60,]_]0
;P2 4] 301 4JfL0,] L0]°
aminek csak akkor lehet zérustdl eltérd - nem trivialis — megoldasa, ha az egylittha-

td matrix determinansa zérus. Lathato, hogy a kritikus terhelés meghatarozasa egy
sajatérték feladat megoldasahoz vezetett. A két sajatérték a

8(1-q) (2+ FI?
de{ ((2+qq)) ég(l—qq))} =0, 4= 30EL
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determinans kifejtése utan eldallo masodfokl egyenlet — karakterisztikus egyenlet —
két megoldasa. Esetlinkben csak a legkisebb abszolut értékii gyoknek van jelentd-
sége, amivel a kritikus nyomo (Euler) erd értéke:

qmin = 0’5493 4 Fvcr = 30qmi” % = 444;9 : 103 N 5

A gmin sajatértékhez tartozo sajatvektor megadja a rid a kihajlott alakjat:

8(1_qmin) (2+qmin) 92 _ _
{(2+qmm) 4(1-¢,.) ezj =0, 0,/0,=-0,707

A pontos eredmény F.,. = 344,3 10° N, a hiba 30% kortili, ami az elemszam nove-
1ésével csokkenthetd. Lathato, hogy a pontos érték kisebb, mint a véges elembdl
kiszamitott eredmény, ami arra utal, hogy a kozelitd, kevesebb elembdl allo modell
mindig merevebb. A szabadsagfok szdm novelésével a modell merevsége is csok-
ken. Hasonlo jelenséget tapasztalhatunk a kovetkezd, dinamika feladat megoldasa
soran is.

5.2.6 Példa: Szabad lengések

Hatarozzuk meg az 5.14 4bran lathatd, mindkét végén rogzitett, allando keresztmet-
szetll tengely hajlité lengésének sajatfrekvenciait és lengésképeit!

L=2m, A=1800mm?’, Iz=1,35-105 mm”*,
E=2-10° MPa, p=8-10" Ns*/mm®.

yA
\ N X
p S
=12 .
O $ O
1 2 3

4.14. abra. Szabad lengések

A tartd mérete és elemfelosztasa ugyanaz, mint az el6zd két feladatban, ezért a
rendszer 6x6 méretli K merevs€gi matrixa is ugyanaz.

Az (5.19) konzisztens tomegmatrix mindkét elemre azonos:

156 221 54 13/

g2 PAl 220 4 130 3¢
420| 54 -131 156 -221)

~131 31> 221 4P
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¢€s a mar tobbszor haszndlt eljarassal 6sszegzett rendszer tdomeg matrix:

(156 221 {54 -1311{0 0
221 41 1131 =310 0
M_p_Al 54733120 Y/ S Y

400|131 =312 10 817 1131 =3 |
0 0 547131565000
0 0 —131 =31* | =221 4]

A kinematikai peremfeltételek: v; =v; =0, 6,; = 6.3 = 0, ezért most a K és M mat-
rixok 1., 2., 5. és 6. sorait, oszlopait kell torolni. A frekvencidk és a lengésképek a
(3.19) sajatérték feladat megoldasai:

onld | EL[24 07 Lpdlf312 07w, ]_
[K-o'M @ =0, [1—3[0 812}”@ o s |||on |0

A végeselem modell most két szabadsagfoku, ezért a kozelitd mozgasegyenletbdl
legfeljebb kettd sajatértéket, illetve sajatfrekvenciat lehet kiszamitani. A

24(1-13q) 0 , pAl’
det =0, g=
e{ 0 812(1—61)} 17 0k

determinans kifejtésével eldallo masodfoku egyenlet ¢, g» megoldasaival az elsd
két frekvencia kozelito értékei:

g =L o =q420 flz =24594 s, w, =39,14 Hz,
13 I*pA
El L
g, =1, ,=4/g,420 L =88739 5, 0, =141,2 Hz
p

A pontos értékek: w; = 38,51 Hz és w, = 106,0 Hz. A lengésképek a sajatértékek-
hez tartoz6 sajatvektorok:

g: v,=1,0,=0, g, v,=0,6,=1,

ezek lathatoak az 5.15 abran.

e x e /(\59 X
%) 922

5.15 4bra. Az 1. és 2. lengésképek

Oldjuk meg ugyanezt a feladatot a koncentralt tomegli — lumped — tomegmatrix
felhasznalasaval! Az (5.20) elem tomegmatrixok és a rendszer tdmegmatrix:
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1 0{0 0{0 O]

oo 0000 000 0

Lo pAl[0 0 0 0] N pAlOTOTZTOTOO
m=m===15 01 0 M=Z]0 0000 0|
0000 0070010

0 0/0 0,0 0]

A rendszer tomegmatrix diagonal szerkezetii, csak a féatlojdban, ott is csak a
transzlaciés szabadsagfokoknak megfeleld pozicidban vannak zérustdl kiillonbozo
értekek. A kinematikai peremfeltételeknek megfeleld részek torlése utan megmara-

do
EI |24 0 2pALT2 0| v, |_
[Ta[o 812}‘“ > 10 of|e;]=°
sajatérték feladatnak most csak egy megoldasa van:
| EI 4
q,=1/12, o, =./q,420 Iz ;1:256,175 , o, =40,77 Hz .
p

¢€s az is pontatlanabb, mint a konzisztens matrixszal kiszdmolt kozelités. Az ehhez
tartozo lengéskép:

q: v,=1,60,=0.

Az elemszam novelésével diagonal tomegmatrix alkalmazasabol adodo hiba csok-
ken, viszont a sajatérték feladat megoldasat a tomegmatrix diagonal egyszer szer-
kezete leegyszertisiti, gyorsitja.

Néhany altalanosithato tapasztalat:

- A frekvencidk pontos értékei kisebbek, mint a kozelitd frekvencidk, ami az el6z6
feladatnal tapasztaltakhoz hasonloan arra utal, hogy a kisebb szabadsagfok szamu
modell mindig merevebb.

- A masodik frekvencia hibdja nagyobb, mint az els6¢é. Ez is altalanos jelenség, a
sajatértékek indexszamaval a numerikus hiba is ndvekszik.

- A kiszadmithato sajatfrekvencidk — lengésképek szama nem tobb, - esetleg keve-
sebb - mint a rendszer szabadsagfokainak szama.

5.2.7 Sikbeli rudszerkezet

Sikban a 5.16 abra szerinti radelem lokalis koordinata rendszerében egy csomo-
pontnak harom szabadsagfoka van, n = 3, a rad tengely irdnyu u, az arra merdleges
v elmozdulasok ¢és a sikra merdleges tengely koriili 6, forgas. A két csomopontos
rudelem hat szabadsagfoku, N = 6. A szabadsagfokok matrixa:
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lu, v, Hz]T. (5.24)

O

Y;

X; X5
5.16 abra. Sikbeli radelem transzformacidja

Az elem lokalis x, y koordinata rendszerében az egyes elem matrixok a csuklds
végpontl huzott és a hajlitott elem matrixainak 0sszege lesz.

Merevségi matrix: A csomodponti mozgasok (5.23) sorrendjének megfeleléen a
(5.3) és a (5.17) merevségek Osszegzésével az eredd merevseég:

a 0 0 |-a 0 0
0 12b 6bL i 0 -12b 6bL
e | 0 6bL 4bL* | 0 —6bL 2bI’ a=A/L,
ki=£ - 0 0 [a 0 0 | b=L/I. (5.25)
0 —12b —6bLi 0 12b —6bL
|0 6bL 2L | 0 —6bL 4bL’

Tomegmatrix: Hasonldo mdédon lehet megszerkeszteni az (5.4) és az (5.19) konzisz-
tens tomegmatrixok dsszegét:

140 0 0 |

0 156 22Li 0 54 -13L
|
|

2
c_PAL| 0 221 4L } 0 13L 30 . (5.26)

M =0 70 770 0 1140 0 0
0 54 13L i 0 156 -22L
0 -—13L 32! 0 —22L 4

Geometriai merevségi matrix: A csuklds végii elemnél a geometriai merevség nem
értelmezhetd. A hajlitott elem (5.18) matrixa, a megfeleld helyeken zérus elemek-
kel kiegészitve :
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0 0 0 /10 0 0
0 36 3L io -36 3L
N |0 3L 470 -3L -L
e VIO 5L 4L 0 L -4 , 2
Ko =300 00T 00 (5-27)
0 36 -3L10 36 -3L

0 3L -I*10 -3L 4L

Tehermétrix: Az 5.2 ¢és az 5.8 abrakon lathatd csomodponti koncentralt és allando
megoszlo terhelések, valamint a hossz mentén alland6 aA7 hétagulas eredd elem
tehermatrixa a (5.5) és (5.21) 0sszegzésével:

F;l P, -1 0

Fyl py 0 0

0| | pL/6 0 -1
pe=|——|+=| =2---= |+ QAT AE| -= |-aAT, EI | - | .  (5.28)

F,| 2| p, 1 g 0

FyZ py O O

| 0 ] _—pyL/6_ | 0] | 1]

A lokalis rendszerben felirt elem matrixokat at kell forgatni a szerkezeti, vagy glo-
balis rendszerbe. A 5.16 abran a f iranyszdggel megadott helyzetii egyenes elemnél
a csomopontok lokalis x, y és a globalis X, Y iranyt mozgasainak kapcsolata:

u Uc+Vs

s=sinf,
A=lv|=|-Us+Vc|,
(3x1) c=cospf .
0. 0.

A sikra merdleges tengely koriili 6. forgas mindkét rendszerben ugyanaz. Az elem
L hossza és az iranyat megado szogfiiggvények most is az (5.7) szerint szdmitha-
tok. Az elem lokalis és globalis szabadsagfokainak kapcsolatat a

U'=TD*, U’ =D"T" | (5.29)

transzformaci6 adja meg, ahol D° az elem globalis szabadsagfokainak matrixa és T
a két rendszer kozotti transzformécié matrixa:

e T
D :[Ul v, e,U,7, ‘9z1] )
T. 0 c s 0
T={ 2 },TZ: -sc0 (5.30)
0 T, 001 s=sinf},
c=cospf .

Az elemben a (5.6) virtualis alakvaltozasi energia a lokélis és a globalis paraméte-
rekkel kifejezve:
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2

5U=5U€Tk€U€:8D@T(TT kK T jDe —5D° K¢ D*

(1x6) \ (6x6) (6x6) (6x6) J(6x1) (1x6)  (6x6) (6x1)

ahol K* a ridelem globalis (sikbeli) merevségi matrixa. Hasonl6 médon transzfor-
malhat6 az elem tomege, geometriai merevsége €s tehermatrixa. Osszefoglalva a
transzformacios formulédk a kovetkezok:

K'=T'kT, M°=T'm‘T, K, =T'k{,T, P°=T'p° .(5.31)

5.2.8 Példa: Keret hoterhelése

Az 5.17 é4bra szerinti, allando keresztmetszetli sikkeret hdmérséklete egyenletesen
megnovekszik. Szamitsuk ki a sarokpont mozgasat és a keret igénybevételeit!

L=2m, L,=1m, A=1800mm’, /_=1,35-10" mm*,
E=2:10°MPa, «a=1,2:10°/C’, AT,=10C’.
L,

Z
X

1006 | 3

5.17 &bra Keretszerkezet hoterhelése

A két radelembdl 4ll6 modell Osszes szabadsagfoka 9, csomopontonként két el-
mozdulas és egy forgés a globalis X, Y rendszerben. Ezek sorrendje:

[Ul noe §U2 v, ‘922“]3 v ‘923]

zl i

Az 1. elem (5.24) lokalis és (5.30) globalis merevségi matrixai és a tehervektorok is
megegyeznek, mivel az irdnyszog f = 0, és az (5.29) T transzformacio egységmat-
rix:

a=A/L=03mm, b=1_/L = 6,25-10° mm, 4adT =0,072 mm’

(0,3 0 0 [-03 0 0

0 7510% 0751 0 -7,510% 0,75

0 075 1000 0  -0,75 500

K =k!=E| —2———__= Lok U N A vt _
0370 01703 0 0

0 -7,510% —0,751 0 7,510 0,75

0 075 500} 0 0,75 1000
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P'=p'=E0,072[-1 0 0|1 0 0]

A 2. elemnél az X és x, irdnyok kozotti szog f=-n/2,c=0,s=-1. Az (5.24) loka-
lis merevség és az (5.29) transzformaci6é matrixai:

a=A/L,=0,6 mm, b=1/L=510" mm,

06 0 0 06 0 0 ] [0-10/0 0 0]
0 6107 3 10 —6:10° 3 100000
» .| 0 3 21000 -3 10° lootooo
K= %6 00106 0 0 | 'T|5000-i0
0 —6-10° 310 610° -3 000100
0 3 10010 =3 2:10°] 1000001 ]

¢és a 2. elem (5.30) globalis merevsége:

[6-10° 0 3

K T'KTog| 3 075 2000} -3 0 1000
6-10° 0 -3 56-10-3 0 0
0 -06 0 1 0 06 0

3 0 1000} O 0 2000

A 2. elem lokalis és globalis tehervektorai:

p’=E0,072[-1 0 0{1 0 0]

PP=T'p’=E0,072[0 1 0!0 -1 0]
A globalis rendszerbe transzformalt elemi matrixokkal a mar ismert médon Ossze-
allithatjuk a rendszer matrixokat. A V; = U; = V3 = U; = 0 kinematikai peremfel-

tételeknek megfeleld sorok — oszlopok torlése utdn megmaradd linearis egyenlet-
rendszer és megoldasa a kovetkezo:

0,306 0 3 [0, 1
0 060075 0 | ¥, |=0072|1
3 0 3000] 6, 0

U,=0,2373mm, V,=11959 mm, 6_, =-2,373-10"

A keret deformalt alakjat mutatja az 5.18 abra.
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5.18 abra. Keret mozgasa

A csomopontokra hatd erdket az elemek egyensulydnak (5.22) feltételébdl hataroz-
hatjuk meg, de eldtte a csomoponti mozgéasokat vissza kell forgatni az elemek loka-
lis rendszerébe. A csomoOponti igénybevételek elemenként:

0 —N, 158
0 -V, 48,4

v -|° M| g | 38200

10,2373 N, | P =l isg

1,1959 v, 48,4
| —2,373-107" | M, | | 58600 |
11,1959 ] [-N, ] 48,4
~0,2373 -V, 158

Ut - -2,373-107 , -M U p? ~58600
0 N, —48,4
0 V., ~158
0 | M, 199700 |

Az elemek végponti igénybevételei lathatoak az 5.19 abran.

484N 484N 484N
158 N 1 158 N 58.6 Nm
382 Nm 58.6 Nm 158N
158 N
e
99.7 Nm
48.4N 1‘

5.19. Keret csomoOponti igénybevételei
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5.3 A Timoshenko rdadelem

A 3.1. fejezetben, a (3.6) egyenletekbdl lathatd, hogy az Euler-Bernoulli elmélet
nem veszi figyelembe a nyirasi alakvaltozasokat. Ez annak a feltételezésnek a ko-
vetkezménye, ami szerint a keresztmetszet sikja mindig merdleges a rad gorbiilt
tengelyére. A Timoshenko elmélet ezt a megkotést feloldja, és bar korlatozottan, de
a (5.26) egyenletek szerint szamol a nyir6 fesziiltségeknek a mozgasra gyakorolt
hatasaval.

A sikbeli hajlitott Timoshenko radelem egy keresztmetszetének mozgasat a 3.13
abran lathaté modon két fliggetlen paraméter hatarozza meg, a v lehajlas és a 6.
forgas. Az L hosszusagu elem egy belsé pontjaban ezeket fiiggetlen mozgés para-
métereket a csomoponti

U® = [Vl 0, v, ez]T

(4x1)

szabadsagfokokkal a kovetkezé formaban interpolaljuk:

{v(é)} {Nl N, N, Nﬂ .
= U, &=x/1L,
92(&.)) NS N6 N7 N8

ahol az interpolécios fiiggvények:

N =@(1+3y +E-287), N, =L(11_é)f(l+%—§} ,

" 1+B +B
g ¢ 1)y 5 (5.32)
__ < _nx2 —7\> =y
N3—1+By (B,+3¢-2¢%) , N, L1+By 4{ : +5J,
N, =8&-V Néz(l_é)(l+3y—35),
L 1+B 1+By
Y (5.33)
N7=EM, N, = < (B,-2+3¢),
L 1+By 1+By
_12 1
YOI GA,

Az itt szerepld A, keresztmetszeti jellemzd a nyird teriilet, ennek értelmezését és
jelentOségét a 3.2.2 fejezet ismertette.

Az Euler-Bernoulli ridelemnél hasznalt (5.16) harmadfokt interpolécios, vagy
forma fliggvények a hajlitott ridelem (3.8) szerinti, £/.v"" =0 homogén, negyed-
rendl alapegyenletnek az egységnyi végpont mozgasokkal vagy forgasokal, mint
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peremfeltételekkel meghatarozott megoldasai. Ezt az eljarast itt is alkalmazva, az
(5.31) interpolacios fiiggvények a Timoshenko rudelem (3.27) homogén (p, = 0)
egyenleteinek megoldasai.

A tovabbiakban, a mar ismert médon, az interpolacios fiiggvényeket behelyettesit-
ve a (2.28) alakvaltozasi energia ndvekménybe,

SU=|EI.0.80 "dx+|GA(v-0.)8(v' —0._) dx=0U" k°U®,
I z7z z I ( Z) ( Z)
L L

felirhatjuk a Timoshenko rGdelem merevségi matrixat:

12 6L -12 6L

. El 6L (4+B,)° -6L (2-B,)L

(s 2 ( —6i) 12 ( —62) - (5:34)
y

6L (2-B,) -6L (4+B,)L

Ha a nyiras hatéasat elhagyjuk, azaz B, = 0, akkor ez megegyezik a (5.17) merevsé-
gi matrixal.

A tovabbi elemmatrixok szarmaztatasa az Euler-Bernoulli radelemnél mar bemuta-
tott modon torténik. Ennek tovabbi részletei megtaldlhatok Przemieniecki [5]
konyvében.

5.4 A St’Venant féle csavarasi modell

Térbeli radelemek lehetséges igénybevételei a hlizas, a két fotengely koriili hajlitas-
nyirds és a csavards, amelyek hatdsa egy egyenes elemre egymastol fiiggetleniil
vizsgalhato.

A St’Venant féle, vagy szabad csavarasi modell alapvetd feltételezése, hogy a rud
keresztmetszetében csak csusztatd fesziiltségek jonnek 1étre. A szabad jelzd itt arra
utal, hogy ebben a modellben a keresztmetszet tengely irany mozgasat, a csavarasi
vetemedést semmi sem gatolja. Csavaraskor a keresztmetszeti jellemzok kozott, a
C geometriai kdzéppont mellett, megjelenik még két masik nevezetes pont, a csa-
varo kézéppont és a nyiro kozéppont. Tiszta csavaras soran a keresztmetszet forga-
sanak polusa a csavard kozéppont. A nyird kdzéppont pedig az a pont, amin atme-
nd y-z sikbeli nyird erd hatasara — iranyatol fiiggetleniil — a rad igénybevétele nyi-
ras és hajlitas, vagyis nincs csavaras. Igazolhatd, hogy ez a két pont, amit az 5.20.
abran a T jelol, egybeesik. (Muttnydnszki [11])
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5.20. abra. Csavart rud elmozdulasai

A kor keresztmetszetii rad tiszta csavarasakor, feltéve hogy a 6, elcsavarodasi szog
kicsi, az elmozdulas koordinéték a (3.29) alapjan a kovetkezok (5.20 abra):

u,=0, wu,=-0z, u=0y. (5.35)
A (2.4) geometriai egyenletekkel a zérustdl kiilonb6zd alakvaltozasok:

au ’ '
’nyz%—i__y:_e z, _aux—i_%:exy P

oy ox T T

¢s a Hooke torvény felhasznéalasaval a cstisztatd fesziiltségek:
! !
1, =-G0,z, 1.=G0y .

A rudelem egy keresztmetszetét terheld M, csavaro igénybevétel, a kiilsoé €s belso
erok statikai egyenértékiiségébol:

M, =[(t.y-7,2)d4=G6,[(y* +2")d1=Go,J .
A A
A J csavarasi masodrendii nyomaték kor keresztmetszetnél megegyezik a polaris
masodrendli nyomatékkal, J = I, = I, + I.. Nem kor alakt keresztmetszetekre a J

keresztmetszeti jellemzot a 2.3 fejezetben bemutatott St’Venant féle csavarasi fel-
adat megoldasabol, a (2.36) szerint kell kiszamitani.

A virtualis munka (2.25) elvében a bels6 erdk virtualis munkaja:

SU = [&'C dedV = [ [ G(, 8y, +1.5y..)dA dx =

' o | (5.36)

= [G(1,+1.)0,36,dx = [GJb,'50,'dx= SEJGJax’zdx .
L L L

A tehetetlenségi erdk virtualis munkdjanak szamitasakor figyelembe kell venni,
hogy a forgd mozgas polusa az 5.20 abra szerinti T csavard/nyird kozéppont:

u, Z—QX(Z—ZT) , U, zﬁx(y—yr) ,
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8T = [pii"SudV = | ( [ p( ii,du, +iidu, )dA] dx =
vV L\ 4

=Ipéx86x(f[(y—yf)z +( z—zT)z}dA ]dx: (5.37)

A

= [pt,,6, 36, dx.
L

1 I ) 1 N N; 1
| |
Hxl | l 0)62 X:éL
: o '_:> ._..>

5.21 é4bra. A két szabadsagfoku csavart radelem és a linearis formafiiggvények

Tiszta csavaraskor a keresztmetszetek csak forognak a rad x tengelye koriil. A rad-
elem végéin 1évé csomopontok szabadsagfoka n = 1, a két csomoponti egyenes
elem szabadsagfoka N = 2, ¢és az elem szabadsagfokok matrixa:

v= [0, 6,]" . (5.38)
A két csomoponti értékbdl az elem belsd pontjaiban a 6, elcsavarodast a kovetkezd
linearis interpolacioval hatarozhatjuk meg:

— _ T e
0(x)=60,N,+6,N, = (1§2) (12{1) , (5.39)
ahol N; és N, a csuklos végponti elemnél mar hasznalt (5.2) lineéris formafiiggvé-
nyek. Mivel (5.3) és (5.34) energia kifejezések is alakra hasonloak, a tovabbiakban
az elem matrixok szarmaztatasa is ugyanugy torténik, mint a huizott rudelem esetén.

A (5.37) interpolécié szerint a 6, elcsavarodds linedris fliggvény, ami pontosan
megfelel a St 'Venant féle, vagy szabad csavarasi modell alapvetd feltételezésének,
ami szerint df,/dx = = allando.

Merevségi matrix: A lineéris (5.2) formafiiggvények N'" :[—l 1] derivaltjainak

helyettesitésével a (5.34) alakvaltozasi energia ndvekmény ¢€s az elem merevségi
matrixa
GJ |
oU = [GJ6/50/dx=5U" kU, Kk ==—[N'N"d¢,
7 “ 22) L v (24) (2)

1 -1
oG]
L|-1 1
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Ez az egyenes, csak csavardsra igénybevett ridelem (5.6) merevségi matrixa a rad
lokalis koordinata rendszerben.

Tomegmatrix: Dinamikai feladatoknal az elcsavarodas és a szoggyorsulas:

0.(x,t)=N"U(¢), 6 =N'U°, &0, =5U"N.
¢és a (5.35) tehetetlenségi er6k munkajabol a konzisztens tomegmatrix:

5T=J.Plpréx 80, dx=8U"mU°, I, =1x+]y+A(yﬁ+z§) ,
L

m’=p

5.41
1,L[2 1 (541
6 |1 2|

A konzisztens tomegmatrix helyett gyakran hasznaljdk a diagonal szerkezetli to-
megmatrixot:

e _PLLML 0
" [0 1}'

5.5 Térbeli keretszerkezet,

Térbeli radelemek lehetséges igénybevételei a hlizés, a két fétengely kortili hajlitas-
nyiras €s a csavaras. A radelem lokélis koordinata rendszerében (a 4.22. abra sze-
rint x a rad tengelye, y és z a keresztmetszet C kdzépponti fétengelyei) nézve a sza-
badsagfokok ¢€s igénybevételek kapcsolata a kdvetkezo:

- N huzas: x tengely iranyu u elmozdulés,

- M, hajlitas, V. nyiras: z tengely irdnya w elmozdulas és 0, forgas,

- M. hajlitas, V, nyiras: y tengely iranyu v elmozdulés és . forgas,

- M, csavaras: a T nyirokdzépponton atmend x tengely koriili 6, forgas.

Wiy

N L 5
. []‘.2 /
1 !
2 ﬂ.!::
I - -
f:i'” h T ::;'—/-r"—l——— —L\‘|—h- Wa
- .
- e //
/_,-" _,::___/ /,—-‘" ﬂ.hl
T -
=1 - T ?_,_,-"
o -
- 7 ,
— =W

5.22 abra. Térbeli rudelem lokalis szabadségfokai
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110 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

Ebbdl kovetkezik, hogy a riidelelem végein 1évé csomdpontoknak hat szabadsagfo-
ka van, n = 6, a két csomopontos rudelem szabadsagfokainak szama N = 12. Az
elem szabadsagfokainak matrixa:

AI
v =" A=[u, v wle, 0, 0].i=12.  (542)
(1241) A2 i i i i zi

(6x1)

Az elem 12x12 méretli merevségi matrixa a rad lokélis rendszerében az el6zdekben
részletezett (4.3) 2x2 méretli huizott elem, kétszer a (4.17) 4x4 méretli hajlitott elem
(az y-x és a z-x sikokban torténd mozgasokbol) és a (5.38) 2x2 méretli csavart elem
merevségeibdl, a (5.40) szabadsagfok sorrendnek megfeleléen rakhato 6ssze:

K = k;, k,
=7 ) (5.43)
(12x12) k12 k22
ahol a 6x6 méretll almatrixok a kovetkezok:
A—E 0 0 0 0 0
L
0 125]2 0 0 0 6ZLZZIZ
12E1 6EI
0 0 i 2 - Lz) 0
n= GJ >
(6) 1 0 0 0 - 0 0
L
6E] 4E]
0 0 - L2y 4 0
0 6EZIZ 0 0 0 4EI.
L L L
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AE 0 0 0 0 0
L
0 12;712 0 0 0 6?2
121, 6EI
0 0 - Lzy 0
kzz = GJ »
(6x6) 0 0 0 - 0 0
6EI 4EI
0 0 Lzy Y 0
0 6EZIZ 0 0 0 4EI.
L L L |
_AE 0 0 0 0 0
L
0 _12512 0 0 0 627212
12E1
0 0 — - 6Efz 0
k, = L GJ L
©6) 10 0 0 - 0 0
0 0 6EI, 2EI,
I? L
0 ~ 6EZIZ 0 0 0 2FI
L L L |

Hasonlé modon kell eljarni a tomeg, a geometriai merevség és a teher matrixok
esetén is.

5.5.1 Transzformaciok

A kovetkez6 1épés az elem matrixok atforgatasa a globalis X, Y, Z, vagy szerkezeti
koordinata rendszerbe. A ridelem tengelye lokalis x, a keresztmetszet fétengelyei
pedig a lokalis y és z tengelyek. A két koordinata rendszer kozotti forgatési transz-
formacid elvileg ugyanolyan, mint amit mar a sikbeli keretszerkezetnél a (5.30)
egyenletek kapcsan részleteztiink.

A 5.23 abran berajzoltuk a globalis és lokalis koordinata tengelyek irdnyaba mutatd
E. E,, E. és e, e,, e. egységvektorokat. A lokalis egységvektorok koordinatai a
globalis rendszerben legyenek

e =lE +mE +nE

x7 "z’

e, =lE +mE +nE_,

e.=LE +mE +nE_.
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V4

5.23 é4bra. Lokalis és globalis koordinata rendszerek
Egy u (elmozdulés vagy forgés) vektor mindkét rendszerben felirhato:
u=ue +ve +we =UE +VE +WE._.
Szorozzuk meg ezt az egyenletet az e, e,, e. egységvektorokkal, az eredmény a
lokalis és globalis vektorkoordinatak kapcsolata

u=Ul +Vm +Wn_, v=Ul, +Vm, +Wn,, w=UL+Vm, +Wn_,

vagy ugyanez matrix szorzat formajaban:

u U [, m, n
vI=T|\ V|, T=(l, m, n,
w W lZ mZ z

Legyen D’ az elem globalis szabadsagfokainak matrixa és T a két rendszer kozotti
transzformacio. Az elem lokalis és globalis szabadsagfokainak - a csomoponti el-
mozdulés és forgas vektorok - kapcsolata:

U‘=T D°, U'=D7 T

(12x1)  (12x2)(12x1)  (x12)  (Ix12) (12x12)

ahol T a két rendszer kozotti transzformacié matrixa:

T, 0 0 0
o T, 0 0

T=lg ¢ T o (5.44)
0 0 0 T,

Az elemmatrixok transzformacids formuldi, az (5.30) egyenletek felirasanal kove-
tett gondolatmenet szerint a kovetkezok lesznek:

K'=T'kT, M°'=T'm‘T, K, =T'k{T, P°=T'p° . (5.45)
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Ebben a fejezetben részletesen bemutatott rudelem jellemzdinek szamitasai az
Euler-Bernoulli radelméleten alapulnak, ami elsésorban hosszu rudakra alkalmaz-
hat6. Vastag rudaknadl, - ha a keresztmetszeti méret és a hossz viszonya nagyobb,
mint =0,1 - a nyirasi alakvaltozasok hatdsa mar jelentds lehet, amint azt a 2.1.2
fejezet péld4janak eredménye is mutatta. Ilyenkor a Timoshenko elmélet alapjan
kiszamitott, és a 4.3 fejezetben roviden leirt, elem matrixokat kell hasznalni. A
szamitasok menete a két elméletben hasonld. A kdzismert végeselem programrend-
szerek szinte kivétel nélkiil a Timoshenko féle vastag rudelemet hasznaljak.
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6 Sikfeladatok

Egy rugalmassagtani feladat megoldasa soran, amint azt a 2.1.5 fejezetben részlete-
sen bemutattuk, a legéltalanosabb esetben 15 egyenletbdl allé rendszert kell kezel-
ni. A mérnoki mechanikai szdmitasokban nagy jelentdsége van azoknak az egysze-
risitd feltételezéseknek, amelyekkel jelentés mértékben tudjuk csokkenteni a fel-
adatban szerepld ismeretlenek szamat. A mechanikai modell kialakitdsa soran eze-
ket az egyszeriisitéseket a szerkezet mérete, alakja és a terhelés modja indokolja.
Az ¢el6z6 fejezetekben lathattuk, hogy az egydimenzios (1D) radmodell akkor al-
kalmazhat6, ha a keresztmetszeti €s a hossziranyl méretek ardnya ezt indokolja.
Rudak esetében feltételeztiik, hogy a mechanikai jellemzdék - elmozduldsok, fe-
sziiltségek - a keresztmetszeti koordinatak (y és z masodrendii nyomatéki fétenge-
lyek) egyszerti, altalaban linearis fliggvényei.

A mechanikai modellek masik nagy csoportjat alkotjak a kétdimenzios (2D) fel-
adatok, ahol feltételezziik, hogy egy koordinata - legyen ez a z - irdnydban a me-
chanikai jellemzdok egyszerii, tobbnyire allandé vagy linearis fiiggvények szerint
valtoznak. A legismertebb kétméretli modellek a sikfeladatok és a siklemez és gor-
biilt héjszerkezetek.

A rugalmassagtan térbeli, harommeéretti (3D) feladatat harom egyszeri mechanikai
modell alkalmazasaval lehet sikbeli, kétméreti feladatra redukalni. Ezek a sikfe-
sziiltségi allapot, sik alakvaltozasi allapot és forgasszimmetrikus problémak.

6.1 Sikfesziiltségi allapot

Sikfesziiltségi allapot alakulhat ki egy sik kozépfeliiletli, vékony testben, ha a kiilso
terhelések ereddje is a kdzépfeliilet sikjaban van és az alakvaltozas sordn a test ko-
zépfeliilete sik marad, nem gorbiil. A tovabbiakban a kozépfeliilet legyen az 6.1
abra szerinti x, y koordinata sik. Mivel a test # vastagsaga kicsi, a z irdnyu fesziilt-
ségek is kicsik, j6 kozelitéssel zérusértekiick. A nem zérus fesziiltségek matrixa

¢ =[c, o, 1,] (6.1)

A fesziiltségek a ¢ vastagsdg mentén nem valtoznak, értékiik allandod, €s nincs hajli-
tas. Ezért gyakran nevezik a hajlitds mentes sikfesziiltségi allapotot membran fe-
sziiltseégi allapotnak.

Az sikbeli alakvaltozasi koordinatak a kozépfeliilet u,(x,y), u,(x,y) elmozdulasaibol
- kis alakvaltozéasok esetén - az (2.4) osszefliggések szerint a kovetkezok lesznek:

g’ =[sx g, yxy] )
_Ou ou 0 ou (6.2)
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6.1 abra. Sikfesziiltségi allapot

Sikfesziiltségi allapot esetén a sikra merdleges iranyu €. fajlagos nyulds nem zérus,
de értéke a o, = 0 feltételbdl kiszamithato. A (2.10) altalanos Hooke torvénybol

—O— * * *
c, = —cz(sx—ex)+cz(sy—sy)+cl(az—82) ,

majd az (1.11) ¢, ¢, anyagjellemzdk helyettesitése utan:

* C * * A% * *
€, —¢€ = —c—j[(sx —Sx)+(8y —gy)} = —:[(sx —gx)+(gy —sy)]. (6.3)
A nem kozvetlen mechanikai hatdsok kdvetkeztében kialakuld alakvaltozasok min-
den irdnyban azonos hétagulasi tulajdonsag esetén

* *

g, =€, =6, =0ATy,
ahol a a linearis hoétagulasi egyiitthatd és ATy(x,y) a testnek a vastagsdga mentén
allando homérsékletvaltozasa. Ebben az esetben a z irdnyt fajlagos nyulas:
__Sf(e —g Y I+v
€, = . |:(8X SX)-l-(Sy sy)} = l—V(Sx +8y)+ T—v aAT, .

A (6.1) és (6.2) sikbeli fesziiltségek és alakvaltozasok kapcsolata a (2.10) altalanos
Hooke torvénybdl a (6.3) helyettesitésével a kovetkezd matrix egyenlet forméjaban
irhato fel:

0 & ~¢ (6.4)

v .
1 0 ay—si
0 (1-v)/2|vy

*

X ny
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A (6.1) fesziiltségkomponensekre vonatkoz6 (2.8) egyensulyi egyenletek:

0 0 0
an + Txy +qr -0 , Tyx n G)’ +q,= 0 , (65)
ox oy ox oy 7

ahol g, és g, a térfogati er6hatas koordinatai.

Megjegyzés: A szakirodalomban gyakran hasznaljak az dltaldanositott sikfesziiltségi
dllapot megnevezést is, amikor a sikfesziiltségi allapot feltételezései nem pontosan,
hanem csak a ¢ vastagsag menti atlagokra érvényesek:

JGZdZ :I T dz :I T,.dz=0.
t t t

Ebben az esetben a sikfesziiltségi allapotra vonatkoz6 egyenletek és eredmények
valtozatlan formaban érvényesek, de azok a vastagsag menti atlagokra (atlagos fe-
szlltségek, terhelések és atlagos elmozduldsok) vonatkoznak.

6.2 Sik alakvaltozasi allapot

Sikbeli alakvaltozasi allapot alakul ki egy z tengelyti hengeres testben, ha a kozép-
feliilet sikjaval parhuzamos terhelések hatasara a z irdnyu méretek nem valtoznak.

z
6.2. Sik alakvaltozasi allapot

A nem zérus alakvaltozasok matrixa
e =[e, & 7v,] (6.6)

Sikbeli alakvaltozasi allapot esetén a kozépsikra merdleges iranyu o fajlagos nyt-
las nem zérus, de értéke a €, = 0 feltételbdl kiszamithato. Az (2.12) altalanos Hooke
torvénybdl:
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1 .
€ =0=E(—VGX—VGY+GZ)+SZ ,

z

6.7)
c. :v(cx +Gy)—E8: :

A (6.5) sikbeli alakvaltozasok és a (6.1) sikbeli fesziiltségek kapcsolata az (2.10)
altalanos Hooke torvénybdl a harmadik sor és oszlop elhagyasaval a kovetkezo
matrix egyenlet formdjaban irhato fel:
6:C(8—8*):Cs—c* ,
d d 0
E 1 2 (1 _ V)
C=——-d, d 0 |,d = , d, =
1+v (
0 0 1/2

(6.8)

A sikfesziiltségi és a sik alakvaltozasi allapot egyenletei k6zott csak az anyagtor-
vény (6.4), (6.8) C matrixdban mutatkozik eltérés. A tovabbi egyenletek valtozatlan
formaban érvényesek mindkét modellre. A sikbeli (6.6) alakvaltozasi koordinatak
és a kozépfeliilet pontjainak u.(x,y), u,(x,y) elmozdulésai k6z6tti kapcsolatot a (6.2)
Osszefiiggések, a sikbeli fesziiltség koordinatakra vonatkozo egyensulyi feltételt
pedig a (6.5) egyenletek irjak le.

6.3 Sikfeladatok végeselem modelljei

Az eldézdekben roviden bemutatott két sikmodell kozos jellemzdje, hogy a z = 0
kozépfeliileten 1évé pontok mozgasat az u.(x.,y), u,(x,y) elmozdulas koordinatdk
(dinamikai feladatokban u.(x,y.f), u,(x,y,t) elmozduldsok) adjak meg. Ezek ismere-
tében a test barmely pontjaban meghatarozhatjuk a tovabbi alakvaltozasi és fesziilt-
ség jellemzOket. A végeselem modell a test kozépfeliiletéhez kotott, az elemek egy-
szerll sikbeli alakzatok, haromszogek vagy négyszdgek. A tovabbiakban csak ha-
rom egyszerd, de igenfontos elemtipust vizsgalunk részletesebben: a linearis ha-
romszog, a linedris négyszog €s az izoparamtrikus négyszog elemeket. A harom
elemtipus kapcsan attekinthetjiik azokat a fontos alapelveket és mdodszereket, ame-
lyek a bonyolultabb, masodfokt vagy magasabb fokszamu elemeknél is alkalmaz-
nak.

A kiilonb6z6 elemtipusokra vonatkozd 0sszefiiggéseket és elem matrixokat a virtu-
alis munka elvének (2.25)

317 (u)= [&'C dedV + [ pii” Sudv -
14

v

v Ap v

(6.9)
_[ [e7Coear+ [p'oudd+[q'du dVJ
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118 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

alakjabol kiindulva irjuk fel, ahol u az elmozdulés, p és q a feliileti és térfogati ter-
helések, € az alakvaltozas, € a nem mechanikai hatasokbol kdvetkezd alakvaltozas,
C a rugalmas test anyagjellemzdinek szimmetrikus matrixa, ii a gyorsulas, és p a
tomegstiriiség. A virtualis munka elve szerint a kinematikailag lehetséges elmozdu-
lasok koziil az lesz az adott linedaris rugalmassagtani feladat megolddsa, amelyik
teljesiti a virtualis munka elvét.

6.3.1 Linearis haromszogelem

A linedris haromszogelem a végeselem modszer elsd és legegyszeriibb elemtipusa,
amit Turner €s szerzOtarsai publikaltak [1] még 1956-ban. Haromszogekbodl allo
halozattal szinte barmilyen alakzatot jol le lehet fedni és a gorbe hatarvonalakon az
elemméret csokkentésével elfogadhatd szintre lehet csokkenteni a geometria hibat.
Egy elemhalozat és egy elem lathatd a 6.3 abran. A csomdpontok a hdromszog sa-
rokpontjai. A halozatban egy csomdponthoz tetszéleges szamu elem sarokpont
csatlakozhat.

y 3(x3,3)
Uy2
T Ux2
> ——>
2(x2,)2)
1(x1,1) X

6.3 abra. Linedris haromszogelem

A 6.3 abran lathato elem egy csomdpontjanak szabadsagfoka n = 2, a két elmozdu-
las koordinata (u. és u,), és egy elem szabadsigfoka a harom csomopontban az
elmozdulasok szama, N = 6. A csomopontok szdmozasa mindig az 6ramutatd jara-
saval ellentétes. Az elemek alakja elvileg tetszdleges, de célszerli, ha egyik szog
sem tompaszog. Egy elemhez tartozé dsszes elmozdulés jellemzd - a szabadsagfo-
kok - matrixa legyen
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Al
u..
U =|A |, A { *’},i:l,z,a (6.10)
(6x1) (2><1)l- uyi

3

A haromszogelem egy belsd pontjdban az elmozdulds koordinatakat az egyeldre
ismeretlen U° csomoOponti szabadsagfokokbol a kovetkezé interpolacioval hataroz-
zuk meg:

0 ()= N (63) ., (63)= D, (N, (5.9),

i=1 i=1

vagy ugyanez a (3.4) matrix szorzat formajaban felirva:

u, . N, O!N, O0!N, 0
u = =NU, N-= z z . (6.11)
(2x1) u, (2x6) (6x1) (2x6) 0 N, | 0 N, | 0 ]\[3

Az N; interpolacios, vagy formafliggvények az x €s y koordinatak linearis fliggveé-
nyei:

N, =a,+bx+cy, i=1,23.

Az interpolacios fiiggvényekben 1€évo kilenc egyiitthatot a sarokponti értékekbdl
hatarozhatjuk meg:

Nl('xl’yl)zl , Nl(xz,y2)=0, Nl(x3’y3)=0>
Nz(xl’yl)zo’ Nz(leyz)zl ) Nz(x3’y3):0 )
N3(xl’y1)=0> N3(x2,y2)=0 , N, (x3’J’3):1-

A fenti egyenletrendszer megolddsa utdn a harom formafiliggvény egyiitthatoit kife-
jezhetjlik az elem sarokpontjainak koordinataival:

1
N, :_I:(xzy3 _x3y2)+(y2 _ys)x+(x3 _xz)J’] s

24,
1
N, :2_Ae (x3yl_x1y3)+(y3_yl)x+(xl_x3)y] s 6.12)
1
N, :g[(xlyz_xzy1)+(y1_yz)x"'(xz_)%)J’] s

24, :(xzys _x3y2)+(y2 _y3)x1 +(x3 _xz)yl .

ahol 4, a haromszog teriilete. Ezek a linedris interpolacios fliggvények lathatdak az
6.4 dbran. A formafiiggvények értéke zérus a csomopontokban, kivéve azt az egyet,
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aminek a sorszama megegyezik a fliggvény sorszamaval, ezt nevezik ,.delta fiigg-
veny” tulajdonsagnak:

N,(x,,y,)=0 hai=j,és N,(x,)=1. (6.13)

Az (6.12) interpolécios fliggvények teljesitik a 3.1.1 fejezetben megfogalmazott
feltételeket. Belathatd, hogy ha a csomdpontokban egy merevtestszerti mozgéasanak
megfeleld értékeket adunk meg, akkor a belsé pontok is kovetik ezt a mozgast.
Példaul, az x irdnyu d eltolodas esetén uy; = uy = uy3 = d és az (6.11) alaku inter-
polaciobdl egy belsd pont x iranyu mozgasa:

ux(x,y)zdiNi(x,y)zd ,

i=1 i

N, (x,y)=1.

3
=1

Rovid szamolassal igazolhat6, hogy hasonld eredményre jutunk mas jellegii merev-
test mozgas vagy forgds estén is.

N, Ni(x.p) Na(x,p) Ns(x.p)

6.4 abra. A linedris interpolacids fliggvények

6.3.1.1 Teriiletkoordinatak

Az interpolacios fliggvények megszerkesztésének egy masik lehetdésége a hadrom-
sz0g teriiletkoordinatak alkalmazéasa. Az 5.5 dbra jeloléseivel, egy belsé P pont
terliletkoordinatai a rész-haromszogek és az egész haromszog teriiletének aranyai:

L=, =2 =5 (6.14)

A sikban egy pont helyzetét két koordinata hatdrozza meg, ezért a harom tertiletko-
ordinata nyilvan nem lehet fiiggetlen:

A4 A

L1+L2+L3:i+ —=1.
A A A

A héroszogkoordinatak egyik fontos tulajdonsaga lathaté az 6.5 abran. Az 1 cso-
moponttal szemben 1év6 2-3 oldallal parhuzamos egyenesen 1évo P €s P’ pontok L
koordinataja azonos, a 2-3 oldaltél mért merdleges tavolsaguk Lim;. Az L, = dl-
lando koordinata vonalak a 2-3 oldallal parhuzamos egyenesek.
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6.5 abra. Haromszog teriiletkoordinatak.

Hasonl6 megallapitasok vonatkoznak az L, €s L3 koordinatakra. Ezeket a koordina-
ta vonalakat mutatja az 6.6 abra. Ha a P pont egybeesik valamelyik csomoponttal,
akkor a megfeleld teriiletkoordinata egységnyi, a tobbi zérus, példaul a 2 pontban
L1=0,L,=1, L3 =0. A haromszog kozéppontjanak teriiletkoordinatai: L, = L, =
Ls = 1/3. Lathato, hogy a teriilet koordinatak teljesitik a formafiiggvényektol elvart
(6.13) ,,delta fiiggveny” tulajdonsagot. Ez alapjan, és a 6.4 és 6.6 dbra 9sszehasonli-
tasaval belathato, hogy az (5.12) linearis interpolacios fiiggvények megegyeznek a
tertiletkoordinatakkal:

N =L, N,=L,, N,=L,. (6.15)

1L2:0

6.6 abra. Teriiletkoordinata vonalak.
A teriiletkoordinatak hasznélatanak elOnyei igazdn a magasabb fokszamu interpola-
cios fiiggvények megszerkesztése sordn jelentkeznek.

6.3.1.2 Elemmatrixok

Az interpoléacids fliggvények meghatarozdsa utdn kiszamithatjuk a 6.1 virtualis
munka elvben szereplé mennyiségeket. A (6.2) alakvaltozasok

3 N. ou 3 .
6 = Ou, :ZuxiL , 8_:—y:Zu i% ,
5)( i=1 ax g ay i=1 g ay
=S u N, +u N,
ny P xi ay yi ax ’

ami a (6.12) interpolacid helyettesitése utan atrendezheté a (6.5) matrix szorzat
formajaba:
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S.X
e =le |=B U°,
(3x1) Y (3x6) (6x1)
Vo . (6.16)
[ 0 1y=n 0 iyn-y
B:g 0 X, —X, 2 0 X, =X, 2 0 X, — X,

Xy—=Xy Vo= Vs i X5 =X M=V i X=X V=,

Lathato, hogy az alakvaltozasok elemenként allandoak, ezért nevezik ezt az elemti-
pust ,,constant strain triangle”, vagy CST elemnek is.

Most azt is ellendrizhetjiik, hogy a csomdpontok merevtestszerli mozgasa kozben
nincs alakvaltozas. Példaul az 1 csomopont koriili kicsi a forgés esetén az 5.3 dbra
adatival a csomdponti mozgasok

U =a[0 0f(n-1) (n=x)](n-») (xn-x)].

(6x1

¢s az g, fajlagos nyulas az (6.13) szorzatbol:

1

e, =5 L0 =22) (s =3)+ (=) (0 -»;)]=0,
Az g tobbi elemére is zérus adodik.

A (2.10) Hooke torvény alapjan az elemenként allando (6.1) fesziiltségek:

6‘=C ((B U’ - s*j . (6.17)

(1) (33)\(3x6) (6x1)  (3x1)

Az el6zOek alapjan a virtudlis elmozdulas és a virtualis alakvaltozas:
ou=N oU’, ou’ =0U'N",
d¢ = BoU°, Jg' =5U'B’ .

Merevségi matrix: A (6.9) elsé tagja a virtualis alakvaltozasi energia,

8U=jaTCSadV =jssTCEdV=

Ve Ve

5U”.|.BT CB dV U° =6U" k° U°,
Ve

(6x6)

ahol Kk jel6li az elem (3.6) merevségi matrixat. Mivel a (6.16) B matrix elemei és
az elem ¢ vastagsaga is allando, az integralas eredménye:

ke):IBT CB dV=B" C B4, (6.18)
Ve

(6x6 (6x3) (3x3) (3x6)
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ahol a C matrix a (6.4) vagy a (6.8) szerinti. A merevségi matrix a linearis harom-
szogelem esetén pontosan kiszamithato.

Tomegmatrix: Dinamikai feladatokban az U csomoponti mozgasok az id6 fuggvé-
nyében valtoznak. Az (5.9) elvben a tehetetlenségi erdk virtualis munkaja:

8T = | piiSudy = [ pdu”iidV =
Ve Ve

U [pN'N @V U = U m* U,
Ve (6x6)

ahol m® az elem (3.8) konzisztens tomegmatrixa:

2 001 0i1 0
0 210 110 1
meszNTNdeﬂAel()zOlo. (6.19)
oo ) 200 110 20 1

1707170720
0 10 10 2]

A konzisztens matrix helyett gyakran célszeriibb a diagonal szerkezeti -lumped -
tomegmatrix alkalmazasa. Ha a t4, térfogati haromszdgelem tomegét szétosztjuk a
csomopontokba, akkor a tomegmatrix:

me =P g (6.20)
(6x6) 3 (6x6)
ahol E az egységmatrix.

Tehermatrix: A (6.9) elv utolsé harom tagjabol szamolhaté az elem p° tehermatri-
Xa:

[e7Cdedr+ [p'sudd+[q'dudy =

v Ap v

(6x1)

SUT J.BT celdv+ j N pdA+jNT qdv | =8U p°.
Ve Ve

Aep

Az els integral a hdmérséklet valtozasabol szdrmazd teher matrix, aminek ered-
ménye egyszeriien felirhato, ha az csak allandé mennyiségeket tartalmaz:

o AT,

p’=|B" C £7dV=t4 B’ C|oAT,|,
(6x1) Ve(6><3) (3x3) (3x1) (6x3)  (3x3) 0
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ahol AT} jeloli az elemenként allanddé hodmérsékletvaltozast és anyagjellemzék C
matrixa a sikfesziiltségi vagy a sikalakvaltozasi modelltdl fiiggden a (6.4) vagy a
(6.8) szerinti Az elemenként allando g, g, térfogati eréhatasbol szarmazo teher-
matrix:

(Exel):-[(NT a dV:tI:e[qx gl a. a,la 4]

Az éllando térfogati eré harom azonos nagysagti csomoponti erét eredményez.

Y 3 Px3

6.7 4bra. Linearisan valtozo6 peremterhelés

A py, p, feliileti megoszl6 terhelésbdl csak akkor szarmazik elemterhelés, ha a ha-
romszog valamelyik oldaléle az egész modell kiilsd és terhelt feliiletén van. Most
legyen ez az elem 2-3 oldala, amint azt az 6.7 abra is mutatja. Az oldal hossza L3
€s x iranyu, linedrisan valtozd megoszlo erdrendszer terhelési. A 2-3 vonal mentén
az x iranyu mozgas is ¢és a terhelés is az s ivhossz koordinata linearis fliggvénye:

”:“2a+u3(1_§) > Py Zszi+Px3(1—§) 5 &:Li .

23

A tLy; feliileten megoszlo erérendszer virtudlis munkaja:

Ly, 1

W, = [ Su ptds =du, [ &(pot+ ps (1-8))tLyd +

1

+ 8“3! (1 - (to)(p)di + D (1 - &))thsda =

0

=8u, (P, /3+ Py /6) Lyt +8us(p,, / 6+ poy /3) Loyt .
Definici6 szerint az elem tehermatrixa:

SVVk — 8U6T pe
(6x1)

[0 01 (2p,+p,) 0l(pa+2p,) 0]

e

_ Lt
6
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Hasonlo mdodon lehet kiszamitani a tovabbi terhelésekb6l szarmazo elem matrixo-
kat. Ha a 2-3 oldal mentén a p, megoszlo terhelés allando, akkor

e

_ My

(1) 2 [O 0lp. Oip. O]T'

A csomoponti erdk statikailag egyenértékiieck a megoszl6 erérendszerrel.

2 Px

X

6.8 abra. Elemterhelések.

Osszefoglalva, a 6.8 4bra szerinti, 4, teriiletdi hdromszdgelem tehermatrixa, ahol az
allando térfogati er6k és homérsékletvaltozas mellett az L,; hosszisagu 2-3 oldal
mentén valtozd megoszlo terhelések és a 2 csomopontban egy koncentralt eré mi-
kodik:

g, ] [0 (0]
OAT, q, 0 0
b =id, B’ C|oaTy |+ | T | | 2Pt P | VBl
o e 63 314, 6 |2pntDys| |F,
q. Pot2p,; 0
_qyj _py2+2py3j _0_

6.3.2 Példa: Sik lemez peremterhelése

A sikfeladatok megoldasi modszereinek részleteit tekintsiik at a kdvetkezd, egysze-
ri feladat kapcsan. A 6.9 édbra szerinti téglalap alaku, allando6 ¢ vastagsagu sikle-
mezt a két szélén linedrisan valtozd, megoszlod erérendszer terheli. A vékony le-
mezre teljesiilnek a sikfesziiltségi allapot feltételei.

t=1mm,a=10mm, b=20 mm, £=9600 MPa, v=0,2, p, =120 MPa.
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il

6.9 abra. Sik lemez valtozo terheléssel

Mivel a szerkezet is és a terhelés is szimmetrikus, elegendd a lemez 6.10 4bran
lathato negyed részét vizsgalni. A szimmetria tengelyek mentén olyan kinematikai
kényszereket kell elhelyezni, amelyek biztositjak a szimmetrikus alakvaltozasokat,
potoljak az elhagyott részek hatasat. A terhelés soran a szimmetria tengelyek egye-
nesek és szimmetria tengelyek maradnak. A megmarad6 egynegyed részt osszuk fel
két linearis haromszog elemre. A szamitasi modell csomoOpontjainak szdma 4, az
Osszes szabadsagfokok szdma pedig 8.

Az elemszinti szamitasokban a csomopontok lokalis sorszamozasa 1, 2 és 3. A
lokalis és a modellben alkalmazott globalis csomdpontszamozast az alabbi tablazat
rendeli egymashoz:

elem lok.1 lok.2 lok.3
1 1 2 3
2 1 3 4
YA 10 mm
i 4 3
\ D3 5 mm
I
Px2
B - == >
1 X

6.10 abra. Végeselem modell.

Az anyagjellemzdk (6.4) matrixa

www.tankonyvtar.hu
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E |1 v 0 1 02 0
C=—|v 1 0 |=10*l02 1 0 |.
I=vio 0o (1-v)/2 0 0 04

Az 1 elem teriilete 4; = 25 mm®, csomopontjainak koordinatai (a tovabbiakban
alkalmazott mértékegységek mm, N, MPa)

x, =0, =0, x,=10, y,=0, x;, =10, y, =5,

¢s a (6.16) alakvaltozasi matrix:

1 V2= Vs 0 ;y3_y1 0 ;yl_yz 0
BIZJ 0 x3—x2§ 0 xl—x3§ 0 X, =Xy | =
L% m=yix—x Y-y in—X y-»
. -5 0 ; 5 0 ; 0 O
=—|0 00 -100 10
50 é é
0 -5{-10 5 {10 O
A (6.18) merevségi matrix:
-5 0{5 =2{0 2
C B =200{-1 0|1 -10{0 10|,
(3:3)((3+6) 0 2/ -4 2 14 0

k'=B"CB'4 t=

25  0!-25 10! 0 -10 o
0 100 20 -10i =20 ol |ku ki kg
5065 =30 =40 10 P
10 —10 =30 110! 20 —10|=| %2 K2

0720740 207400 [ g
10 0! 10 =10 0 100 3

=100

k;)z k|

Az elem (6.21) tehervektora: L,3 =5 mm és p,, = 120 N/mm, p,3 = 0:

0 0 |

0 0 P

1 _ L |2p ¥ P | 2
| T e R A

P —szﬁ (1) p'3

Megjegyzés: A kiilonbozd programrendszereknél figyelni kell arra, hogy mi a p
megoszlo terhelés értelmezése. Egyes esetekben ez a ¢ vastagsagli peremfeliileten
megoszlo erérendszer, mig mas rendszerekben a kozépfeliileten 1évé peremgdrbe
mentén megoszlo erérendszerként hasznaljak.
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A 2 elem teriilete 4, = 25 mm®, csom6pontjainak koordinatai (az 1, 2 és 3 a lokalis
csomopontok!)

% =0,=0x,=10,y,=5 x=0,y =5,

¢s az (6.16) alakvaltozasi matrix

0 —2!5 0!-5 2
CB*=200{ 0 —-10!1 0}-1 10
4 0'0 2! 4 2
k=B CB’4,t=
40 0/ 0 —20!-40 20
0 1001-10 0! 10 -100| |ku ki Ki
_ 0 =10 25 0125 10| .2 2 2
=100 50 0i 010020 -10[F|Fn K ks
—40 [07-25"7200 65 30| |2 K. K
| 20 -100] 10 -10{-30 110 41 43 da

A 2. elemre nem miikddik kiilsé terhelés, a p? tehervektor zérus.

A kovetkezd 1épés a (3.10) rendszer matrixok Osszedllitisa. Az elem merevségi
matrixok almatrixainak indexei - a globalis csomopont szamok - megmutatjak az
adott almatrix helyét a rendszer merevségi matrixban.

_ki,l +k12,1 kiZ ki3 +k12,3 k124 |
Ky, Kk, 0
(glgg)z - | 2 w2 |

szimm. ki, +k5, ki,

I ki |
(65 0!-25 10! 0 -30!-40 20
__ 110} 20 -101-30 - 0} 10 -100
7765 301740 1010 0
—100| - __ | 1101 20 -100: O 0
- | I 65 01 =25 10
L L L 1101 20 -10
r :* *: 65 " =30
L | | | 110_

A rendszer 0sszegzett tehermatrixa:
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P,
p]
P =| >|=100[0 0!2 0!1 0!0 0].
P;
0

Az 5.10 4bra szerint a kinematikai peremfeltételek a kovetkezok: u; =v, =v, = uy
= 0, ezért a rendszer matrixok 1., 2., 4. és 7. sorait, oszlopait torolni kell. Ezek utan
a megmaradd négy, még ismeretlen mozgasra vonatkozo linearis egyenletrendszer:

65 -40 10  0][u,
40 65 0 10| 4
10 0 110 —10] v
0 10 —10 110|fv,

|
SO~

Az egyenletrendszer megoldasat kiegészitve az eldbb felsorolt eldirt mozgasokkal,
felirhatjuk az egész modell csomoponti elmozdulasainak matrixat:

U =10"[0 0]67,3 0}57,7 —6,65!0 -585] (mm).

(8x1)

A csomoponti mozgasok ismeretében felirhatjuk az U' és U” elemmozgés matrixo-
kat, majd a (6.17) felhasznalasaval ki lehet szamolni az egyes elemekben a fesziilt-
ségeket.

Az 1 elemre a harom fesziiltség koordinata szamitott értékei:

Y (3x3) (3x6) (6x1)

GX
¢ =|loc |=C B' U =
T

-
5 05 —2'0 2 672 64,64
~200[-1 0! 1 -1010 10 31107 =| 0116 | (vPa).
— | _ | —

0 21-4 204 0] 49 768

6,65 |

Hasonlo mddon a 2 elemre:
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X

(0}
¢’ =|c, |=CB U =
(3x1) N Y (3x3) (3x6) (6x1)
xp
S
0 —2!5 0!-5 2 572 55.36
=200[ 0 1011 0} -1 10| 2"7]10% =| ~0,16 | (MPa).
<4 0lo 2! 4 -2]|7%% ~0.32
| 5,85 ]

A kiszamitott fesziiltségek elemenként allandoak, ami most igen erds kozelités. A
fesziiltség eloszlas simitdasdara és a folytonossag latszolagos helyreallitasara tobb
eljaras is ismert, ezek koziil a legegyszeriibb modszer a csomoponti atlagoléds. En-
nek eredményét mutatja a 6.11. dbra.

55.36 55,36 60,0

64,64 60,0 64,64
6.11 abra A o, fesziiltség szdmitott és simitott eloszlasai (MPa)
A megoldas pontossagat az elemszdm novelésével novelhetjiik. A 6.12 &dbran latha-

to a o, fesziiltség eloszlast egyenletes, 10x10 elemszamu halézat alkalmazasa ese-
tén.
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15,07

106,2
6.12 abra. A o, fesziiltség simitott eloszlasa (MPa)

A szamitési hiba mértékét jol jellemzi az (1.15) dinamikai peremfeltétel - a perem-
terhelés - adott és szamitott értékeinek eltérése. A 6.10 dbrdn a 2 csomodpontban a
kiilso terhelés adott értéke po = 120 MPa, ugyanitt a 6.12 dbra szerint a szamitott o,
= 106,2 MPa, a hiba tobb, mint 10%. A mozgasok hib4ja altaldban ennél kisebb.
Az elmozdulas mddszer jellemzdje, hogy az elmozduldsok hibdja mindig kisebb,
mint az ezekbdl szamolt belsd erdk, fesziiltségek, reakciderdk hibaja. A szdzalékos
hibamértekek eltérése kozelitdleg egy nagysagrend, vagyis 1% elmozdulas hiba
esetén a fesziiltségek varhato hibdjanak nagysagrendje 10% koriili.

6.3.3 Linearis négyszog elem

Az egyszerl, linearis haromszogelem hatranya, - amint azt az elézéekben lattuk -
hogy a fesziiltség eloszlasokat elemenként allando értékekkel kozeliti. Ez, kiilono-
sen a fesziiltségkoncentraciok kornyezetében igen sok €s kicsi elem alkalmazésat
igényli. A kozelitd fliggvények fokszamanak novelése az elem szabadsagfok nove-
1ését jelenti, ami egyiitt jar az elem csomdpont szamanak ndvelésével.

A haromszog alak mellett a mésik lehetséges egyszerli elemforma a négyszog. A
szabalyos, derékszogli négyszog, bar kezelése €s leirasa igen egyszeri, a bonyolul-
tabb, gdrbe vonalakkal hatarolt tartomanyok pontatlan lefedése miatt gyakorlatilag
nem alkalmazhat6.
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y  Hxayq) 3(x3,3)

4 2(x2,2)
1(x1,p1) X

6.13 abra. A linearis négyszog elem

A 6.13 abran lathat6 a négy csomopontos altalanos négyszog alaku elem. Egy cso-
mopont szabadsagfoka n = 2, az elem Osszes szabadsagfokainak szdma a négy
csomopontban az elmozduldsok szama, N = 8. A szabalytalan alak kovetkeztében
most mar nem olyan egyszeri a formafiiggvények felirdsa és az elem tartomanyara
vonatkoz6 integralasi miiveletek elvégzése. Ezen segit a konform leképezés techni-
kéajanak alkalmazasa.

6.3.3.1 A konform leképezés

A 6.14 abran lathato egy négyszog elem a globalis x, y koordinata rendszerben és
egy szabalyos négyzet, az alapelem a £, n rendszerben. Az alapelem sarokpontjai-
nak koordinatai a +1 dimenziotlan egység. A két alakzat kozotti kapesolat - a leké-
pezés - konform, ha az egyértékii, tovabba, ha a belsé pont belsé pont marad, az
egyenes oldalon 1év6 pont az egyenes oldalon marad és a koriiljards nem valtozik.
A feltételeket teljesitd, legegyszeriibb, linearis kapcsolat a két koordinata rendszer
kozott:

4 4

x=Y N(&En)x, y=D.N,(&n)y, (6.22)

i=1 i=1

ahol az N, fiiggvények a bilinearis Lagrange polinomok:
N, =(1-¢)(1-n)/4, N,=(1+¢&)(1-n)/4,

Ny=(1+&)(1+n)/ 4, Ny=(1-&)(1+n)/4.

(6.23)
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n
4 (-1,+1) LD

C&=0 e ¢
X 1(-1-1) T 2(+1D)

6.14 abra. Koordinata leképezése

A leképzés megszerkesztése utan, az elemmatrixok meghatdrozasahoz két tovabbi
részfeladat végrehajtasat kell tisztazni, a derivaltak és az elem teriiletére vonatkozo
integralok kiszamitdsanak modszerét.

Egy kétvaltozos f fliggvényt - a (6.23) leképzés felhasznalasaval - felirhatunk az x,
y vagy a ¢, 1 koordinatakkal is, f(x,)) vagy f({,n) formédban. A kiilonb6z6 koordina-
tak szerinti parcialis derivaltak kapcsolata a jol ismert lancszabaly felhasznalasaval:
o _oox oy o _oox ooy
0 o0& oyof’ on oxon dyon’

vagy ugyanez matrix szorzat formajaban:

g |x | g

o5 | |05 o0& ax_J Ox

o | | y||o| e

o on onl|l o 0

n n on|Lo y (6.24)
o o

Jo Ju Jn|_| 06 O

J21 Jzz @ a_y

on 0n

A J a leképezés Jakobi matrixa. Ha a leképezés konform, akkor a Jakobi matrix
invertalhatd, és a derivaltok inverz kapcsolata egyértelmiien meghatarozhato:

9 s 9 on
Ox ,1 af 1 ox ox 1 Jzz _le

_J R - . (6.25
% z % 6_77 J _J21 J11 )
dy on ay oy

© Forberger Arpad, Vérés Gabor, BME www.tankonyvtar.hu




134 A VEGESELEM-MODSZER ALAPJAI

A J jeloli a J matrix determinansat. A Jakobi matrix elemei a (6.22) leképezés és a
(6.23) interpoléacio ismeretében szamolhatoak, példaul az els6 sor elemei a kovet-
kezdk:

6.15 abra. Feliletelem.

Az x, y sikon értelmezett integralok kiszamitasdhoz eldszor meg kell hatarozni az
elem alakjahoz illeszkedd dA feliiletelemet. A 6.15 abra jeloléseivel, a & és i = al-
lando koordinata vonalakkal lehatarolt feliiletelem dA teriilete a

T T
or o 9 or ox 8
dr§=—d§={— —y} dé drnz—dn{ —y} dn

oc 7 log o¢ on ' on on
vektorok vektorialis szorzatanak abszolut értéke:
&
o& o0&
dA = dr, x dr, | = det o o dédn=Jdédn
on 0n

ahol J jeloli a (6.24) J Jakobi matrix determinansat. Ha a leképezés konform, akkor
J >0. Ezek utan egy kétvaltozods, a & €s i koordinatakkal adott f fiiggvény integralja
az elem A, teriletén:

+1 +l1
[faa= | [ fddn. (6.26)
4, E=-1n=-1
6.3.3.2 Elemmatrixok

A 6.13 éabran lathat6 négyszog elem egy csomopontjanak szabadsagfoka n = 2, a
két elmozduléds koordinata (u, és u,), és egy elem szabadsagfoka a négy csomo-
pontban az elmozduladsok szama, N = 8. A csomodpontok szdmozasa mindig az
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Oramutatd jarasaval ellentétes. Egy elemhez tartozé dsszes elmozdulas jellemzd, az
elem szabadsagfokok matrixa:

1

U® =
(8x1)

3 (2><1)i

2 uxi .
., A = i=1,2,3,4. (6.27)
u

b b b b

4

Az elem egy belsé pontjaban az elmozdulas koordinatakat a csomoponti mozga-
sokbol az (5.23) bilinearis interpolécidval hatarozhatjuk meg:

0 (59)= SN (53) 1, (59)= L ()N, (7).

i=1

vagy ugyanez a (3.4) matrix szorzat formajaban felirva:

_u
u = X}= N U°,
(2x1) _“y (2x8) (8x1)
N, 0iN, 0
@ |0 N |0 N,

(6.28)
N, 0

0 N,

N, 0
0 N,|

Megjegyzés: Azokat az elemeket, melyeknél a geometriat (a 6.14 abra szerinti le-
képezést) és a fizikai valtozokat (most az u, u, elmozduldsokat) ugyanazokkal az
interpolacids fiiggvényekkel kozelitjiik, izoparametrikus elemeknek nevezziik. Ha
a geometria és a fizikai valtozok interpolacidinak fokszama eltérd, akkor az elem
superparametrikus, vagy subparametrikus.

A (6.23) formafiiggvények teljesitik a (6.13) ,,delta fiiggvény” kovetelményt, mivel
értekiik zérus a csomoOpontokban, kivéve azt az egyet, aminek a sorszdma meg-
egyezik a fliggvény sorszamaval. Tovabba teljesitik a 3.1.1 fejezetben megfogal-
mazott feltételt is, ami szerint a merevtest szerli mozgast végzd elemnek nincsen
alakvaltozasa. Egyszerlien ellendrizhetd, ha a csomopontokban egy merevtestszeri
mozgasanak megfeleld értékeket adunk meg, akkor a belsd pontok is kovetik ezt a
mozgast. Példaul, az y irdnyu d mértékil eltolodas esetén u,; = d és az (6.28) inter-
polaciobdl egy belsd pont y irdnyll mozgésa:

Nl.(x,y)zl.

1

3
u, (x,y)de;Ni(x,y)=d ,

3
=1

Igazolhato, hogy hasonld eredményre jutunk mas jellegi merevtest mozgas vagy
forgas estén is.

Az (6.28) elmozdulés interpolacié meghatdrozasa utan kiszamithatjuk az (6.1) vir-
tualis munka elvben szereplé mennyiségeket. A (6.2) alakvaltozasok
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€ ou_/ ox
€ =g |= Guy / Oy ,
Yy Ou, /Oy +0u, / Ox

ami a (6.25) lancszabaly felhasznaldsdval atrendezhetd a szokdsos (3.5) matrix
szorzat alakra:

Ou, /O
€ | Jy -J, 0 0 ou_/ on e
(3.';:1) =| g, 27 0 0 -J, Jy Guy /o = (Es) (SIL) (6.29)
Vo Ju Sy Iy Jy, auy /én

Lathatd, hogy a B alakvaltozasi matrixban a Jacobi matrix elemei is megjelennek.

Merevségi matrix: Az (5.9) elsd tagja a virtualis alakvaltozasi energia,

8U = [8e'CedV =oU” [BT CBaV U =oU” k' U,
Ve Ve

ahol k* jeloli az elem (3.6) merevségi matrixat:

+1 +1

k,=[BCBar=[ [ BT C B . (6.30)

8x3 3x3) (3x8
ERNCONCIIED

ahol ¢ az elem vastagsaga és a C matrix a (6.4) vagy a (6.8) szerinti. Az elem V, =
tA . tartomanyara vonatkoz6 integral atalakitasanal felhasznaltuk az (5.26) formulat.

Tomegmatrix: A (6.9) elvben a tehetetlenségi erdk virtudlis munkaja:
5T = [ pdu’iidV =3U" [pN'N dv U* = 5U” m* U*

(8x8)
Ve Ve

ahol m® az elem (3.8) konzisztens tdmegmatrixa:

ijTNdV jl Tpl:l N, ¢ Jdedn. (6.31)

8x8)
( E=—1n=-1

A (6.30) és (6.31) elem integralok kiszamitasa csak kozelitd, numerikus eljarassal
lehetséges. Ugyanis, a (6.29) B alakvaltozasi matrix elemei tort fiiggvények, ami
zart alakban nem integralhato.

6.3.3.3 Numerikus integralas

Az izoparametrikus elemek matrixainak kiintegralasdhoz leggyakrabban a Gauss
féle eljarast (vagy Gauss - Legendre quadratura) alkalmazzak.
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A Gauss-szabaly szerint egy egyvaltozos fliggvény integraljanak kozelito értéke:

3

1=jF(§)d§;ZmF(§), (6.32)

ahol &; a mintavételi - vagy Gauss pontok - pontok koordinatai és W; a stilyozé fak-
tor. A pontok m szaméanak novelésével a szamitas pontossaga is ndvekszik. Ha az F’
fliggvény polinom, akkor m pont alkalmazéasaval kiszamithatjuk a p = 2m-1 fok-
szamu polinom integraljanak pontos értékét. A pontok és stilyozé faktorok értékeit
mutatja az 6.16 abra. Tovabbi pontokra vonatkoz6 adatok megtalalhatok a [20],
[21] konyvekben.

. F@©) m & Wi

\//\/ 1 0 2
1 11 S 2] 41/43 | 1

| : -1/43 | 1
1 3| _f3/5 |5/9
2 0 8/9
3

+J3/5 | 5/9

6.16 abra. Egydimenzids Gauss integralasi séma

o
o

I’l’l
i m
—0 T m

A kétvaltozos fliggvény kettds integraljat az (6.32) szabaly ismételt alkalmazasaval
irhatjuk fel:

1=[[F(&nyagan=y Y wwF(&.n,).

Példaul, az egy Gauss pontos integral

I= j jF(;,n)dfdn =4F(0,0),

-1-1

vagy a 6.17 abra szerinti, 3x3 Gauss pont alkalmazasaval az integral kozelitd érté-
ke:
11
25 40 64
1= [ [ Fagdn = (F+ F+ F+ F)+ S (F+ F+ o+ B+

-1-1
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n

(-1,+1) (+1,+1)
20____2____91 b=+3/5
: : b
6———7 £
| ! b
30————§————64
| |

SRR \ (+1,-1)

6.17 abra. A 3x3 Gauss integralasi séma

Az ismert végeselem programrendszerek tobbsége a 2x2 integralasi sémat alkal-
mazza.

j ]IF(cf,n)dgdn = (F(b,b)+F(b~b)+F(~b,~b)+ F(~b,+b)) ,

-1-1

b=1/3.

A modszer alkalmazasaval szamitsuk ki példaul az

I:j.ldx

1 X

integral kozelitd értkét. A pontos eredmény ismert, I = In(3) = 1,098612. Mivel a

Gauss kvadratirdk hatarai —1 és +1, vezessiink be egy 0j valtozot: { = x-2, ezzel a
kiszamitando6 integral 0j alakja:

3 +1

1=jldx=de§ .

X c 2+ ¢

Alkalmazzuk az egy, kettd és harom pontos Gauss szabalyt:

! ! 12_ 1,090909,

1 +1 =
2-1/3  241/43 11

;.5 1 815 1 168
> 92-3/5 92 92+3/5 153
A szamitas hibgja egyre kisebb, rendre 9,9%, 0,7%, és 0,052%.

11=2l=1,oo, I, =
2

=1,098039.
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6.4 Magasabbrendii elemek

A kozelitd fliggvények fokszamanak ndvelése az elem szabadsadgfok novelését je-
lenti, ami  egyiitt jar a  csomodpontok  szamanak  novelésével.

6.4.1 Haromszog elemek

L =0 L—-05=0 [, -1=0

6.18 abra. Masodfoka haromszégelem.

A 6.18 éabra szerinti haromszdg elemnek hat csomdpontja van, a harom csucspont
¢s a harom oldalfelezé pont. A legfontosabb 1épés az interpolacids, vagy forma-
fiiggvények megszerkesztése. Ehhez felhasznéljuk a ,.delta fiiggvény” tulajdonsa-
got, ami szerint egy formafiiggvény értéke minden csomopontban zérus, kivéve azt
az egyet, aminek a sorszama megegyezik a fliggvény sorszdmaval. Haromszog ala-
ki tartoményon masod - €s a magasabb foku - fliggvényeket legegyszeriibben az
6.5 abran bemutatott (6.14) teriilet koordinatakkal lehet felirni. A feliras menetét az
6.19 abra mutatja, ahol az N, fiiggvény a 4-6 €s a 2-5-3 pontokon atmend egyene-
sek egyenleteinek szorzata. Hasonlé mddon, az oldalfelezd ponthoz tartozd N4 az
1-3 és 2-3 oldalak egyenleteinek szorzata.

N, =L (2L-1), N,=4LL,,
N,=L,(2L,-1), Ny=4L,L,, (6.33)
N,=L,(2L,-1), Ny=4LL, .

Mivel az L; haromszdg koordinatak az x, y térkoordindtdk linearis fiiggvényei, a
fenti formafiiggvények masodfoku polinomok. Ellendrizhetd, hogy a formafiiggvé-
nyek Osszege egy, ami a merevtest mozgas pontos leirdsdnak feltétele.
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4

N, =L (2L, -1) 2 N, =4LL, 2

6.19 abra. Masodfoku haromszogelem interpolacids fliggvényei
A 12 szabadsagfokt haromszogelem egy belsé pontjaban az elmozdulés koordina-
tdkat a csomodponti szabadsdgfokokbdl a kovetkezd interpolacidval hatarozzuk
meg:

6

() =20, (). 1, ()=, (N, (09).

i=1

A tovabbiakban az alakvaltozasok, belsd erdk, a virtudlis munka tételének tagjai és
az elemmatrixok felirasa a mar bemutatott miiveletekkel hatarozhaté meg.

6.4.2 Négyszog elemek
A 6.20 abran lathat6 négyszog elemet gorbe vonalak hataroljak.

A7

3(+1,+1)

X “2(+1,-1)

6.20 abra. Masodfoku izoparametrikus elem

A formafiiggvények felirdsdnal a haromszog elemnél mar bevalt eljarast kovetjiik,
az alapelem sikjaban a normal alaku egyenes egyenleteket alkalmazzuk. Ismételten
felhasznaljuk a ,.delta fiiggvény” tulajdonsagot, ami szerint egy formafiiggvény
értéke minden csomopontban zérus, kivéve azt az egyet, aminek a sorszama meg-
egyezik a fliggvény sorszamdval, ahol viszont az értéke egységnyi.

A masodfoku elemeknél két kiilonbozo formafiiggvény rendszert lehet megszer-
keszteni. A Lagrange elem kilenc csomdpontos, €s a formafiiggvények felirdsanak
menetét az 6.21.a dbra mutatja, ahol az N, fliggvény az 5-9-7, 2-6-3, 6-9-8 és 3-7-4
csomopontokon atmend egyenesek egyenleteinek szorzata. Hasonld modon, az
oldalfelez6é ponthoz tartozd Ns formafiiggvény az 1-8-4, 2-6-3, 6-9-8 és 3-7-4 cso-
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mopontokon atmend egyenesek egyenleteinek szorzata. A kilencedik formafiigg-
vény az alapelem négy oldalat leird egyenletek szorzata. Végiil, a Lagrange elem
mind a kilenc formafiiggvénye a kdvetkezd:

N =¢£(&-)n(n- )/4 s=(S+1)(E-Dn(n-1)/2
E(E+)n(n-1)/4 N =&(E+1)(1+n)(n-1)/2,
E(E+1)n(n+1)/4 =(&+1)(E-)n(n+1)/2,  (6.33)
£(¢- 1)77(77+) Ns—é(f D(n+1)(n-1)/2,

N, =(E+)(E)(n+1)(n-1)

A Lagrange elem hatranya, hogy a csomdpontok kozott szerepel a kilencedik, bel-
sO pont, amelyik az egész modell (3.10) alaku egyenletrendszerének 0sszeéllitasa
soran nem csatlakozik tovabbi elemek csomdpontjaihoz.

Bels6é csomopont nélkiili masodfoku elem az ugynevezett Serendipity elem. A for-
mafliggvények megszerkesztésének modszerét mutatja az 5.21 abra, ahol az atlok
egyenleteit is felhasznaljuk. Példaul az N, fiiggvény az 2-6-3, 3-7-4 és az 5-8 cso-
mopontokon atmend egyenesek egyenleteinek szorzata, az oldalfelezd ponthoz tar-
tozd Ns formafiiggvény az 1-8-4, 2-6-3 és 3-7-4 csomopontokon atmend egyenesek
egyenleteinek szorzata lesz.

N, =(&-1)(n-1)(E+n+1)/4, Ny =(E-1)(E+1)(n-1)/2

N, =(&+1)(n-1)(E-n-1)/4, Ny =(E+1)(n+1)(n-1)/2, (6.34)
N, (§+1)(77+1)(§+77 1)/4, N, =(&+1)(E-1)(n+1)/2,
N, =(&-1)(n+1)(&- 77+1)/4, Ny =(&-1)(n+1)(n-1)/2

Az izoparametrikus formalizmusnak megfelelden, a geometriat is €s az elmozdula-
sokat is ugyanazzal a fiiggvényrendszerrel kozelitjiik. Ennek megfeleléen az 6.20
abran lathato elem oldalai masodfoku gorbék €s a konform leképezés - az elem é€s a
¢, n sikon értelmezett alapelem kapcsolata - a kovetkezd:

=X N () =N (G (6.34)

ahol p az elem csomopontjainak szama, p = 8 vagy 9. Az elmozduldsokra vonatko-
70

0 (53) = 2N, (6) 0, (53)= 2, (N, (69).

interpoléciod felirdsa utan az alakvaltozasok, belsé erdk, a virtualis munka tételének
tagjai és az elemmatrixok a mar bemutatott miiveletekkel ismételt alkalmazasaval
hatarozhatoak meg.
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a. b.
E+1=0 £=0 &£-1=0

4¢LJ7 377—1=O
& 6 n=0

o L?]'Fl:()
2

E+n+1=0
6.21 abra. Masodfoku Lagrange és Serendipity elemek.

Az itt bemutatott technikdval tovabbi elemek és formafiiggvény rendszereket lehet
megszerkeszteni. Azonban, a gyakorlatban haszndlatos végeselem programrendsze-
rek csak kivételes esetekben alkalmaznak masodfokunal magasabb rendii elemeket.
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7 A. Fiiggelék, Matrixszamitas
A matrix skalar mennyiségek sorokba és oszlopokba rendezett halmaza. Az m sor-
bol és n oszlopbol allo matrix:

a, a a,,

A =| % 9 a,,
(mxn) . . .

aml amZ amn

crer

sor ¢s j az oszlop sorszama. Ha a matrix csak egy oszlopbdl all, akkor azt oszlop
vektornak, roviden vektornak nevezziik.

Definicidk:
- A kvadratikus matrixban a sorok €s oszlopok szdma megegyezik, m = n.

- Egy A matrixban a sorok és oszlopok felcserélésével a matrix A” transzpondltjat
kapjuk. Az mxn méretli matrix transzponaltjanak mérete nxm. Egy oszlop matrix
transzponaltja egy sormatrix lesz, és forditva.

- Az A kvadratikus matrix szimmetrikus, ha az egyenld a sajat transzponaltjaval, A
= A’, vagy ajj= ajj.

- Az A kvadratikus matrix aszimmetrikus, azaz ferdén szimmetrikus, ha A = -A”,
vagy a; = -aji.

- A diagondl matrix olyan kvadratikus matrix, amelynek csak a féatlojdban lehet-
nek zérustol kiillonbozo értékek, a; = 0, ha i # .

- Az egységmatrix olyan diagonal matrix, amelynek a f64tlojadban minden elem
egységnyi, a; =1, hai=j.

—_—
Y N

I =
(n><r1)

XK
[

- A zérus matrix minden eleme zérus, a;; = 0.

- Az A kvadratikus métrix inverze az A™' kvadratikus matrix, amelyre teljesiil az
alabbi Osszefiiggés:

A'=A"A=1. (A.1)

(nxn) nxn (nxn) (nxn) (nxn)
- A kvadratikus matrix ortogonalis, ha inverze egyenld a transzponaltjaval:

AT=A". (A.2)
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- Az A kvadratikus matrix pozitiv szemidefinit, ha barmely X vektorral val6 szor-
zatara

X" A X >0, (A.3)
(1xn)  (nxn)(nx1)

€s pozitiv definit, ha a fenti szorzat nagyobb, mint zérus.

Algebrai muveletek:

Csak azonos méretli matrixok adhatok dssze, vagy vonhatok ki egymasbol:

C=A+B , cl.jzal.jibij.

() (mxm) — (mxm)
Két matrix 6sszegének transzponaltja a transzpnalt matrixok dsszege:
(A+B) =A" +B’.
Skalar szam és matrix szorozata egy matrix, melynek elemei az eredeti matrix ele-
mek ¢és a skalar szdm szorzata:

C=AMA, c¢.=A\a,.

(IﬂXIl) (lﬂ)(ﬂ) v 4
Két matrix csak akkor szorozhatd egymadssal, ha az els6 helyen all6 matrix oszlopa-
inak szdma megegyezik a masodik matrix sorainak szamaval:

P
C=A B, ¢=Yab, . (A.4)
k=1

A cjj szorzat elem egyenlé az A matrix i sordban és a B matrix j oszlopaban 1évo
elemek szorzat 6sszegével. Ez az tigynevezett sor-oszlop szorzasi szabaly. Példaul:

-1 4

2 13 9 -3
2 2= .

-1 50 11 -14
3 -3

A matrix szorzozényezok sorrendje nem cserélhetd fel, a szorzas miivelete a matri-
xok korében nem kommutativ.

Egy sor- ¢s egy oszlopvektor szorzata egy (1x1) méretli matrix, vagyis egy skalar
szam:

C=A B =c,

(1x1)  (1xp)(px1)

ugyanakkor egy oszlopvektor és egy sorvektor szorzata egy matrix:
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Tobb tényezds szorzatban a miiveleti sorrend felcserélhetd, ezért a zardjelet nem is
kell hasznalni:

((A Bj(CzA((B Cj:A B C. (A.5)

mxk) (kxp) ) (pxn)  (mxk)\ (kxp)(pxn) (mxk) (kxp) (pxn)

Az eldzdek alapjan egyszeriien igazolhatoak a kovetkezd azonossagok:

- Minden kvadratikus matrix felbonthat6 egy szimmetrikus és egy ferdén szimmet-
rikus matrix dsszegére:

1 1 .
A=5(A+A )+5(A—A ). (A.6)

- Az A matrix és az I egységmatrix szorzat az A matrix:

AT=A. (A.7)
(WlXI’I)(IlXﬂ) (IT[XII)

- Szorzatok transzponaltjara vonatkozik a kovetkezd két azonossag:

T P T »
C =| A B =B’ AT, c. = a.b. — b.a,. , A8
(ka)(kxn)) (y o) (/Z‘ i k,j Lhuay > (A8)

(rxm)
T D r D

C = ABTJ =B A" , ¢ = a.b. =>b,a, . (A9
((mxk)( ) (nxik) (kxm) y [Z{ I ”‘J ; ik gk (A-9)

(mxm) N

Ez az eredmény tobbtényez0s szorzatra is kiterjeszthetd:

T
(A B CJ =C'"B" A" .

(mxp) (pxt) (txn (nxt) (txp) (pxm)
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