1. Műveletek halmazokkal:  
· Az A és B halmazok egyesítésén (unióján) azt a halmazt értjük, amelyet azok és csakis azok az elemek alkotnak, amelyek az A vagy B halmazok legalább egyikének elemei. Az egyesített halmazt az A U B szimbólummal jelöljük.(Venn-diagramm)
· Az egyesítés műveletét kettőnél több halmaz esetén is értelmezni lehet. 
· Az A és B halmazok közös részén (metszetén) azt a halmazt értjük, amelyet azok és csakis azok az elemek alkotnak, amelyek A-nak is és B-nek is elemei. A két halmaz közös részét az A ∩ B szimbólumokkal jelöljük.(Venn-diagramm)

· A közösrészképzés műveletét kettőnél több halmaz esetén is értelmezni lehet.

· Ha az A és a B halmazoknak nincs közös eleme, azaz ha A∩B=0, akkor azt mondjuk, hogy az A és a B diszjunkt halmazok.
· Az A és B halmazok különbségén azt a halmazt értjük, amely azokat és csak azokat az elemeket tartalmazza, amelynek A-nak elemei, de B-nek nem. A két halmaz különbségét az A\B szimbólumokkal jelöljük. (Venn-diagramm)
2. A valós számok

· Kiemelt fontosságú halmaz, sokat használjuk. R
1. A valós számok halmazán értelmezve van két művelet, az összeadás és a szorzás művelete, azaz bármilyen két a, b valós számhoz egyértelműen hozzá van rendelve azok a+b-vel, illetve a*b-val jelölt ugyancsak valós összege, illetve szorzata. 

· Összeadás: Kommutatív a+ b = b +a , - Asszociatív (a+ b)+c =a+( b +c)

· Szorzás: Kommutatív ab = ba , - Asszociatív (ab) c = a( bc )

· A szorzás az összeadásra nézve disztributív, azaz bármely három a, b, c valós számra igaz, hogy : (a+ b) c = ac + bc.

· Valós számok halmazának van 

· Zérus eleme: azaz létezik olyan 0єR szám, hogy minden valós a-ra: a+0=a

· Egységeleme: azaz létezik olyan lєR szám, hogy minden valós a-ra: l*a=a

· Van inverz (ellentett) elem: a. a*=0, a*=–a

· Minden 0-tól különböző valóshoz létezik a**(R, melyre: a . a**=1, a**=1/a

· Eddig: R egy (kommutatív) test (algebrából)

2. Értelmezve van az ún. nagyságrendi reláció, azaz bármely a, b valósra a következő 3 közül csak 1 érvényes: a>b , a=b , a<b . Ez a reláció tranzitív ( ha a<b és b<c, akkor a<c ), továbbá ha a<b, akkor a+c < b+c, illetve ha a<b és 0<c, akkor ac<bc.
3. A következő tulajdonság, az ún. archimédeszi axióma, a pozitív számoknak azon tulajdonságait fejezi ki, hogy bármely kicsi pozitív számnak elég nagy természetes számmal vett szorzata nagyobb lehet bármely pozitív számnál, azaz minden a és b  pozitív valós számhoz található olyan n természetes szám, amelyre b < na.

4. Utolsónak említendő tulajdonság az ún. teljességi axióma, miszerint ha A a valós számok felülről korlátos nem üres részhalmaza, akkor létezik egy egyértelműen meghatározott valós szám, amely A felső határa. Ha pedig A alulról korlátos, akkor létezik alsó határa, és ez valós.

N=természetes, Z=egész, Q=racionális, Q*=irracionális, R=valós számok.

· Abszolút érték, jelentése
· Valós számok és a számegyenes pontjai között egyértelmű a akpcsolat
· Def: Számegyenes 2 pontjának távolsága: δ(a,b)=Abs(a–b)
· Def: intervallumok, nyílt/zárt, innek/onnan
· Def: x0(R pont ((R+ sugarú környezete: { x0(R ( δ(a,b)<δ }. – jobb és bal oldali környezet.
3. Sorozatok konvergenciája

· { D: Számsorozat, ha minden n eleme N+-hoz egy a eleme R+-t rendelünk hozzá. Jele: {an}. D: felülről/alulról korlátos, ha van f/a korlát. D: Felső (sup) és alsó (inf) határ. D: szigorúan/monoton növekvő/csökkenő sorozatok. }
· Az {an} sorozat konvergens, ha létezik olyan A szám, hogy bármely ε>0-hoz megadható olyan ν küszöbszám (ν természetesen függ ε-tól!), hogy ha n>ν, akkor an- nek A-tól való eltérése kisebb, mint ε, azaz |an – A| < ε.
· Az {an} sorozat konvergens, ha létezik olyan A szám, hogy A bármely környezetébe a sorozatnak véges sok eleme kivételével minden eleme bele tartozik. 

· D: A fenti 2 definíció egyenértékű.

· T: Konvergens sorozatnak csak egy határértéke van. (unicitás tétel)
· T: Konvergens sorozat korlátos.

· Olyan sorozatot, amelynek nincs határértéke, divergensnek nevezzük.

· Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens, és határértéke = az eredeti sorozatéval.

· Az α számot az {an} sorozat torlódási pontjának nevezzük, ha α bármely környezete a sorozat végtelen sok elemét tartalmazza.
· Az {an}  sorozatnak az α szám torlódási pontja, ha kiválasztható az {an} sorozatból egy α –hoz konvergáló {bn} részsorozat. 

· Bolzano–Weierstass: Korlátos sorozatnak van legalább egy torlódási pontja. Következménye:
· Ha egy korlátos sorozatnak csak egy torlódási pontja van, akkor a sorozat konvergens.

· Bármely korlátos és monoton sorozat konvergens. Ha a sorozat növekedő, akkor a felső határhoz, ha csökkenő, akkor az alsó határhoz konvergál.

4. Konvergencia kritériumok

· A konvergencia szükséges feltétele a korlátosság. Pl.: {1/n} konvergens, így korlátos; {n} nem korlátos, nem is konvergens; {(-1)n} korlátos, mégsem konvergens.

· Egy sorozat konvergenciájának elegendő feltétele, hogy a sorozat monoton és korlátos legyen. Pl.: {(n+2) / (n+1)} ( és  korlátos, ezért konvergens; { (2n-3) / (n+1)} ( és korlátos, ezért konvergens.

· Egy sorozat konvergenciájának szükséges és elegendő feltétele, hogy a sorozat korlátos legyen és csak egy torlódási ponttal rendelkezzék. Pl.: {(-1)n / n} korlátos, 1 torl. Pontja van, ezért konvergens; {(-1)n} korlátos, de 2 torl. pontja van.

· Cauchy-féle kritérium: Ahhoz, hogy egy {an} sorozat konvergens legyen, szükséges és elegendő, hogy bármely (>0-hoz megadható legyen olyan ( ((-tól függő) küszöbszám, hogy ha n, m > (, akkor |an-am| < (.

5. Műveletek konvergens sorozatokkal

· T: Ha az {an} és {bn} sorozatok konvergálnak A-hoz, illetve B-hez, akkor az {an+bn}és az {an–bn} sorozatok is konvergensek, mégpedig úgy, hogy (an+bn)( A+B, illetve (an–bn)( A–B.
Biz.: A két állítást egyszerre bizonyítjuk. Legyen tetszőlegesen adott az ε>0. Mivel {an} és {bn} sorozatok konvergensek, így létezik olyan ν1 és ν2, hogy minden n>ν1-re |an-A|<ε/2; és minden n>ν2-re |bn-B|<ε/2. Legyen ν = max (ν1, ν2), ekkor minden n> ν-re 

|(an±bn) - (A±B)| = |(an - A)±(bn - B)| ≤ |an – A| + |bn – B| < ε/2 + ε/2 = ε.

· T: Ha az {an} és {bn} sorozatok konvergálnak A-hoz, illetve B-hez, akkor az {anbn} sorozat is konvergens, mégpedig úgy, hogy anbn ( AB.
Biz.: Legyen tetszőlegesen adott ε>0, és B≠0. Megmutatjuk, hogy létezik olyan ε–tól függő ν küszöbszám, hogy ha n>ν, akkor |anbn – AB|<ε. Bővitsük az egyenlőtlenség bal oldalát alkalmasan választott nulla értékű összeggel! |anbn – AB| = |anbn – anB + anB – AB|= |an(bn – B) + B(an – A)|≤|an||bn – B|+|B||an-A|. Itt felhasználtuk a háromszög- egyenlőtlenséget. Mindhogy minden konvergens sorozat korlátos, így található olyan K szám, hogy |an| <K minden n-re. Mivel mindkét sorozat konvergens, egy tetszőlegesen adott ε>0-hoz található olyan ν1 , illetve ν2, hogy |an – A|<ε/2|B|, ha n>ν1; és |bn – B|<ε/2K, ha n>ν2. Ezeket helyettesítve |anbn – AB| ≤ |an||bn – B| + |B||an – A|<K(ε/2K) + |B|(ε/2|B|) = ε, ahol n>ν, ahol ν = max (ν1 ,ν2 ).

· T: Ha az {an} és {bn} sorozatok konvergálnak A-hoz, illetve B-hez, és B(0, akkor az {an / bn} sorozat is konvergens, mégpedig úgy, hogy an / bn ( A / B.
· T: Ha a0, a1, …, ak és b0, b1, …, bk valós számok, bk(0, és n((, akkor [(aknk+ak-1nk-1+…+a1n+a0) / (bknk+bk-1nk-1+…+b1n+b0)]( ak / bk.
· Ha an tart A, bn tart B és A<B, akkor véges sok hely kivételével an<bn. Ugyanez ≤ -re!
· Ha an≤bn≤cn teljesül véges sok n kivételével, és an tart A, cn tart A, akkor konvergens, és bn tart A. Rendőrelv!
6. Végtelenhez tartó sorozatok

· Azt mondjuk, hogy az {an} sorozat plusz végtelenhez tart, ha minden K valós számhoz létezik olyan ( küszöbszám, hogy n>( esetén an>K. Ezt a tényt lim n( (    an = +(-el vagy an (+(-el jelöljük.

· Ha az {an} sorozat olyan, hogy lim n(( (– an)=+(, akkor azt mondjuk, hogy az {an} sorozat mínusz végtelenhez tart, és ezt a tényt lim n((   an = –(-el vagy an ( – (-el jelöljük.
· Amennyiben az {an} sorozat valamelyik végtelenhez divergál, szokás azt mondani, hogy tágabb értelemben konvergens. Ilyen szóhasználat esetén a +∞ és a -∞ is tekinthető valamely sorozat határértékének, bár egyik sem szám. Így nem mondhatunk semmi biztosat a „(+∞) – (+∞)” , „(-∞) + (+∞)” , „0(+∞)”, (±∞)/(±∞)” típusú határértékekről. Hasonlóan kritikusak a „1∞” , „∞0” , „00” és a „0/0” típusú határértékek is. 

7. A függvények megadása

Descartes-koordinátarendszerben:

· Legyen A és B 2 nem üres halmaz, ekkor a függvény az A halmaz egyértelmű leképezése a B halmazra.

· Az egyváltozós valós függvények a latin vagy görög ábécé betűvel jelöljük, pl.: f, g, h, …,φ, ψ, stb., de használjuk a középiskolából jól ismert x→ f(x), t →φ(t) jelölést is. Az f függvény képezze le a valós számok egy A részhalmazát a valós számok egy B részhalmazára, ekkor az A halmazt az f függvény értelmezési tartományának, míg a B halmazt az f függvény  értékkészletének  nevezzük, amelyeket rendre D f –el és R f-el fogunk jelölni. Ha xєDf, akkor az f függvény x ponthoz rendelt értékét f(x)-szel jelöljük, és az f x pontban felvett helyettesítési értékének nevezzük. A Descartes–féle derékszögű koordináta–rendszer által meghatározott síkban az (x; f(x)) pontok halmazát, ha xєDf, az f grafikonjának vagy gráfjának nevezzük, ha (x; f(x)) ábrázolható, és y= f(x)-el jelöljük

Megadások:

· Df = [0; -∞) és f(x)=gyök(x) + 1

· Df={1,2,3} és táblázat: x és f(x) sorokkal

· Df=R , f(x)={1, ha x racionális; 0, ha x irracionális} Dirichlet!

· Grafikonnal

· Tekintsük a sík (x; y) pontjait. Legyen az f függvény olyan, hogy Df =[-1, 1], f nemnegatív értéket vesz fel és x2+y2=0. A függvények ilyen megadását implicit megadási módnak nevezzük, amelyről most néhány szót mondunk, bár ennek tárgyalása a többváltozós függvények témájának része. Legyen F egy olyan kétváltozós függvény (ekkor Df = A a valós számpárok valamely részhalmaza, Rf = B pedig a valós számok részhalmaza), hogy Df x tengelyre eső vetületének minden egyes x pontjához legfeljebb egy olyan y valós szám tartozik, amelyre F(x, y) = 0. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az F kétváltozós függvény egyváltozós implicit függvényt határoz meg. Ezen f implicit függvény értelmezési tartománya azon x-ek halmaza, amelyekhez pontosan egy-egy olyan y tartozik, hogy F(x, y)=0., és az implicit függvény x pontban vett helyettesítési értéke ez az y.

· Az x = φ(t) és y = ψ (t) , tєH paraméteres egyenletrendszer az xy sík valamely görbéje egyenletének ún. paraméteres alakja. Esetenként e görbe vagy egy darabja lehet egy függvény grafikonja is. Mégpedig ha a φ által létesített leképzés kölcsönösen egyértelmű, és ψ olyan, hogy Dφ = Dψ , akkor a fenti egyenletrendszer ún. paraméteres megadású függvényt határoz meg. Ezen f függvény értelmezési tartománya: Df = Rφ, hozzárendelési utasítása: f(x) = ψ(t), ahol t azt az egyértelműen meghatározott valós számot jelenti, amelyre a φ függvény helyettesítési értéke x. Pl.: x=2cos(t) és y=2sin(t) úgy, hogy 0 ≤ t ≤ π. => félkör, 0≤y.

8. Koordináta transzformációk

Polárkoordináta–rendszer:

· Esetenként a derékszögű koordináta-rendszerben megadott görbék nem tekinthetők függvény grafikonjának, de alkalmas koordinátatranszformáció után már függvényként kezelhető. Egy olyan koordinátatranszformáció a görbe polárkoordinátás megadása. A sík pontjait a derékszögű koordináta–rendszerben (x, y) számpárokkal (a pont derékszögű koordinátáival) adjuk meg. Polárkoordináta–rendszer esetén a sík tetszőleges pontjaihoz a (φ, r) számpárt rendeljük, amely ugyancsak egyértelmű módon megadja a pontot. Itt φ: az x tengely pozitív felétől az O-ból kiinduló és a P-n átmenő félegyenesig mért pozitív forgásszög; r: a pontnak az origótól mért távolsága. A derékszögű koordináták és a polárkoordináták közötti kapcsolat: x= r cosφ ; y= r sinφ ; r = √(x2+y2) ; tgφ = y/x.

· Def.: Az (y-b) / B = f [(x-a) / A]       (A(0, és B(0) grafikonhoz tartozó függvényt az f függvény lineális transzformáltjának nevezzük.

· Tét.: Ha az x, y derékszögű koordináta – rendszert önmagával párhuzamosan úgy toljuk el, hogy az új koordináta – rendszer O’ kezdőpontja (a, b) koordinátájú pontba kerül, akkor a sík valamely P pontjának az eredeti rendszerre vonatkozó x, y koordinátái, valamint az új rendszerbeli x’, y’ koordinátái között a következő összefüggés áll fenn: x’= x–a ; y’= y–b. A Biz. Ábráról leolvasható.

· Tét.: Ha valamely xy derékszögű koordináta–rendszer tengelyeit (és ezzel együtt a rajtuk lévő egységeket) A-, illetve B- szeresére nyújtjuk, akkor a sík P pontjának az új koordináta–rendszerre vonatkoztatott  x’, y’ és a régi x, y koordinátái között az x’= x / A és y’= y / B összefüggések állnak fenn.

· Tét.: Az (y – b) / B = f [(x – a) / A] képlettel megadott függvény grafikonját az xy derékszögű koordináta–rendszerben úgy kaphatjuk meg, hogy az f függvény grafikonját ábrázoljuk az XY derékszögű koordináta–rendszerben. Ennek a koordináta–rendszernek a kezdőpontja az xy rendszer O’(a;b) pontja, tengelyei párhuzamosak az x, illetve az y tengellyel, és a rajtuk lévő egységek az xy rendszer tengelyein lévő egységeknek A-, illetve B-szeresei. Pl.: y = 2 arcsin(1–x) - π/2.

9. Függvénytani alapfogalmak

· Def.: Az f függvényt felülről korlátosnak nevezzük, ha van olyan K szám, hogy minden x(Df -re f(x) ( K; alulról korlátosnak mondjuk, ha van olyan k szám, hogy minden x(Df –re k ( f(x); f korlátos, ha alulról és felülről is korlátos, ekkor | f(x) | ( max ( | k |, | K | ), azaz k (infimum) (  f(x) ( K (supremum).
· Def.: Az f függvénynek x0–ban tágabb értelemben vett helyi, másképpen lokális maximuma (minimuma) van, ha megadható x0-nak olyan környezete, hogy az ebbe eső x(Df pontokra: f(x) ( f(x0)       (f(x) ( f(x0)). Ugyanez szigorúban, a relációknál az egyenlőség elhagyásával.

· Def.: Az f függvényt tágabb értelemben növekedőnek (csökkenőnek) nevezünk, ha az értelmezési tartomány bármely két olyan pontjára, amelyekre x1( x2, f(x1) ( f(x2) (f(x1) ( f(x2)) reláció teljesül; szigorú értelemben növekedő (csökkenő) f, ha x1 ( x2 esetén, f(x1) ( f(x2)  ( f (x1) ( f(x2)) teljesül. 

· Def.: Az [a, b] intervallumon értelmezett f függvényt konvexnek nevezzük, ha minden a ( x1 < x < x2 ( b esetén   f(x) (  f(x1)+[ ( f(x2) – f(x1)) / (x2  - x1)]*( x – x1) ;   és konkávnak nevezzük, ha minden a ( x1 < x < x2 (  b esetén   f(x) (  f(x1)+ [ ( f(x2) – f(x1)) / (x2  - x1)]*( x – x1).

· Egy görbét konkávnak nevezünk, ha bármely ívének minden pontja az ív végpontjait összekötő húr alatt (felett) vagy magán a húron van. Szigorúan konvex (szigorúan konkáv) a görbe, ha bármely ívének minden pontja a végpontok kivételével a húr alatt (felett) van. A konvex domború, a konkáv homorút jelent. Elnevezéseik akkor lennének teljesen pontosak, ha azt is hozzátennénk, hogy „alulról nézve” konvex, illetve konkáv. Mi azonban mindig ilyen értelemben használjuk ezeket az elnevezéseket, ezért ettől eltekintünk.
· Def.: Egy f függvény x0 -ban inflexiós pontja van, ha x0 -nak van olyan jobb és bal oldali környezete, hogy az egyikben a függvény szigorúan konvex, a másikban szigorúan konkáv, vagy fordítva.
· Def.: Az f függvényt, amelynek értelmezési tartománya szimmetrikus az origóra, páros függvénynek nevezzük, ha bármely x(Df helyre f(–x) = f (x) ) (Pl.: Abs(x)), és páratlan függvénynek, ha f ( -x)= -f(x) (Pl.: x3). (Pl.: egyik sem: lg(x-1))
· Az f függvény periodikus, ha létezik olyan p pozitív valós szám, amelyre teljesül a következő két feltétel:

1. minden x(Df –ből következik, hogy (x + kp)(Df,, k(Z;
2. minden x(Df –re f (x + p) = f (x).
Ekkor p –t az f függvény periódusának nevezzük.

10. Függvények folytonossága

· Def.(Heine): Az f folytonos az x0(Df pontban, ha f az x0 szimmetrikus környezetében értelmezve van, és minden olyan {xn} (xn(Df) sorozatra, amely x0 –hoz tart, az f(xn) függvényértékek sorozata az f(x0) függvényértékhez tart.

· Def.(Heine): Az f függvényt az x0–ban balról (illetve jobbról) folytonosnak nevezzük, ha f az x0 megfelelő félkörnyezetében értelmezett és bármely olyan x0-hoz konvergáló sorozat esetén, amelynek elemeire xn < x0 (illetve xn > x0), f(xn) ( f(x0). Természetesen x0 , xn (Df.
· D: [a, b] zárt intervallumon folytonos, ha a végpontok kivételével minden pontban folytonos, és a pontban jobbról, b pontban balról folytonos.

· T: Az f függvény egy x0 pontban akkor és csak akkor folytonos, ha x0-ban balról is és jobbról is folytonos.

· Az f függvény x0-ban akkor és csakis akkor folytonos, ha létezik határértéke és limx→x0 f(x) = f(x0). 
· T (Bolzano–tulajdonság): Egy intervallumon folytonos függvény ezen intervallumon bármely két pontjában felvett értékei közé eső bármely értéket felvesz e két hely között. 

· T (Weierstrass): Zárt intervallumon folytonos függvény felveszi infinumát, szuprénumát ezen az intervallumon.

· T: Legyen az f függvény folytonos az [a, b] intervallumon, ekkor az f függvény létezéséhez szükséges és elégséges, hogy az f függvény szigorúan monoton legyen [a, b]-n.

· Ha f az [a ,b ] intervallumon szigorúan monoton folytonos függvény, inverze, f is folytonos azon az [α, β] intervallumon, ahol α = min {f(a), f(b)} és β = max {f(a), f(b)}.

· Zárt intervallumon folytonos függvény korlátos ezen az intervallumon.

11. Függvények határértéke

· Def.(Heine): Legyen az f függvény az x0 pont valamely környezetében értelmezett, kivéve esetleg az x0 pontot. Ekkor azt mondjuk, hogy az f függvény x0 -beli határértéke az A szám, ha bármely xn ( x0 (xn(Df , xn(x0) sorozatra a megfelelő függvényértékek {f (xn)} sorozata A-hoz konvergál. 

Jelölése: lim x ( x0 f(x)=A.
· Def.(Heine): Legyen az f függvény az x0 pont valamely jobb, illetve bal oldali félkörnyezetében értelmezett, kivéve esetleg az x0 pontot. Ekkor azt mondjuk, hogy az f függvény x0-beli jobb, illetve bal oldali határértéke az A szám, ha bármely xn ( x0 (xn ( Df , xn ( x0) és x0<xn , illetve xn<x0 sorozatra a megfelelő függvényértékek {f(xn)} sorozata A-hoz konvergál.

· T: Az f függvénynek egy x0 pontban akkor és csak akkor létezik a határértéke, ha létezik a jobb és bal oldali határértéke és ezek egyenlőek, azaz 

limx(x0 +0 f(x) = limx(x0 - 0 f(x) = limx(x0  f(x).

· Ha lim x ( x0 f(x) és lim x ( x0 g(x) létezik, akkor az x0 helyen f és g függvények összegének, különbségének, szorzatának, hányadosának határértéke is létezik és lim x ( x0 [f(x) (+-*/)  g(x)] = lim x ( x0 f(x)  (+-*/)lim x ( x0 g(x).
· Def.:(Heine): Legyen az f függvény az x0 pont valamely környezetében értelmezett, kivéve esetleg az x0 pontot. Ekkor az f függvénynek az x0 pontban +∞ (-∞) a határértéke, ha bármely xn→x0 (xnєDf, xn ≠x0) sorozatra f(xn) → +∞ (-∞).

· Def. (Heine): Az f függvénynek a plusz (a mínusz) végetlenben a határértéke A, ha bármely (xnєDf) xn→ +∞ (xn → -∞ ) sorozat esetén f(xn)→A.

· Def.(Heine): Az f függvénynek a +∞ -ben (-∞ -ben) a határértéke +∞ , illetve -∞, ha bármely xn → +∞ (xn→ -∞) sorozatra f(xn) → ∞ , illetve f(xn) → -∞. Természetesen xnєDf.

· Def.(Couchy): Az f függvénynek a +∞ -ben ( a - ∞-ben ) a határértéke +∞ , illetve - ∞ , ha bármely M számhoz van olyan x* szám (x* függvénye M-nek), hogy ha x> x* (x< x*), akkor f(x)> M, illetve f(x) <M. természetesen xєDf.

· Abs(x)-nél x oszcillálva divergál, de ez esetben is: lim Abs(x) → ∞ (1 + 1/x)x = e.

12. Racionális törtfüggvények

· Racionális függvények azok, amelyek képletében csak a négy alapművelet és az egész kitevős hatványozás fordul elő. Ilyen alakra hozhatók: Pn(x) = anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0, ahol x változó, a0, a1, …, an-1, an pedig konstans együtthatók, és DPn = (-, ∞+∞). Ha an≠0, akkor ezt n-ed fokú polinomnak is nevezzük.
Speciális esetei: x → c konstans függvény, x → ax+b (a≠0) lineáris függvény, x → xn pozitív egész kitevőjű hatványfüggvény. Zérushelyeknél így viselkedik: x → b(x-a)k. , b = lim x → a Pn–k(x).

· Racionális tört függvények azok a függvények, amelyek két polinóm hányadosaként állnak elő. Általános alakjuk: x → R(x), ahol R(x) = Pn(x) / Qm(x)= [anxn + … +a1x + a0] / [bmxm+ … + b1x + b0]  (m≥1 és bm≠0), itt R értelmezve van minden olyan x-re, ahol Qm(x)≠0.

Speciális esetei: x →  x-n negatív egész kitevős hatványfüggvény, x →  ((ax+b) / (cx+d))  (ad≠bc, c≠0) lineáris törtfüggvény.
· fenti R(x)  (m≥0) kifejezés mindig feírható így: P(x)+(Pn*(x) / Qm(x)), ahol n*<m és P(x)={0, ha n<m; racionális egész függvény egyébként.} Ez a polinomosztás.

· Végtelenben vett határérték: aszimptota-hoz simul

· Hézagpont, ha ott a határérték véges és mindkét oldalról azonos.

13. A trigonometrikus függvények és inverzeik

· Trigonometrikus függvényeknek nevezzük azokat, melyek az x(sin x és az x(cos x függvényekből, valamint valós számokból véges sok összeadás, kivonás, szorzás, osztás útján jönnek létre. Inverzeiket szokás ciklometrikus függvényeknek nevezni.

· {Minta: x(sin x függvény: Hozzárendelési törvény: mérjük fel a derékszögű koordináta-rendszerbe az x0 ívmérték számú forgásszöget úgy, hogy nyugvó szárra essék egybe az x tengely pozitív félegyenesével, ekkor a mozgó szár és az egységsugarú, origó középpontú kör P0 metszéspontjának ordinátája jelenti az x0-hoz rendelt f(x0)-t, azaz f(x0) = sin x0.}

· x(arc sin x függvény: Hozzárendelési törvény: Az x0-hoz rendelt f(x0) azt a – π/2 és π/2 közötti szöget jelenti (ívmértékben), amelyre sin [f(x0)]=x0, azaz sin (arcsin x0)=x0. A függvény értékkészlete a [-π/2, π/2] intervallum. Mivel az x→sin x függvény a [-π/2, π/2] intervallumon folytonos és szigorúan növekedő, ezért az x → arc sin x függvény a [-1, 1] intervallumon szintén folytonos és szigorúan növekedő. Értelmezési tartománya [-1 , 1] intervallum. Az x(arc sin x függvény a [-1 , 1] intervallumon folytonos és szigorúan növekedő.

· x(arc cos x függvény: Hozzárendelési törvény: Egy x0-hoz rendelt f(x0) azt a 0 és π közötti szöget jelenti, amelyre cos [f(x0)] = x0, azaz cos (arc cos x0) = x0. A függvény értékkészlete [0, π] intervallum. Az x → arc cos x függvény folytonos és szigorúan csökkenő, hasonló okokból, mint az x → arc sin x függvény. Értelmezési tartománya [-1 , 1] intervallum.

· x(arc tg x függvény: Hozzárendelési törvény: Egy x0-hoz rendelt f(x0) azt a –π/2 és π/2 közötti szöget jelenti, amelyre tg [f(x0)] = x0, azaz tg (arc tg x0) = x0. Értelmezési tartománya a valós számok halmaza. A függvény értékkészlete a [(-(/2), (/2] intervallum. Az x(arc tg x függvény mindenütt folytonos és szigorúan monoton növekedő.

· x(arc ctg x függvény: Értelmezési tartománya a valós számok halmaza. Hozzárendelési törvény: Egy x0-hoz rendelt f(x0) azt a 0 és π/2 közötti szöget jelenti, amelyre ctg [f(x0)] = x0, azaz ctg (arc ctg x0) = x0. A függvény értékkészlete a (0,() intervallum. Az x(arc ctg x függvény mindenütt folytonos és szigorúan monoton csökkenő. 

14. Hiperbolikus függvények és inverzeik

· x(sh x függvény: Értelmezési tartománya a valós számok halmaza. A függvény szigorúan növekedő, mindenütt folytonos, páratlan függvény.  Hozzárendelési történy: x0=(ex0 – e-x0) /2

· x(ch x függvény: Értelmezési tartománya a valós számok halmaza. A függvény páros, mindenütt folytonos. x0=(ex0 + e-x0) /2. „Láncgörbe”.

· x(th x függvény: Értelmezési tartománya a valós számok halmaza. A függvény páratlan, azaz th (-x)= - th (x), szigorúan növekedő és mindenütt folytonos. th(x0)=sh(x0) / ch(x0) = (ex0 – e-x0) / (ex0 + e-x0).

· x(cth x függvény: Értelmezési tartománya a valós számok halmaza, kivéve a 0. A függvény páratlan, azaz cth (-x)= –cth (x) értelmezési tartományának minden pontjában folytonos.

· T: ch2x – sh2x = 1  ,  ch2x = ch2x+sh2x  ,  sh2x = 2shxchx .
· x(ar sh x függvény: Hozzárendelési törvény: egy x0-hoz rendelt f(x0) azt a valós számot jelenti, amelyre sh[f(x0)] = x0, azaz sh(arsh x0) = x0. Értelmezési tartománya: R. A függvény értékkészlete a valós számok halmaza. Mivel az x( sh x függvény mindenütt folytonos és szigorúan növekedő, ezért az x( ar sh x függvény is folytonos és szigorúan növekedő. Az inverzfüggvény képzése alapján előállíthatjuk a függvényt a logaritmusfüggvény segítségével: arshx=ln( x + gyök(x2 + 1)).
· x(ar ch x függvény: Értelmezési tartománya az 1-nél nem kisebb valós számok halmaza. Mivel az x( ch x (x(0) folytonos és szigorúan növekedő, ezért az x( ar ch x függvény is folytonos és szigorúan növekedő. Logaritmikus alak: archx=ln( x + gyök(x2 – 1)).
· x(ar th x függvény: Értelmezési tartománya [-1 , 1] intervallum. A függvény értékkészlete a valós számok halmaza. Mivel az x( th x folytonos és szigorúan monoton növekedő, ezért az x( ar th x függvény is folytonos és szigorúan monoton növekedő. arthx=ln gyök( (1+x) / (1–x) ).

· x(ar cth x függvény: Értelmezési tartománya minden olyan valós szám, amelyre |x|>1. A függvény értékkészlete a nulla kivételével minden valós szám. Mivel az x( cth x folytonos, ezért az x( ar cth x függvény is folytonos. arcthx=ln gyök( (x+1) / (x–1) )
15. A differencia- és differenciálhányados, a deriváltfüggvény

· Kialakulását geometriai és fizikai problémák váltották ki, például: f függvény P0 pontbeli érintője; w fizikai mennyiség z egységére eső és a konkrét z0-hoz tartozó megváltozása

· Def.: Legyen az f függvény az x0 pont valamely környezetében értelmezve, és legyen x olyan tetszőleges eleme ennek a környezetnek, amelyre x ( x0. Ekkor az  x ( [f(x) – f(x0)] / (x – x0) függvényt az f függvény x0 ponthoz tartozó diferenciahányados- (más szóval különbségihányados-) függvénynek nevezzük.

· Def.: Ha létezik az f függvény x0 pontbeli differenciahányados-függvénynek határértéke az x0 helyen és ez véges, akkor az f függvényt x0-ban differenciálhatónak mondjuk, és az x0 pontbeli differenciálhányadosán (deriváltján) e határértéket értjük. Jele: limx ( x0 ( [f(x) – f(x0)] / (x – x0) = f’(x0). Ez átírható ∆x-esbe is.  (1)
· Def.: Legyen az f függvény az x0 valamely környezetében értelmezve. Ezt akkor mondjuk, hogy az f függvény az x0 helyen differenciálható, ha van olyan c* szám, hogy bármely ε>0 -hoz megadható olyan δ>0, hogy az x tetszőleges eleme x0 szóban forgó környezetének és |x – x0|<δ (x ≠ x0), akkor  |(f(x) – f(x0)) / (x – x0) – c*)|< ε.
· Def.(Heine): Legyen az f függvény az x0 pont valamely környezetében értelmezve. Ekkor azt mondjuk, hogy az f függvény az x0  helyen differenci​álható, ha létezik olyan c szám, hogy tetszőleges xn ( x0 (x ( x0) sorozat esetén, ahol az {xn} sorozat elemeit x0-nak a szóban forgó környezetéből választottuk ( [f(xn) – f(x0)] / (xn – x0)( c.  (2)
· (3): Cauchy-def, eredménye: c*

· Határérték unicitásából következik, f’(x) (1) = c (2) = c* (3) = c (4) (lásd lent)

· Def. Ha f féloldali környezetben értelmezett, és van ezen oldali határtértéke, akkor az = ezen oldali differenciálhányados. :  Jobb: f’+(x0) ; Bal: f’–(x0).
· T: Az f’(x0) akkor és csak akkor létezik, ha f ’+(x0) és f’(x0) léteznek és egyenlőek, ekkor: f’+(x0)= f’–(x0)= f’(x0).

· Def.: Az f függvény differenciálható az (a, b) nyílt intervallumon, ha az intervallum minden pontjában differenciálható. Az f függvény differenciálható az [a, b] zárt intervallumon, ha minden belső pontjában, továbbá a-ban jobbról és b-ben balról differenciálható.

· Def.: Azt a függvényt, amelynek értelmezési tartománya azon x pontok halmaza, ahol f differenciálható, és amelynek értéke egy ilyen x pontban f’(x), az f függvény differenciálhányados-függvénynek vagy deriváltfüggvénynek nevezzük. Jelölése: f’, illetve  df / dx.

· Def.: Az f függvény az I ( Df intervallumon folytonosan differenciálható, ha f’ folytonos az I intervallumon.
· Az adott x0 helyhez tartozó df és ∆f közötti kapcsolatot a derivált ezen definíciója adja meg: Def.: Legyen f függvény az x0 valamely környezetében értelmezve. Ekkor azt mondjuk, hogy az f függvény differenciálható x0 -ban, ha létezik olyan c szám, hogy minden olyan x-re, amely eleme e környezetnek, azaz f(x) – f(x0) = c(x – x0) + h(x)*(x – x0) összefüggés felírható, ahol limx→x0 h(x)=0. Ekkor c = f’(x0).  (4)
16. A differenciálhatóság és a folytonosság kapcsolata

· Az x0 helyen folytonos f függvény nem feltétlenül differenciálható a szóban forgó helyen. Sőt még a féloldali differenciálhányadosok létezése sem biztos. Tekintsük pl.: az x → √(|x|) függvényt az x0=0-ban. A különbséghányados-függvény féloldali határértékeire - ∞, illetve + ∞ adódik, azaz a féloldali határértékek nem végesek. Megemlítjük, hogy gyakran kiterjesztik a derivált fogalmát a végtelen határértékre is, mi azonban az áttekinthetőséget és a könnyen kezelhetőséget szem előtt tartva ezt nem tesszük. Vannak olyan függvények is, amelyek valamely pontban folytonosak és mégsem differenciálhatóak, mert a különbséghányados-függvény féloldali határértékei közül csak az egyik véges. Például tekintsük a valós számok halmazán értelmezett, az f(x)={x, ha x<0; 3√x, ha x≤0} hozzárendelési törvénnyel adott függvényt az x0=0 helyen. Ekkor: limx →0 -0 (x– 0) / (x–0) = 1 , limx →0+0 ( 3√x – 3√0) / (x–0)= ∞. A fentieket összefoglalva megállapíthatjuk, hogy valamely függvény adott pontbeli folytonosságából nem következik e pontbeli differenciálhatósága, bár lehet differenciálható is. Ugyanis a következő három eset fordulhat elő: 

1. A függvény x0-ban folytonos, és nem differenciálható, mert a különbséghányados-függvény féloldali határértékei bár léteznek, de különbözőek. (Ilyen az x→ |x| függvény az x0 = 0 helyen.)

2. A függvény x0-ban folytonos, de nem differenciálható, mert a különbséghányados-függvény féloldali határértékei közül legalább az egyik nem létezik. (Ilyen az x→√|x| függvény az x0 = 0.)

3. A függvény x0-ban folytonos és differenciálható is, mert különbségihányados-függvény határértéke létezik és véges (ilyen az x→ 3√x függvény az x0=2 helyen, és ilyen például az x→x4 függvény is értelmezési tartományának bármely pontjában). 

· T: Ha f differenciálható az x0 helyen, akkor ott folytonos is.

· Derivált (4)-es definíciója: Def.: Legyen f függvény az x0 valamely környezetében értelmezve. Ekkor azt mondjuk, hogy az f függvény differenciálható x0 -ban, ha létezik olyan c szám, hogy minden olyan x-re, amely eleme e környezetnek, azaz f(x) – f(x0) = c(x – x0) + h(x) * (x – x0) összefüggés felírható, ahol limx→x0 h(x)=0. Ekkor c = f’(x0).  (4)
17. A differenciálható függvény differenciálja

· Def.: Ha az f függvény differenciálható az x0 pontban, akkor az  f’(x0)(x – x0)  lineáris kifejezést az f függvény x0 pontbeli differenciáljának nevezzük. Jelölése: df |x = x0  vagy röviden df, tehát df=f’(x0)(x – x0).

· Speciálisan az f(x)=x hozzárendelési szabállyal megadott f függvényre:  f’(x0)= limx →x0 (x – x0) / (x – x0) = 1  minden x0 ( Df –re, így df = dx = 1(x – x0), azaz dx=x – x0.  Az x – x0 különbség a független változó megváltozása, más szóval növekménye, rövidebb jelzéssel: ∆x = (x – x0). Az f(x) – f(x0) különbség pedig a függvényérték megváltozása vagy növekménye, rövid jelzéssel: ∆f=(f(x) – f(x0)). Az x0 helyen található df és ∆f között a kapcsolatot éppen a deriváltnak a differenciálhatóság és folytonosság kapcsolata definíció adja meg:  f(x) – f(x0) = f ’ (x0)*(x – x0) + h(x)*(x - x0), ahol limx→x0 h(x)=0, tehát ∆f = f’(x0)dx + h(x)dx,  ∆f = df + h(x)dx, így csak annyit mondhatunk, hogy limx→x0 ∆f=df. Sőt ∆f – df különbség elhanyagolhatóan kicsivé válik dx-hez képest, miközben x→x0. Ezt fejezi ki az alábbi határérték:  limx→x0 (∆f – df) / dx = limx→x0 h(x) = 0, tehát ∆f=f’(x0)dx + h(x)dx , ∆f=df + h(x)dx, így csak annyit mondhatunk, hogy lim x→x0 ∆f=df. Lényeg (rajzon) x0-hoz közeli x-re: ∆f≈df.

18. Általános differenciálási szabályok

· T: Ha f differenciálható az x0 pontban, akkor cf is differenciálható az x0 pontban, ahol c tetszőleges konstans, és  (cf)’| x = x0 =cf ’ (x0). Biz: könnyű.

· T: Ha az f és g függvények differenciálhatóak az x0 pontban, akkor összegük és különbségük is differenciálható x0-ban, továbbá: (f ( g)’ | x = x0 =f ’ (x0) ( g’(x0).

· T: Ha az f és g függvények differenciálhatóak az x0 pontban, akkor szorzatuk is differenciálható x0-ban, és ( f . g)’ | x = x0 = f ’ (x0)g(x0) + f(x0)g’(x0).

Biz.: Ha xn→x0 (xn(Df és xn(Dg), ahol xn≠x0, akkor: [(f(xn)g(xn) – f(x0)g(x0)) / (xn – x0)] = [(f(xn)g(xn) – f(x0)g(xn) + f(x0)g(xn) – f(x0)g(x0)) / (xn – x0)] = g(xn) [(f(xn) – f(x0)) / (xn – x0)] + f(x0)[(g(xn) – g(x)) / (xn – x0); felhasználva hogy g folytonos x0- ban (mivel itt differenciálható), a két oldal határértéke létezik és megegyezik, azaz: [bizonyítandó].

· T: Ha az f és g függvények differenciálhatóak az x0 pontban és g(x0)(0, akkor az f/g hányados függvény is differenciálható x0-ban, és (f / g)’ | x = x0  = [f ’ (x0)g(x0) – f(x0)g’(x0)] / [g2(x0)].

· T: Ha g differenciálható x0-ban és f differenciálható g(x0)-ban, akkor az f ( g összetett függvény is differenciálható az x0 pontban, és  ( f ( g )’ | x = x0 =f ’ (g(x0))g’(x0).

· T: Az finverz függvény akkor és csak akkor differenciálható az x0(Df helyen, ha f differenciálható az f(x0)(Df helyen, és f’(finverz(x0)) ≠ 0. Ez esetben finverz’(x0)=1 / (f’(finverz(x0))). 

19. Elemi függvények differenciálása

· T: Konstans differenciálhányadosa mindenütt 0.

Biz.: Ha f(c, akkor lim x ( x0 [f(x) – f(x0)] / (x – x0)= lim x ( x0 (c – c) / (x – x0)=0.

· T: Bármely x-re (x)’=1.

Biz.: Derivált def. alapján: lim x ( x0 (x – x0) / (x – x0)= lim x ( x0 1=1.

· Ha n ≥2 természetes szám, akkor bármely x-re: (xn)’=nxn-1. Biz. Teljes indukcióval.

· T: Ha p és q egész számok, de q(0, akkor bármely x>0-ra az x(x(p/q) függvény differenciálható, és (x( p/q ))’=(p/q) x( p/q ) – 1.
Biz.: Inverz és összetett függvény differenciálási szabályait felhasználva: (x( p/q ))’=[(x p)( 1/ q )]’= 1 / [q((x p)( 1/ q ))q – 1]*pxp – 1=( p / q) x( p / q ) – 1.

· T: Bármely x-re : (sin x)’= cos x.

Biz.: hosszú, inkább bizonyítsd a következőt!

· T: Bármely x-re : (cos x)’= - sin x.

Biz.: Felhasználva, hogy sin’x=cosx, valamint az összetett függvény differenciálási szabályát: cos’x = [sin(π/2 – x)]’ = (–1)cos(π/2 – x) = -cos(π/2 – x) = –sinx.

· T: (tg x)’=1 + tg2x=1 / cos2x   (x((2k+1)((/2), ahol k(Z);
(ctg x )’= - (1+ctg2x)= - 1 / sin2x   (x(k(, ahol (Z).

· T: (arcsin x )’= 1/ ( (1-x2)   (|x|<1);
(arccos x )’= - 1/ ( (1-x2)   (|x|<1);

(arctg x)’= 1/(1+x2);

(arcctg x)’= – 1/(1+x2).

Biz.: arcsin x = 1 / (cos(arccos x)) = 1 / gyök(1 – sin2(arcsin x)) = [eredmény].
· T: Bármely x>0-ra (ln x)’= 1 / x.

· T: (ex)’=ex.

· T: (sh x)’= ch x;
(ch x)’= sh x.

Biz.: sh és ch def alapján egyszerűen.

· T: (th x)’= 1– th2x = 1 / ch2x ;
(cth x)’= 1– cth2x = – 1 / sh2x   (x(0).

· T: (arsh x)’= 1 / ( (x2+1);
(arch x)’= 1 / ( (x2 - 1)   (x>1);

(arth x)’= 1 / (1 - x2 )   (|x|<1);

(arcth x)’= 1 / (1 - x2 )   (|x|>1);

20. Speciális differenciálási szabályok

1. Logaritmikus differenciálás:

[f(x)g(x)]’ = {[eln f(x)]g(x)}’ = [eg(x) ln f(x)]’ = eg(x) ln f(x) [g’(x) ln f(x) + g(x) . ( 1 / f(x) . f’(x))] = f(x)g(x) [g’(x) ln f(x) + g(x) . (f’(x) / f(x))] .

· T: Ha α tetszőleges valós szám és x > 0, akkor  (xα)’ = α xα-1.

Biz.: Legyen f(x)=xα. Innen a logaritmikus differenciálás szabálya szerint.

2. Paraméteres alapkban adott függvény deriváltja: 

· T: x=((t),   y=((t),   t(D(=D( és ( invertálható paraméteres alakban adott f függvény differenciálható az x0=((t0) helyen, ha létezik (*(t0) és (*(t0)(0. Ekkor: f ’ (x0)= (*(t0)/ (*(t0). Ekkor „*” a jel fölötti pontot jelenti, ami a szóban forgó függvények paraméter – t – szerinti deriváltját jelöli.

Biz.: Heine-féle definíció segítségével.

3. Polárkoordinátás alakban megadott függvény differenciálása:

Legyen adott ilyen módon megadott ( → r(() függvény. A derékszögű koordináták és a polárkoordináták közötti kapcsolatot az x = r(() cos ( = g(x)  ,  y = r(() sin ( = h(()  egyenletrendszer fejezi ki, ahol ( a közös paraméter. Ha (0-nak létezik olyan környezete, amelyben g invertálható, akkor ezen egyenletrendszer megad egy olyan f függvényt, amelynek értelmezési tartománya g-nek (0 ezen környezetében felvett értékeiből áll, és hozzárendelési törvénye:  f(x) = h((), ahol x = g((). Amikor létezik g*((0) ≠ 0, valamint h*((0) (* : (  szerinti deriváltak), akkor paraméteres képlet alkalmazható: f’(x0) = h*((0) / g*((0) = [ r*((0) sin (0 + r((0) cos (0 ] / [r*((0) cos (0 – r((0) sin (0 ]

4. Implicit alakban adott függvény differenciálása:

Többváltozós függvények differenciálásánál foglalkozunk vele, de annyit megemlítünk: a differenciálhányadost megkapjuk, ha a függvényt megadó egyenlet mindkét oldalát differenciáljuk, s közben alkalmazzuk az összetett függvény differenciálására vonatkozó szabályt is.

21. A differenciálszámítás középértéktételei

· T(Rolle): Ha f folytonos [a, b]-n és differenciálható (a, b)-n, továbbá f(a) = f(b), akkor létezik legalább egy olyan ζ((a ,b), ahol f’(()=0.

Biz.: Weierstrass-tétel szerinti M és m-ekkel.

· Ha egy függvény olyan pontban veszi fel a szélsőértékét, ahol differenciálható, ott a derivált értéke zérus. Az állítás nem megfordítható.

· T: (Lagrange-féle középérték): Ha f folytonos [a, b]-n és differenciálható (a,b)-n, akkor létezik legalább egy (((a ,b), ahol: f’(()=[f(b)–f(a)] / (b–a).

Biz. A szelő meredekségét használjuk.

· T: Ha f folytonos [a, b]-n és differenciálható (a, b)-n, továbbá tetszőleges x((a,b)-ra f’(x)=0, akkor f(x) = c = konstans az [a, b]-n.

Biz. Larange-féle középértéktétel szerint.

· T(Cauchy-féle középértéktétel): Ha f és g folyamatosak [a, b]-n és differenciálhatók (a, b)-n, továbbá tetszőleges x ( (a ,b)-ra g’(x) ≠ 0, akkor létezik legalább egy olyan (((a ,b), ahol: f’(x) / g’(x)=[f(b) – f(a)] / [g(b) – g(a)]. 

Természetesen g(b) ≠ g(a), mert különben a Rolle-tétel értelmében (a, b)-n g’-nek lenne zérushelye, ami ellentmond a minden x ( (a ,b)-re vonatkozó g’(x) ≠ 0 feltételnek. Létezik tehát legalább egy olyan ( ( (a ,b), ahol h’(() = 0, azaz: h’(() = f’(() + λg’(() = 0, ebből: f’(() / g’(()= - λ = [f(b) – f(a)] / [g(b) – g(a)]. Könnyű belátni, hogy a Cauchy tétel a Langrange tétel általánosítása, hiszen g(x)=x esetén g’(x)=1, így: f’(() / 1= [f(b) – f(a)] / [g(b) – g(a)]=[f(b) – f(a)] / [b - a], azaz a Langrange tételt kapjuk. Észrevehető az is, hogy a Langrange-féle középértéktétel viszont a Rolle tétel általánosítása, hiszen f(a)=f(b) feltétel mellett: f’(()=[f(b) – f(a)] / [b - a]=0 / (b – a)=0, azaz a Rolle tételt kapjuk.

22. L' Hospital szabály

· T: Legyenek az f és g függvények az x0 hely valamely környezetében (esetleg csak féloldaliban) differenciálhatók (az x0-ban nem feltétlenül) és x0-ban folytonosak, amelyekre: f(x0)=g(x0)=0. Továbbá tegyük fel, hogy a limx→x0 f’(x) / g’(x) határérték létezik és véges. Ekkor limx→x0 f(x) / g(x) is létezik és véges: limx→x0 f(x) / g(x)= limx→x0 f’(x) / g’(x).

· A véges helyen vett „∞/∞” típusú határértékekre vonatkozó állíás – bizonyítás nélkül:

T: Legyen az f és g függvények az x0 hely valamely környezetében (esetleg csak féloldaliban) differenciálhatók (az x0-ban nem feltétlenül), amelyre limx→x0 f(x)= limx→x0 g(x)=∞ (vagy –∞). Továbbá tegyük fel, hogy a limx→x0 f’(x) / g’(x) létezik és véges. Ekkor limx→x0 f(x) / g(x) határérték is létezik és: limx→x0 f(x) / g(x)= limx→x0 f’(x) / g’(x).

· A végtelenben vett „0/0” és „∞/∞” típusú határértékekre vonatkozó állítás – biz. nélkül:

T: Ha f és g differenciálhatóak az (x0, ∞) intervallumon és  limx→∞ f(x)= limx→∞ g(x)=0 (vagy ±∞), valamint limx→∞ f’(x)/g’(x) létezik és véges, akkor limx→∞ f(x)/g(x) is létezik és: limx→∞ f(x)/g(x)= limx→∞ f’(x)/g’(x).

Esetek:

1.  „0*∞” típus: Ha limx→x0 f(x)=0 és limx→x0 g(x)= ±∞, akkor : limx→x0 [f(x)g(x)]= limx→x0 f(x) / [1 / (g(x))], amely már „0/0” típusú.

2. „∞ – ∞” típus: Ha limx→x0 f(x)=∞ és limx→x0 g(x)=∞, akkor : limx→x0 [f(x) – g(x)]= limx→x0 [(1/g(x) – 1/f(x)) / 1/(g(x)f(x))], amely ismét „0/0” típusú.

3. „00” típus: Ha limx→x0 f(x)=0 (f(x)>0) és limx→x0 g(x)=0, akkor: limx→x0 [f(x)]g(x)= limx→x0 eg(x)ln f(x)= limx→x0 e[ln f(x) / (1/g(x))]. A kitevő határértéke: limx→x0 (lnf(x)) / (1/g(x)), pedig „∞/∞” típusú. 

4. „∞0” típus: Ha limx→x0 f(x)=∞ és limx→x0 g(x)=0, akkor : limx→x0 [f(x)]g(x)= limx→x0 eg(x)ln f(x)= limx→x0 e[g(x) / (1/ln f(x))]. A kitevő határértéke: limx→x0 (g(x) / (1 / lnf(x)), pedig „0/0” típusú.

5. „1∞” típus: Ha limx→x0 f(x)=1 és limx→x0 g(x)=∞, akkor: limx→x0 [f(x)]g(x)= limx→x0 eg(x)ln f(x)= limx→x0 e[ln f(x) / (1/g(x))]. A kitevő határértéke: limx→x0 (lnf(x)) / (1/g(x)), pedig „∞/∞” típusú.

23. Függvénydiszkusszió

· Def.: Az f függvény az x0(Df  pontban lokálisan növekedő (illetve csökkenő), ha létezik az x0-nak olyan környezte, amelybe eső minden x1<x0<x2 esetén a függvényértékekre f(x1) < f(x0) < f(x2)  (illetve f(x1 ) > f(x0) > f(x2)).

· T: Ha f differenciálható az [a, b] intervallumon, akkor ahhoz, hogy f ezen az intervallumon konvex (konkáv) legyen, szükséges és elegendő, hogy f’ növekedő (csökkenő) legyen az [a, b]-n.

· T: Ha az x0 hely valamely környezetében kétszer differenciálható f függvénynek az x0 helyen infelexiós pontja van, akkor szükségképpen f’’(x0)=0.

· T: Ha az f függvény (a, b) intervallumon (amely intervallum lehet véges is, végtelen is) differenciálható, akkor ezen az intervallumon való növekedésének (illetve csökkenésének) szükséges és elegendő feltétele, hogy bármely x((a, b)-re f’(x) ≥ 0  (illetve f’x) ≤ 0)  legyen.

· Ha f differenciálható az x0 valamely környezetében, és x0-ban lokális szélsőértéke van, akkor itt a derivált értéke szükségképpen zérus, azaz: f’(x0) = 0.

· T: Ha f differenciálható az x0 valamely környezetében és f’(x0) = 0, akkor ahhoz, hogy a függvénynek az x0 helyen lokális szélsőértéke legyen elegendő, hogy az f’ függvény az x0 helyen előjelet váltson.

· T: Ha f az x0 helyen kétszer differenciálható és f’(x0) = 0, akkor az x0 helyen vett lokális maximum (minimum) létezéséhez elegendő, hogy f’’(x0)<0 (illetve f’’(x0)>0 legyen).

· T: Ha az x0 helyen n-szer differenciálható f függvény deriváltjaira f’(x0) = … = f(n – 1)(x0) = 0, és f(n)(x0) ≠ 0, akkor ahhoz, hogy az f függvénynek az x0 helyen lokális szélsőértéke legyen, szükséges és elegendő, hogy n páros szám legyen.

· T: Ahhoz, hogy az [a, b] intervallumon kétszer differenciálható f függvény konvex (illetve konkáv) legyen ezen az intervallumon, szükséges és elegendő, hogy f”(x) ≥ 0 (illetve f”(x) ≤ 0) teljesüljön tetszőleges x ( [a, b]-re.

· T: Ha az x0 hely valamely környezetében kétszer differenciálható f függvénynek az x0 helyen inflexiós pontja van, akkor szükségképpen f”(x) = 0.

· T: Ha f az x0 hely valamely környezetében kétszer differenciálható és f”(x0) = 0, valamint az f” függvény az x0 helyen előjelet vált, akkor f-nek az x0 helyen inflexiós pontja van. 

· T: Ha f az x0 helyen háromszor differenciálható, valamint f”(x0) = 0 és f’”(x0) ≠ 0, akkor f-nek az x0-ban inflexiós pontja van.

· T: Ha az x0 helyen n-szer differenciálható f függvény deriváltjaira f”(x)=f’”(x0)= … =f(n-1)(x0)=0 és f(n)(x0)≠0, akkor ahhoz, hogy az f függvénynek az x0 helyen inflexiós pontja legyen szükséges és elegendő, hogy n páratlan szám legyen.

Függvénydiszkusszió:

(0. Df meghatározása)

1. zérushelyek maghatározása

2. szimmetriatulajdonságok vizsgálata; párosság, páratlanság, periodicitás eldöntése

3. folytonosság- és határérték-vizsgálatok

4. szélsőérték meghatározása, monotonitás vizsgálata

5. inflexiós pont meghatározása, alak (konkávitás, konvexivitás) vizsgálata

6. a függvények grafikonjának vázolása

7. értékkészlet

24. Síkgörbék néhány jellemzőjének meghatározása

· Def.(hajlásszög): Két, a P0 pontban egymást metsző síkgörbe hajlásszöge a két görbéhez a metszéspontba húzott érintők által bezárt – derékszögnél nem nagyobb – szög.

Képlet: tgω = tg (β - α) = ( tg β - tg α) / (1+ tg β * tg α).

· Def.(érintkezés, simulókör): Két síkgörbe érintkezése az x0 helyhez tartozó pontban legalább n-edrendű, ha x0-nak olyan környezete, amelyben mindkét görbe megad egy-egy függvényt (f-et és g-t), ezek x0 szóban forgó környezetében legalább n-szer differenciálhatók, továbbá: f(x0)=g(x0) , f’(x0)=g’(x0) , f ’’(x0)=g’’(x0) , f(n)(x0)=g(n)(x0).

· Def: Egy síkgörbe P0 pontbeli simulóköre az a kör, amely az adott pontban legalább másodrendűen érintkezik a görbével. (x – u)2+(y – v)2=r2
· Ezt az egyenletrendszert meg kell oldani u-ra, v-re és r-re. A harmadik egyenletből [feltéve, hogy f”(x0)≠0] :  v = f(x0) + (1 + [f’(x0)]2) / (f”(x0)). Ezt beírva a második egyenletbe, kapjuk u-t: u= x0 – f’(x0) * (1 + [f’(x0)]2) / (f”(x0)). Végül a kapott u, v értékeket az első egyenletbe írva kapjuk az r értékét: r = √[(1 + [f’(x0)]2)3 / (f”(x0))2 = (1 + [f’(x0)]2)2/3 / |f”(x0)|.

· Def.: Egy síkgörbe P0   pontbeli görbülete az e pontbeli simulókör sugarának a reciproka: g=1/r.

· Def.: Valamely síkgörbe pontjaihoz tartozó simulókörök középpontjainak halmazát a görbe evolutájának hívjuk. Magát a görbét pedig az evoluta evolvensének nevezzük.

Evoluta paraméteres egyenletrendszere: 

u(x)=x – f’(x)* (1+[f’(x)]2) / (f”(x))

v(x)= f(x)+ (1+[f’(x)]2) / (f”(x))  , ahol x a paraméter.

1. A Riemann - integrál fogalma

· Határozott integrál használatának bemutatása függvény alatti terület példájával. Intervallum, beírt és körülírt téglalapok, osztópontok.

· Def.: Az [a, b] intervallum valamely n részes felosztásának (n pozitív egész) nevezünk minden n+1 elemű Fn ponthalmazt (Fn={x0, x1, x2,…,xn}), amelyre a=x0<x1<x2<…<xn =b.

· [xi–xi–1]: i-edik részintervallum. Fn felosztáshoz tartozó leghosszabb részintervallum: d(Fn)=max(xi – xi–1).

· Def.: Tekintsük az [a, b] intervallum valamely F1, F2, F3, … ,Fn, … felosztásainak egy sorozatát, az {Fn} sorozatot! Azt mondjuk, hogy az {Fn} felosztássorozat minden határon túl finomodik, ha valahányszor n→∞, mindannyiszor d(Fn)→0.

· Legyen f [a, b]-n értelmezett tetszőleges függvény. Felosztása így: a=x0<x1<x2<…<xn =b. Minden részintervallumból egy tetszőleges pontot válasszunk: ζi є [xi – xi – 1]  (i=1,2,3,…,n), és képezzük ezek összegét!

· Def.: Az [a, b]-n értelmezett f függvénynek az [a, b] tetszőleges Fn felosztásához tartozó Riemann-féle integrálközelítő összegén értjük a σn=∑n i=1 f(ζi)(xi – xi – 1) összeget ahol ζi є[xi – xi – 1]  (i=1,2,3,…,n).

· Def.(Riemann)(röviden): A Riemann-féle integrálközelítő összegnek létezik I határértéke, ha tetszőleges ε>0 –hoz megadható olyan δ>0 (δ természetesen függ ε-tól) úgy, hogy d(Fn)<δ, akkor ezen Fn felosztáshoz tartozó bármely σn közelítő összegre │σn – I │< ε teljesül. Azt, hogy I szám a Riemann-féle közelítő összegek határtértéke, a kövekező szimbólummal jelöljük: I = lim n ( ( , d(Fn) (0 ( n  i=1  f((i)(xi – xi-1).

· Def.(Riemann): Azt mondjuk, hogy az [a, b]-n értelmezett f függvény ezen intervallumon Riemann szerint integrálható, ha a lim n ( ( , d(Fn) (0 ( n  i=1  f((i)(xi – xi-1) határérték létezik és véges. Ekkor az f függvény [a, b]-n vett Riemann integrálján e határértéket értjük és a következő szimbólumokkal jelöljük:  lim n ( ( , d(Fn) (0 ( n  i=1  f((i)(xi – xi-1)=∫b  a  f.

· Konkrét feladatoknál az utóbbi jelölést alkalmazzuk. Az [a, b] intervallumot integrációs intervallumnak nevezzük, Az a és b helyek alsó és felső határai, f függvény: integrálandó függvény vagy integrandus.

· Célszerű kiegészítések:  ∫b  a  f = – ∫a  b  f  ,  ∫a  a  f = 0.
2.
Az integrálhatóság szükséges feltétele

· T: Az f függvény [a, b] intervallumon Riemann szerinti integrálhatóságának szükséges feltétele, hogy f az [a, b]-n korlátos legyen.

Biz.: Azt kell megmutatnunk, hogy ha [a, b] intervallumon Riemann szerint integrálható, akkor f korlátos is az [a, b]-n. Az f integrálhatósága azt jelenti, hogy  limn→∞ d(Fn)→0 σn= limn→∞ d(Fn)→0 ∑ni=1 f(ζi)(xi – xi-1) = I.  Mivel a határérték létezik, így tetszőleges ε>0 –hoz (ε=1-hez is!) van olyan felosztása [a, b]-nak, amelyre |σn – 1|<1; független attól, hogy a ζi(i=1,2, …, n) értékeket hogyan választjuk. Tehát I – 1 < σn < I + 1 igaz a kiválasztott felosztásra ζi-re. Rögzítsük a ζi (i=1,2,…,n) értékeket tetszőlegesen, a ζi-et pedig futtassuk végig az [x0, x1] intervallumon. 

Eközben az I – 1 < ∑ni=1 f(ζi)(xi – xi-1) < I + 1 egyenlőtlenség, azaz az I – 1 < f(ζ1)(x1 – x0) + ∑ni=2 f(ζi)(xi – xi-1) < I + 1 egyenlőtlenség érvényben marad. Itt a ζi –k (i=1,2,…,n) rögzítése miatt ∑ni=2 f(ζi)(xi – xi-1) konstans, melyeket jelöljük K-val! Ekkor x0<x1 miatt x1–x0 > 0, így [1 / (x1 – x0)] * (I – 1 - K) < f(ζ1) < [1 / (x1 – x0)] * (I + 1 - K), azaz minden xє[x0, x1] pontban [1 / (x1 – x0)] * (I – 1 - K) < f(x) < [1 / (x1 – x0)] * (I + 1 - K) teljesül, tehát f korlátos az [x0, x1] intervallumon. A többi részintervallumon analóg módon látható be f korlátossága, ami így f korlátosságát jelenti az [a, b]-n.

Ez csak szükséges, de nem elégséges feltétele az integrálhatóságnak. Vagyis ha valamely f függvény az [a, b]-n korlátos, akkor ez nem jelenti azt, hogy Riemann-integrálható is. Például a valós számok halmazán: Dirichlet-függvény a [0, 2] intervallumon, ami korlátos, mégsem integrálható, ugyanis bármely d(Fn)→0 mellett is mindig választhatók a ζi –k csak racionálisnak vagy csak irracionálisnak, és ekkor Riemann-integrál = {2, ha ζi racionális, 0, ha ζi irracionális.}

3.
Az integrálhatóság szükséges és elégséges feltétele

· Szokásos függvény, felosztás. Mivel korlátos, ezért minden részintervallumon van infimuma ( mi = inf { f(x)│ x ( [xn – x n–1 ]} ) és supremuma ( Mi = sup { f(x)│ x ( [xn – x n–1 ]} ).

· Def.: A korlátos f függvénynek az [a, b] intervallumon Fn felosztásához tartozó alsó integrálközelítő összegén (illetve rövid alsó összegén) értjük az  sn = m1 ( x1 - x0 ) + m2 ( x2 - x1 ) +…+ m n( x n  - x n – 1 ) = ∑n  i=1 mi ( x i  – x i-1)  összeget, ahol mi az f függvényértékeinek alsó határa az i-edik részintervallumon.

· Def.: A korlátos f függvénynek az [a, b] intervallumon Fn felosztásához tartozó felső integrálközelítő összegén (illetve rövid felső összegén) értjük az   Sn = M1 ( x1  - x0 ) + M2 ( x2 - x1 ) +…+ M n( x n  - x n – 1 ) = ∑n  i=1 Mi ( x i  – x i-1)  összeget, ahol Mi az f függvényértékeinek felső határa az i-edik részintervallumon.

· Könnyen megmutathatók ezek: sn ≤ Sn minden n-re;  {sn} növekedő, {Sn} csökkenő;  {sn} és {Sn} sorozatok korlátosak.

· Legyen f az [a, b] intervallumon értelmezve és korlátos függvény. Ekkor az f függvény intervallumon való Riemann szerinti integrálhatóságának szükséges és elégséges feltétele, hogy az [a, b] intervallum tetszőleges, minden határon túl finomodó {Fn} felosztássorozatához tartozó megfelelő alsó és felső összegek {sn} és {Sn} sorozatai közös határértékhez konvergálnak, azaz limn→∞ d(Fn)→0 sn= limn→∞ d(Fn)→0 Sn.

· Def.: Legyen az f az [a, b] intervallumon értelmezett és itt korlátos is! Ekkor az f függvény az [a, b] intervallum valamely Fn felosztásához tartozó oszcillációs összegén a következő összeget értjük:  O n = S n – s n = (M1 - m1) ( x1  - x0 ) +…+(M n - m n) ( x n  - x n – 1 ) = ∑n  i=1 (Mi – mi) ( x i  – x i-1).

Az [a, b] intervallumon és ezen az intervallumon korlátos f függvény [a, b] intervallumon való integrálhatóságának szükséges és elegendő feltétele, hogy bármely minden határon túl finomodó felosztássorozatához tartozó oszcillációs összegei 0-hoz konvergáljanak. 

4.
Műveletek integrálható függvényekkel

· T: Ha az f függvény az [a, b] intervallumon integrálható, és c tetszőleges valós szám, akkor a cf függvény is integrálható az [a, b] intervallumon, és  ∫ba cf = c ∫ba f.

Biz.: Az állítás azonnal adódik abból, hogy a cf függvény ezen intervallumon vett Riemann-féle közelítő összegei mindegyikéből a c konstans kiemelhető.

· T: Ha az f és g függvények is integrálhatók az [a, b] intervallumon, akkor az f+g függvény is integrálható az [a, b] intervallumon, és  ∫ba (f + g) = ∫ba f +∫ba g.

Biz.: Nyilvánvaló, hisz f és g közelítő összegének összegéről van szó.

· Ha az f és g függvények integrálhatók az [a, b] intervallumon, akkor az f–g függvény is integrálható az [a, b] intervallumon, és ∫ba (f – g)= ∫ba f - ∫ba g.

- sok függvényre is igaz az összeadás így: c1f1 + c2f2 + …+ cnfn.
· T: Ha az f függvény integrálható egy [a, b] intervallumon, akkor ezen intervallumon bármely részintervallumán is integrálható. Biz: van.

· T: Ha az f függvény integrálható az [a, b] intervallumon és a<c<b, akkor ∫ba f=∫ca f + ∫bc f. Biz.:van. Egyébként a tétel úgy is igaz, ha c [a, b]-n kívül helyezkedik el.

· T: Ha az f függvény integrálható az [a, c] és a [c, b] intervallumokon, akkor integrálható [a, b] intervallumon is, és ∫ba f=∫ca f+∫bc f. Biz.: van.

5.
Az integrálszámítás középértéktétele

· T: Ha az f függvény az [a, b] intervallumon integrálható és f(x)≥0 minden xє[a, b], akkor:  ∫ba f ≥ 0. 

· Biz.: f(x)≥0 miatt a Riemann-féle integrálközelítő összeg sem lehet negatív. Így az intervallum tetszőleges minden határon túl finomodó felosztássorozatához tartozó Riemann-féle közelítő összegek határértéke sem lehet negatív.

· T: Ha az f és g függvények az [a, b] intervallumon integrálhatók és f(x) ≤ g(x) minden xє[a, b], akkor:  ∫ba f ≤ .∫ba g.

Biz.: 0-ra rendezés, és innen könnyű.

· T: Ha az f függvény integrálható az [a, b] intervallumon, és m=inf {f(x) | a≤x≤b}, M=sup {f(x) | a≤x≤b}, akkor m(b – a) ≤ ∫ba f ≤ M(b – a). 

· T: Ha az f függvény folytonos az [a, b] intervallumon, akkor létezik olyan ζє[a, b], melyre ∫ba f= (b - a)f(ζ). „Középértéktétel”.

Biz.: Mivel f folytonos az [a, b] intervallumon, így a Weierstrass tétel szerint felveszi infinumát és szuprénumát. Jelöljük ezeket m-mel, illetve M-mel. Ekkor az előző tételünk alapján m≤1/(b – a) ∫ba f(x)dx≤M. Az intervallumon folytonos függvények Bolzano tulajdonsága szerint az f függvény az [a, b] intervallumon minden m és M közé eső értéket felvesz. Van tehát olyan ζє[a, b], amelyre 1/(b – a) ∫ba f(x)dx=f(ζ). 

6.
A Newton - Leibniz formula

· Def: Legyen f integrálható függvény az [a, b]-n. Értelmezzük F függévnyt a következőképpen: DF=[a, b] és F(x)= ∫xa f(t)dt. Ekkor F függvényt f integrálfüggvényének nevezzük.

· T: Legyen f az [a, b] intervallumon folytonos. Ekkor az x→∫xa f(t) dt integrálfüggvény az [a, b]-n differenciálható, és F’=f, ahol F(x)= ∫xa f(t) dt minden x([a, b]-re. Biz.: van.

· Def: Ha f valamely véges vagy végtelen I intervallumon értelmezve van és létezik olyan F függvény, amely ezen intervallumon differenciálható és minden x(I-re F’(x)=f(x), akkor az F függvényt az f függvény I inervallumhoz tartozó primitív függvényének nevezzük.

· T (Newton–Leibniz-formula): Legyen f integrálható függvény az [a, b] intervallumon. Ha az f függvénynek létezik az F primitív függvénye [a, b]-n, akkor ∫ba f = F(b) – F(a).

Biz.: Tekintsük az [a, b] intervallumon egy tetszőleges Fn felosztást! Mivel f primitív függvénye az [a, b] intervallumon F, így F folytonos és differenciálható [a, b]-n, valamint annak tetszőleges részintervallumain is. Az [x i – 1 , x i ] részintervallumokon az F függvényre alkalmazzuk a Lagrange–féle középértéktételt. 

[F(xi) – F(x i – 1)] / [xi – x  i – 1 ] = F’(ζ i) = f (ζ i), ahol ζ i  az (x i–1 , x i) intervallum valamely pontja. Természetesen i=1,2,3,…,n lehet. Tekintsük most az f függvénynek az [a, b] intervallum Fn felosztásához tartozó közelítőösszegei közül azt, amelynél ζ1, ζ2,…, ζn pontok éppen a Lagrange-féle középértéktétel által meghatározott fenti pontok. Ekkor σn = ∑ni=1 f(ζi)(xi – xi-1) = ∑ni=1 [(F(xi) – F(xi-1)) / (xi – xi-1)] * (xi – xi-1) = ∑ni=1 F(xi) – F(xi-1) = F(x1) – F(x0)+ F(x2) – F(x1)+…+ F(xn) – F(xn-1) = F(xn) – F(x0) = F(b) – F(a). Tehát σn =F(b) – F(a). Figyelembe véve, hogy f integrálható az [a, b]-n, limn→∞ d(Fn)→0 σn = ∫ba f, és limn→∞ d(Fn)→0 σn = F(b) – F(a), azaz ∫ba f = F(b) – F(a).

7.
Integrálás helyettesítéssel

· T: Ha az f függvénynek létezik a primitív függvénye valamely [a, b] intervallumon, és a g függvény olyan, amelynek inverze értelmezett az [a, b]-n, és g differenciálható az [α, β] intervallumon, ahol α=min {g(a), g(b)}, β=max {g(a), g(b)}, akkor létezik az (f ◦ g)g’ függvény primitív függvénye az [α, β]-n és ∫ f (x) dx= ∫ f (g (t))g’(t) dt| t = g ( x ).

Biz.: Jelöljük f [a, b]-hez tartozó egy primitív függvényt F-fel (a feltevés szerint ez létezik). Ez azt jelenti, hogy minden xє[a, b]-re: ∫f(x)dx = F(x)+C. A tétel feltételei alapján az [α, β] intervallumon létezik az (f º g)g’ függvény. Ezen sorozatfüggvény viszont éppen az F º g összetett függvény deriváltja, hiszen tetszőleges tє[α, β]-ra: [F(g(t))]’=F’(g(t))g’(t) = f(g(t))g’(t). 

Ez annyit jelent, hogy a (f º g)g’ függvénynek létezik a primitív függvénye az [α, β] intervallumon, s ez éppen az F º g függvény, azaz ∫f(g(t))g’(t)dt= F(g(t))+C. Mivel a g inverze értelmezett az [a, b]-n, ezért F(g(t)) + C|t=g(x) = F[g(g(x))] + C = F(x) + C. Így ∫f(x)dx=∫f(g(t))g’(t)dt|t=g(x).

Pl.1: x((2ex / (1 + ex)), ekkor ex=t, x=ln t, dx=1/t, …, 2 arctg t + C …

2: x(sin(gyök(x)), ekkor gyök(x)=t, x=t2, dx=2t dt, és innen parciális integrálás.

3: x(gyök( 1– x2) x=sin t, t=arcsin x, dx=cos t dt, innen könnyű.

4: x((1 / sin x), ekkor általánosan: t=tg(x/2) vagy t=sin(2t / (1+t2) dt, vagy cost t=((1 – t2) / (1 + t2)), jelen esetben a szinuszos kell, x=2arctg t, dx=2/(1+t2) dt.

8.
Parciális integrálás

· T: Ha az u és v függvények valamely intervallumon differenciálhatók, továbbá az u’v szorzatfüggvénynek létezik a primitív függvénye ezen az intervallumon, akkor a szóban forgó intervallumon az uv’ szorzatfüggvénynek is létezik a primitív függvénye és ∫ uv’ =uv – ∫  u’v.

Biz.: Az u és a v függvények differenciálhatók, ezért a sorozatfüggvény differenciálási szabálya szerint: (uv)’=uv – ∫u’v. Ebből uv’=(uv)’ – u’v, amely egyenlőség jobb oldalán szereplő függvénynek létezik a primitív függvénye, ezért a bal oldalon szereplő sorozatfüggvénynek is létezik a primitív függvénye. Ezért a kapcsolatot határozatlan integrállal kifejezve: ∫uv’= uv – ∫u’v.

A módszer uv’ függvény primitív függvényének meghatározását u’v prim. fv.-ének meghatározására vezeti vissza. Alapvető jelentőségű, hogy az integrandus tényezői közül melyiket választjuk u, illetve v’ függvénynek.

Típusok:

1. Logaritmikus-, ciklometrikus és areafüggvényeknél Pl: x(ln x=1.ln x, u=ln x, u’=1/x, v’=1, v=x.

2. Pozitív egész kitevőjű hatványfüggvénnyel szorzott x(ax, x(sin x, x(cos x, x(sh x, x(ch x esetén u=xn, így a hatványfüggvény kitevője egyesével lecsökken.

3. Pozitív egész kitevőjű hatványfüggvénnyel szorzott logaritmikus-, ciklometrikus és areafüggvényeknél v’=xn. Pl.: x((x . arc ctg x) esetén u=arc ctg x, u’=–(1 / (1 + x2)), v’=x, v=x2/2.

4. Exponenciális függvénnyel szorzott x(sin x, x(cos x esetén mindegy, csak 2 lépésben, és ügyeljünk a következetességre. Pl.: x((e2xsin(3x+1))

· Határozott integrál kiszámítására is átalakítható Newton–Leibnitz-formula figyelembevételével: : : ∫abu(x)v’(x)=…= [u(x)v(x)]ab – ∫ ab u’(x)v(x) dx.

9.
Racionális törtfüggvények integrálása

· Racionális törtekre bontás: Elegendő azoknak a racionális törtfüggvényeknek az integráltjával foglalkoznunk, amelyeknek a számlálójában alacsonyabb fokú polinom van, mint a nevezőjében, mert egyébként polinomosztással egy ilyen törtfüggvény és egy polinom összegére bontható az eredeti törtfüggvény. A polinom primitív függvényének meghatározása viszont nem okoz problémát. Ha a Pn és Qm polinomoknak nincs közös gyöktényezője, valamint m≥1 és n<m, akkor Pn(x) / Qm(x) egyértelműen előállítható úgynevezett parciális törtek összegeként sok ilyesfélékkel: ∫ A / [(x - a) n] dx  ,  ∫ (Bx + C) / [(x2 + px + q) n] dx (n(1 és p2-4q<0).

Nevező szorzattá bontása: első- és másodfokúak szorzatára bontható minden polinom.
A parciális törtekben szereplő együtthatók meghatározása

· Egyenlő együtthatók módszere

· Zérushelyek módszere

· Vegyes módszer

Parciális törtek integrálása:

1. ∫A / (x - a) dx = A∫1 / (x - a) dx = A ln |x - a| + C.

2. ∫A / (x - a)n dx = A∫(x - a)ndx = [A / (1 – n)] * (x – a)1 – n + C = [A / (1 – n)(x - a)n – 1] + C    (n≠1).

3. Az ∫A / x2+px+q dx alakú integrálok meghatározásakor a nevező teljes négyzetté alakítása után alkalmas konstans kiemelésével (kihasználva, hogy p2-4q<0) az ∫1 / (1 + t2) dt alapintegrálra jutunk.

4. Az ∫(Ax + B) / (x2+px+q) dx meghatározásakor az integrandust két tört összegére bontjuk, mégpedig, úgy, hogy az egyik f’/f alakú legyen, a másik számlálója pedig konstans.

5. Ha n>1, akkor az ∫A / (x2+px+q)dx meghatározásához elegendő módszert adunk az ∫1 / (1 + t2) dt alakú integrálok kiszámítására. Ugyanis az integrandus nevezőjében lévő másodfokú polinomot teljes négyzetté alakítva alkalmas helyettesítéssel az integrál ez utóbbi alakra hozható. Az In = ∫1 / (1 + t2)ndt integrál meghatározására úgynevezett rekurziós formulát vezetünk le. In = ∫1 / (1 + t2)ndt = ∫(1 + t2 - t2) / (1 + t2)ndt = ∫1 / (1 + t2)n - 1dt - ∫ t2 / (1 + t2)ndt = In – 1 - ∫ t2 / (1 + t2)ndt.
6. ∫(Ax + B) / (x2+px+q)n dx, ha n>1 esetén az integrandust két tört összegére bontjuk, mégpedig úgy, hogy az egyik számlálója 2x+p alakú legyen, a másik számlálója pedig konstans.

10.
Irracionális függvények integrálása

1. Integrandus másodfokú polinom négyzetgyöke: ∫ gyök(ax + bx + c) dx teljes négyzetté alakítás és alkalmas kiemelés után mindig visszavezethető ilyenekre:

· ∫ √(1 – x2)dx esetén az x=sin t vagy x=cos t helyettesítésel határozható meg az integrál.

· ∫ √(1 + x2)dx meghatározásakor az x=sh t helyettesítés felel meg.

· ∫ √(x2 – 1 )dx integrálnál x=ch t helyettesítés vezet eredményre. (ch2t + sh2t = ch2t , ch2t – sh2t = 1 , ch2t=(ch2t + 1)/2)

2. Az integrandus másodfokú polinom négyzetgyökének reciproka

· Az ∫ 1 / gyök(ax2+bx+c) integrálok a gyök alatti kifejezés teljes négyzetté való alakításával és alkalmas konstans kiemelésével mindig visszavezethető az  ∫ 1 / gyök(1 – t2) dt ,  ∫ 1 / gyök(1 + t2)dt ,  ∫ 1 / gyök(t2 – 1 )dt  integrálok valamelyikére.

3. További gyökös integrálok

· Ha az integrandus olyan összetett függvény, amely előállítható az x → m√x függvényből mint belső függvényből és R racionális függvényből, akkor x=tm helyettesítéssel az integrál racionális függvény integrálásra vezethető vissza. Amennyiben az integrandusban szereplő gyökös kifejezés gyökkitevői különböznek, akkor ezek előállíthatók az m√x kifejezés pozitív egész kitevős hatványaiként, ahol m a gyökkitevők legkisebb közös többszöröse. 

· ∫ (Ax + B) / [√(ax2+bx+c)] dx meghatározásakor az integrandust két tört összegére bontjuk, mégpedig úgy, hogy az egyik számlálója 2ax+b alakú legyen, a másik számlálója pedig konstans. Ekkor e két integrál már a megismert módszerekkel meghatározható.

· ∫ [Ax2+Bx+C] / [√(ax2+bx+c)]dx meghatározásakor az integrál, az integrandus számlálójának alkalmas átalakításaival, a következő típusú integrálok összegeként állítható elő: ∫ [ax2+bx+c] / [√(ax2+bx+c)]dx = ∫ √(ax2+bx+c)dx = és ∫ [αx + β] / [√(ax2+bx+c)]dx.

· ∫ (Ax + B) √(ax2 + bx + c) dx esetében az Ax + B lineális kifejezés alkalmas átalakításával az integrál meghatározása az ∫ (2ax + b) √(ax2 + bx + c) dx és az  ∫ (ax2 + bx + c) dx  integrálok kiszámítására vezethető vissza. 

11.
Trigonometrikus függvények integrálása

1. Néhány trigonometrikus szorzatfüggvény integrálása

· ∫ sin2k+1xx dx, ∫ cos2k+1xx dx, (k pozitív egész) alakú integrálok a sin2x+cos2x=1 trigonometrikus azonosság felhasználásával ∫ sin2k+1xx dx = ∫ (sin2x) k sin x dx = ∫ (1 – cos2x) k sin x dx, illetve ∫ cos2k+1xx dx = ∫ (cos2x) k cos x dx = ∫ (1 – sin2x) k cos x dx alakra hozható. A hatványozást elvégezve az integrandus olyan összeg lesz, amelynek minden tagja f nf ’ típusú. Tehát az integrálás tagonként elvégezhető.

· ∫ sinmx cos2n+1x dx, ∫ cosmx sin2n+1x dx, (m, n természetes számok) alakú integrálok meghatározására a következő módon végezhető el:

· ha m=0, akkor az első típust vagy alapintegrált kapunk;

· ha m=1, akkor az integrandus f nf ’ alakú;

· ha n=0, akkor alapintegrált vagy f nf ’alakú integrandust kapunk ;

· minden más esetben a sin2x + cos2x = 1 azonosság felhasználásával.

· Az ∫sin2k x dx, ∫cos2k x dx (k pozitív egész) alakú integrálok meghatározására parciális integrálás segítségével rekurziós formulák adhatók meg, vagy linearizáló képlettel oldható meg.

· Az ∫sin2mx cos2nx dx (m, n pozitív egész számok) alakú integrálok meghatározását az előző típusra vezethetjük vissza. Ugyanis az integrandust az egyik trigonometrikus függvény páros kitevőjű polinomjává alakíthatjuk: ∫sin2mx cos2nx dx= ∫sin2 mx (cos2x)n dx = ∫sin2mx (1–sin2x)ndx.

· Az ∫ sin ax sin bx dx, ∫ cos ax cos bx dx, ∫ sin ax cos bx dx alakú integrálok parciális integrálással meghatározhatók.

2. Trigonometrikus függvények racionális kifejezésének integrálása

· A trigonometrikus függvények racionális függvényének integrálása mindig visszavezethető racionális függvény integrálására a t=tg (x/2) helyettesítéssel. Ugyanis ezzel a helyettesítéssel x=2 arctg t, így dx=2 / (1 + t2) dt, és a szögfüggvények közötti összefüggések felhasználásával kaphatjuk a helyettesítéshez szükséges formulákat: 

· sin x = 2t / (1 + t2);

· cos x = (1 – t2) / (1 + t2);

· tg x = 2t / (1 – t2);

· ctg x = (1 – t2) / 2t.

12.
A határozott integrál alkalmazásai, területszámítás

· Def.: Az [a, b] intervallumon értelmezett, nemnegatív, folytonos f függvény grafikonja alatti terület, azaz az y=f (x), xє[a, b] egyenletű görbe, az x=a és x=b egyenesek, valamint az abszcisszatengely által határolt tartomány területe alatt az f függvény [a, b] intervallumon vett határozott integrálját értjük. Tehát: T = ∫ b a f.
Ha f(x)<0 [a, b]-n, akkor az integrál abszolút értéke az eredmény.
· Zárt görbe területének kiszámítása így: T= ∫ba f1 - ∫ba f2=∫ba (f1 – f2).
Ha a zárt görbe paraméteres alakban adott ({x=ψ(t), y=φ(t)} tє[a, b]), akkor a keresett terület: T= ∫ba f1(x)dx – ∫ba f2(x)dx= – ∫α1α ψ(t)φ*(t)dt - ∫βα2 ψ(t)φ*(t)dt - ∫α2α1 ψ(t)φ*(t)dt= – ∫βα ψ(t)φ*(t)dt. Ezek szerint a kérdéses G görbe által meghatározott T terület a következő formulával számítható: T= – ∫βα ψ(t)φ(t)dt.

Megemlítjük továbbá, hogy a most kapott eredményünket felhasználva és figyelembe véve, hogy φ(α) = φ(β), illetve ψ(α) = ψ(β) parciális integrálással a következő területképlet is levethető a paraméteres alakban adott zárt görbére: T= ½  ∫βα [φ (t) ψ (t)dt - ψ(t)φ(t)dt].

Gyakran előfordul az is, hogy valamely függvény görbélye alatti területet egyszerübb meghatározni a függvény paraméteres alakjának felhasználásával. Ehhez azonban szükséges, hogy a függvényt megadható x=φ(t), y=ψ(t) tє[t1, t2] egyenletrendszerben szereplő φ  folyamatosan differenciálható, ψ  pedig folytonos legyen [t1, t2] –n. Ekkor az x = φ (t), t1 ≤ t ≤ t2 helyettesítés alkalmazásával : T= ∫ba f(x) = ∫t2t1 f(φ (t)) ψ (t)dt=  ∫t2t1  ψ(t)φ(t)dt.

A zárt görbe egyenletét gyakran polárkoordinátás alakban adjuk meg az r= r(φ) egyenlettel. Az ily módon adott görbe egyenlete átírható paraméteres egyenletrendszerré. Helyezzük el az xy derékszögű koordináta–rendszert úgy, hogy az origó egybeessen a polárközépponttal, és az abszcisszatengely pozitív fele pedig a polártengellye. Ekkor x= r(φ)cos (φ)= Φ (φ),  y= r(φ)sin (φ)= Ψ (φ),  0≤ x= φ ≤ 2π. Használjuk fel a paraméteresen adott zárt görbe területére vonatkozó T= ½  ∫βα [Φ(t) Ψ (t)dt - Ψ (t) Φ (t)dt] összefüggést. 

Mivel a t paraméternek most értelemszerűen φ felel meg, ezért : Φ (φ)= r(φ)cos (φ) - r(φ)sin (φ), Ψ (φ)= r(φ)sin (φ)+ r(φ)cos (φ). Így : T= ½  ∫2π0 {r(φ)cos (φ)[ r(φ)sin (φ)+ r(φ)cos (φ)] - r(φ)sin (φ)[ r(φ)cos (φ) - r(φ)sin (φ)]}d(φ)= ½  ∫2π0 r2(φ)[cos2 (φ)+ sin2 (φ)]d(φ)= ½  ∫2π0 r2(φ)d(φ). Tehát polár koordinátás alakban adott zárt görbe területe: T=½  ∫2π0 r2(φ)d(φ).

Amennyiben valamely (φ)→r(φ) függvény görbéje, valamint a φ1 és a φ2 polárszöghöz tartozó r1=r(φ1) és r2=r(φ2) polársugarak által határolt, úgynevezett szektorterületet akarjuk kiszámítani, akkor könnyen belátható, hogy: T= ½  ∫φ2φ1 r2(φ)d(φ).

13.
Síkgörbe ívhossza

· Def.: Egy folytonos görbe ívhosszának nevezzük azt a számot, amelyhez a görbéhez írt töröttvonalak hosszai tartanak, ha az osztópontok számát minden határon túl növeljük, miközben szakaszaik hosszának maximuma is zérushoz tart.

· T: Legyen az f függvény az [a, b] intervallumon folytonosan differenciálható. Ekkor az y=f(x) görbe rektifikálható(tehát: van ívhossza) és ívhossza: s= ∫ b a √(1+ [f ’ (x)]2) dx. 

Biz.: van, Larange-féle középértéktétellel, alakítgatásokkal.
· Amennyiben paraméteresen adott görbe ívhosszát akarjuk meghatározni, akkor az x=φ(t) helyettesítést alkalmazva: s= ∫ b a √(1 + [f’(x)]2) dx = ∫ t2 t1 √(1+ [ψ*(t) / φ*(t)]2) φ*(t) dt = ∫ t2 t1 √( [φ*(t)]2 + [ψ*(t)]2) dt, ahol a=φ(t1), illetve b=ψ(t2).
· Amennyiben polárkoordinátákkal adott görbe ívhosszát akarjuk meghatározni, akkor az r=r(φ) egyenletű görbe x= r(φ)cos (φ)= Φ (φ), y= r(φ)sin (φ)= Ψ (φ) paraméteres előállításból indulunk ki. Ezzel az ívhossz képlete polárkoordinátákkal adott görbékre: s= ∫ φ2 φ1 √( [r*(φ)]2+[ r(ψ)]2) d φ.
14.
Forgástest térfogata

· Ennek meghatározásánál 2 nyilvánvaló elvből indulunk ki:

- az egész test térfogata a részek térfogatának összegével egyenlő;

- egyenes henger térfogata = alap . magasság.

Közelító hengerek rajz.

· Def.: Az [a, b] intervallumon nemnegatív, folyamatos f függvény grafikonjának az x tengely körüli megforgatásával kapott forgástest térfogatát a  V= π ∫ b a f 2 (x) dx  formulával definiáljuk. 

· Amennyiben paraméteresen adott görbe megforgatásával kapott forgástest térfogatát akarjuk meghatározni, akkor az x=φ(t) helyettesítést alkalmazva  V= π ∫ b a f 2 (x) dx = π ∫ t2 t1 ψ2(t) dx φ(t) dt,  ahol a=φ(t1), illetve b=φ(t2).

· Ha polárkoordinátákkal adott görbe megforgatásával kapott forgástest térfogatát akarjuk meghatározni, akkor az r=r(φ) egyenletű görbe x= r(φ)cos(φ), y= r(φ)sin(φ) paraméteres előállításból indulhatunk ki. Ekkor az x= r(φ)cos (φ) helyettesítését alkalmazva V= π ∫ b a f 2 (x) dx= π  ∫ φ2 φ1 [r(φ)sin φ]2 [r*(φ)cos φ – r(φ )sin φ ] dφ, ahol a=r(φ1)cos φ1, illetve b=r(φ2)cos φ2.
15.
Improprius integrálok

A határozott integrál fogalmát kiterjesztjük olyan esetekre is, amikor az integrandus nincs mindenhol értelmezve, vagy nem korlátos valamely pontok környezetében, vagy az integrációs intervallum végtelen. Ezek az esetek együtt is előállhatnak.

1. Véges sok pontban nem értelmezett függvény improprius(=nem valódi) integrálja

· Def.: Tegyük fel, hogy az f függvény az x1 < x2 < x3 <…<xn pontok kivételével az [a, b] intervallum minden pontjában értelmezve van és korlátos. Legyen φ egy olyan függvény, amely az [a, b] –n értelmezett és az x i (i=1,2,..,n) pontok kivételével minden xє[a, b] -re φ(x)=f(x). Ha a φ függvény integrálható az [a, b]-n, akkor az ∫ b a φ integrált, az f függvény improprius integráltjának tekintjük az [a, b]-n, azaz ∫ b a f = ∫ b a φ.

Pl: f(x)=sinx / x

2. Integrálás végtelen intervallumon

· Def.:Legyen az f függvény értelemezési tartománya az [ a, ∞) intervallum, és legyen integrálható minden [a, ω] intervallumon bármely ω-ra. Ekkor, ha a lim ω → ∞ ∫ ω a f határérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy az 
∫ ∞ a f improprius integrál konvergens, és értéke ez a határérték, azaz ∫ ∞ a f = lim ω → ∞ ∫ ω a f.  Ha ez a határérték nem létezik vagy nem véges, akkor az improprius integrált divergensnek mondjuk.

Pl:: ∫ ω 1 (1 / x2)dx
· mínusz végtelennél: ∫ b –∞ f = lim ω → –∞ ∫ b–ω f
· ha mindkét határ végtelen: ∫–∞ ∞ f = ∫ c–ω f + ∫ ω c f , ahol c tetszőleges valós.

3.
Nem korlátos függvények improprius integrálja

· Def.: Tekintsük az (a, b ] intervallumon értelmezett, de az a pont környezetében nem korlátos f függvényt. Ekkor, ha az f függvény az [a+ε, b] (0<ε<b–a) intervallumok mindegyikén integrálható és a 
 lim ε → 0 ∫ b a + ε f  határérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy az f az [a, b] intervallumon impropriusan integrálható, és integrálja ez a határérték, azaz 

∫ b a f = lim ε → 0 ∫ b a + ε f .

· Az improprius integrál létezése és értéke szempontjából lényegtelen, hogy az f függvény a-ban van-e értelmezve. Ugyanis az f(a) esetleg definiált értéke a limx →a+0 f(x) határértéket nem befolyásolja. Hasonlóan értelmezhető az improprius integrál, ha az [a, b] intervallum jobb oldali végpontjának egyetlen bal oldali környezetében sem korlátos az f függvény, de minden [a, b-ε] (0<ε<b – a) intervallumon integrálható. Ekkor, ha a limε→0 ∫b-εa f határérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy az ∫ba f  improprius integrál konvergens, és ∫ba f  = limε→0 ∫b-εa f. Amennyiben az [a, b] intervallum mindkét végpontjának egyetlen megfelelő féloldali környezetében sem korlátos az f függvény, akkor az integrál visszavezethető a fenti két eset összegére: ∫ba f =limε1→0 ∫ca+ε1 f + limε2→0 ∫b-ε2c f, ahol cє(a, b).

16.
A parciális derivált

· Def.: Legyen értelmezve az (x; y) → f(x; y) kétváltozós függvény a P0(x0; y0) pont valamely környezetében. Azt mondjuk, hogy f a P0(x0; y0) pontban x szerint parciálisan differenciálható, ha létezik az [f(x; y0) – f(x0; y0)] / (x – x0) differenciahányadosnak az x0 helyen vett véges határértéke. Ezt a határértéket az f függvény P0 helyen vett x szerinti parciális differenciálhányadosának nevezzük. A parciális derivált jelölése: lim x → x0 [f(x; y0) – f(x0; y0)] / (x – x0 ) = f’x (P0) = ∂ f / ∂ x|P = P0. Hasonlóan definiálható az f függvény y szerinti parciális deriváltja is: lim x → x0 [f(x; y0) – f(x0; y0)] / (y – y0 ) = f ’y (P0) = ∂ f / ∂ y|P = P0.

· Tehát egyik változó szerint kell elvégezni a differenciálást úgy, hogy a másik változót rögzítjük, és konstansnak tekintjük.

· Def.: A kétváltozós f függvény x szerinti (illetve y szerinti) parciális differenciálhányados függvénye az a kétváltozós függvény, amelynek értelmezési tartománya mindazon PєDf pontok halmaza, ahol f függvény x szerint (illetve y szerint) parciálisan differenciálható és amely minden PєDx  (illetve PєDy ) pontok pontosan az f’x(P) (illetve f’y(P)) értéket veszi fel.

· Értelmezhető az n-változós f függvény P0–beli, xi változója szerinti parciális differenciálhányados.

17.
A differenciálhatóság értelmezése

· Def.: Azt mondjuk, hogy a P0(x0; y0) pont valamely környezetében értelemzett kétváltozós f függvény differenciálható P0–ban, ha a P0 e környezetébe eső bármely P(x; y) pontban érvényes a következő előállítás:  f(P) – f(P0) = A(x – x0) + B(y – y0) + a(P) (x – x0) + b(P)(y – y0), ahol A és B véges számok és lim P →P0 a(P) = lim P →P0 b(P) = 0. Azt is mondhatjuk, hogy f ekkor totálisan differenciálható a P0 pontban.

· T: Ha f totálisan differenciálható P0-ban, akkor ott folytonos is. Biz. van.

· T: Ha f totálisan differenciálható P0-ban, akkor ott mindkét változója szerint parciálisan is differenciálható, valamint f’x(P0)=A és f’y(P0)=B, ahol A és B az f totális deriváltjában szereplő konstansok. 

· Def.: A P0 pontban differenciálható f függvény totális (vagy teljes) differenciálja: df= f’x(P0) dx + f’y(P0)dy.

· Hasonlóan értelmezhető az n-változós f függvény P0–beli differenciálhatósága.

18.
A többváltozós függvények differenciálhatóságának alkalmazásai

· Def.: Ha az (x; y)→f(x; y) kétváltozós függvény parciális derivált függvényei parciálisan deriválhatók a P0 pontban, akkor e deriváltakat az f függvény másodrendű parciális deriváltjainak nevezzük. Jelölésük: δ / δx (δf / δx)|P=P0 = δ2f / δx2|P=P0 = f”xx(P0), δ / δy (δf / δx)|P=P0 = δ2f / δyδx|P=P0 = f”xy(P0), δ / δx (δf / δy)|P=P0 = δ2f / δyδx|P=P0 = f”yx(P0), δ / δy (δf / δy)|P=P0 = δ2f / δy2|P=P0 = f”yy(P0).

Azokat a kétváltozós függvényeket, amelyek értelmezési tartománya azon pontok halamza, ahol f’x és f’y elsőrendű parciális derivált függvények parciálisan differenciálhatók, és minden PєDfxx, PєDfxy, PєDfyx, PєDfyy pontban az f”xx(P), f”xy(P), f”yx(P), f”yy(P) értékeket veszi fel másodrendű parciális derivált függvénynek nevezzük.

· Ha az f kétváltozós valós függvény parciális deriváltjai a P0(x0; y0) pontokban zérus értékűek, és a másodrendű parciális deriváltak mindegyike folytonos P0-ban, akkor ahhoz, hogy f–nek lokális szélsőértéke legyen P0-ban, elegendő, hogy f”xx(P0) f”yy(P0) – f”xy2(P0)>0 teljesüljön. Ha f”xx(P0)>0, akkor f-nek P0-ban lokális minimuma, ha pedig f”xx(P0)<0, akkor lokális maximuma van. Ha f”xx(P0) f”yy(P0) - f”xy2(P0)<0, akkor f-nek a P0 pontban nincs helyi szélsőértéke. Ha f”xx(P0) f”yy(P0) - f”xy2(P0)=0 és f’x(P0)= f’y(P0)=0, akkor f-nek P0-ban lehet, hogy van szélső értéke, de lehet, hogy nincs.

Szélsőérték számítás

T: Ha a kétváltozós f függvény a P0(x0; y0) pontban mindkét változója szerint parciálisan differenciálható és a függvénynek P0-ban lokális szélsőértéke van, akkor szükségképpen: f’x (P0) = 0 és f ’y(P0) =0. 

Geometriai alkalmazások

· Az f függvény P0(x0; y0) ponthoz tartozó differenciáljának értelmezésekor említettük e differenciál geometriai jelentését. Ennek segítségével felírhatjuk például az f függvény által meghatározott felület Q0(x0; y0; z0) pontjaiban az érintősík egyenletét. 

4. Hibaszámítás

19.
Szétválasztható változójú differenciálegyenletek 

· Legyen y, f1, f2 egyváltozós valós függvények, ekkor az y’=f1(x)f2(y) alakra hozható differenciálegyenletet szétválasztható változójú differenciálegyenletnek nevezzük. 

· Tegyük fel, hogy f1 folytonos az a<x<b intervallumon és f2 folytonos a c<y<d intervallumon, továbbá f2(y)≠0 sehol a (c,d)-n. Ekkor f2(y)-nal mindkét oldalt osztva, az y’ / f2(y)= f1(x) egyenletre jutunk. Integráljuk mindkét oldalt x szerint: ∫ y’ / f2(y)dx=∫ f1(x)dx, amiből a helyettesítéssel történő integrálás szabálya alapján: ∫ 1 / f2(y)dy = ∫ f1(x)dx. 

· Ha a differenciálegyenlet y’= f(ax+by+c) alakú, akkor az u(x)=ax+by+c hozzárendelési utasítással új ismeretlen függvényt, u-t vezetünk be. Mindkét oldalt x szerint differenciálva:  u’ =a + by’, majd y’ helyett f(u)-t írva: u’ =a + bf(u) differenciálegyenletet kapjuk, amely az x→ u(x) függvényre nézve már egy közvetlenül szétválasztható változójú differenciálegyenlet.

· Ha a differenciálegyenlet y’= f(y/ x) alakú, akkor az u(x) = y / x hozzárendelési utasítással ugyancsak új ismeretlen függvényt vezetünk be. Ebből: y= xu(x). Mindkét oldalt x szerint differenciálva: y’= u + xu’,  majd y’ helyett f(u)-t írva: f(u)= u + xu’ differenciálegyenletet kapjuk, amely az x → u(x) függvényre nézve már egy közvetlenül szétválasztható változójú differenciálegyenlet.

20.
Elsőrendű lineáris differenciálegyenletek

· Tekintsük az y’+ g(x)y= 0 elsőrendű lineáris homogén differenciálegyenletet. Tegyük fel, hogy g folytonos az [a, b] intervallumon. A differenciálegyenletnek az yp≡0 nyilvánvalóan megoldása. Továbbiakba tegyük fel, hogy yp nem≡ 0. Vegyük észre, hogy egyenletünk egy speciális szétválasztható változójú differenciálegyenlet.

1. Lineáris differenciál egyenletek

· Def.: Legyenek y; g; h egyváltozós valós függvények, ekkor az y’ + g(x)y = h(x) alakra hozható differenciálegyenleteket elsőrendű lineáris differenciálegyenleteknek nevezzük. A differenciálegyenlet homogén, ha h(x)≡0, ellenkező esetben inhomogén. 

· Homogén általános megoldása: y = Ce - ∫g(x)dx (CєR).

· Ha az y’ + g(x)y = 0 elsőrendű differenciálegyenletben szereplő g(x) ≡ konstans, azaz a differenciálegyenlet általános alakja: y’ + ay =0, akkor ez állandó együtthatójú elsőrendű lineáris homogén differenciálegyenletnek nevezzük. Ennek megoldása mindig: y= Ceχx, ennek alapján χ = –a, ezt figyelembe véve az általános megoldás: y= Ce – ax.

· T (Inhomogén differenciálegyenletek): Az y’ +g(x)y = h(x) (h(x) nem≡ 0) inhomogén differenciálegyenlet y-nal jelölt általános megoldása az inhomogén differenciálegyenlethez hozzárendelt Y’+ g(x)Y=0 homogén differenciálegyenlet Y-nal jelölt általános megoldásának, valamint az inhomogén differenciálegyenlet yp-vel jelölt egy partikuláris megoldásának összegeiként áll elő, azaz y= Y +yp
· Ennek meghatározását a homogén differenciálegyenlet általános megoldását felhasználó úgynevezett állandó variálás módszerével végezhetjük. E módszer lényege az, hogy felveszünk, yp ugyanolyan szerkezetű, mint Y, csak a benne szereplő C szabadon választható paramétert variáljuk, függvénnyel helyettesítjük (x → k(x)-szel). Ezen k függvényt úgy választjuk meg, hogy az yp = k(x)e - ∫g(x)dx megoldása legyen az inhomogén differenciálegyenletnek.

· A h függvényt az alábbiak szerint adott, akkor az yp próbafüggvénynek a következő függvényeket célszerű választani: 

	x→ h(x)
	x→ yp(x)

	x→ x2+1
	x→ Ax2+Bx+C

	x→ x3
	x→ Ax3+Bx2+Cx+D

	x→ 2e3x
	x→ Ae3x

	x→ sin x
	x→ A sin x +B cos x

	x→ 2cos 3x
	x→ A sin 3x +B cos 3x

	x→ x + 3ex – e – 2x
	x→ A x +B + Cex + De – 2x

	x→ xe2x
	x→ (A x +B)e2x

	x→ e3x sin 2x
	x→ Ae3x sin 2x +Be3x cos 2x


Amennyiben az adott differenciálegyenlethez rendelt homogén differenciálegyenlet általános megoldása és a felírt próbafüggvény nem lineárisan független (a két függvény hányadosa állandó), akkor a rezonancia esete áll fenn. Ekkor az eredeti próbafüggvény x-szersét javasoljuk próbafüggvénynek, vagy az állandó variálások módszerével oldjuk meg a differenciálegyenletet.

21.
Hiányos másodrendű differenciálegyenletek

· Valamely másodrendű differenciálegyenletet akkor nevezünk hiányosnak, ha a benne szereplő x, y, y’ közül legalább az egyik hiányzik(természetesen y” nem hiányozhat). A hiányos másodrendű differenciálegyenletek közül csak az alábbi három típussal foglalkozunk: 

· F(x, y”)=0,

· F(x, y’, y”)=0,

· F(y, y’, y”)=0.
· F(x, y”)=0 alak esetén y’’=F(x), majd kétszer integrálás.

· Az F(x, y’, y”)=0 alakú másodrendű differenciálegyenlet esetén alkalmazzuk az y’= p(x) helyettesítést! Ekkor y”= p’(x). Ezeket behelyettesítve az eredeti differenciálegyenletbe, az F(x, p, p’)= 0 differenciálegyenletre jutunk. Tehát az F(x, y’, y”)=0 hiányos másodrendű differenciálegyenlet megoldását az F(x, p, p’)=0 és az y’=p(x) elsőrendű differenciálegyenlet megoldására vezethetjük vissza.

· Ha a differenciálegyenlet általános alakja: F(y, y’, y”)= 0, akkor tegyük fel, hogy az x →φ(x) függvény e differenciálegyenlet olyan megoldása, amelynek φ’ deriváltfüggvénye állandó előjelű (vagy mindenütt pozitív, vagy mindenütt negatív). Értelmezzük ekkor az y→p(y) függvényt a következőképpen: ha y= φ(x), akkor p(y) = φ’(x). Ezt figyelembe véve: φ”= d φ’ / dx = dp / dx = (dp / dy)(dy / dx)= (dp / dy)p. Az y’= p és y”= (dp / dx)p  behelyettesítve a F(y, y’, y”)=0 egyenlet a p-re vonatkozó következő differenciálegyenletbe megy át (most y a változó!) F(y, p, p (dp / dy))=0.

Amennyiben ebből az elsőrendű differenciálegyenletből p(y)-t meghatározzuk, akkor az y’= p(y) szétválasztható változójú differenciálegyenlet megoldásai a F(y, y’, y”)=0 másodrendű differenciálegyenlet megoldásai lesznek 

22.
Másodrendű lineáris homogén differenciálegyenletek

· Általános alak: F(x, y, y’, y’’)=0

· Def.: Legyenek y, p, q, h  egyváltozós valós függvények, ekkor az  y” + p(x)y’ + q(x)y = h(x) alakra hozható differenciálegyenletek másodrendű lineáris differenciálegyenletnek nevezzük. A differenciálegyenlet homogén, ha h(x)≡0, ellenkező esetben inhomogén.

· T: Ha y1, y2 az y” + p(x)y’ + q(x)y = 0 másodrendű lineáris homogén differenciálegyenlet két megoldása, akkor a c1, c2 állandók tetszőleges választása esetén az y = c1y1 + c2y2  szintén megoldása a differenciálegyenletnek.

T: Ha y1 és y2 a másodrendű homogén differenciálegyenlet két megoldása, akkor lineáris függetlenségük szükséges és elégséges feltétele az, hogy a W(x) ún. Wronski–féle determináns az egész vizsgált intervallumon zérustól különböző legyen, azaz W(x)≠0, ha xєI. 

|  y1(x)   y2(x) |
|y’1(x)   y’2(x)|
· T: Az y”+ p(x)y’+ q(x)y = 0 homogén differenciálegyenlet egy tetszőleges megoldása mindig előállítható y=c1y1+c2y2 alakban, ahol c1 és c2 két alkalmas konstans, y1 és y2 pedig homogén egyenlet két egymástól független megoldása. 

· T: Ha az  y”+ p(x)y’+ q(x)y=0 differenciálegyenletnek y1 olyan megoldása, hogy a vizsgált I intervallumon sehol sem zérus, akkor további független megoldást kapunk, ha azt y2=u(x)y1 alakban keressük, és az itt szereplő u függvényt integrálokkal kifejezhető.

· Eredményeket összefoglalva igaz, hogy az ay” + by’ + cy =0 másodrendű lineáris homogén állandó együtthatójú differenciálegyenlet általános megoldása az aχ2 + bχ + c =0 karakterisztikus egyenlet megoldására vezethetjük vissza. Mégpedig a differenciálegyenlet általános megoldása: y = c1eχ1x+c2 eχ2x (D>0 esetén); y = c1eχx+c2 eχx (D=0 esetén); y =eχx (c1cos βx+c2 sin βx)(D<0 esetén), ahol a D a karakterisztikus egyenlet diszkriminánsa.

23. Másodrendű lineáris inhomogén differenciálegyenletek

· T: Az y”+ p(x)y’+ q(x)y =h(x) (h(x)≡0) inhomogén differenciálegyenlet y-nal jelölt általános megoldása az inhomogén differenciálegyenlethez rendelt Y”+ p(x)Y’+ q(x)Y =0 homogén differenciálegyenlet Y-nal jelölt általános megoldásának, valamint az inhomogén differenciálegyenlet yp -vel jelölt egy partikuláris megoldásnak összegeként áll elő, azaz  y =Y+ yp.
· Yp=k1(x)Y1 + k2(x)Y2   megoldása legyen az inhomogén egyenletnek.

· Az ay”+ by’ +cy= h(x), differenciálegyenlet, ahol a, b, c tetszőleges konstansok, de a≠0 és h(x) nem≡ 0, állandó együtthatójú, másodrendű lineáris inhomogén differenciálegyenletnek nevezzük. Ezen inhomogén differenciálegyenlethez rendelhető az” + bY’ + cY =0 homogén differenciálegyenlet általános megoldása az aχ2 + bχ + c= 0 karakterisztikus egyenlet gyökei segítségével azonnal felírható. Az inhomogén differenciálegyenlet egy partikuláris megoldásának meghatározása történhet a fenti ismertetett állandók variálásának módszerével, de speciális „zavaró” függvény esetén próbafüggvény módszerrel is.

