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Derivalas és integralas

Petz Dénes
Rényi Alfréd Matematikai Kutatointézet



Feltételezziik, hogy az olvasé ismeri mar az analizis alapjait (sorozatokat és sorokat
valés és komplex szamokra, egyvaltozos fliggvények folytonossagat és az in. Riemann-
integraljat, stb.). A linedris algebra alapjait is kell ismerni. A Figgelék Osszefoglalja a
metrikus tér és linearis leképezés témakat.

A jegyzet leginkdbb matematikus BSc és MSc hallgatoknak ajanlhaté. El6fordulnak
bizonyitas nélkiili tételek, de szamos példa megtaldlhatd a jegyzetben.

Henri Leon Lebesgue (1875-1941) az 1900-as évek elején dolgozta ki az in-
tegralelméletet. Riesz Frigyes azoknak az els6knek volt egyike, ,akik az 14j in-
tegralfogalom mélységét és nagy horderejét felismerték”.
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Integralok intervallumon

Legyen f : [a,b] — R folytonos fiiggvény az [a, b] intervallumon. Az intervallumot feloszt-
juk részintervallumokra, egy 7w felosztas valamilyen a =ty < t; < ... <t,_1 <t,=0b
osztépontok felvételét jelenti. A m = (to, 1, .. ., t,) felosztas atmérdje a részintervallumok
hosszanak maximuma:

O(m) == max{ty —tx—1: 1 <k <n}.

Ha egy felosztas osztopontjaihoz tijabbakat vesziink, akkor a felosztas finomitasat kapjuk.

A 7 felosztashoz tartozé integralkozelit6-6sszeg értelmezése a kovetkezd:

n

se(f) = Z(tk — 1) f(th-1) -

k=1
Rogzitett 7 felosztasra f valtoztatasa linearis funkcionélt ad:
(i) sz(f1) + sz(f2) = sz(f1 + fa),
(i) sx(Af) = Asx(f).
Tovabba
(iii) ha f >0, akkor s.(f) >0,
(iv) sx(Ifi + fal) < sa(f1]) + s2(|f])-

1. lemma: Tételezzik fel, hogy 6(m) < n és |v —a'| < n esetén |f(z) — f(2')] < e.
Legyen 7' a 7 felosztds finomitdsa. Ekkor

|S7r’(f) _Sw(f)| <e.
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Bizonyitds: Az s (f) kozelitd osszeget bontsuk a 7 felosztés [to, 1], ..., [ta_1,tn] in-
tervallumainak megfelel6 részosszegekre

=S " sew (), sew() =D (-t ) f(t),
k=1

l

ahol t_y =t <t|...<t

(k) = t,. Ekkor

|Swrey — (b — te1) f(te—1)| = Z(t;—tf DI () Z tp—t-1) f(t-1)| <
1 1

< D (=t f(E) = ()] <

l

< > (-t y)e = (t—tio1)e,
l
és k-ra Osszegezve

5w (F) = sx(H)] < D lswa(f) = (b — i) f(tea)| <
k

n

S Z(tk - tk_l)ff = €.

k=1

2. lemma: Ha 6(m(n)) — 0, akkor syu(f) Cauchy-sorozat.

Bizonyitds: Legyen € > 0 adva. f egyenletes folytonossdga alapjan vélasszunk olyan
n > 0-t, hogy |f(z) — f(2')] < € teljesiiljon |z — 2’| < n esetén, és védlasszuk N-et ugy,
hogy n > N-re 6(m,) < n! Legyen n,m > N, és alkalmazzuk az eléz6 lemmat m,, és m,,
felosztasok kozos n’ finomitdsara. Ekkor

[sxm) = sw () <& [sam)(f) = sw(F)] <€,

tehat
|S7r(n)(f) - 87r(m)(f)| < 2e.
O

Ezek utdn az fab f(x)dx az integralt értelmezhetjiik az sy, (f) Cauchy-sorozat
hatarértékeként. Maga a hatarérték természetesen nem fiigg attol, hogy milyen felosztas
sorozatot valasztunk. Az integralkozelito osszegek (i)—(iv) tulajdonsdgai droklédnek erre
az integralra, amit Riemann-integralnak is szoktak nevezni.

Erdemes megjegyezni, hogy fab f(z)dx értelmezését ugy is felfoghatjuk, mint az f
fliggvénynek szakaszonként konstans fliggvényekkel valé kozelitését. Legyen a = ty <
h<...<th_1<t,=0bés

glr)=c¢; ha x€[tytiy) (i=0,1,...,n—1).
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Ekkor g egy szakaszonként allando fliggvény, aminek integréljat a

=

b n—
/ g(x)dx = ci(tipr — i)

7

Il
o

formulaval értelmezhetjiik. A folytonos f fliggvényhez keresiink szakaszonként allandé
fliggvényeknek egy olyan g, sorozatat, ami egyenletesen konvergal f-hez,

sup{|f(z) — gn(2)[ 1@ <z < b} =0
és

/b f(z)dr = lim bgn(x) dzx.

A kovetkezd eredmény az analizis egyik alaptétele, késobb szamos dltalanositasa is
targyalasra keriil.

1. tétel: (Newton-Leibniz-formula) Legyen F : [a,b] — R folytonosan diffe-
rencidlhato fligguény és f .= F'. Ekkor

/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Bizonyitds: Legyen ]
o2):= [ 1)
Ekkor e
g(z+e) - g(z) = / F() do = £t

valamely z < t < z + € szamra. Az ¢ — 0 hatarérték azt adja, hogy ¢'(z) = f(2). O

1. példa: Az [a,b] intervallumot gondoljuk egy fémdarabnak, amelynek tomegstiriiségét
az [ : [a,b] — R fiiggvény adja meg. A kozelité tomegét egy felosztassal kaphatjuk meg.
Ha a felosztas (to,t1,...,t,), akkor a kozelité tomeg

n

D (= tea) f(tea).

k=1

Ha a felosztast finomitjuk, akkor a hatarérték

/a ’ F(t) dt.

Tehat ez a fémdarab tomege.
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Most szamoljuk ki a tomegkozéppontot. Legyen a < z < b a tomegkozéppont,

amire egy egyenletet fogunk felirni. Ha (tg,t1,...,t,) az [a, z] intervallum felosztésa
és (ug, uy,...,u,) a [z,b] intervallumé, akkor

D (k= tea) f(tea)(z = tea) = Y (k= wea) f (up1) (w1 — 2)

k=1 k=1

egy kozelito egyenlet, amelynek hatarértéke

/:f(x)(z —2)dr = /zbf(x)(x — 2)da.

Ezt atrendezve az egyszerii

/abxf(x)dx - z/abf(:p)dx

egyenletet kapjuk, amibdl z adodik. 0

2. példa: Az (z1,x2,...,%,), (Y1,Y2, - - -, Yn) € R™ vektorok merélegesek, ha

z": xy; = 0.
=1

Ennek analdgidjara a folytonos f, g : [a,b] — R fliggvényeket merdlegesnek mondhatjuk,
ha

b
/ f(2)g(x) dz = 0.

Péaldaként kiszamoljuk, hogy cosnz és cos mx merélegesek a [0, 7] intervallumon, ha
n és m kilonbozo természetes szamok. A

2 cosa cos f = cos(a+ ) + cos(a — B)

formulét felhasznélva

s 1 ™
/ cosnzx cosmrdr = 5 cos(n + m)x + cos(n — m)z dz
0

™

=0,

[sin(n +m)x  sin(n —m)x
2(n+m) 2(n—m) |,

ami a merdlegeség, vagy ortogonalitas, lasd a Fiiggeléket. 0
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3. példa: Legyen = > 0. A
[(x) ::/ t" et dt (1.1)
0

integralt vizsgdljuk. Mivel végtelen intervallumon van, a korabbi definicié nem tartal-
mazza az esetet. Rdaadasul, ha © < 1, akkor az integrandus nem is korlatos, viszont

mindentitt pozitiv. Ezért
oo n
= lim lim .
0 n—00 e—++40 c

Ha a € R elég nagy, akkor

= < et/? t>a esetén.

b b
/ e tdt < / e M2 dt < 272,

/ t* et dt < +00.

a

Ezért

Ez azt mutatja, hogy

Tovabbd ) ) 1 )
/ Lot dt < / rldt = —(a® — %) < =
15 &€ x

Xz

a
/ t* et dt
0

is véges, tehdt a [0, 0c0) intervallumon is véges az integral.

mutatja, hogy

Parcialisan integralva
/ t" et dt = [:p_lt”&e_t]: +/ z et dt.
15 15
Han — oo és ¢ — 0, akkor a
F(z+1)=al'(2) (1.2)
formuldhoz jutunk.
Mivel

') = / e tdt =1,
0

az el6z6 rekurzié azt adja, hogy I'(n + 1) =n!, han =0,1,2,3,.... Ez mutatja, hogy a
I'(r) gamma-fiiggvény a faktoridlis dltaldnositésa. O
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4. példa: A gamma-fliggvény egy porzitiv fliggvény integraldsaval volt értelmezve. Az
1/z fuggvény ugyancsak pozitiv egy pozitiv intervallumon.

"1
/ —dx = [log z]} =logn
L

Ebbdl adodik, hogy

n

1
lim —dx = +o0, (1.3)

n—oo [1 T

*1
/ —dx
. T

integral nem létezik, azaz 1/z nem integralhaté a [1, 00) intervallumon.

azt mondjuk, hogy az

Az elGjelet valto f fiiggvény integralhatd, ha |f| integralhatd. Ezzel kapcsolatban
nézzik az
* sinx
/ dx
0

integralt. (Az integrandus folytonos.) Mivel

"|sinx
dr = 400

lim
n—o0 0

x
(1.3) alapjdn, sinz/x nem integralhat6. Ugyanakkor

" sinx

dx

lim
n—oo Jq x

(i+1)m
ai::/ (1=0,1,...),

LT

véges. Valéban, ha

akkor
" sinx -
lim dx = a;
f f) =2 e
és ez az Osszeg véges, mert |ag| > |ai| > |az|. .. és az el§jel viltakozd. Ez egy lényeges
példa. O

A fenti lemmak gondolatmenete nagymértékben dltalanosithaté. Legyen g : [a,b] — C

fliggvény és

s2(F) = latr) — g(ts-0))f(ts1) (1.4)

k=1
Az 1. lemma bizonyitdasa minimélis modositassal miikodik, és az

[s9(f) = 2O < Y lg(te) — gltr-)le
k=1
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eredményt adja. Ha a g fiiggvény olyan, hogy létezik egy C' > 0, amelyre
Z lg(ts) — g(ter)| < C

barmilyen 7 felosztdsra, akkor d(w(n)) — 0 esetén s? m(f) Cauchy-sorozat, és

hatarértékét
/ f () dg(x

formaban jeloljik és Riemann—Stieltjes-integralnak nevezziik. Ha g teljesiti a fenti
feltételt, akkor korlatos valtozasinak nevezik, és

sup {Z l9(t) — g(ta)] : w}

g teljes valtozasa.

Tovabbi altalanositasra van lehetéség, ha adott a szamegyenes részintervallumain
értelmezett és értékeit egy X Banach-térben felvevd v fliggvény, és a

n

e (f) =D vtk ) f(tr) (1.5)

k=1
definiciébdl indulunk ki. Az 1. lemma bizonyitasanak zavartalan miikodéséhez sziikséges

V(b te) = ) ([t 1)

!
feltétel. Ez teljesiil, ha megkdoveteljiik, hogy

v([a,b)) + v([b,¢)) = v([a, ) . (1.6)

Természetesen a korlatos valtozdshoz hasonld feltétel is kell:
sup { =R IE ﬁ} < 400, (1.7)
k=1

Ha tehat a v, tgynevezett vektorértéki, halmazfiiggvényre teljesiil az (1.6) additivitas
és a (1.7)-gyel kifejezett teljes véltozasa véges, akkor beszélhetiink az

/0 £ () dv(z) (18)

vektorértékli mérték szerinti integralrél. Valéban, ha m(n) olyan felosztdssorozat,
amelyre §(m(n)) — 0, akkor s7 ., (f) Cauchy-sorozat az X Banach-térben, és hatarértéke
az integral. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a (1.8) integral norméban konvergens. A
legegyszeribb esetben az X Banach-tér R vagy C. Ekkor v-t elgjeles mértéknek,
illetve komplex mértéknek szokas nevezni.
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1.2. Gorbék

Ha~ : [a,b] — R™ egy folytonos fiiggvény, akkor azt gorbének nevezhetjiik R™-ben. ~(a)
a gorbe kezdépontja és v(b) a végpontja. A ~y(t) pont (y1(t),Va(t),...,a(t)) alakban
frhat6. v1(t), va(t), . .., va(t) szdmértéki fliggvények, ezek adjak meg a gérbét. Ha ezek
a fiiggvények folytonosa differencidlhatdk, akkor a gorbét simanak mondjuk. Altaldban
sima gorbékkel foglalkozunk.

Vegyiik az [a,b] intervallum egy a = tg < t; < ... < tpq1 < t,, = b felosztésat.
A ~(t;) és y(t;y1) pontokat Osszekotjiik egy egyenes szakasszal, a szakaszok hosszédnak
Osszege a gorbe kozelito ivhossza. A fenti szakasz hossza a Pitagorasz tétel szerint

1/2

1/2
(Z(%’(tm) - ’Vj(tz'))2) = (Z vi(eji)* (tin — tz’)2> :

J

ahol a Lagrange-féle kozépérték tételt is felhasznaltuk, ¢; < c¢j; < t;41. A szakasok
hosszanak Osszege

1/2
> <Z 7&(%‘02) (i1 — L),

b/ n 1/2
/(Z%(tﬁ) dt (1.9)

integralhoz tart. Ez a gorbe ivhossza.

ami a felosztést finomitva a

5. példa: Az [a,b] intervallum értelmezett f(z) (szdmértékii fliggvény grafikonja olyan
gorbe, amelynek paraméterezése t — (¢, f(t)). Ezért a grafikon hossza

/b\/1 ) dt

Legyen v : [a,b] — R™ egy sima gorbe és g : [a,b] — [a,b] egy bijektiv folytonosan
differencidlhat6 fiiggvény. Ekkor 7 o g is egy gorbe, (képterében) ugyanaz csak mas
paraméterezéssel. Ennek hossza

1/2

b/ n 1/2 b/ n
/ (Mg(t)fg'(t)?) a— [ <Zv}(g(t))2> 9] dr.

Az s = g(t) véltozé csere a ds = |¢'(t)| dt transzformélast adja, igy az ivhossz fiiggetlen
a paraméterezéstol.
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6. példa: Legyen v : [a,b] — R™ egy sima gorbe, amelynek tomegsiiriiségét a f : R™ —
R gorbén értelmezett fliggvény adja meg. A gorbe tomegének kiszamolasa az

Zf(’y(tz’))h(tz‘,tz‘Jrl)

kozelitésen alapul, ahol a = tg < t; < ... < ty_1 < t,, = b az [a, ] intervallum egy
felosztasa és h(t;,t;11) a gérbedarab hossza. Ez a

. n 1/2
/ﬂw»@)wﬂ i (1.10)

integralhoz vezet. O

A (1.10) integralt az f fliggvény gorbe menti ivhossz szerinti integraljanak ne-
vezziik.
7. példa: Legyen 7 : [a,b] — R" egy sima gorbe, amelynek tomegstirtisége f : R" < R.
A gorbe tomegkozéppontjat szeretnénk kiszamolni.

Eloszor a tomegkozéppont elsé koordinatajara koncentralunk. A gorbét tomegsiiriiség
megdrz6 médon az z; tengelyre, illetve az [a, b] intervallumra vetitjiik. A ¢ pontban a
stirtiség

n 1/2
ﬂwm<§}mﬁ> .

A korabbi példa alapjan a tomegkozéppont elsé koordinatdja

[P 0) (S )

1/2

2 £ (Samee) "

Természetesen a tobbi szamolasa hasonld. O

1.3. Feladatok

1. Szamoljuk ki annak az els6 siknegyedben 1évé tartomanynak a teriiletét, amit
felillrél az y = +/z gorbe, alulrdl pedig az x tengely és az y = = — 2 egyenes
hatardél.

2. Szamoljuk ki a
d [ve

du Jy

costdt, i/ Vitdt
dz J,

derivaltakat.
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. Legyen f,g:[0,1] — R kétszer folytonosan differencialhaté fiiggvények az f/'(0) =

f (1) =4'(0) = ¢'(1) = 0 feltétellel. Igazoljuk, hogy

[ rwatie= [ e

. Hatarozzuk meg a

T t2

dt

hatarértéket.

Milyen a@ > 0 szdmra integralhaté az

fiiggvény a [0, 00) intervallumon?

Szamoljuk ki az

Y6
= dt
f@)‘é3+ﬁ
fliggvény derivaltjat.

. Elemezzik a

> cosx * sinz
de = dx
/0 1+ /0 (1+2)2

kapcsolatot.

. Legyen

z+1
f(z) = / sin t? dt.

Igazoljuk, hogy = > 0 esetén |f(z)| < 1/x.

. Legyen ~ : [0,1] — R?, ~(¢) = (3t,t3). Szdmoljuk ki a gorbe {vhosszat.

Mutassuk meg, hogy az
f(z) =sinx +/ cos2tdt + 1

figgvény kielégiti az f”(z) = —sinz + 2sin 2z differencidlegyenletet.

= (5! 1<t<?
’Y - 4’81‘:2 ) = =

Szamoljuk ki a

gorbe ivhosszat.
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12.

13.
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Hatéarozzuk meg a
v(t) = (rcos®t,rsin®t),

csillaggorbe ivhosszat és vazoljuk a gorbét.

/ "t dt
1

egyenletesen konvergdl 1 < z < 2 esetén.

Mutassuk meg, hogy

0<t<2m

15
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2. fejezet
Derivalas

Emlékezteto a linedris algebrabol: Ha T : R™ — R” linearis leképezés, akkor egy nxm-es
matrix. Az egyszeriiség kedvéért legyen n = 2 m = 3. Ekkor

h
{Tn T T13} ! (T11h1 + Tiohe + Ti3hs )

b | =
Tor T To3 hi To1hy + Thohg + Thshs

T hatésa a h vektorra. A vektor hossza ||h|| := \/h? + h3 + h2.

2.1. Derivalt és iranymenti derivalt

Legyen f : R™ < R™ egy vektorértékii fliggvény, f(x) = (fi(x), fa(x),..., fu(z)), amely
értelmezve van z € R™ pont egy kornyezetében. f derivaltja z-ben egy 0f(z) = T :
R™ — R™ linearis leképezés, amelyre

f(z+h) = f(z) +Th+o(|[h]]), (2.1)

ahol Th a T linedris leképezés hatdsa a h vektoron és o(||h||) egy olyan mennyiséget jeldl,
ami ||h]|-val osztva is 0-hoz tart, ha h — 0. Egy ekvivalens megfogalmazds a kovetkezo:

1 -
,{;Hém(f(2+h) —f(z) =Th)=0

Az (2.1) képletbdl vildgos, hogy ha f a z pontban derivalhaté, akkor ott folytonos is.
A derivalt egy olyan linearis leképezés, amely az f fliggvényt a z pont kozelében jol
kozeliti: f(z+ h) = f(z) + Th.

Azonnal kovetkezik a definiciobdl, hogy a derivélas linedris a fliggvényben. Ha f, g :
R™ — R"™ derivalhatok a z € R™ pontban, akkor af + bg is differencialhaté a,b € R
esetén és

d(af +bg)(z) =adf(z) + bdg(z).

Természetesen linedris leképezések linedris kombindcidja is egy linedris leképezés.

17
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A derivélt 0f(z) egy linearis leképezés, ami egy n X m-es matrixszal adhaté meg, ha
a két vektortérben, R™-ben és R"-ben, a bazisok rogzitve vannak. Mivel R™ elemeit
(1,22, ...,xy) formdba irjuk, a bazis é; = (1,0,...,0), do = (0,1,0,...,0), ..., &, =
(0,0,...,0,1). Tehat

m
(l‘l,l‘g, Ce ,l‘m) = ZZL‘Z(SZ
i=1

Hasonldan irhaté le a természetes bazis R™-ben.

Ha a matrixszorzas formalizmusat hasznaljuk, akkor a vektorokat oszlop- és nem
sorvektorként kell frnunk. Példdul a (2.1) definiciéban szereplé T'h nem més, mint

Tll T12 T13 o e Tlm hfl
T21 T22 T23 o e T2m hg
T31 T32 T33 s T3m h3
Tnl Tn2 Tn3 s Tnm hm

1. példa: Legyen 7 : [a,b] — R"™ egy folytonos leképezés. Az ilyet gérbének ne-
vezzik, kezd6pontja ~y(a), végpontja v(b). Ha a < t < b, akkor a v(t) € R"™ pontot

(Y1(t),v2(t), ..., va(t)) alakban irhatjuk. Igy a v gérbe n darab szamértékii fliiggvénnyel
adhaté meg. Ezt a v = (71,72, ..., 7.) jeloléssel is kifejezhetjiik.

T%@@+@—v@—T§

egy n komponensti vektor, a limesz létezése a komponensek limeszének 1étezését jelenti,
és |s| helyett vehetiink s-et. Ha ~; derivalhaté ¢t-ben, akkor

lim * (3(t+5) — () =) (1<i<n).

s—0 8§

v csakkor derivalhaté, ha minden +; derivalhato és

7 (t)
/
t
o R, o) = | 20|
Tn(t)
Mivel egy linearis R — R" leképezést megad az 1 helyen felvett érték, a derivaltat egy
vektornak tekintjiik. O

2. példa: Legyen W egy n X n-es valés elemi matrix. A g : R” — R figgvényt a
x +— (Ax, ) formula adja meg. Milyen linedris R" — R leképezés a g derivaltja?

glx+h) = (W(x+h),(x+h)=Wz,z)+ Wz, h)+ (Wh,z) + (Wh,h) =
= (Wa,z) + (W +Wha, h) + (Wh,h) =
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= 9(@) + (W + Wiz, h) + (Wh, h)
és a |(Wh, h)| < C||h||* becslés mutatja, hogy a derivalt z-ben
hs (W +W"a, h).

(W' a W madtrix transzponaltjat jeloli.) O

Legyen f : R™ — R" egy vektorértékii fiiggvény, amely értelmezve van z € R™ pont
egy kornyezetében. f iranymenti derivaltja z-ben a h € R™ iranyban egy v € R”
vektor, amelyre

f(z+4sh) = f(z) + sv+o(s), (2.2)

teljesiil, s € R. A v derivéltra a 0y, f(2) jelolést is hasznaljuk.

1. tétel: Ha az f : R™ — R™ vektorértéki figgvény értelmezve van z € R™ pont egy
kornyezetében, és z-ben differencialhato, akkor ebben a pontban bdrmely h irdnyba is
derivdlhato, tovabba

Onf(2) = (0f(2))h.

Bizonyitds: A (2.1) képletben h helyére sh-t {frunk. O

3. példa: Legyen p(x) egy polinom és A egy m-szer n-es matrix. A p(A) matrix A
hatvanyainak a megfelel6 linearis kombinacidja. Ha p-t rogzitjiik, akkor az

A p(A)

leképezés R™™ — R™ ™. Kiszamoljuk ennek iranymenti derivaltjat a B € R™*™ pontban

a BX — X B iranyban, ahol X egy n-szer n-es matrix.

Az egyszeriiség kedvéért legyen p(z) = z¥.

(B +s(BX — XB))Y — BY

s-nek egy polinomja, amelyben az egytitthaték matrixok. Az iranymenti derivalt ennek
az s szerinti derivaltja s = O-ban, ami nem més mint s egyiitthatéja. Ez

BYN"YBX -XB)+B"*BX-XB)B+B"*BX-XB)B*+...+(BX -XB)B ..
Az Osszeg és egyszertien

BN"'BX — XBB"' = BYX - XB".
A p-beli linearitds miatt altaldnos p-re az iranymenti derivalt

p(B)X — Xp(B).
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4. példa: Az n-szer n-es invertalhaté matrixokon értelmezett
A AT

R™*™ s R™ ™ leképezés irdnymenti derivéltjat fogjuk kiszamolni a B € R™™"™ pontban
a T € R™" irdnyban.

El6szor megjegyezziik, hogy egy matrix invertalhato, ha determindnsa nem 0. A de-
terminans folytonos szamértékii fiiggvény, hiszen az elemekbdl szorzassal és Osszeadéssal
fejezheto ki. Ezért az a halmaz, ahol nem 0 az nyilt, az invertalhaté részhalmaz nyilt.
Ha A invertalhato és t € R kicsi, akkor A + ¢T is invertalhato.

Maga az inverz miivelet folytonos, hiszen az is determinansokkal fejezhetd ki. fgy van
esély a differencialhatésagra.

(B+tT) ' =B '=(B+tT)" (B~ (B+1tT))B™' = —t(B+tT)"'TB",

ezért

1
lim ((B Ty - B—l) — _B'TB,

t—0

A B pontban a derivalt az a linedris leképezés, ami a T-hez —B T B~!-t rendeli. [J

A g : R™ — R fliggvény értelmezve van z € R™ pont egy kornyezetében. g-nek R™
0; bazisvektorainak iranyaban vett derivaltjait g parcialis derivaltjainak nevezziik. A
0s,9(2) helyett a 0;g(2) jelolést hasznaljuk. A

o1
0ig(z) = 1%;(9(2’1,22, s Zi bt Zigs o 2m) — g(21, 22,5 2 gt - -,Zm)>

képlet azt mutatja, hogy a parcidlis derivaltat gy szamoljuk, hogy csak z;-t tekintjiik
valtozonak, és aszerint derivéaljuk az egyvaltozos fiiggvényt.

Ha g differencialhaté, akkor a 1. tétel szerint parcialisan is differencidhato és az 1 x m-
es derivaltmatrix elemei a parcialis derivaltak:

9g(z) = [019(2), 02g(2), - . ., Omg(2)] (2.3)
A matrix vektornak is tekintheto és gradiens vektornak is mondjak.

5. példa: Ong(z) = (0g(z))h képlet azt mutaja, hogy az irdnymenti derivaltat
skalarszorzatként is felfoghatjuk:

Ohg(2) = (h, 9g(2)).

Ha h-t egységvektornak valasztjuk, akkor ez maximalis abban az esetben, ha h irdanya
a gradiens vektor iranya. Ha ¢ kétvaltozds, akkor harom dimenzioban jol el tudjuk
képzelni a feliiletét. Az (z,y, g(z,y)) pontban a legmeredekebb érint6 a gradiens vektor

irdnyaban van. Példaul a
9(x,y) = Va* +y?
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fiiggvény esetében az (a,b) # (0,0) pontban a gradiens

2x 2y
VR g2 iy )
ami egyirdnyu az (z,y) vektorral.

Ha szélsGértéket keresiink egy (x,y) pontbdl indulva, akkor a gradiens irdnydba kell
elmozdulnunk. Ez a gradiens médszer, gradiens=Ilépés. A gradiens vektor elnevezés
innen ered. O

2. tétel: Ha a g : R™ — R fugguény parcidlis derivdltjai léteznek a z € R™ pont egy
kornyezetében és folytonosak z-ben, akkor g differencidlhato z-ben.

Bizonyitds: Az m = 2 esetet nézziik, z = (a1,az). A Lagrange-féle kozépérték tétel
szerint
g(z1,a2) — gla1, az) = Oig(c1, az)(z1 — ar)

egy x1 és aj kozotti ¢; szamra. 0;g folytonossaga alapjan
9(x1, a2) — g(ar, az) — Ohg(ar, az)(z1 — a1)| < glzr — adl,

ha z; elég kozel van a;-hez. Hasonléan

g(z1,m2) — g(x1, a2) = Oag(w1, C2)(T2 — a2)

és
lg(x1, x2) — g(x1,a2) — Org(ay, az)(xy — a1)| < glxg — ayf

Ezért

lg(x1, x2) — g(ay, az) —O1g(ar, az)(x1 —ar) — Oaglay, az)(z2 —az)| < e|lzy —ay|+ €|y —asl.

OJ

Legyen f : R™ — R™ egy vektorértékii figgvény, f(z) = (fi(z), fo(2), ..., fu(2)),
amelynek J0f(z) a derivéltja a z € R™ pontban. A derivalt linedris leképezés, amit
méatrixként is felfoghatunk. A maétrix i-edik sora az f; fiiggvény derivaltja, igy (2.3)
alapjan

(8f(z))ij — 9, £i(2). (2.4)
Ezt a matrixot Jacobi-matrixnak nevezziik. A Jacobi-matrixnak els6 sora f; de-
rivaltja, masodik sora fy derivaltja, és igy tovabb. Az el6z6 tételt ezért erre az esetre
is arvihetjiik. Ha az fi(z), fo(x), ..., fu(z) figgvények valamennyi parcidlis derivéltja
létezik a z pont egy kornyezetében és folytonosak z-ben, akkor f differencialhato.



29 FEJEZET 2. DERIVALAS

6. példa: Ha a sikbeli (r,¢) polarkoortdinatakrél attérunk az (x,y) Descartes-
koordinédtékra, akkor z = rcosg és y = rsing. Az (r,¢) — (x,y) leképezés Jacobi-

matrixa )
cosp —rsing
[singp 7 COS ] ’ (2:5)
Ugyanez harom dimenzioban: x = rcosesinty, y = rsingsiny, z = rcosty és a
Jacobi-matrix

cospsinty —rsinpsinYy rcospcosy

singsiny  rcospsiny  rsingcosy | . (2.6)
cos 0 —7rsiny

OJ

7. példa: Ha f : C — C egy komplex fiiggvény, akkor azt R? — R? fiigvényként is
felfoghatjuk:
[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

O,u Oyu
O,v Oyv |’

Ha f differencialhato a komplex értelemben, akkor

lim f(z0+2) — f(2)

z—0 z

aminek Jacobi-méatrixa

létezik és ezért '
lim f(z0 +w) — f(20) ~ lim [z + 1w) - f(Zo)_
w—0 w w—0 1w

Ez az ]
O, u + 10,0 = T(ﬁyu +i0,v)

Osszefiiggést jelenti, ami egyszeriien
Oxu = Oyv, 0xv = —0yu. (2.7)

(Ezeket Cauchy-Riemann egyenleteknek hivjak.) O

A kovetkezo tétel a lancszabaly, ami matrixszorzast tartalmaz.

3. tétel: Legyen f; : R™ — R" és fo : R® — RP. Ha f, differencidlhato a z € R™
pontban és fo differencidlhato f1(z) € R™ pontban, akkor fyo fi differencidlhatd z-ben és

d(f20 f1)(2) = 0f2(f1(2)) x Of1(2),

ahol X mdtrixszorzdst jelent.
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Bizonyitas: Mivel

ﬁ(ﬁ@+h»=aﬁ<ﬁ@%+ﬂh+owhm>IKEUU2»+7Mﬂh+owhmy+dﬂﬁ+owhm)
a definicidk alapjan, azt kell megmutatni, hogy

Tyo(lA]) + o(Tih + o(14])
||h||-val osztva 0-hoz tart. Az elsé tag igen, a mésodik tagra a kovetkezd dtalakitdst

csinaljuk:
o(Tuh + o(|IAl])) _ o(Tah + o([[Al])) [Tah + o([[A[D]]

17l T2+ o([[AID] |71

Itt az els6 tényezo 0-hoz tart, a masodik pedig korlatos. 0

8. példa: Legyen f : R? — R egy kétvaltozds sima fiiggvény és v : [0, 1] — R? egy sima
gorbe, amire az g := f o~y Osszetett fiiggvény értelmezett a t pont egy kornyezetében.
Ennek derivaltja

/0 = [@n60) @nH 1]

= () () % (®) + (82F) (7(8) 1 (1).

Az els6 sorban matrixszorzas van, tehat a sorrend nagyon fontos!

Erdemes megjegyezni, hogy a ¢ (t) = 0 feltétel a

(9g)(v(1)) L 9v(1)

merolegességet, jelenti. 0

4. tétel: (Lagrange-féle k6zépérték tétel) Legyen f: R" — R differencidlhato az
[a,b) :={Aa+(1=XNb:0< A1} CR"
szakasz eqy kornyezetben. Ekkor van olyan d € |a,b] pont, hogy
f(b) = fla) = (0f(d), (a = b)).

Bizonyitds: Tekintsik az F(t) := f(ta + (1 — t)b) = f(b + t(a — b)) egyvaltozds
fiiggvényt. Erre alkalmazhatjuk Lagrange-féle kozépérték tételt:

F'(c) = F(1) = F(0) = f(b) — f(a),

ahol 0 < ¢ < 1. F osszetett fiiggvény, F = f o g, ahol g(t) = b+ t(a — b). F derivéltja
matrixszorzat, de mivel sorvektort szorzunk oszlopvektorral, ez skalarszozatként is irhato

F'(¢) = (0f(ca+ (1 —¢)b), (a —b)).
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Tehat lehet d := ca + (1 — ¢)b. O

Az f:R" — R fiiggvényt konvexnek nevezziik, ha
fa+(1=)b) <Af(a)+ (1 =N f(b) (2.8)

minden 0 < A\ < 1 szdmra és minden a, b € R™ pontra az értelmezési tartomanybdl. Az f
konvex fiiggvény D( f) értelmezési tartomanydnak rendelkezni kell azzal a tulajdonséggal,
hogy a,b € D(f) esetén Aa+ (1 — \)b € D(f) minden 0 < X\ < 1 valds szdmra. Az ilyen
tulajdonsaggal rendelkez6 halmazokat konvexnek mondjuk.

9. példa: Az f : R® — R fliggvény konvexitasa Osszefiiggésbe hozhatd egyvaltozds
fliggvények konvexitasaval. Legyen a és b az értelmezési tartomanyban, rogzitsiik oket.
A g(N\) = f(Aa+ (1 —=N)d) fliggvénynek konvexnek kell lenni a [0, 1] intervallumon. Ezért
a

df(Aa+ (1= Nb)(b— a) (2.9)

derivaltnak névének kell lenni. (A mésodik derivalt a 13. példaban lesz.) U

Megjegyezziik, hogy ha a (2.8) valéban egyenl6tlenség 0 < A < 1 esetén, akkor a
fliggvény szigorian konvex.

2.2. Implicit fuggvények

5. tétel: Legyen f: RP x R? < RY folytonosan differencidlhato (a,b) egy kérnyezetében
és f(a,b) =0. Ha azy— f(a,y) figgvény derivdltja injektiv b-ben, akkor a egy kirnye-
zetében megadhato eqy ¢ @ RP — R? folytonosan differencidlhato fiigguény, amelyre

f(, ¢(x)) = 0.

y = p(x) az y ismeretlennel adott f(z,y) = 0 egyenlet megolddsa. A tételt nem
bizonyitjuk. Tartalma az, hogy ha a derivélt (= kozelit6 linedris leképezés) invertélhato,
akkor a fiiggvény is az.

10. példa: Legyen

22

f(z,y,2) = (z?cosy ' + zchr, 2> + e sinzx)

R? — R? fliggvény. Léthatd, hogy f(m,2/m,0) = (0,0). Olyan ¢(2) = (¢1(2), pa(2))
fiiggvényt keresiink, amelyre f(p(z),2) =0.
Derivalnunk kell a

2

9(z,y) = f(x,y,0) = (x2 cosy_l,e_m sin x)
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figgvényt. A derivalt:

1 2 1

y2a?siny~
Ccos T 0

2x cosy~

. 2
sinx + e *

2
—2xe *

A determindns a (7, 2/m) pontban nem 0, igy a ¢(z) fliggvény egyértelmiien létezik. [J

11. példa: Az inverz fiiggvény esete az implicit fliggvény tétel specidlis esete. Legyen
g : R? — R? folytonosan differencialhaté fliiggvény a b pont egy kérnyezetében. Legyen
f:RIxR?— RY, f(x,y) =2x—g(y). Ha a = g(b), akkor f(a,b) = 0 és alkalmazhatd
az implicit figgvény tétel. Az y — f(a,y) = g(b) — g(y) fiiggvény folytonosan
differencidlhat. Ha g derivéltja b-ben invertalhaté, akkor létezik a ¢ fliggvény g(b) egy
kornyezetében. Ez nem mas, mint g inverze. O

2.3. Masodrendu derivalt

Elszor egyvaltozos fliggvény derivaltjait tekintjiik osztott differencia vonatkozasaban.
Legyen f : (a,b) — R egy fiiggvény és 1, xa, . . . , T, kiilonb6z6 szdmok (a, b)-ben. Legyen

FOan] = f (), FW 2y, 2] = J(a1) = J(x)

T — X2
és az n = 2,3, ... szamokra rekurzioval
f[n} [:L‘l o T 1] — f[n—l} [1’17 Lo, ... ,.Tn] — f[n—l} [1’2, XT3, ... 7xn+1:|
3 g v e ey n+ . xl _ xn+1 .

Az fH fiiggvényt f k-adik osztott diferencidjanak nevezik. A rekurziv definiciébél a
szimmetria nem vilagos. Paldaul

f(z1) f(x2) f(x3)

R Il e e I Py e Rl gy gy MY
ami lathatoan szimmetrikus.
1. lemma: Ha f n-szer derwdlhato, akkor x; — x,x9 — T,...,Zp — T,Tpy1 —> T
esetén
ey 2, @] — Al (:1:)

n!

Megjegyezziik, hogy a lemma bizonyitasa kévetkezik a (2.14) formulabdl. A lemmabdl

levezetjiik, hogy
2

flx+h)=f(x)+ f'(x)h + f”(:z:)% + o(h?). (2.11)
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Ez ekvivalens azzal, hogy

fl@+h)—flx)— f'(x)h  f'(x)
72 AT

ha h — 0. Altaldnosabban
flx+h)= +Zf(’“ +0 (h"1). (2.12)

A Taylor-tétel azt dllitja, hogy az o(h"~!) hibatag gy is irhatd, hogy

ahol £ az x és az x + h kozott van.

A kovetkezokben attériink a tobbvaltozos fliggvényekre.

2. lemma: Tételezziik fel, hogy az f : R? < R fiigguény parcidlis derivdltjai léteznek az
(a,b) pont egy kirnyezetében és ebben a pontban differencidlhatdk. Ekkor

tim = (a4 b b h) = flat hob) = f(ab+ ) + [(a.)) = 0,01 f(a.b)

h—0 h2

Bizonyitds: Legyen
o(x) == f(x,b+ h) — f(z,b).
Ekkor
wla+h)—pla)= fla+h,b+h)— f(a+ h,b) — f(a,b+ h)+ f(a,b).

Mivel
90/(1‘) = 81f(:L‘,b + h) - 81f(x’ b),

a Lagrange-féle kozépérték tétel szerint
pla+h) = pla) = h(Oufa+tb+h) = Oufa+1.b)),
ahol 0 <t < h. Tehat a
1
%<01f(a +t,b+h) =01 f(a+t, b))

hatarértéket kell szamolnunk. Mivel

O fla+t,b+h)— &ﬂa+tm
= (@uf(a+ 1,0+ h) =0, f(a,b)) = (Ouf(a+1t,b) = D1 f(a, b)) =
= 90, f(a, b)(t h) +0(H( )H) 00, f (a b)(,0) + o(t) =
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— hud1 f(a,5) + of|| (. 1)) + o(t)

a h-val valé osztas utan a limesz 020, f(a, b). O]

Az f . R™ — R figgvény kétszer differencialhaté, ha valamennyi parcialis de-
rivaltja differencialhaté. A definiciébdl latszik, hogy ha f kétszer differencialhaté egy
pontban, akkor ott differencialhato.

6. tétel: (Young-tétel) Legyen az f : R™ — R filigguény kétszer differencidlhaté az
x € R™ pontban. Ekkor

9.0, f(x) = 9;0:f(x) (1 <45 <mn).

Bizonyitds: Az el6z6 lemma feltételei szimmetrikusak és az a mennyiség, aminek a
hatérértékét nézziik, szinten szimmetrikus. Ezért a limesz 020, f(a,b) és 0,021 (a,b).
Ebbdl tobb véltozdra is adodik az allités. O

0,102 f helyett Oj5f-et is frunk. A 0;; f fliggvények a méasodrendli parcialis derivaltak.
Tovabbi parcialis derivalassal magasabbrendii parcialis derivaltakat is kapunk. A Young-
tételbol kovetkezik, hogy egy magasabbrendii parcidlis derivalt nem fligg a sorrendtol.

Az f: R™ — R fiiggvény derivaltja egy df : R™ — R™ vektorértéki fiiggvény. Ennek
derivaltja egy m x m-es métrix, amit Hesse-matrixnak neveziink. A matrix (i, j)-eleme
0;0; f(x) masodrendi parcidlis derivalt. Ezért a Young tétele gy is fogalmazhaté, hogy
a Hesse-matrix szimmetrikus.

12. példa: A 8. példaban szerepl6 g := f oy Osszetett fliggvény masodik derivaltjat
szamoljuk. Mivel

g'(t) = (O f)(v()) n(t) + (82f) (v(1)) 72(t),

szorzatfiiggvényeket derivalva
1) = [OuNEORE) + @NEOE0] A0 + @ NG+
H@N OO + @ h)GWOAO]50) + @D A

Legyen x = v(t). Ekkor a métrix formalizmus azt adja, hogy

v = (0] [0 S ])-
+[0f(x) Of(z)] [zlgg]

(Az elsé tag skaldris szorzat.) O
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13. példa: Legyen f : R™ — R fliggvény kétszer differencialhato. A fliggvény kon-
vexitdsat akarjuk nézni a 9. Példa folytatdsaként. A (2.9) fiiggvény derivéltja

([0*f(Aa+ (1= Nb)(b —a), (b—a))

egy bels6 szorzat, aminek pozitivnak kell lenni. Ez azt jelenti hogy az m x m-es Hesse-
matrix 0% f pozitiv szemidefinit.

Ha 0% f pozitiv definit, akkor a fiiggvény szigortian konvex. O

Most roviden attekintjiik egy f : R™ — R™ fiiggvény masodik derivaltjat. Tehat
f:R™ — L, ahol az L linearis tér R™. Jelolje L(R™, L) a R™ — L linedris leképezéseket.
Az els6 derivéltra

of (x)(y) € R",

ami minden x € R™ pontban egy L(R™, L) értéket vesz fel. Ennek derivéaltja a masodik
derivalt

J(0f(x)): R™ — L(R™, L(R™, L).
Az L(R™, L(R™, L) elemeit tgy is tekinthetjiik, mint olyan R™ x R™ — L fiiggvények,
amelyek mindkét valtozoban linearisak, az ilyet bilinearisnak mondjak. Ha L = R, akkor
egy bilinearis fiiggvény
(2. ) > {z, Hy)
alakd, ahol H egy n x n-es matrix. A Young-tétel azt mondja, hogy A szimmetrikus,

ami azzal ekvivalens, hogy a bilinedaris leképezés szimmetrikus. Ez nem csak az L = R
esetben igaz, 0 f(z)(y, 2) y-ban és z-ben szimmetrikus. A (2.11) formula analogja

f(x+h) = [f(x)+0f(x)(h) + %32,7“(%)(}% h) +o([[A]%).

Tehédt ha f szamértékii, akkor az (y,z) — 0*f(z)(y, z) bilinearis leképezés nem més,
mint (y, z) — (y, Hz), ahol H a Hesse-matrix.

2.4. Szélsoérték problémak

Ha a g : (a,b) — R derivalhaté fliggvénynek egy t € (a,b) pontban lokalis széls6értéke
van, akkor ¢'(t) = 0. Hasonlé a helyzet tobbvéltozds fiiggvényekre is. Ha f : R™ — R
egy G nyilt halmazon differencialhaté és egy x € G pontban lokdlis széls6értéke van,
akkor 0; f(z) = 0 mindem parcialis derivaltra.

14. példa: Meghatarozzuk az
flz,y) =2* +9* — 122+ 16y + 3

fiiggvény legkisebb és legnagyobb értékét az x? + y? < 25 tartomdnyon.
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Mivel a kompakt tartomanyon van minimaélis és maximalis fliggvényérték, és a derivalt
seholsem 0 a tartomanyon, a szélséértékek a tartoméany hataran vannak, ami a

~(t) = (5cost,5sint) t €[0,2n]

gorbe. Tehat a
g(t) =28 —60cost + 80sint

fiiggvény széls6értékeit keressitk. A ¢'(t) = 0 egyenlet megolddsa 7/2 < t; < 7 és
31/2 < ty < 2w, amelyekre tant; = tant, = —4/3. Mivel ¢"(t;) < 0 és ¢"(t2) > 0,
t1 a maximum hely, ¢, pedig a minimum hely. Tehdt t; = arctg(—4/3) + 7 és
ty = arctg(—4/3) + 2m. O

A kovetkez6 példa csak azoknak ajanlott, akiknek gyakorlatuk van matrixok
hasznélataval.

15. példa: A kvantumelméletben (az egyszerii) rendszer allapotdt egy pozitiv szemi-
definit D matrix irja le, amire Tr D = 1, neve strliségi matrix. Dolgozzunk n x n-es
matrixokkal. Ha a rendszer energia operatora H = H* és az abszolut hémérséklet 5 > 0,
akkor a szabad energia

F(D) =Tt DH — %S(D),

ahol S(D) = Trn(D) a Neumann-entropia,
_ [ —xlogx haxz >0,
77(x)_{() ha x = 0.
(Az n figgvény folytonos, de csak az x > 0 pontokban derivalhatd, n'(z) = —logx — 1.)

A cél az F(D) szabad energia fiiggvény minimumét keresni az M = {D >0:TrD =
1} halmazon. Felhaszndljuk, hogy az F'(D) fiiggvény konvex a stirtiségi matrixokon. Ha
tehat valahol a derivalt 0, akkor ott van az abszolut minimum. (Fizikai szempontbdl a
szabad energia minimumhelye az egyenstilyi allapot.)

F (D) irdanymenti derivaltjat szamoljuk ki a 7' = T™ irdnyba, Tr7T = 0. (A TrT =0
feltétel azért van, hogy a D+tT > 0 és Tr D+tT = 1 felt;telek kis ¢ szdmra teljesiiljenek.)
Felhasznéljuk, hogy

%Tr g(D+tT)=Trg'(D)T

a t = 0 pontban. Ezért az irdnymenti derivaltra
1
OrF(D)=TrTH — BTr (—logD —I)T.

A minimum pontban ennek 0-nak kell lenni minden T-re, igy a kovetkez6 egyemlethez
jutunk:

1
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Ez akkor van, ha
1

valamilyen \ szamra, aminek olyannak kell leni, hogy Tr D = 1 teljestiljon. fgy

e BH

" TreBH

a minimumhely, amit Gibbs-allapotnak neveznek. U

Ha a g : (a,b) — R fliggvénynek az a tulajdonsiga van, hogy egy t € (a,b) pontban
g(t) = 0 és ¢"(t) > 0, akkor ott g-nek lokdlis minimuma van. Egy hasonlé allitas
igaz egy f : R" — R fliggvényre. A masodik derivalt azomban matrix, aminek pozitiv
definitségét tételezziik fel.

7. tétel: Legyen a kétszer derivdlhatd f: R™ — R fiigguényre Of (x) = 0 és 0> f(x) > 0.
Ekkor az x pontban f-nek lokdlis minimuma van.

Bizonyitds: Az egyszeriiség kedvéért csak az n = 2 estet nézziikk. Vegyiink egy ~
gorbét R%-ben, amire () = x. Azt elég megmutatnunk, hogy a g := f o7y egyvaltozds
fliggvénynek ¢-ben lokalis minimuma van. g derivaldsara hasznaljuk a 8. és 12. példékat.
Mivel 0;f(xz) =0, 0;f(y(t) =0 és ¢'(t) = 0.

§'(t) = <[%(t)] [811f($) 812f(90)} {%(t)}>
Ya(t) |7 [ Oaf (@) Oaaf(x)] |75(8) ]/
mivel a masodik tag a 12. példdban 0. Ha a ~ derivaltja t-ben nem 0, akkor ¢”(¢t) > 0.
U

16. példa: Az f(x,y) = 2+ 2z + 2y — x* — y? figgvény abszolut szélséértékeit keressiik
a (0,0),(9,0) és (0,9) pontok altal meghatarozott hdromszogon.

A derivélt a (1,1) pontban 0, a mésodik derivélt mindeniitt negativ definit. Az (1,1)
pontban lokalis maximum van, de a konkavitas miatt ez abszolut maximum is. Abszolut
minimum csak a hatdron lehet, és azt végig lehet nézni. A (0,9) és (9,0) pontok a
minimumhelyek. O

A kovetkez6 allitas haromvaltozés fliggvényekre van, de lehetne tobbvaltozdsra is.
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8. tétel: Legyen f,g: R® < R sima fiigguények. Tételezziik fel, hogy f-nek a {(z,y,z) €
R3: g(z,y, 2) = 0} feliileten az (9, vo, 20) pontban lokdlis szélséértéke van. Ekkor

9(0, Yo, 20) = 0, 9 (20, Yo, 20) = Ag(zo, Yo, 20)
valamilyem X € R szamra.
Bizonyitds: Vegytnk ~ gorbéket a {(z,y,z) € R : g(x,y,z) = 0} felilleten az

(0, 90, 20) ponton keresztiil, g(v(t)) = 0 65 y(to) = (0,40, ). Az f(1(1)) fiiggvénynek
a tg pontban lokalis széls6értéke van, ezért a derivéltja itt 0, ami

df (xo, Yo, 20) L 0(to).

Ugyanakkor a g(y(t)) = 0 feltételbdl derivalassal

09(x0, Yo, 20) L 0v(to).

Ez minden emlitett v gorbére igaz, ezért a Jf(xo,yo,20) és Og(xo, Yo, 20) vektorok
parhuzamosak. O

A tételben csak egy feltétel volt a lokélis szélséérték keresésére, {(z,y,z2) € R?® :
g(z,y,2) = 0}. Ha egy masik {(z,y,2) € R®: h(x,y,2) = 0} feltétel is lenne, akkor még
a

df (%o, Yo, 20) = pOh(zo, Yo, 20)

egyenlet is megjelenne. Ezt hasznaljuk a kovetkezd példaban.

17. példa: Az x +y+ 2 = 1 sik az 22 + y? = 1 hengert egy ellipszisben metszi. Melyik
pontja van az ellipszisnek legmesszebb az origdtol?

Az f(x,y, 2) = 22 +y*+2? fiiggvény maximumat keressiik a g1 (z,y, 2) = go(x,y,2) = 0
feltdtelek mellet, ahol gy (z,y,2) =x+y+2 —16és go(w,y,2) =2 + 3> — 1. Az

F(ffa?/,Z, )‘nu) = f(IE,y,Z) - Agl(l‘ayaz) - MQZ(xaya Z)

fliggvény parcidlis derivéltjainak O-nak kell lenni. Ez ad egy egyenletrendszert:

0 = 2x—\—2ux
0 = 2y—\A—2uy
0 = 22—\

0 = z4+y+2—-1
0 = 22 +y°—1

A megoldasok (z,y,2) = (1,0,0),(0,1,0), (£v2/2,+v2/2,1 + v/2). Az elsé kettd ab-
szolut minimumot ad és a masodik ketté maximumot. (v/2/2,v/2/2,1++/2) az abszolut
maximum, a masik lokédlis.

Az alkalmazott eljaras a Lagrange-féle multiplikator modszer. 0
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2.5. Feladatok

1. Hatarozzuk meg az

2 + 3y

fiiggvény (1, —1) ponthoz tartozé érintésikjdnak az egyenletét!

2. Hatdrozzuk meg az f(r,y,2) = exp(—z* — y?) — z fiiggvénynek (1,0, 1) pontban a
(4,0, —3) irdnyu derivaltjat!

3. Legyen A egy n X n-es szimmetrikus matrix és f : R” — R,

(Az, )

(z, )

fz) =

Igazoljuk, hogy ha z sajatvektora A-nak, akkor df(x) = 0!
4. Hény pontban metszheti egymast két konvex [0, 1] — R fiiggvény grafikonja?

5. Adjuk meg az n-edik derivaltjat az

ar +b
— R
f(z) d (a,b,c,d,z € R)

fiiggvénynek!
6. Legyen y € R™ fix. Mi a derivéltja az x — ||z|]*y, R™ — R" fiiggvénynek?

7. A{(p1,p2,...,pn) ER":p; >0,> . p; = 1} halmazon egy 0 < o < 1 paraméterrel
definialjuk a

1
Ha(p17p27 LR 7pn) = 1 — o logzpza (213)

figgvényt. Igazoljuk, hogy konkav! (Ez a Rényi-entrépia.)
8. Hatérozzuk meg az

%+ 2
fy =22

fiiggvény minimuméat és maximumat a [0, 1] intervallumon!

item Hatarozzuk meg az
flx) =2° +y/3 - 3ay

fliggvény lokalis szélsoértékeit!

9. Igazoljuk, hogy
f[n] [.Io, T1y... ,.’L‘n] = / f(n) (to.l’(] -+ tl.Tl + ..+ tn.Tn) dtldtz e dtn, (214)
S

ah01S:{<t1,...,tn) ERnIti ZO, Zztl < 1} és tozl—zyzltz
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10.

11.

12.

13.
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Hatarozzuk meg az
fla,y) =a® + 2y
fiiggvény szélséértékeit az x + y = 2C? feltétel mellett!
Az y = 2% és y = —(v — 4)? paraboldknak mik a legkdzelebbi pontjai?

Hatarozzuk meg az
flz,y) = a® + 25" + 3

fiiggvény abszolut minimumat és maximumat a
D={(z,y) 2" +y* <1}
tartomanyon!

Hatarozzuk meg az
f(z,y, 2) = 20% + 2% + 22° + 22y

fiiggvény szélséértékeit az 22 + y? + 22 = 1 feltétel mellett!



34

FEJEZET 2. DERIVALAS



3. fejezet

Integralok a sikon és a térben

3.1. Gorbementi integral

Legyen v : [a,b] — R" egy sima gorbe és f : R" < R" a gorbén értelmezett vektorértékii
fiiggvény. A t pontban a goérbe érinté vektora T' = (vy(t),V4(t),. .., 7, (t)), aminek az
f(t) vektorral vett skalarszorzata szerepel a

noop
[ =Y [ o (1)

integralban, amit érint6vektoros gorbementi integralnak neveziink.

Azt mondjuk, hogy egy f : R" — R" vektorértékii fiiggvénynek g : R" — R a
primitiv fiiggvénye, ha g derivédltja f, azaz 0;g(x) = fi(x), 1 < i < n. A primitiv
fiiggvényt potencidlnak is szoktdk nevezni. Nem minden vektorértéki fiiggvénynek
van primitiv fliggvénye, hiszen a Young-tétel alapjan 0;f; = 0;f; a primitiv fiiggvény
létezésének feltétele.

1. tétel: Legyen 7 : [a,b] — R™ egy sima girbe és f : R" < R™ a gdrbe kornyezetében
értelmezett vektorértéki fugguény, amelynek g : R™ — R a primitiv fugguénye. Ekkor

.11t = g008) - g31a)).

Bizonyitas: Mivel
0
t
S AN = 00

az egyvaltozos Newton-Leibniz szabaly adja az allitast. 0

A tétel a Newton-Leibniz szabdly egy analogonja. A tételbol kovetkezik, hogy ha ~
zart gorbe és f-nek van primitiv fliggvénye, akkor

L(f, T) dt =

35
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Az allitas megforditasa is igaz:

2. tétel: Legyen f : R™ — R"™ egy konvex nyilt halmazon értelmezett folytonos vek-
torértéki figguény, amelyre

/(f,T>dt:0

v
minden sima zdrt gorbére. Ekkor f-nek van primitiv fugguénye.

Bizonyitds: Rogzitsiink egy a pontot az értelmezési tartomanyban és legyen
oa) = [(r.1)
Y

ahol v(t) = a+t(x —a), t €0, 1]. O

1. példa: Adjuk meg a primitiv fiiggvényét az
1
z,y,2) = 2uz, ——— 2% — 2
Fla9,2) = (202, =0 = 2)
vektorérték fliggvénynek az y > —3 térrészben!

Megoldas:

ezért van esély a primitiv fliggvény létezésére.
Faayo,0) = [(f(oy,2)dodydz),
v

ahol a « gorbe lehet v(t) = (txg, tyo, tzo), t € [0, 1].

1
2
/f(:p,y,z)dx :/ 2(txo) (tzo)xodt = gngzo
o 0

1
1 Yo+ 3
T, ,Zd - — dt = —lo
hﬁ«y>y Awwﬁo N
1 9 9
/f(xv Y, Z)dZ == / ((t$0)2 — tZO)ZOdt = —xOZO — Z_O
Y 0 3 2
Tehat s
F(x0, Y0, 20) = 2520 — log Yo . ng

primitiv fliggvény. Természetesen egy konstans hozzaadhato, és akkor egy kicsit
egyszeriisodik a fliggvény. O
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3.2. Integralok a sikon

Elbszor az egyvaltozés Riemann-integralt kiterjesztjiik két véltozora. Az R? sikon a
koordinatdkat x-szel és y-nal jeloljik.

3.2.1. Teriileti integral

Legyen f : [a,b] x [c,d] — R egy folytonos R? — R fiiggvény. Az intervallumokat
felosztjuk részekre:

a=ty<t1 <...<t,1<t,=0b, c=U <UL < oo < U] < Uy, = d

Az egyvaltozds esethez hasonléan az

n m

DD St )t — tima)(wy — uy) (3.2)

i=1 j=1

integralkozelitd ossszegek Cauchy-sorozatot alkotnak, ha a két felosztas dtméréje 0-hoz

tart. A limesz az
// f(z,y) dvdy
T

integrél a T' = [a, b] X [c, d] téglalapon. Ez a téglalap az [t;_1, t;] X [u;_1, u;] kis téglalapokra
van osztva (3.2)-ben.

A (3.2) Osszeg limeszét most tgy szamoljuk, hogy elészor az egyik felosztést fi-
nomitjuk:

n

> (ti— ti—1)(§: F iy, uj1)(u; — Uj—l)) — Zn:(ti —ti-1) /cd flticy)dy

=1

Ezutan pedig a masikat:

i(ti —ti 1) /cdf(ti_l,y) dy — /ab (/cd flx,y) dy) dr.

fgy eljutottunk a téglalapon vett integralhoz, de a masik sorrendben is csinalhattuk
volna.

3. tétel: Legyen f :[a,b] x [c,d] — R egy folytonos R?> — R fiigguény. Ekkor

[ o et = | ([ revar)ar= [ ([ i) a

Tehat egy kettOs integralt egyvaltozos integralokra is vissza lehet vezetni. A kettds in-
tegralt nem csak téglalapokra lehet definidlni, hanem tartomanyokra is. Az egyszeriiség
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kedvéért olyan tartoményokkal foglalkozunk, amiknek a hatdra (szakaszonként) folyto-
nosan differencidlhatd egyszerli zart gorbe. Az ilyen tartomanyok diszjunk téglalapok
uniojaval is kozelithetok, és a kettos integral tulajdonsagai kiterjeszthetok. Példaul, ha
a T tartomanyt szétvagjuk T és T tartomanyokra, akkor

/ [ ) dudy = / [ty dody + / [ty dady (3.3)

Ez az integral additivitasa.

2. példa: Legyen ¢1,¢s : [a,b] — R olyan differencidlhaté fliggvények, hogy ¢1(a) =
g2(a), g1(b) = g2(b) és g1(z) < ga(x) ha a < x < b. Ekkor a fliggvények grafikonja
egy A tartomanynak a hatara, a tartomanyon adott egy f > 0 folytonos fliggvény, amit
tomegstirtiségnek tekintiink. Kiszamoljuk a tartomany tomegkozéppontjat.

A tomegkozéppont x koordindtajat gy kaphatjuk meg, hogy a tartomanyt levetitjiik
az r tengelyre tomegtarté modon, és alkalmazzuk a 1. példa képletét. A levetités az

92(x)
T f(z,y)dy a<xz<b
g1(z)

tomegstirtiséget adja. Ennek tomegkozéppontja

Ji o ) Fw) dyde [ o f (e, y) dady
f f”(x)f (z,y) dydx I f2,y) dody

g1()

To =

A miésik koordinatat hasonléan kapjuk:

y Javf(x,y)dedy
0~ ffA x,y) dedy

Egy konkrét példa a kovetkezo.

3. példa: A sikon a (0,0),(1,0),(1,2) csicspontokkal adott 7T haromszog
stirliségfliggvényét az f(xr,y) = = + y + 1 fliggvény adja meg. Szamoljuk ki en-
nek a tomegkozéppontjat.

A tomeg:

=1 2x =1 1 y=2x
/ (/ (a:+y+1)dy) da::/ {:cy+—y2+y] dr =
=0 y=0 =0 2 y=0

1

! 4 7
/ (42 + 2z) dx = {—x‘g + xz} = —.
0 3 3

0
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Egy masik szamitando integrél

//Txf(x,y)dxdyzfolx(/12x(x+y+1)dy)d$:§_

Tehat a tomegkozéppont z-koordinataja

°.T_5
3'3 7
Hasonl6 szamolassal az y-koordinata 11/14. O

Az integral kozelité Ossszegnek nem (3.2) az egyetlen lehetdsége. A T tartoményt
feloszthatjuk kis T; tartomanyokra és nézziik az

Z f (@i, ya)t(T3)

Osszeget, ahol t(T;) a T; résztartomény teriilete és (z;,y;) € T;. Ha a résztartomanyok
atmérdjének maximuma tart 0-hoz, akkor kozelité ossszegek hatarértéke a 7T-n vett in-
tegral.

4. példa: Az origé kézépponti R sugaru korlemezen akarjuk integralni az f(z,vy)
figgvényt. A [0, R] intervallumot felosztjuk n egyenld részre, Iy, I, ..., I,, ahol I; =
[(i — 1)R/n,iR/n]. Hasonléan a [0,2nr] intervallumot felosztjuk m egyenl§ részre,
Ji, Joy ..oy Jm, ahol J; = [(j — 1)27/m, j27/m|. A T;; tartoméany legyen

Ti;:=={(rcosp,rsing) :r e l;,p € J;}
fgy a korlemezt felosztottuk kis résztartomanyokra, amik korgytirticikkek. T;; teriilete

1

m

(2i — 1)R>x
n2m '

(iR/n)*r — ((i — 1)R/n)*m) =

Az integral kozelité 6sszeg kedvezdbb, ha 2i—1 helyett 2(i—1)-et irunk, ez elhanyagolhatd
valtoztatas, ha n és m nagy.

i—1 —1)2m i—1_ . (j—1)27) 2(i — 1)R>x
E:f( (-1 Rsin U ) (i—DR7

R cos , sin 5
n m n m n?m

:E:%EEZf(izyRmS@—1pwj—1R$n@—qym)(r—ng'

m n m n n

Ha n — oo, akkor a limesz

orr [ i —1)2 i —1)2
Z—W/ f(rcos U ) W,rsin U ) 7T)rdr
— m Jo m m
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és most m — 0o az

2T R
/ </ f(rcosp,rsinp)r dr) dp = / f(x,y) dxdy
0 0 T

integralt adja. Ez a polarkoordinatakra valé attérés.
Nézziink meg két konkrét példat. Ha f(z,y) = / R?* — 22 — 32, akkor

27 R
z,y)axray = —r2cos?p —risin“prdr | dp =
f dxd R? — 12 cos? 2sin® prdr ) d
T 0 0.
:/ (/ \/Wrdr)d
0 0

1 o9
= 27 [—g(Rz - 7“2)3/2}

= -R’r.
Jivm
Amit kaptunk az az R sugaru félgomb térfogata.

0

Ha f(z,y) = exp(—2* — y?), akkor

o 2
// exp(—2? — 9?) dady = / / exp(—r?(cos? ¢ + sin? ))r drdyp =
R? o Jo

= 27?/ e rdr = 7.
0
Mivel

< /R - dx)2 _ ( /R - d;z:) < /R o dy) - / /R exp(—a? —y?) dudy =

eljutottunk a Gauss-integralhoz:

/ e dr = Nz
R

A polarkoordinatakra valé attérés a helyettesitéses integralas egyszerii esete.

4. tétel: Legyen f — R? — R folytonos figguény a T C R? tartomdnyon és g, h —
R? - R olycm folytonosan differencidlhatd fiigguények eqy G C R? tartomdnyon, hogy
(g(u,v), h(u,v)) : (u,v) € G} =T. Ekkor

//fxyﬁ@—//f w,v), h(u,v))J (u, v) dudv,

01g  Ohg
oth  OLh

Jacobi-matriz determindansdnak abszolut értéke.

ahol J(u,v) a
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Bizonyitds: Azt kell megnézniink, hogy a (g,h) : R* — R? leképezés egy kicsi
téglalapot mekkora tertiletbe visz at. Az t — (u + t,v) gorbe (g(u + t,v), h(u + t,v))
képének érintéje az (u,v) pontban (019, 01h)(u,v), hasomléan a (g(u,v +t), h(u,v + 1))
képének érintéje a(dog, doh)(u,v). Igy az [u,u + €] x [v,v + €] négyzet kozelitéleg
egy olyam paralellogrammdaba megy &at, minek oldalvektorai a (g(u,v), h(u,v)) pontbdl
(019, 01h)(u,v) és £(Dag, Dah)(u,v). (Az eltérés o(e?).) A paralelogramma teriilete

alg(uvv) 829(uvv)

det O1h(u,v)  Osh(u,v)

abszolutértéke szorozva e2-tel. A teriilet az (u,v) pont kornyezetében kozelitleg ezzel
a szammal szozddik. Az integralkozelité Osszegekre alkalmazva kapjuk az allitast. 0

5. példa: A 4. példdban részletesen és elemien kiszamoltuk a
dxdy = rdrdy

formulat az x = r cos , y = rsin @ transzformaciohoz. Ugyanez konnyen kijon a helyet-
tesitéses integral tételbol, a Jacobi-matrix

cosp —rsing
singp rcose |-

O

6. példa: Legyen my, my pozitiv valés szémok. Ertelmezziink egy U : L*(R?) — L?(R?)
linearis operatort az
Uh)(x,y) = flu,v),
ahol N
mqix moy
U= ——" V=Y —2x z,y €R). 3.4
no y-o  (@yeRr) 3.4)

Beldtjuk, hogy U unitér transzformécié, vagy ami ezzel ekvivalens az a (3.4) képlettel
megadott R? — R? transzformdcié mértéktartisa.

051 = [ 1o dray = [ 150|520 auan
ahol )
‘8(3:, y)| _ 0w, v) |
o0}~ |9(e.v)

a Jacobi-matrix determindnsanak abszolut értéke. A Jacobi-matrixot a

wW>[¢%24]

m1 1
m1+me
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formaban adhatjuk meg, ennek determinansa 1. fgy megmutattuk, hogy

HUf|!2:/If(u,v)|2dudvZ/If(ﬁy)lzdwdy: £

Mivel U invertalhatd, egy unitér operator.

Erdemes megjegyezni, hogy ha a példaban x-et egy m; tomegl részecske helyének
és Y-t egy mo tomegi részecske helyének gondoljuk, akkor u a kozos tomegkozéppont
helye, v pedig a masodik részecskének az els6hoz viszonyitott helyzete. A targyalt
unitér operator egy koordinata-rendszer transzforméciéhoz kapcsoldodik. 0

3.2.2. Green-féle tételek

A tovabbiakban 7 : [a, b] — R? folytonosan differencidlhaté gorbe, (t) = (71(¢),12(t)) €
R2. Ha ~ egyszer(i zart gorbe, akkor egy A tartomany hatdra. A Green-féle tételek
osszefiiggést adnak az tartoményon vett teriileti integrdl és a hatargérbe mentén vett
vonalintegralok kozott.

Legyen h : R? < R a v gorbén értelmezett fiiggvény. Definicié:

L havi= [ )4 . / iy = | ) . (3.5)

A képleteknek akkor is van értelme, ha a v gorbe folytonos, de csak véges sok pont
kivételével folytonosan differencidlhato. Az ilyen gorbéket szakaszonként folytonosan
differencialhatonak mondjuk. A tipikus és fontos példa a szakaszonként linearis gorbe.

A kovetkez6 tétel a Newton-Leibniz-formuldanak egy analogonja.

5. tétel: Legyen v : [a,b] — R? folytonosan differencidlhatd pozitiv irdnyitdsi egyszert
zdrt gorbe, amely az A tartomdnyt hatdrolja és legyen h : R? < R az A tartomdny eqy
kornyezetében értelmezett folytonosan differencialhato fiigguény. Ekkor

/hda::—// Oyh dzdy, /hdy:// O h dxdy.
¥ A ~ A

Bizonyitdas: A két formula kozil elég az egyiket igazolni, ha z-et és y-t megcseréljiik,
akkor a v gorbe irdanyitasa megvaltozik, és ezért az els6 formula a masodikba megy at.
Tehat elég az elsovel foglalkozni.

A ~ gorbét kozelithetjiik szakaszonként linedris gorbével. A kozelités a balodali gorbe-
menti integral kozelitését és a jobboldali teriileti integrdl kozelitését is biztositja. Ezért
elegendé az ilyen gorbe esetét igazolni.

Feltételezziik, hogy A egy sokszog. Ez feloszthaté haromszogekre. Megmutatjuk,
hogy ha a bizonyitandé képlet haromszogekre igaz, akkor sokszogre is. Az egyszeriiség
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kedvéért egy PQRT négyszoget tekintiink, ami a PQR és az RT P haromszogekre bont-
hato. A

/ hdx = —/ Oyh dxdy, / hdr = —/ Oyh dxdy
PQR PQR RTP RTP

egyenleteket Osszeadjuk. A jobboldali teriileti integralok Gsszege a PQRT négyszogon
vett integral. A baloldali vonalintegralok Gsszege

I B Y Y e Y Y

mivel a PR és az RP szakaszokon vett integralok elojelben kiilonboznek. fgy az 0sszeg
a PQRT vonalon vett integral, és megkaptuk a négyszogre vonatkozé formulat.

A bizonyitandé allitast tehat elég haromszogekre igazolni, és feltehet6, hogy a
haromszogek kis atmérdjiek. A kovetkezd redukdlé 1épés a h fliggvényre fog vonat-
kozni. A h fliggvényt haromszogenként linearis fliggvénnyel lehet kozeliteni, tigy, hogy
h derivaltjat kozelitjiik a linedris fliggvények derivéltjaval is. (Ehhez sziikségiink van
arra a nem trividlis feltételre, hogy a haromszogek kicsik legyenek, viszont szogeik egy
bizonyos pozitiv érték felett maradjanak. Az ide vonatkozd részleteket elhagyjuk.) A
kozelités a baloldali vonalintegral kozelitése is. Oda jutottunk, hogy a bizonyitando
formulat elegend6 haromszogre és linearis h fiiggvényre kiszamolmi.

A haromszog egyik csticsa az egyszeriiség kedvéért legyen az origd, a masik két cstcs
P = (P,P) é Q = (Q1,Q2). Ha a h fiiggvényhez egy konstansot hozzdaadunk, akkor

az igazolando
/ hdr = —/ Oyh dxdy, (3.6)
0PQ 0PQ

egyenlet egyik oldala sem valtozik, tehat feltehetjiik, hogy h(0) = 0, azaz
h(AP + Q) = Xa + pb

valamilyen a és b szamokra. A P(Q) szakaszt paraméterezhetjik gy, hogy v(t) = P +
t(Q — P) és

! 1
/Ptha::/o (a—i—t(b—a))(Ql—Pl)dt:é(Ql—Pl)(bjLa).

Hasonldan szamoljuk ki a Q0 és 0P szakaszokon vett integralokat, és azt kapjuk, hogy
(3.6) balodala

a@, — bP,

—
A jobboldal a —0J,h konstans szorozva a haromszog teriiletével, ami ugyanennyinek
szamolhatd ki. O

Legyen f : R? — R? a ~ gorbén értelmezett vektorértékii fiiggvény, f(z) =
(f1(2), f2(2)). A ~ gorbe érintévektora a t paraméterii pontban (v](t),75(t)). Az
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kovetkez6 integralban a f(v(t)) = (fi(v(t)), fa(v(t)) vektornak az érintévektorral vett
skalarszorzata jelenik meg:

/<f7T> dt ;:/ Fly@)7 ) + f2(v(8))7a(t) dt. (3.7)

Ezt érintévektoros gorbementi integralnak nevezziik.

6. tétel: Legyen v : [a,b] — R? folytonosan differencidlhatd pozitiv irdnyitdsi egyszert
zdrt gorbe, amely az A tartomdnyt hatdrolja és legyen f : R? < R? az A tartomdny eqy
kornyezetében értelmezett folytonosan differencialhato vektorértékfigguény. Ekkor

/7<f,T> dt = //A(afo — 8, 1) dady.

Bizonyitds: A (3.7) definicié jobboldaldra alkalmazzuk az 1. tétel két formulajat. O

A v gorbe normélvektora a ¢ paraméterti pontban (v4(t), —v;(t)). (Ha ~ pozitiv
irdnyitasu egyszeru zart gorbe, akkor ez a normalvektor a gorbe altal hatarolt tartomany
belseje felé mutat.) A kovetkezo integralban a f(v(t)) = (fi(v(t)), fa(y(t)) vektornak a
normal vektorral vett skaldrszorzata jelenik meg:

[trmati= [ fia@0 - G000 8)

Ezt normal vektoros gorbementi integralnak nevezziik.

7. tétel: Legyen v : [a,b] — R? folytonosan differencidlhatd pozitiv irdnyitdsi egyszert
zdrt gorbe, amely az A tartomdnyt hatdrolja és legyen f : R? < R? az A tartomdny eqy
kornyezetében értelmezett folytonosan differencidlhato vektorértékfiggvény. Ekkor

[y<f, n)dt = //A(axfl + 0, f2) dzdy.

Bizonyitds: A (3.8) definicié jobboldaldra alkalmazzuk az 1. tétel két formulajat. O

Formélisan a tétel formuldjanak jobboldaldn is skaldrszorzat van: (0, f).

3.3. Integralok harom dimenziéban

A térbeli (r, p, 1)) polarkoordinaték és az (x,y, z) derékszogii koordinatak kozott

T = 1 COo8s psiny, Yy = rsin@siny, Z =1TCcosy
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az Osszefliggés. A Jacobi-matrix

Oz Oz Oz . .
or e 0P cossiny —rcosesiny 1 cos e cosyY
O@.y.2) oy o0 o | _ | ginos . ;
D) |2 90 20| = sinpsiny  rcosesiny  rsinpcosy
¥ 0z 0z 0z cos 0 —7rsiny
or dp O
A determindns —r?sin ), ezért
dx dy dy = r*sin dr do di. (3.9)

3.3.1. Feliilet és felszin

Egy folytonosan differencidlhaté g : R? — R? fiiggvény a harom dimenzids térben egy
feliiletet ad meg egy A C R? tartomdnyon vett paramaterezéssel. A feliilet
9(wo, y0) = (91(wo, Y0), 92(20, %0), g3(wo, v0)) € R?

pontjaban vett érintdsikot a

929(x0,y0) = (0291(%0, Yo), 0x92(0, Yo), O g3(<0, Yo))
és
9y9(wo, yo) = (0y91(20,Yo), Oyg2(20, Yo), Oyg3(20, Yo))
vektorok hatdrozzak meg. (Ezek a 0g Jacobi-métrix sorvektorai.) A 0,g(xq, o)

és a 0,9(xo,yo) vektorok lenormalt vektoridlis szorzata a g(zo,yo) pontban a feliilet
normalvektora, ami az érintosikra merdleges egységvektor.

Tételezziik fel, hogy a kis méretii [a, b] X [c, d] téglalap része A-nak. A g([a,b] X [c,d])
feliilet felszinét egy paralelogramma teriiletével kozelithetjitkk. A paralelogrammat a
g(a, ¢) pontbdl induld

(b—a)dyg(a,c) és (d—c)dyg(a,c)

vektorok hatarozzak meg. A paralelogramma teriilete a két vektor vektoridlis szor-
zatanak hossza (vagy normaéja):

1029(a, ¢) x dyg(a, c)[|(b — a)(d — ¢). (3.10)

Természetesen (b — a)(d — ¢) éppen a kis téglalap teriilete. Ha az A tartomanyt kis
téglalapokra bontjuk és a (3.9) tagokat 6sszeadjuk, akkor az A tartomanyon vett

// 1019z )  Dag (i, )|l da dy (3.11)

kettos integral kozelito osszegéhez jutunk. Ezért az integral adja meg a feliilet felszinét.
Az u és v vektorokra ||uxwv|| kiszdmoldsa nem kényelmes a vektoridlis szorzat formuldja
segitségével. Ezert néha érdemes az
2 211,112 2
[l x ol = flul* f[ol” = (u, v) (3.12)

formuldt haszndlni. (Ennek tovabbi elénye, hogy magasabb dimenziéban is megadja az
u és v vektorok altal meghatédrozott paralelogramma teriiletét.)
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7. példa: R3-ban egy haromszog csicspontjai U, V és W. Feltételezziik, hogy a siirtiség
egyenletes és kiszamoljuk a sdlypont els6 koordinatajat.

A héromszoget paraméterezzik: g : (z,y) — U +yV + (1 — 2 — y)W € R3, ahol
0<uz, 0<y,z+y <1, ezek pontok az A haromszoget adjik R?-ben.

A sulypont elsé koordinataja:

J[ lonste.n) < dgta.mllardy/ [ 10.atw,) % (.9}l dy

ahol
=20 +yVi+ (1 -2z —y)W;.

g limearitdsa miatt ||0,g % 0,9 konstans, tehdt a silypont

// xUy +yVi+ (1 — x — y)Wi dz dy.
A

r=1 y=1—x
//da:dy:/ </ dy)da:
A =0 y=0

a szamolas elemi és az eredmény

Mivel

1

8. példa: Szamoljuk ki a
9(p,v) = (cosp —wsing,sinp +veosp,p +v),  (0<p<2r, 0<v<1)

felillet felszinét!

Megoldas:
1019|1> = (—sing — vcos)? + (cosp —vsinp)? + 1 = 2 + v
1029]1* = (—sing)?* + (cos p)? +1 =2
(019,02 f ) = sin® p 4+ v cos psin p + cos? p — vcospsinp + 1 = 2.

Ezért
1019 x Dog|” = 1019?1059 — (Drg, Bag)® = (2 + v%)2 — 4 = 20°.

A felszin

v=1 pp=2m v=1 pp=27
/ / 019 x Oagl| dp dv = / / V2vdp dv = V2.
v=0 ©=0 =0 =0
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9. példa: Legyen h : [a,b] — RT folytonosan differencidlhaté fliggvény. Grafikonjat
megforgatjuk az x tengely kortil. Mi az igy kapott feliilet felszine?

Megoldas: A feliiletet a
g(x, @) = (z, h(x) cos ¢, h(x)sin p)
modon paraméterezhetjik, x € [a,b], ¢ € [0, 27]. Mivel
O1g = (1,1 (x) cos p, W' (x) sin p), 029 = (0, —h(x) sin ¢, h(x) cos p),
ezek meréleges vektorok. Tehat

1019 (2, @) X Dag(, @) || = f(2)/1 + ' (2)?

és a felszin

3.3.2. Felszini integralok

A felszin kiszamoldsa a legegyszeriibb feliileti integral, de vannak tovabbi valtozatok.
A feliileten lehet értelmezve szamértékli és vektorértékii fliggvény és ezeket is in-
tegralhatjuk.

Ha h: R3 — R a feliileten értelmezett fiiggvény, akkor

//A h(g(z, ¥))0g(,y) x rg(x,y)l| du dy =: //AhdF (3.13)

egy szamértéki felszini integral. Példaul, ha h a feliilet tomegsiirtisége, akkor az integral
a feliilet tomegét adja.

A g(xo,y0) pontjaban a felilletnek a normélvektor

_: d19(xo, Yo) X 029(xo, Yo)
1019(0, yo) X D2g(0, yo)||

Legyen f : R? — R? a feliileten értelmezett vektorértékii fliggvény. A (f, n) skalarszorzat
felszini integraljat fluxusnak vagy fluxusintegralnak is mondjuk.

//A<f’"> dF = //A<f7819><829> dz dy, (3.14)

(f;m)||01g x Oogl| = (f, 019 X Oag) .

mivel
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Az f = (f1, fo, f3) vektorértékii fiiggvény felszini integralja

//Ade (3.15)
(/AfldF,/AdeF,/Afng>_

3.3.3. Divergencia és rotacié

vektorértéki:

Eloszor a Newton-Leibniz-formulanak egy haromdimenziés analogonjat nézziik.
Emlékeztetiink arra, hogy n = (ni, ng, n3) a felillet normélvektorat jeldli.

8. tétel: Legyen h : R? — R folytonosan differencidlhaté fligguény a folytonosan diffe-
rencidlhato A feliletid korldtos K tartomdny egy kornyezetében. Ekkor

// hnidF:// Oih dx dy dz (1<i<3).
A K

Bizonyitds: A gondolatmenet nagyon hasonlit a 5. tétel bizonyitasdhoz. Eloszor a K
tartomany hatarat vatoztatjuk, felteheto, hogy a hatarfeliillet haromszogekbol van Gssze-
rakva, ugyanis egy sima feliilet ilyen feliilettel kozelithets. (Médsszéval, K kozelithetd
egy poliéderrel.)

Ezutan K poliédert eléallitjuk kis tetraéderek egyesitéseként, ezek a tetraéderek egy-
egy haromszog alaki lappal érintkeznek egymaédssal. A tetraéderekre az allitas bal és jobb-
oldala egyarant additiv, tehat elég teraéderre igazolni a tételt. Most a fliggvényt akar-
juk egyszeriisiteni, feltehetjiik, hogy a tetraéderen linedaris, ugyanis egy sima fiiggvény
kozelitheto kis teraédereken linearis folytonos fiiggvényekkel.

Tehat legyen K egy tetraéder, amelynek cstcspontjai a 0, u, v és w pontok. A h
linearis fuggvény h(z,y, z) = ax + by + cz + d alakia. A

// hndF:// Ohdx dydz (1<i<3).
A K

vektoregyenlOséget igazoljuk. Mivel az igazolandd formula mindkét oldala linearis h-ban,
elegendd a hi(x,y,z) = x és ha(x,y, z) = 1 specidlis fliggvényeket nézni.

hi(z,y,z) = x: Legyen H a K tetraéder egyik lapja. A T haromszog teriilete legyen
t és sulypontja (sq, s2, s3). A sulypont szamitasbdl tudjuk, hogy

// rdF =tsq,

H

// hndF = tsin.
H

ezért
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A K feliiletén vett integral kiszamolasa az el6z6 egyenlGségek Osszeadéasat jelenti minden
haromszogre, felhasznéljuk, hogy tn két oldalvektor vektorialis szorzatanak a fele:

1 1
//hndF = —u1+v1(vxu)+—u1+wl(uxw)+
A

2 3 2 3
1
fu T
(A} U1 wh
S (= ) x (w = w)) =

_ _%(wl‘(UXu)+vl.(uxw)+u1.(wxv)>

Ha az integrélt J-vel jeloljik, akkor
(Jyu) = —éul(w x v,u) = V(K)uy,
ahol V(K) a K tetraéder térfogata. Hasonld szdmoldssal kapjuk, hogy
(Jov)y =V(K)v; és (Jyw)=V(K)w.

Ezekkel a tulajdonsdgokkal csak a J = V' (k)(1,0,0) vektor rendelkezik, ami éppen

/// Ohdx dy dz.
K

ho(z,y, z) = 1: Ekkor a bizonyitandé egyenléség jobboldala 0, a baloldal pedig

1
// hndF:—5((uxv)+(wxu)+(w—u) X (v—u)) =0.
A
O
9. tétel: (Gauss-Osztrogradszkij tétel) Tegyiik fel, hogy a korldtos K tartomdny A

hatdra véges sok folytonosam differencidlhaté feliiletbdl tevédik ossze és legyen f : R3 —
R? K eqy kornyezetében folytonosan differencidlhatd vektorértéki figguény. Ekkor

/A(f,n>dF:///K(&lfl+82f2+83f3)d:cdydz,

Bizonyitds: Az el6z6 tétel szerint
A K
Ezeket osszeadva kapjuk az allitast. 0

Mivel
lef = 81f1 + 82][.2 + a3f37
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a Gauss-Osztrogradszkij tételt divergencia tételnek is nevezik. A divergencia nem
mas, mint a Jacobi-matrix

ofi fi Osh

Orfa Oafz 0Osfs

Ofs Oafs 0Osf3

nyoma.

10. tétel: (Stokes tétel) Tegyiik fel, hogy a korlatos K tartomdny A hatdra véges
sok folytonosam differencidlhatd feliiletbdl tevddik ossze és legyen f : R? — R3 K egy
kornyezetében folytonosan differencidlhato vektorértéki fuggvény. FEkkor

//A(fxrz)dF:///Krotfdxdydz.

rot f := (Oafs — Osfa, Osf1 — O1fs, OLfa — D2 f1)

ahol

Bizonyitas: Mivel
[ xn=/(fsne— fans, fing — fany, fany — fina),

a 8. tétel alkalmazhaté komponensenként. 0

A Stokes tételt rotacié tételnek is nevezik. Formalisan rot f = (0, f), igy a rotacié

tétel //A(fxn)dF:///K(axf)dxdydz

alakban is irhaté. Ebben a szellemben a divergencia tétel

[ mar= [ 0.5y way

10. példa: Legyen G az origd kozépponti 2 sugaru gomb, amelynek feliilete kifelé van
irdnyitva és legyen f(x,y,z) = (z — 22,2z + y,x — y + 2). Kiszdmoljuk a

//G<f,n)dF

A Gauss-Oszrogradszkij tételt hasznalhatjuk. Eszerint a fluxusintegral

/ / / div f dedydz

a (G 4altal hatarolt tartomanyon, ami egy 2 sugarui gomb. Mivel div f = 3, az integral a
gomb térfogatanak haromszorosa, 327. 0

fluxusintegralt.
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3.3.4. A Laplace-operator és Green-formulak

Legyen f : R™ — R kétszer differencidlhato fiiggvény. A Laplace-operator hatdsa az

f figgvényen
Af=> 3.
i=1

Az n =1 eset egyszerii, az érdekes 1ij jelenségek az n = 2, 3 esetekben jelennek meg.

11. példa: Atszzimoljuk a Laplace-operatort két dimenziéban polarkoordinatas forma-
lizmusba.

Az x = rcosp, y = rsin g formuldkbdl kapjuk a

o) : 0

B CoS ¢ sin Bz
9 ; 9
95 —rsing rcosy oy

Osszefliggést. A 2 X 2-es méatrixot invertaljuk:

a% cos —% sin @ %
a% sin ¢ %7’ Cos ¢ %
Ugyanezt masként leirva:
0 i 0
— = (cosp)— ik
ox or r Op
0 0 cosp O

&y (Sln¢)8r+ r Op

A két egyenletet ,négyzetre emeljik” és Osszeadva Oket a

A 0? N 1 02 +18
or2 2 op?  ror

eredményhez jutunk.

Az els6 négyzetre emelést végigszamoljuk a szorzat differencidlasi szabalyat hasznalva:

2~ oo o] - [omor2] 222
g lemog] P22
= (00.52 @)882 (COSSOSIHQO)[_J,_Q% + %838'/’} 2
_smgo[_ simpaﬁ + Ccos @ 0 } + sm;o [Coscp3 +sing08—2 =
r 0pOor T dp dp
0? 2cospsing §  2cospsing 0? sin? ¢ 02

_ 2 I
= (oo (p)(’%“? * r? 0p r 0por r2  0p?
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A masik négyzetre emelés hasonlé. O

Tegyiik fel, hogy a korlatos K C R3 tartomdny A hatdra véges sok folytonosam
differencialhaté feliiletbdl tevidik ossze és legyen f,g : R® — R K egy kornyezetében
kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény. A két fiiggvény skalarszorzatat a

)= [[[ fodvaya:

11. tétel: (Els6 Green-formula)

//Kngd:cdyder///K@f, 8g)da:dydz://Af(8g, W dF. (3.16)

Bizonyitas:

képlettek értelmezziik.

f0g=(fog, [ ey, fOs9)
vektorértékl fiiggvény,

div (fog) = (0f, 9g) + f Ag.

A két oldalt megcserélve integralassal az allitashoz jutunk. Az

///Kdiv(fﬁg)d:cdydz

integral a divergencia tétel szerint

| tt00.mar = || siog.m ar.

ami a formula jobb oldala. OJ

Ha az elsé Green-formuldban felcseréljik f-et és g-t, ezutan a kapott egyenletet ki-
vonjuk (3.15)-bél, akkor a

///K(ng—gAfdxdydz = //A(f(@g, n) — g(0f, n))dF (3.17)

formuldhoz jutunk. Ez a masodik Green-formula.
Ha az f és g fiiggvényekre f|A, g|A = 0, akkor a mésodik Green-formula jobboldala
0, és
(f,Ag9) = (Af, 9)-
Ugyanez teljesiil, ha (0g, n) = (0f, n) = 0. Az elébbit Dirichlet-feltételnek az utébbit
Neumann-feltételnek szokas nevezni. (Ilyen feltételek esetén a Laplace-operdtor szim-
metrikus.)
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3.4.

10.

11.
12.

13.

Feladatok

. Mekkora a felszine az 22 + y? — x = 0 paraboloid azon részének, amit a z = 4 sik

vag le beldle?

. Legyen A egy n X n-es valés elemii matrix. Milyen feltétel mellett van az F' : R" —

R", xz +— Az fuggvénynek primitiv fiiggvénye és mi az?

. Integraljuk az f(x,y, z) = zyz fuggvényt a

(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),)0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)

csucspontokkal rendelkezé kocka felszinén és magan a kockan!

. Keresse meg az f(z,y) = 22 — 2x + y> — 3y fiiggvény lokalis szélséértékeit!

. Hatérozza meg az f(z,y) = 23 + 3> — x — y fiiggvény legnagyobb és legkisebb

értékét az
{(z,y)) eR*:0<y<1l—2, 0<z<1}

tartomanyon!

. Terjessziik ki a 6. példat tobbdimenziora, x,y, u,v € R™.

. Az zy-sikon a (0,0),(1,0), (1,2) cstcspontokkal adott haromszog tomegsiirtisége

f(z,y) =z +y+ 1. Szamoljuk ki a tomegkdzéppontjat.

. Igaz-e, hogy f(z,y) = log(z? + y?) esetén

O f(2,y) + Oyy f(z,y) =07

Szamolja ki egy egyenletes stirtiségii félgémbfeliilet tomegkozéppontjat!

A feliilet legyen a 22 + y? = 1, z > 0 félhenger azon része, amit az x = 1 és v = 0
sikok vagnak ki beldle. Normalisat a hengerbdl kifelé iranyitjuk. Szamolja ki a
feliileten a g(x,y, z) = (0,y, 2%) vektor értékii fiiggvény fluxusat!

Adjuk me a z = 22+2y? feliilet érintSsikjanak egyenletét az x = 2,y = —1 pontban!

Legyen f : R? — R folytonos fiiggvény. Cseréljiikk meg az alabbi integrdlokban a

sorrendet:
0 pvVi—z2 4 pd—z
// f(z,y)dydz, // f(z,y)dydx.
—1Jo 2 Jo

Szamoljuk ki az alabbi integralokat:

1 1 , 1 1
/ / ye  dxdy, / / y sin(2?)dxdy.
0 Jy? 0 Jy?
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14.

15.

16.

17.
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Szamoljuk ki az f(z,y) = ze™ fliggvény integraljat a 0 < = < 1,0 < y < 2
téglalapon!

Van-e primitiv fiiggvénye az
f(z,y,2) = (xe*¥, sin E, bx +8,y)
x

vektorértéki fliggvénynek!

Legyen f(z,y,z) = (2log(1 + siny), e®y?, zshy) és a tartomdny hatéra legyen az
2?2+ y? + 22 =1,2 >0 félgomb és a 2% + y? < 1,z + 0 korlemez. Szdmoljuk ki a

/ rot fdF
oK

feliileti integralt.

Adjuk meg a primitiv fiiggvényét az
1
fx,y,2) = (dz + 57 — 622,52 + 8, = — 1222)
z

vektorértéki fliggvénynek!



4. fejezet

Meérték és integral

4.1. Meérheto terek és mérheto figgvények

Legyen A az X alaphalmaz bizonyos részhalmazainak csalddja. Megkoveteljiik a kovet-
kez6 tulajdonsagokat.

(i) Ha Ay, Ay € A, akkor A; \ Ay € A.

(i) Ha A; € A minden i € I esetén, akkor U;c;A; € A.

Az A halmazrendszert gytirtinek nevezziik, ha ezek tulajdonsiagok teljesiilnek (ii)-ben
véges I halmazokat értve. Ha I a megszamlalhaté halmazokon fut, akkor o-gytlirtih6z
jutunk. A-t Boole-algebranak (illetve o-algebranak) nevezziik, ha gytiri (illetve
o-gyturi) és X € A. A Boole-algebrak tehdt minden elemnek a komplementumat is
tartalmazzak.

1. példa: Legyen X egy véges halmaz. Ekkor a Boole-algebrakhoz és a o-algebrahoz
Ugy jutunk, hogy vesszilk X-nek egy {Xi, Xo,..., X, } particidjat és A elemei az X;
halmazokbdl csindlt unidk lesznek, beleértve az iireshalmazt is. O

2. példa: R-nek vegylik azokat a részhalmazait, amik maguk megszamlalhatok, vagy a
komplementumuk megszamlalhaté. Igy egy o-algebrdhoz jutunk. U

Egy X alaphalmaz Boole-algebrdinak metszete is Boole-algebra. Ugyanez igaz o-
algebrakra is. Ezért, ha Aj az X részhalmazainak egy csaladja, akkor van egy legsziikebb
Boole-algebra vagy c-algebra, ami Ay-t tartalmazza. Fzt az A, altal generalt Boole-
algebranak, ill. o-algebranak nevezziik. Hasonlé a helyzet a gytirlikkel és a o-gytirtikkel.

Legyen X egy metrikus tér. A nyilt halmazok altal generdlt o-algebra elemeit Borel-
halmazoknak nevezziik. A szeparabilis metrikus terek a fontosak, mert ezek rendelkez-
nek az M, tulajdonsaggal, azaz létezik nyilt hamazoknak egy olyan megszamlalhato

25
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csaladja, hogy minden nyilt halmaz el6dll ezekbél unidként. A Borel-halmazok o-
algebrdjat ez a megszamlalhato csalad generalja.

3. példa: A szdmegyenesen az (a,b] és [a,b] intervallumok Borel-halmazok. A Borel-
halmazok o-algebrajat generaljak a racionalis végponti nyilt intervallumok. O

Ha A az X halmaz részhalmazainak o-algebrija, akkor az (X,.A) part mérhets
térnek nevezziikk. Legyen (X, A;) és (X3, Ay) mérhetd terek. Az f : X7 — Xo
leképezést mérhetének mondjuk, ha Ay € A, esetén f~1(Ay) € A;. Mivel azok a
B C X, halmazok, amelyekre f~1(B) € A; egy o-algebrat alkotnak, f mérhetdségéhez
elegend§ ellenérizni, hogy f~1(C) € A; teljesiil az olyan C halmazokra, amelyek ge-
neraljak As-t.

4. példa: Legyen f : X; — X, egy folytonos leképezés az X; és Xy metrikus terek
kozott. Ha az (X7, A;) és (Xa, Az) mérhetd terek a Borel-halmazokkal vannak definidlva,
akkor f mérhetd. A mérhetoség egy bizonyos értelemben a folytonossag kiterjesztése. [

Definidlni fogjuk mérhet6 terek szorzatat. Legyen (Xi,.A4;) és (Xs, . Ay) mérheto terek.
Ha A; € Ay Ay € A,, akkor az A; x Ay C X; x X5 halmazt téglanak nevezziik.
Legyen By X x X5 azon részhalmazainak csaldadja, amelyek el6allnak véges sok paronként
diszjunkt tégla egyesitéseként.

1. tétel: By Boole-algebra.

Legyen A a By altal generdlt o-algebra. Ekkor az (X; x X3, .A) mérhet6 teret (X1, .4;)
és (Xy, Ag) szorzataként értelmezziik. Jelolés: A = A; x As.

2. tétel: Legyenek (Xi,A1), (X2, As) és (X, A) mérhetd terek, f1 : X — X és fo :
X — Xy leképezések. Az f = (f1,f2) : X — Xi x Xy leképezés mérhetd az Ay x A
o-algebrdra vonatkozoan akkor és csak akkor, ha az fi és fo leképezések mérhetok.

3. tétel: Legyenek X, és Xy szepardbilis metrikus terek, By és By a Borel-halmazok
o-algebrdja, tovabbd legyen az X, x Xy metrikus tér Borel-halmazainak o-algebrdja B.
Ekkor B a By és By o-algebrdk szorzata.

Bizonyitds: Legyen {A; : i € N} és {B; : j € N} a nyilt halmazok bézisa X;-ben és
Xo-ben. Ekkor az A; x B; alakd halmazok nyilt halmazok bazisat adjak az X; x X
metrikus térben. Ezért ezek a halmazok generdljak a B o-algebrat. Ugyanakkor ezek
téglék, tehat Bl X BQ O B.

Legyen f; : X; x Xy — X; az els6 koordindta fliggvény, azaz fi(xi,zs) = xq,
hasonléan értelmezziik fo-t. Ezek a fiiggvények folytonosak, tehat mérhetok. fgy (f1, f2)
is mérhetd, ez az identitdas. Ezért By x By C B. O
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4. tétel: Legyenek X, és Xy szepardbilis metrikus terek, f, : X1 — Xy Borel-mérhetd
fugguények eqy sorozata, amely pontonként konvergdl eqy f : X1 — Xy figgvényhez.
Ekkor f Borel-mérhetd.

Bizonyitas: Elég megmutatni, hogy minden nyilt halmaz inverze mérheto.
Egy G C X, nyilt halmazra legyen
G, ={reG:d(z,G° > 1/n} (n € N).
Ezek nyilt halmazok, egyesitésiik G. A bizonyitds adédik a

@ = <ﬂ f;l(G»)

r,m \g>m

formulabodl, ahol r, m, ¢ természetes szamok. O

Ha (X, A) mérhetd tér, akkor £°(X, A)-val jeloljiik az X — R mérhet fiiggvények
csaladjat.

5. tétel: Legyen (X, A) mérheté tér és f,g € LO(X, A). Ekkor f+g, fg,|f| € L°(X, A).

Bizonyitds: Mivel f,g: X — R mérhetd, a 2. Tétel szerint (f,g) : X — R? is az. A
h:(z,y) = z+y,h: R — R fiiggvény folytonos, és ezert mérhets. Igy a ho (f,g)
fiiggvény is mérhet6. Ez nem mas, mint f + ¢g. Hasonléan megy a tobbi bizonyitas. [

Néha érdemes megengedni, hogy a fiiggvények 400 értékeket is felvegyenek. Az R :=
R U {400, —00} teret teljes szepardblis metrikus térnek tekinthetjiik a

d(x,y) := |arctg x — arctg y|
metrikdval.

6. tétel: Legyen (X, A) mérhetd tér és f, : X — R mérhetd fiigguények egy sorozata.
Ekkor sup f, és limsup f, ugyancsak mérhetok.

4.2. Meértéktér

Legyen A az X alaphamaz részhalmazaibdl all6 gytiri. Ha a u: A — RT U {+00} olyan
fliggvény, amelyre

p(Uid;) = ZM(Az‘) (4.1)

teljesiil paronként diszjunkt A; halmazok megszamlalhaté csaladjara, akkor pu-t
mértéknek nevezziik. A (4.1) tulajdonsdgot o-additivitasnak nevezziik.

Ha (X, A) mérhet6 tér és p mérték A-n, akkor az (X, A, 1) hdrmas neve mértéktér.
A mértéktér o-véges, ha léteznek olyan A; € A halmazok (i € N), hogy X = U;A; és
w(A;) véges.
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7. tétel: Legyen (X, A, p) eqy mértéktér. Ekkor
(i) Ha Ay C Ay C ... mérhetd halmazok, akkor

w(U,A,) = lim pu(Ay,).

n—oo
(i) Ha Ay D Ay D ... mérhetd halmazok és u(Ay) véges, akkor

w(NyA,) = lim p(Ay,).

n—oo

(ZZZ) Ha Al,AQ, NS A, akkor

w(UnAy,) < Z p(Ay).

A (iii) tulajdonségot o-szubadditivitasnak mondjuk.

Az (X, A, 1) mértékteret teljesnek mondjuk, ha B C A és u(A) = 0 esetén B € A.
Maésszdval, nullmértéki halmaz részhalmaza is nullmértékii.

Ha egy (X, A, u) mértéktér nem teljes, akkor teljessé tehetjiik gy, hogy a mérhetd
halmazokat nullmértékii halmazok részével megvaltoztatjuk:

A°:={B C X : 1étezik Ay, Ay € A, hogy A1 C B C Ay, u(Ax\ A;) =0}

A definiciéban szereplé B halmaz mértéke pu¢(B) := p(A;) lesz. Ellendrizendé, hogy ez
nem fiigg A;-t6l. Igy egy teljes (X, A°, u¢) mértéktérhez jutunk. A p¢ mérték megszoritva
A-ra a p mérték.

1 kiils6 mérték, ha minden részhalmazon értelmezve van és o- szubadditiv.

8. tétel: Legyen p kilsé mérték X részhalmazain. Azt mondjuk, hogy az A C X halmaz
mérto, ha barmilyen E C X halmazra

W(E) = p(E 0 A) + p(E 1 A°),

(Ez a Carathéodory-feltétel.) Legyen B a mérheté halmazok halmaza. Ekkor B o-
algebra és p o-additiv B-n.

Bizonyitds: Ha A € B, akkor A¢ € B nyilvanvalo. Tegyiik fel, hogy A, Ay € B. Meg
akarjuk mutatni, hogy

W(E) = p(B 0 (AU Ay)) + u(E 0 (A U A;)). (12)
A bizonyitas tobb elemi 1épésbol all.

p(E) = p(EN A+ p(E N A
w(ENAy) = w(ENAsNA)+ p(EN AN AY)
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p(ENA3) = p(ENA3N A+ p(ENAZN A7)

(Ezek az egyenletek A; és Ay mérhetdségén alapulnak.) A harom egyenletet Gsszeadva
kapjuk, hogy

p(E) = [p(ENAsNA) +pu(ENAsNA)) + p(ENASN AN | + w(E N (A U AY)°).

Ha a szogletes zaréjelben 1év6 harom tagu 6sszegrél megmutatjuk, hogy p(EN(A1UA,)),
akkor (4.2) kovetkezik. Ezért A;jUA; € B. Ha A; és A, diszjunktak is, akkor p(A;UAy) =
1(Ar) + p(Az).

Amit eddig belattunk A; és As mérhet6 halmazokra, azt indukcioval be lehet latni
Ay, As, ..., A, mérheto halmazokra. Ezutan egy n — oo okoskodasra van még sziikség,
amit nem részleteziink. O

A kovetkezo eredmény alapveto a mértékelméletben.

9. tétel: Legyen Ay az X alaphamaz részhalmazaibol dallo gyiri és az 6t tartalmazo
legsziikebb o-gyiirti legyen A. Ha pg mérték Ag-on o-véges, akkor egyértelmiien létezik
kiterjesztése A-ra.

Bizonyitds: Vazoljuk a gondolatmenetet. Ertelmeziink egy p kiilsé mértéket a

ji(A) = inf {Z po(A;) - Ay e Ay, AC UZ-AZ}

képlettel. Ekkor A € Ay esetén po(A) = pu(A). Ag elemei eleget tesznek a Carathéodory-
feltételnek. Ezért mérhetdek és az el6zd tétel mértéke adja a kiterjesztést. 0

5. példa: Legyen Aj az [a, b] intervallum olyan részhalmazainak csaladja, amelyek véges
sok paronként diszjunkt intervallum uniéjaként allnak el6. Ez egy Boole-algebra, tehat
gyturi. Egy ilyen halmaz pg mértéke az 6t el6dllitd intervallumok hosszanak oOsszege
legyen. Az Aj altal generalt o-gytri a Borel-halmazok B o-algebrdja. Erre terjed ki
a po mérték, p lesz. Ezt a mértékteret teljessé téve az ([a, b],C, \) mértékteret kapjuk.
Ezt nevezziik az [a,b] intervallumon vett Lebesgue-mértéknek. Intervallum helyett
a teljes szamegyenest is vehetjik és hasonldoan kaphatjuk meg a Lebesgue-mértéket
R™-ben. 0

4.3. Konvergenciak

Legyen (X, A, 1) egy mértéktér és f,, mérheté fliggvények egy sorozata. Azt mondjuk,
hogy f, — f p-majdnem mindeniitt, ha van egy olyan A mérheté halmaz, hogy x € A
esetén f,(x) — f(z) és u(X \ A) =0. Jelolés: f, — f p-m.m.
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10. tétel: (Jegorov) Legyen (X, A, p) egy véges mértéktér és f, mérhetd figguények
eqy sorozata. Ekkor f, — f p-m.m. csakkor, ha minden € > 0-ra létezik eqy K. € A
halmaz, hogy ezen f, — f egyenletesen és u(X \ K.) < e.

Bizonyitas: Legyen

An,q = {l‘ € X : |fn(x) - f(ZL‘)| > I/Q}a Bm,q = U An,qa

n>m

ahol m,n, q természetes szamok. Rogzitett ¢-ra a B,,, sorozat csokkend. Az f, — f
p-m.m. feltevésbél adddik, hogy a metszet nullmértékd, ezért p(By,,) — 0 ha m — oo.

Rogzitsiink egy € > 0 szamot és valasszunk minden k természetes szamhoz egy olyan
my, szamot, hogy
M(Bmkﬁ) <e2 ™"

Legyen
K. := X\ J B
k

Ekkor
X NED) <Y p(Bus) < e
k

Maésrészt © € K. esetén « ¢ By, i és © ¢ A, han > my. Ez azt jelenti, hogy

=

|[fu(x) = f(2)] <

ha n > m,. Tehat a K. halmazon a konvergencia egyenletes.

Masik irdny: Valasszunk egy €(k) — 0 sorozatot. e(k)-hoz van egy K. halmaz,
hogy ezen a konvergencia egyenletes és

(XN Key) < (k).
A K1) halmazok egyesitésén pontonkénti konvergencia van.
(X N\ UpKey) < (X \ Kem)) < €(m)

minden m-re, tehat p(X \ Uy K 1)) nullmértéki. O]

Legyen (X, A, 1) egy mértéktér és f,, mérheté fliggvények egy sorozata. Azt mondjuk,
hogy f, — f mértékben, ha minden ¢ > 0-ra

Tim p({z € X2 |fu(2) = f(2)] > 2}) =0

teljestil.
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1. lemma: (Borel-Cantelli) Legyen (X, A, p) eqy mértéktér. Ha Ay, As, ... € A és

Z 1(Ap) < oo,

akkor null mértékii halmazt alkotnak azok az x € X pontok, amelyek végtelen sok A,
halmazban benne vannak.

Bizonyitds: Legyen By, := Up>nAy. Bz egy fogy6 sorozat és u(B,) < 3, 5, 1(An) a
o-szubadditivitds szerint. Tehat u(B,,) — 0 és ezért

w(N,By,) = 0.

Mivel = ¢ N,B, csakkor, ha x csak véges sok A, halmazban van benne, kész a
bizonyitas. O

11. tétel: Legyen (X, A, 1) eqgy teljes mértéktér és f, mérhetd figguények egy sorozata.

(i) Tételezziik fel, hogy n(X) véges. Ha f, — f p-m.m., akkor f, — f mértékben.
(ii) Ha f, — f mértékben, akkor van olyan fyw) részsorozat, hogy frwmy — f p-m.m.
Bizonyitds: (i): Ha f, — f mértékben nem teljesiil, akkor van olyan pozitiv ¢ és 9,

hogy
pn{z € X o |fym () — flx)| > e}) >4

egy fr(n) részsorozatra. Legyen

H, ={r € X :|fim(x) — f(z)| > €}, K, = Up>nHpy.

Ekkor K, fogyé sorozat, u(K,) > 0. Mivel pu(X) véges, a K,-ek metszete nem
nullmértékii. Ha = benne van a metszetben, akkor |fym)(z) — f(x)| > ¢ minden n-re,
ami ellentmondas.

(ii): Vélasszunk egy k(n) szdmsorozatot, hogy
pfe e X o [fm(z) — fla)] >27"}) <277
teljesiil minden m > k(n)-re és minden n-re. Az
An ={z € X : [fem () — f(z)| <27"})

halmazok mértékének Osszege véges, ezért nulla mértékit halmaztol eltekintve egy z € X
pont csak véges sok A, halmazban van benne. Ez azt jelenti, hogy fr) — f p-m.m. [J
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4.4. Lépcsos fuggvények

Legyen (X, A, 1) egy mértéktér és f egy mérheto fiiggvény. f-t 1épcs6s fliggvénynek
nevezziik, ha értékkészlete véges. Egy ilyen fliggvény

alaku, ahol {Hy, Ha, ..., H,} az X alaphalmaz egy véges particija. Két véges mérhetd
particié kozos finomitédsa is egy véges mérheto particio. Ezért 1épcsds fiiggvények linearis
kombindcidja és szorzata is az.

6. példa: Tekintsiik a kovetkezo f: R — R fiiggvényt:

F(t) = 1 ha0<t<1 éstirraciondlis,
1 0 egyébként.

Ez integralhato 1épcesos fiiggvény, Lebesgue-integralja 1. 0

12. tétel: Ha g : X — R egy korlatos mérhetd figgvény, akkor van lépcsds fliggué-
nyeknek eqy olyan f, sorozata, hogy f, — g egyenletesen.

Bizonyitds: Legyen g : X — [a,b) ésa =ty < t; < ... <1, = b az intervallum egy
felosztasa. Ekkor

ZtilH“ Hi =g ([ti-1, 1))
i—1

1épcsos fiiggvény. Ha a felosztast finomitjuk akkor g egyenletes kozelitését kapjuk. [

Az (4.3) fuggvény integralhatd, ha u(H;) = oo esetén ¢; = 0. Ekkor az integral
I(f) = Z cip(H;),
i=1

ahol 0-szor oo az 0.

13. tétel: Az integrdalhato lépcsds figguények rendelkeznek kovetkezd tulajdonsdgokkal.

(i) Az integrdl linedris funkciondl.

(i) |[flly = L(|f]) norma, I(f) <|f]-

(iii) u({z € X : |f(x)] > n}) < n'I(|f]) minden n > 0 szdmra (Csebisev-
egyenlGtlenség).
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4.5. Integral

Ha a g : X — R fiiggvény véges tartéju, azaz p({x € X : f(x) # 0}) véges, és
g korlatos, akkor egyenletesen kozelithetjiik integralhato 1épcesds fliiggvényekkel, és azok
integréaljanak a limesze lesz g fliggvény I(g) integralja. Egy dltalanos f : X — R mérhetd
fliggvényt levagassal ilyen ¢ fiiggvényekkel fogjuk kozeliteni, hogy értelmezhessiik az
integralt.

Véges tartoju korlatos fiiggvények integralja is rendelkezik a 13. Tétel tulaj-
donsagaival.

Feltételezziik, hogy az (X, A, p) mértéktér o-véges, azaz vannak olyan A; C Ay C ...
mérheté halmazok, hogy p(A,) < co és X = U,A,. Legyen a ¢, : R — R fiiggvény igy
értelmezve:

on(t):=<n  hat>n,

{t ha —n <t <n,
—n  hat < —n.

Az L°(X, A) téren értelmezziik a T, levagdsi operatorokat:

Tnf = (Son o f)lAn

gy T,,f véges tartéju korldtos fiiggvény, T f| = Tl f]

fe LY X, A pn), ha az I(|T, f]) sorozat véges hatarértéke létezik. Egyébként ha f >
0, akkor, T, f n6vé sorozat, igy (T, f) hatarértéke biztosan létezik, de esetleg végtelen.
Ha f integralhato, akkor lim,, ., I(7T,f) létezik, és ezt f integraljanak mondjuk, jellés
[ fdp. Az integrél fontosabb tulajdonsdgai

(i) Az integral lineéris funkciondl.
(ii) Ha f >0, akkor [ fdu > 0.

)
)

(iii) [[fll = J|fl dp norma, | [ fdu < [|fldp=:|flh.
)

(iv) u{z € X : |f(x)) > n}) < 7Y f]i minden n > 0 szdmra (Csebisev-
egyenlGtlenség).

Ha A € A mérhet6 halmaz, akkor ezen vett integralt is definidlhatunk:

/Afd,u = [ r1adn

Evidens, hogy ha A a diszjunkt A; és Ay halmazok unidja, akkor

/Afduz/AlfdM+/AQfdu- (1.4)



64 FEJEZET 4. MERTEK ES INTEGRAL

7. példa: Altaldban  valds fliggvények integraljaval foglalkoztunk, de komplex
fiiggvényekre konnyen atléphetiink. Ha f : X — C, akkor f(z) = fi(z) +if2(z), ahol
f1, fo : X — R val6s fiiggvények. Igy

/f(fb’)dﬂf:/f1(37)d:c+i/f2(x)d:c.

Tehat f integralhatd, ha |fi| és fo| inegralhatd, ami ekvivalens azzal, hogy |f]| in-
tegralhato,
Lfrtife] < il + 1 f2l <201+l

x > 0 esetén a -
[(z):= / t* et dt
0
integral létezik, de x helyébe tehetiink egy a + ib komplex szdmot az a > 0 feltétellel:
|t(a+lb)71€7t| — taileit.

Tehat a gamma-fiiggvény kiterjesztheté a komplex sik egy részére is. O

8. példa: Legyen (X, A, un) egy mértéktér. Ha p(X) = 1, akkor ezt a valdszintiség-
szamitasban valdsziniiségi mezonek hivjék, az f : X — R mérhet6 fiiggvény valé-
szinilségi valtozo, integrialja pedig varhaté érték.

Az f: X — R mérheto fliggvény segitségével a pu mértéket at lehet transzformélni a
szamegyenesre:

v(H) = u(f "(H))  (H C R Borel-halmaz).

u(f
[ ra)inte) = | tavce

/ (g0 f)(x) dulx) = / g(t) du(t)

egy g : R — R mérheto fliiggvény feltéve, hogy az egyik integral létezik.

Ekkor

és altaldnosabban

A v mértéket egy F': R — [0, 1] fliggvény segitségével is meg lehet adni, ha
F(t)=v((—o00,t)) = p({xr € X : f(x) < t}) (t € R). (4.5)

(Ennek szokdsos neve eloszlasfiiggvény.)

A fentieket tobb dimenziéra is dltaldnositani lehet. Ha f : X — R* mérhetd fiiggvény,
akkor a p mérték indukdl egy v mértéket R*-n. Ha f = (fi, fa,..., fx), akkor az F :
R* — [0, 1] eloszlasfiiggvény

F(ty,ta, ... tg) = v((—o0,t1) X ... X (—00,t))
= p{re X : filz) <ty,..., fr(z) < tp}).

(Most f vektorértékii valdszintiségi valtozd.) 0J
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2. lemma: Legyen pu(X) < oo és f, integralhato fiiggvények olyan nové sorozata, hogy
0 < f, <C, éslegyen lim,_,o f(x) = f(x). Ekkor f integrdalhatd és [ f,dp — [ fdu.

Bizonyitds: [ fodp < [ fdu. f, pontonként és mértékben konvergdl f-hez. Tehat
van olyan nagy n, hogy az A :=={x € X : f(z) — f.(z) > ¢} halmazra u(A) < 6. Ekkor

/(f — fu) dp < 205 + ep(X),

ami tetszolegesen Kkicsi. O

14. tétel: (Fatou-Beppo Levi) Legyen f, integrdlhats figguények olyan névé soro-
zata, hogy [ fndp < C € R, és legyen lim, o fr(x) = f(x). Ekkor f p-m.m. véges,
integrdalhato és ||f — full1 — 0.

Bizonyitds: Feltehetd, hogy f,, > 0. Fix k-ra T}, f,, novéen tart Ty f-hez. Alkalmazhaté
a lemma, Ty f integralja legfeljebb C' és ezért f integralhatd, és integraja legfeljebb C.
Ekkor persze f u — m.m. véges.

Mivel f integralhatd, van egy véges mértékii halmaz, hogy a komplementuman vett
integrélja tetszélegesen kicsi. Ezért ||f — f.|li — 0 bizonyitdsdban feltehetjiik, hogy
p(X) véges.

Legyen u,, := f — f,. Ekkor k < / esetén

Tyuy — Truy > Tyuy, — Tiy,

mert az u, figgvények egy fogyd sorozatot alkotnak. Ha k-t nagynak valasztjuk, akkor
Tyuy — Tyuy integralja kisebb, mint € > 0. Ekkor

[unlly < &+ | Thunlls

és a masodik tagot a Jegorov-tétel segitségével becsiiljik. Egy A C X halmazon
egyenletes kovergencidja van wu,-nek a 0-hoz, igy itt az integral e-nél kisebb ha k-to6l
fiiggoen n-et nagynak vélasztjuk. Az X \ A halmazon az integral legfeljebb ku(X \ A),
hiszen k a fiiggvény korlatja. Az A valasztésa lehet olyan, hogy ku(X \ A) < e. Tehat
lun|lr < 3e. O

A tételnek egy fontos kovetkezménye a v(A) = [ 1 f dp funkcionalrdl szol. Ez végesen
additiv, 1dsd (4.4). A o-additivitdshoz elég monoton névé A; C Ay C ... esetén a
folytonossag. Ez kovetkezménye a Fatou-Beppo Levi tételnek. Tehat v egy véges mérték
(ha f integralhatd).

15. tétel: (Lebesgue-féle domindlt konvergencia) Legyen f, integrdlhato
fliggvények olyan sorozata, hogy lim, . fuo(x) = f(x) p-m.m. és létexik egqy h
integrdlhatd fiigguény, amelyre | f,| < h. Ekkor f integrdlhato,

/fndu—>/fdu és 1f — fulli 0.
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Bizonyitds: Mivel h integralhatd, van olyan véges mértéki H halmaz, hogy [ X\H hdu

kicsi. Ekkor
[ oir-sldus [ 2han
X\H X\H

ugyancsak kicsi, tehat a norma konvergenciat elég a H halmazon belatni. Ezért
feltételezhetjitk, hogy u(X) véges. Legyen v(B) := [,hdu, ez véges mérték, és
lim, o fu(z) = f(z) v-mm. Alkalmazzuk a Jegorov-tételt: ¢ > 0-hoz van A C X,
hogy A-n az f,, — f konvergencia egyenletes és v(X \ A) <e. Ekkor [, |f, — fldu — 0

es
/ Ifn—fldugf 2hdp < 2e.
X\A X\A

/ o — fldu < 3¢
X

ha n elég nagy. O

Tehat

9. példa: A Fourier-transzformaltja az f € L'(R) fiiggvénynek

ft) = [ sy da,

lasd a 6. fejezetet. Ezt szeretnénk derivalni:

f(tn) . f(tO) B eitnx o eitoar B
" e >/ o) e (1) — sin(to)
cos(t,x) — cos(tox . [ sin(t,x) — sin(tox
= [ty o i [ SRR ) g

Mindkét integral hatartértékét kell megnézniink, az egyszeriiség kedvéért az elsot
vizsgaljuk részletesen a Lagrange-féle kozépérték tétel felhasznalasaval:

/ cos(t,x) — cos(tox)

t, — to

f(x)der = —/:L‘f(ZL‘) sin(u,x) dz,

ahol w, € [tn,to]. Ha h(z) := |xf(z)| integralhats, akkor erre és az f,(z) =
xf(z)sin(u,x) sorozatra alkalmazzuk a Lebesgue-féle dominélt konvergencia tételt,
feltéve, hogy |z f(x)| integralhatd. Tehdt f, — 0 és [ fy(x)dx — 0.

Hasonl6an jarunk el a mésik taggal. Tehat ha |z f(z)| integralhatd, akkor

8f(t> _ itx
7—1/6 xf(x)dx,

azaz egyszerien be lehet derivalni az integraljel mogé. 0
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Az el6z6 példa egy altaldnos tétel specialis esete. A bizonyitas a fenti gondolatmenet-
hez hasonld, a Lagrange-féle kozépértéktételen alapul.

16. tétel: Legyen (X, A, n) eqy mértéktér, (a,b) C R egy nyilt intervallum és k : X X
(a,b) = R. Tételezziik fel a kovetkezdket:

(i) Minden fix y € (a,b)-re f(z,y) € L'(X, A, p).
(i1) A parcidlis derivalt

0
—k
gy Y)
minden y € (a,b) pontra létezik és az yo € (a,b) pontban folytonos.

(iii) Létezik eqy g € LN(X A, ) fiigguény, amire
0
la—yk(x,y)’ < g(z)

minden y € (a,b) pontra.

Ekkor az u(y) = [ k(z,y) du(x) figguény derivdltja az yo pontban

/X a%ux,yo) du(a).

10. példa: Az altalanos integralelmélet fontos specidlis esete az R-en értelmezett
fiiggvények Lebesgue-integrélja. Ezt Osszehasonlitjuk az tgynevezett Riemann-integ-
rallal, amit f6leg folytonos fliggvények integraljanak tekintiink egy kompakt intervallu-
mon, lasd az 1. Fejezetet. Ilyen feltételek mellett a fliggvény automatikusan korlatos.
A Lebesgue-integréal esetében a fiiggvény mérhetd és mérheté halmazon torténhet az
integralas. (Ezek a feltételek persze nem vonjdk maguk utdn az integral 1étezését.)

[+[-]

A Lebesgue-integrélra sokkal tobb igaz. Ha A = U2, A; diszjunkt unié és

f;/mmxndm oo,

A Riemann-integrélra

akkor N
;/Aif(x)dx:/flf(x)dx

és az abszolut konvergencia miatt az 0sszeg sorrendtol fiiggetlen.
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A Riemann-integrél esetén a

00 i T o 00 (n+1)m _:
/ sm:pdx: lim Smxd:p:Z/ smxdx
0

x T—o00 0 x x

n=0 v "7

integralt improprius integralnak szokas nevezni. A sor véltakozé elGjelu és alkalmaz-
haté ré a Leibniz-tétel, tehat konvergens, véges osszeggel. Viszont

o (n+D)m | o3
Z/ ‘ Slnx| dr — 1o
n=0 Y N7 z

o -
sin x
dx
0 T

Lebesgue-integral nem létezik. O

és ezért a

4.6. Abszolut folytonossag és szingularitas

Legyen p és v mértékek az (X,.A) mérheté téren. Azt mondjuk, hogy v abszolit
folytonos p-re, jelolésben v << pu, ha p(A) = 0 esetén v(A) = 0. Azt mondjuk, hogy
v és p szinguldrisak, ha van olyan A € A halmaz, amelyre u(A) =0 és v(X \ A) =0.
Jelolésben p L v.

3. lemma: Ha u és v véges mértékek az (X, A) mérhetd téren, v << u és v nem azono-
san 0, akkor létezik A € A ése > 0, hogy u(A) >0 és A D B € A esetén (v—ep)(B) > 0.

Bizonyitds: Tekintsiik a v —p/n el6jeles mértékeket, n € N. Ezek el6dllnak szingularis
mértékek kiilonbségeként, igy X = A, U B,,, ahol A,, részein v — u/n pozitiv, B, részein
pedig negativ. Legyen

Ao =U,A,, By=U,B,.
Ekkor 1
0 <v(By) < —u(By) és v(By) =0.
n
Kovetkezésképpen v(A) > 0 és az abszolut folytossag miatt pu(Ag) > 0. Van olyan n,
hogy p(A,) > 0. A,-t vehetjiik az allitds A halmazanak. O

17. tétel: (Radon-Nikodym-tétel) Legyenek nu és v o-véges mértékek az (X,.A)
mérhetd téren. Ha v abszolit folytonos p-re, akkor van olyan f : X — RT mérhetd
figgvény, hogy

y(A):/Af(a:)d:c (Ac A

Tovdabba az f fligguény egyértelmd.
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Bizonyitds: A véges mértékek esetére koncentralunk. Legyen K azoknak a pozitiv
mérhet6 f fliggvényeknek a halmaza, amikre

/Efdu < v(E)

minden E € A halmazra. Legyen tovabba

t::sup{/fd,u:fEIC}.

Vegyiink egy olyan f, fiiggvénysorozatot IC-bdl, hogy

lim/fn du =t.

Legyen g, = max{fi, f2,..., fo}. Ekkor f :=sup f,, = lim, g, és [ fdu =t. Ez lesz az
a fliggvény, amit kerestiink.

w(E) =v(F) — /Efd,u

egy pozitiv mérték. Az kell, hogy azonosan 0. Tételezziik fel, hogy nem. Ekkor
alkalmazhaté ra az el6z6 lemma. Az ottani A halmazzal és € > 0O-val definidlva a
g:= f+¢el, figgvényt g € K teljesil, de [ gdu > t, ami ellentmondds. U

11. példa: A 8. példa folytatasaként tegyiik fel, hogy R* normalizalt v mértéke abszolut
folytonos a Lebesgue-mértékre. Ekkor

V(H) = / p(tl,tl,,tk)dtldtk
H

egy pozitiv integrahaté p : R¥ — R fiiggvényre, amit stirtiségfiiggvénynek is neveznek.

12. példa: A feltételes varhaté érték fogalma a valészintiiségelméletben hasznélatos,
de kapcsolédik a Radon-Nikodym-tételhez.

Legyen (X, B, u) egy véges mértéktér, A C B egy o-algebra és 0 > f € LY (X, B, u).
A p mérték A-ra valé megszoritasat po-lal jeloljiik. Legyen

y(4) = / f@)dp(z) (A€ A).

Ekkor v mérték A-n és abszolut folytonos pp-ra. Ezért van olyam A-ra mérheté E4(f)
fliggvény, hogy

/ f () dp(x) = / Ea(f)() du(z)
A A

minden A € A halmazra. Ez f feltételes varhaté értéke.
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A feltételes varhaté értéket eddig pozitiv fiiggvényre néztikk. Ha f € LY(X, B, u),
akkor f = f, — f_, ahol f, és f_ pozitiv integralhaté fiiggvények. Legyen E4(f) =
EA(fy) — E4(f-). Megmutathatd, hogy a feltételes varhaté érték linedris leképezés.

Ha g : X — R korlatos A-ra mérhet6 fiiggvény, akkor

Ea(fg) = Ea(f)y- (4.6)

Ez 1épcsos g-re latszik a definiciobdl, az altaldnos g esete pedig approximacioval adodik.[]

18. tétel: (Lebesgue-felbontas) Legyenck p és v o-véges mértékek az (X, A) mérhetd
téren. FEkkor egyértelmiien vannak olyan vy vo mértékek, hogy v = vy + 1o, 11 abszolit
folytonos p-re, tovabbd vy €s p szinguldrisak.

4.7. Szorzatmérték

Legyen (X1, A1, 1) és (Xa, Ao, p2) véges mértékterek. Ezek szorzata az X; x X, alap-
halmaz A; x A, o-algebrajan értelmezet olyan p mérték, amire igaz, hogy

(A1 x Az) = pa (A1) pa(Az).

Az ilyen mérték létezése és egyértelmiisége nem nyilvanvalé.

Tegyiik fel, hogy v és vy szorzatmértékek, és legyen M az a o-részalgebraja A; x As-
nek, ahol 6k megegyeznek. Természetesen M tartalmazza a tégla halmazokat és egy
o-algebra. Ezért M = A; x As. A szorzatmérték unicitdsa megvan. Az egzisztencidhoz
konstrudlni lehet. (Erdemes megjegyezni, hogy mind az unicitas mind pedig az egszisz-
tencia adddik a 9. Lemmébdl, ha a szorzatmértéket definidljuk a téglahalmazok &ltal
generalt Boole-algebrén.)

4. lemma: Legyen A € Ay X Ay. Ha x1 € Xy, akkor legyen
Aml = {.TQ € X2 . (%1,.272) € A}

FEkkor A,, mérhetd. Tovdbbd a ka(xy) := ps(As,) fiigguény mérhetd.

Bizonyitds: Azok az A € A; X Ay, amire A,, mérhetd, o-algebrat alkotnak, és benne
vannak a téglak. Ezért A,, mindig mérheto.

Hasonlé a bizonyitdsa annak, hogy k4(z;) mérhetd figgvény. (Azok a halmazok,
amire mérhetd, o-algebra ...). O

Ezutan a szorzat mértéket definidlhatjuk:

<)) = [ et dnte = [ ([ 1atoreddiaten)) diste. @47
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Az additivitast konnyti latni, a o-additivitas pedig a Fatou-Beppo Levi tételbdl kovet-
kezik.

/(/ 1A(x1,:c2)dl~t2(:c2)) duy(z1) = / </ 14(zq, ) dm(:ﬁ)) dus(ws) (4.8

tégla halmazokra igaz, ezért minden mérheté halmazra is igaz.

Ha gy és ps nem véges mértékek, akkor az X; és X, halmazokat el6éllijuk
megszamlalhato véges mértékli halmazok unidjaként és azokra alkalmazzuk a szorzat
konstrukciét.

19. tétel: (Fubini-Lebesgue) Legyen (X1, Ay, 1) és (Xa, Ag, pio) mértékterek szorzata
(X, A, p).

(i) Ha az f: X — R fiigguény mérhetd, akkor f,, : xo — f(x1,22) is mérhetd.

(1)) Ha az f: X — R figguény integrdlhato, akkor f,, is az. Tovdbbd

umwzjfmhmmmma

15 integrdalhato és

/f(m,xz)du(xl,xz) = /(/f(xlwz)dﬂz(xz)) dpy (1) =
= /(/f($1a$2)dﬂl($1)> dpiz(z2)

(11i) Megforditva: Ha az elézé formula jobboldala értelmes, akkor f integrdlhats és a
jobboldal megadja az integrdalt.

13. példa: Az X := R?\ {0} halmaz Lebesgue-mértékét felfoghatjuk szorzatmértéknek,
ami polarkoordinatas integralas alapja.

Legyen R< := {x € R : 0 < z} egy félegyenes és T := {z € C : |z| = 1} egy kor.
Ha az X halmaz (a,b) elemét a + ib = Re'¥ komplex szamnak fogjuk fel, akkor (a,b)
azonosithaté az (R, e'¥) € R< x T ponttal. X tehdt az R< x T szorzathalmaz.

A R< halmazon vesziink egy olyan p; mértéket, aminek Radon-Nikodym derivéltja a
Lebesgue-mértékre az f(t) = ¢ figgvény. Ekkor

m@wnzfﬁﬁzgf—ﬁ»

T

T-t azonositjuk a [0, 27) intervallummal, €'¥ «+» ¢ € [0, 27). Az intervallum Lebesgue-
mértéke adja T-n a s mértéket.
Ekkor az [x,y] X [¢1, ¢2] halmaz szorzatmértéke
1
S~ e~ 00),
ami megegyezik R? megfeleld korgyturijének a ) és ¢y szogek kozé es6 részének
teriletével. m
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4.8. [P-terek

5.lemma: Haol<p,q<oo,p l+qt=1¢ésab>0, akkor

abP bl
ab < —+ —.
p q

A lemmaban szereplo p és g szamokat egymas konjugaltjainak nevezziik. Erdemes
ap=14¢és p = oo eseteket is megengedni. Ekkor rendre ¢ = oo és ¢ = 1. (A lemmat
nem bizonyitjuk, de a fejezetvégi 16. gyakorlat utmutatést tartalmaz a bizonyitashoz.)

20. tétel: (Holder-egyenlbtlenség) Ha z,y € C" és1 < p,g<oo, p'+q¢g ' =1,

akkor
n n 1/p n 1/q
§ T3yl < § |z |Pe; § lyi?ci
i=1 i=1 i=1
C1,Co,...,Cp > 0 szdmokra.

Bizonyitas: Legyen

n 1/p n
N = [Z \xi|pci] és M = [Z ‘yz‘qCZ]
i=1 =1

Alkalmazzuk a megel6z6 lemmét az a = |z;|/N és b = |y;|/M valasztéssal és szorozzuk

be ¢;-vel. Ekkor

1/q

i les |Pe. 4,
|x2yl|c’l < |‘/El| CZ _'_ |yl| C’l )
NM — pNP qM1

Ezutan osszegezzink i-re:

n

n |Pe. e,
Z|xzy2‘cz §Z|xz| CZ_|_ [yil“ci :l—l—lzl.
~ NM pN? — qgM?  p ¢

i=1

Ez maga a bizonyitando egyenlotlenség. O

21. tétel: (Minkowski-egyenl6tlenség) Ha x,y € C" és 1 < p, akkor

n 1/p n n 1/p
[z |xi+yi|pci] - [zmm zw@]
=1 =1 =1

C1,C2y ..., Cp > 0 szdmokra.

1/p
+

Bizonyitds: A p = 1 eset nyilvanvalé. Tegytik fel, hogy p > 1, és induljunk ki a

(a+b)Pc= ((a + b)p_lcl/q)acl/p + ((a + b)p_lcl/q)bcl/p
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azonossagbol. Hasznaljuk fel ezt:

n

11 1 -1 1 1
Sl lyilye < D7 (Cal + a2l Y halel + 37 (el + il el

=1 =1 =1

Most alkalmazzuk mindkét tagra a Holder-egyenl6tlenséget:

n [ n T l/q [ n l/p
D (il +lyalyrer < | D (aal + |yl e Do laiPa]
i=1 L i=1 | | i=1

[ n T 1/(] [ n 1/]7
+ Z(|37z| + Jyil e Z |yi|pcz] )
L =1 | Li=1

ugyanis (p — 1)g = p. Elosztva mindkét oldalt a >  (|a;| + |yi|)pci]1/q kifejezéssel, a

kovetkezo egyenl6tlenséget kapjuk:

1/p
+

n

[ (il + fulyre] " < [Z il

i=1

n 1/p
3 |yi|pci]
=1

—1/qg=1/p). Bz majdnem a bizonyitandé. Mive
1-1 1 E jd bi itandd. Mivel
u 1/p “ 1/p
(S lw e < [ DGl + lwbre]
=1 =1

a Minkowski-egyenl6tlenség kovetkezik. O

Legyen p > 1. Ekkor LP(X, A, u) azoknak a mérheté f fiiggvényeknek a halmaza,
amelyekre |f|P integrdlhat6. Az ilyen fliggvényekre

1= [ [ 11 an] ™

A norma héaromszogegyenlGtlensége 1épcsés fliiggvényekre azonnal kovetkezik a fenti
Minkowski-egyenlétlenséghdl, tetszéleges fliggvények pedig approximalhaték 1épcsés
fliggvényekkel. Ugyanez az érvelés adja a Holder-egyenlotlenség fiiggvényekre vonatkozo
alakjat:

I falle < I fllpllglly — (f € LP(X, A ), g € LUX, A ), p~t g7 = 1),
Az LP terek normalt terek, de Banach-terek is.

14. példa: A gamma-fiiggvény definicidja

[(r):= / t" et dt
0
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és megmutatjuk, hogy logI'(x) egy konvex fiiggvény. Ez a
LAz + (1= \)y) < D(x)*T(y)"

egyenlotlenséget jelenti. A Holder-egyenlGtlenség alkalmazésa érdekében

1 1
A=—1-XA=-.
p q

Tehat

T+ (1-=Ny) = / $2/0=1/p o —t/pyx/a=1/p ,~t/q gy
0

00 1/p 00 1/q
< { / tx—le—tdt] { / ty_le_tdt]
0 0
= I(z)"PI'(y)"/".

(Ha derivalassal igazolnank a konvexitast, akkor meg kéne gondolno, hogy be lehet
differencidlni az integral mogé.) U

4.9. Feladatok

1. Igazolja, hogy ha az A és B halmazok benne vannak egy gytriiben, akkor a met-
szetik is.

2. Legyen f : R — R egy differencidlhaté fiiggvény. Mutassuk meg, hogy f és f’
mérhetok.

3. Igazolja, hogy ha f : R — R monoton, akkor Borel-mérheté.

4. Az (X, A) mérhetd téren F, : X — R mérheto fliggvények egy sorozata és {A, :
n € N} az X halmaz mérhetH o részhalmazokbdl allé fedése. Tételezziik fel, hogy
r € A;NA; esetén f;(xz) = f;(z). Igazoljuk, hogy az f(xz) = f;(x), ha z € A
moédon megadott fiiggvény mérheto.

5. Legyen f : R — R folytonos fiiggvény és t € R esetén g(t) az f(x) = t egyenlet
gyokeinek szama. Mutassuk meg, hogy g mérheto.

6. Legyen p kiilsé mérték az X halmazon és F' : X — Y egy leképezés. Igazoljuk,
hogy A — p(F~1(A)) kiils6 mérték az Y halmazon.

7. Igazoljuk, hogy
[ 1@l anta) =] [ 1) dute)| < o0

esetén f(x) >0 p-m.m., vagy f(z) <0 p-m.m.
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. Igazoljuk, hogy a (4.5) eloszlasfiiggvény balrdl folytonos, de nem feltétlentil folyto-

nos.

>

z (X, A, u) mértéktér f, g : X — R mérhetd fiiggvényeire teljesiil a u({x € X :
flz) < y g( )}) minden y € R szdmra. Igazoljuk, hogy u({z € X : f(z) <

g9(x)}) =

Legyen f € L'(X, A, ). Igazoljuk, hogy minden & > 0-hoz van olyan ¢ > 0, hogy
A€ Aés pu(A) <6 esetén
J @l duta) <<

Legyen f : R — R* korldtos mérhet fiiggvény. Igazoljuk, hogy f pontosan akkor
intehralhato, ha

Y 2mA{z eR: f(z) > 27"} < o0

Adjunk meg egy folytonos f : (0,1] — R fliggvény, amelyre

1
Jim, [ 1@

létezik és véges, de f nem integralhaté [0, 1]-en.
lim e (1 + f) dr =7
n—o0 [q n

Legyen (X, A, 1) egy véges mértéktér és f, f,, g, g, : X — R fiiggvények. Igazoljuk,
hogy ha f, — f és g, — g mértékben, akkor f,g, — fg mértékben.

Legyen (X, A, ) és (Y, B,v) o-véges mértéktérek. Legyen £ C X X Y esetén
E,={yeY:(z,y) € E} és E'={reX:(r,y) €L}

Igazoljuk, hogy ha u(X \ EY) = v(E,) = 0 minden x € X,y € Y esetén, akkor
nem mérheto.

Igazolja az 5. lemmat! (Utmutatzis: Adjon geometriai interpretaciot az

R a? ’ 1 b?
Alz/ " dr=— és AQZ/ ydy = —
0 p 0 q

teriileteknek, gondolva arra, hogy az xP~1 és az y7! fiiggvények egymads inverzei!)
Legyen (X, B, i) véges mértéktér. Igazoljuk, hogy
LP(X,B,pn) C L'(X,B, ),

ha 1 < p <r < oo. Mi van akkor, ha a mérték nem véges?
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[gazolja, hogy a szamegyenes Borel-halmazainak o-algebrajat generaljak az olyan
(—o0, t] intervallumok, amelyek végpontja raciondlis szam!

[gazolja, hogy az f : R — R fiiggvény,

1
—, ha z = P s p, q relativ primek,
flz) =4 ¢ q
0, egyébként
majdnem mindenttt folytonos!
Mutassuk meg, hogy a

[(z):= / t* et dt
0

fiiggvény jol definidlt = > O-ra és differencidlhaté. (Mi a helyzet, ha z olyan
komplex szdm, aminek valds része > 07)

Mutassuk meg, hogy a (0, 4+00) intervallumon a
T — log/ t" et dt
0

fliggvény konvex. (Utmutatés: Hasznéljuk a Holder-egyenl6tlenséget.)

Legyen f € LY(R) olyan fiiggvény, hogy z%f(x) € L'(R). Igazoljuk, hogy

ft) = [ éftayds

kétszer differencidlhaté.

Van-e olyan R — R Riemann-integralhatoé fiiggvény, amely nem Borel-mérhet6?
(Utmutatas: Egy fiiggvény pontosan akkor Riemann-integralhaté, ha majdnem
mindeniitt folytonos.)

Ha H C R Borel-halmaz, akkor legyen u(H) a H-ban 1évé racionélis szamok szdmal
(Tehat u(H) = 400, ha H-ban végtelen sok raciondlis szam van.) Igaz-e, hogy u
o-véges mérték?



5. fejezet

Meérték topoldgikus téren

5.1. Lokalisan kompakt terek

Egy topologikus tér lokalisan kompakt, ha minden pontjanak van olyan kornyezete,
amelynek lezarasa kompakt. Ha egy lokalisan kompakt tér nem kompakt, akkor egy pont
hozzavételével kompaktifikdlhaté: a hozzaadott pont kornyzetei a kompakt halmazok
komplementumai. A hozzaadott pontot végtelen pontnak mondjuk, amihez jutottunk
az az Alexandrov-féle kompaktifikacio.

Ebben a fejezetben csak olyan lokalisan kompakt terekkel foglalkozunk, amelyek
metrizalhatok és létezik kompakt halmazok olyan névo sorozata, amik lefedik a teret.
(Utébbi azt jelenti, hogy a kompaktifikdldskor a végtelen pontnak van megszdmlalhaté
kornyezetbézisa.) X mindig ilyen teret fog jelenteni.

1. lemma: Létezik X kompakt részhalmazainak olyan H, sorozata, hogy
H, Cint Hy C Hy Cint Hs C ...

és U, H, = X.

Haif :={U;:i €1} ésV:={V;:je J} nyilt fedések, akkor U alarendeltje V-nek,
ha minden Uj-re igaz, hogy U; C V; valamely j € J-re.
Az f: X — R fiiggvény tartdja

supp f :={x € X : f(x) # 0} lezartja .
Egy nyilt fedés U := {U; : i € I} lokdlisan véges, ha barmely kompakt K halmazra
#{i € 1:U;N K nem {ires}

véges.

1. tétel: A lokdlisan kompakt tér minden nyilt fedésének van lokdlisan véges aldrendelt
nyilt fedése.

7
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Az egységosztas olyan folytonos fliggvények f, sorozata, amelyre igaz:

i) 0< fr <1,

)

(i) fn.-ek kompakt tartdjuak,

(iii) #{n € N :supp f, N K nem iires} véges minden kompakt K halmazra.
)

(iv) >, fulz) =1

Az f,, egységosztas aldrendeltje az {V; : i € I} nyilt fedésnek, ha minden n-re 1étezik
egy V; nyilt halmaz, hogy supp f,, C V;. (Ez azt jelenti, hogy az U, = {x : f.(x) > 0}
nyilt fedés aldrendeltje {V; : i € I}-nek.)

2. tétel: Minden nyilt fedéshez van olyan egyséqgosztds, amely annak aldrendeltje.

A tételnek csak a kompakt esetével foglalkozunk. Ilyenkor a fedésbol kivalaszthato
véges, G1,Ga, ..., Gy, nyilt halmazok. Olyan fi, fo, ..., f,, folytonos fiiggvényeket kell
konstrualni, hogy

0< fr, suppfu CGr, Y fr=1
k

Legyen
pi=A{r e X :d(z,G), > 1/n}.
Ekkor U, G} = Gj és eleg nagy n-re {G} : 1 < k < m} lefedi X-et. Vélasszunk olyan
g, > 0 fliggvényt, hogy
glGr=1 & gl(Gi) =
Ekkor supp gy C Gy és >, gx(z) > 0 minden x € X-re. Ezért vehetjik a kovetkezd
fliggvényeket

gr(z)
fr(z) = , ahol g(z)=") g(z).
g(x) Zk:

Legyen X egy lokdlisan kompakt tér. C(X)-szel fogjuk jelolni a kompakt tartéji
folytonos fliggvények vektorterét. Legyen p Borel-mérték X-en és tételezziik fel, hogy
minden kompakt halmaz véges mértékii. (Az ilyen mértéket lokélisan végesnek is mond-
juk.) Ck(X) elemei integralhatok és

I:f— / fdu
pozitiv linedris funkciondl. (A pozitivitds az jelenti, hogy f > 0 esetén I(f) > 0.)
Minden pozitiv linedris funkcionalt megkapunk igy.

3. tétel: (Radon-Riesz) Legyen X egy lokdlisan kompakt (metrizalhato) tér és jeldlje
Ck(X) a kompakt tartdji folytonos fiigguények vektorterét. Ha I : Cx(X) — R pozitiv
linedris funkciondl, akkor egyértelmiien létezik eqy olyan p Borel-mérték, hogy

1) = [ an
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Az els6 approximéacios lemma a nyilt és kompakt halmazok viszonyarol szol.

2. lemma: Ha G C X nyilt halmaz, akkor létezik kompakt halmazoknak olyan K, soro-
zata, hogy K1 Cint Ko C Ko Cint K3 C ... és U, K,, = G. Ha lﬁ cX kom@kt halmaz,
akkor létezik nyilt halmazoknak olyan G, sorozata, hogy G1 D Gy D Gy D G3 C ... és
NG, =K.

Bizonyitds: Csak az els6 allitas bizonyitasat vazoljuk. Legyen C; C Cy C ... kompakt
halmazok olyan sorozata, hogy U, C,, = X és legyen

H, ={re X :d(z,G°) > 1/n}.
Ekor K, := C,, " H,, eleget tesz a feltételeknek. O

A Radon-Riesz tétel bizonyitasa tobb részbol tevédik Ossze.

Unicitas: Tételezziik fel, hogy

[tau=[rav (7€ cuto.
A mértékek monoton konvergencia tulajdonsagat hasznalva meg fogjuk mutatni, hogy
w(GNF)=v(GNF), (5.1)

ha G nyilt és F zart.

A G nyilt halmazhoz rendelkezésre all a 2. Lemma K, sorozata. Van olyan g, €
Ck(X) fliggvény, hogy

g K =1, suppg, C Ky, 0<g, <1

Ekkor 1k, < g, < 1¢. Ezért

mm»s/@mMsmm.

Az n — oo hatarérték azt mutatja, hogy

u(G) = lim/gn dp = lim/gn dv =v(G)

nyilt G halmazokra.

Ha K kompakt, akkor a 2. Lemma G, sorozatat vessziik. Ekkor G' N G,, monoton
fogyban tart G N K-hoz. Mivel G N G,, nyilt, az eléz6ek szerint

w(GNG,) =v(GNG,) - u(GNK)=v(GNK).

Ha F' zart halmaz, akkor az a F'N H,, a sorozat limesze, ahol H,, az 1. Lemmabdl van.
F N H, kompakt, tehat

wWGNFNH,) =v(GNFNH,)
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az el6z6 eredmény szerint. Az n — oo hatdrérték azt adja, hogy (5.1) igaz.

Nevezziik GF-halmaznak G N F' alakd halmazokat, ahol G nyilt és F' zart. Tovabba
nevezziik elemi halmazoknak a paronként diszjunkt GF-halmazok véges unigjat. Legyen
az elemi halmazok Gsszessége A. Allitjuk, hogy Ay Boole-algebra. Az ellenérzés elemi.
GF-halmazok metszete GF-halmaz, egy GF-halmaz komplementuma elemi:

(GNF)=GUF°

Es igy tovabb.

Az Ay Boole-algebran a u és v mértékek megegyeznek, igy a 9. Lemma szerint
a generalt c-algebran is. Természetesen a GF-halmazok altal generalt o-algebra a
Borel-halmazokbdl all. 0

Az unicitds bizonyitasa utan az egzisztencia kovetkezik, vagyis meg kell konstrudlni
egy i mértéket, ami megadja az integral reprezentaciét. A nyilt és kompakt halmazok
mértékének meghatarozasa a kezdet.

Legyen
po(G) = sup{I(f): 0 < f < 1,supp f C G}

egy nyilt G halmazra. G1 C Gy esetén 1o(G1) < po(G2) evidens.

3. lemma: Legyen G, nyilt halmazok eqy sorozata. Ekkor

(1) 10(UnGr) <>, po(Gr) (0-szubadditivitds).

(i) Ha a G, halmazok paronként diszjunktak, akkor a o-additivitds is teljesiil:

to(UnGr) = Z to(Grn)-

Bizonyitds: Legyen G = U, G,. puo(G) definicidja szerint néziink egy f € Cx(X)
figgvényt, amire 0 < f < 1, supp f C G. Az I(f) szdmra kell megmutatni, hogy (i)
jobboldala fels6 korlat.

A kompakt supp f halmaznak G,-ek a nyilt fedését alkotjak, ebbol kivalaszthato
véges, legyen
supp f C U G,,.

A G1,Gs, ..., Gy, (supp f)° halmazok X nyilt fedését adjdk. Erre alkalmazzuk az
egységosztasi tételt, 2. Tétel. Vannak ¢, figgvények, hogy > 4 Pq = 1 és minden supp ¢,
egy fed6 halmazban van. supp f kompakt halmaz, ezért az egységosztas tulajdonsaga
szerint véges sok ¢ van, amire supp ¢, N supp f nem tres, azaz véges sok ¢ van, amire
oo f # 0. Csak ezeket a ¢, fliggvényeket tartjuk meg, ¢ € S.

d fea=1

qeSs
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teljestil. Az ilyen fyp, fliggvények Osszeaddsaval kapunk f,, fliggvényeket, amikre igaz a
kovetkezé: f=>"" | f, alakban, ahol f, € Ck(X) és supp f,, C G,. Igy

I() =Y I(fu) <D 10(Gr) < 110(G)

és (i) kovetkezik.

(ii) bizonyitdsahoz az
po(G) = ZMO(Gn)-
n=1
egyenlotlenséget kell igazolni, ami joval egyszeriibb. Valasztunk f, fiiggvényeket, hogy

0<f, <1, suppfn CGn, po(Gy) <I(fn)+e.

Ekkor f:=>" f, is folytonos fiiggvény és 0 < f,, < 1. Becslés:

po(G) > 1(f) = T(fa) 2D (10(Gn) —¢).
n=1 n=1
¢ tetszolegesen kicsi lehet. O

A kovetkezd 1épés az

po(K) == inf{po(G) : K C G}
definicié kompakt K halmazokra.
4. lemma: po(K)-nak meguannak a kovetkezd tulajdonsdgai.
(i) Ha K| C Ky kompakt halmazok, akkor po(Ky) < po(Ks).
(i) Ha a K kompakt, G nyilt és K C G, akkor po(K) < uo(G).

(i4i) Ha a kompakt Ky, K,, ..., K,, halmazok pdronként diszjunktak, akkor a

po(UnKy) = Z to(Kn)-

Tetszoleges A C X halmaznak értelmezziik a bels6 és kiils6 mértékét:
p(A) == inf{ug(G) : A C G nyilt }, px(A) == sup{uo(K) : A DO K kompakt }.
5. lemma: A belsd és kiilsé mértékeknek megvannak a kévetkezd tulajdonsdgai.

(i) Ha Ay, Ag, ... az X részhalmazainak egy sorozata, akkor

W (UnAn) < Z 1 (Ay).
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(i) Ha Ay, As, ... X diszjunkt részhalmazainak egy sorozata, akkor

Bizonyitds: (i) a 3. Lemma (i) allitasanak a kévetkezménye. (ii) igazolasahoz elég

f(UnAp) > Z 11+ (Ap)

indokldsa, ami 4. Lemma (iii) additivitasanak a kovetkezménye. O

A Radon-Riesz tétel bizonyitasat elszor kompakt X-re fejezziik be. Legyen
B:={ACX : u(A)=u(A}.
pa p* (vagy p,) megszoritdasa B-re.
6. lemma: B-nek megvannak a kévetkezd tulajdonsdgai.

(i) A € B akkor és csak akkor, ha € > 0-hoz van olyan kompakt K C X és nyilt
GCX,hogy KCACG és p(G) —e < po(K).

(ii) Minden kompakt halmaz B-ben van.
(111) Minden nyilt halmaz B-ben van.

7. lemma: Ha Ay, A, ... B diszjunkt részhalmazainak egy sorozata, akkor

(UnAy) = Z p(An).

(Tehdt U, A, € B.)

Bizonyitds: A 5. Lemma szub- és szuperadditivitdsa. 0

Az additivitds alapjan atfogalmazhatjuk a 6. Lemma (i) &llitasat.

8. lemma: (Luzin-feltétel) A € B akkor és csak akkor, ha € > 0-hoz van olyan kom-
pakt K C X ésnyllt G C X, hogy K CACG és u(G\ K) <e.

Megmutatjuk, hogy A € B esetén A¢ € B. A Luzin-feltétel szerint 1étezik kompakt
K ésnyilt G, hogy K C AC G és u(G\ K) < e. Ekkor G° C A° C K€ és u(K°\ G°) =
w(G\ K) < e. (Kihasznédltuk, hogy X kompakt, ezért igaz az, hogy G¢ kompakt.)

Megmutatjuk, hogy A, As € Besetén AjUA,; € B. Ismét a Luzin-feltételt hasznaljuk:
van K; C A; C Gy, hogy pu(G; \ K;) < e,i=1,2. Mivel

(G1UG2) N (KL UKy C(Gy\ K1) U(Ge \ Ka),
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a balodal mértéke legfeljebb 2¢.

Mar latjuk, hogy B Boole-algebra. Ahhoz, hogy o-algebra legyen elég belatni, hogy
ha Aj, As, ... diszjunk elemei B-nek, akkor unidjuk is B-ben van. Ez maga a 7. Lemma.

B o-algebra, tartalmazza a Borel-halmazokat, u mérték rajta. Ez a mértéktér teljes,
hiszen nullmértékiinek minden része B-ben van.

Meg kell még mutatni, hogy

ami ekvivalens az

I(f) < / fdu  (feC(X) (5.2)

egyenlStlenséggel. (Ez f-re és — f-re alkalmazva kiadja az egyenl6séget.)
f értékkészlete korlatos, igy az

A = [ ([ke, (k + 1)e))

halmazok egy |k| < N-re X particidjat adjék. A a nyilt
G = £ (k= ne, (K + De)
halmazok metszete. A metszet fogyd, ezért
lim p(G}) = (A
Az n szamot olyan nagynak vélasztjuk, hogy

> (k+ D) (u(GY) — u(Ar)) < 1

k

A G,i") halmazok egy nyilt fedést alkotnak. Alkalmazzuk erre az egységosztasi tételt:

Olyan ¢, fiiggvényeket kapunk, hogy >, vr =1 és supp ¢y C G,(Cn). Ekkor az fi := for
fliggvényekre a

= Z fo & fu < (k4 1egr.
tulajdonsagok teljesiilnek. Mivel I(py) < /J(G ) fels6 becslést kapunk I(f)-re

=" I(fi) <Dk Del(pr) <Y (k+ Dep(GPY) <s+Zk+ Jeu(Ay)
k k k
Az f(x) > ke, x € Ay feltétel alsé becslest ad az integralra:

[ =3 henan
k
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Ezért

10 < [ fdps (10 X nan) = [ fdut 14000,
k
e > 0 tetszoleges kicsi, igy (5.2) igazolva lett. O

A Radon-Riesz tétel bizonyitasa teljesen kész arra az esetre, amikor X kompakt.

A lokélisan kompakt altaldnos esetre a 1. Lemma kompakt H,, halmazaibdl indulunk.
Egy f. € C(H,) fuggvényt ki kell terjeszteni az egész X halmazra. Van olyan g, : X —
[0, 1] folytonos fliggvény, hogy g,|H,—1 =1 és g,|HS = 0. Legyen

7oy Jf@)ga(r) haxe H,
fal@) = { 0 egyébként.

(f és f, megegyeznek a H,_; halmazon.)
I, : f — I(f,) pozitiv linedris funkcional C'(H,)-n, ezért

Mﬁ:mmz/nwn (fo € C(H,))

egy ft, mértékre H,-n.
Ha f € Ck(X), akkor supp f C H,, valamely n-re és

fdum =1I(f) ha m>n. (5.3)

Hm

Ezért a p,, mértékek megegyeznek a G C H, nyilt halmazokon. Ebbol kovetkezik,
hogy H, Osszes mérheto részhalmazan. Tehat a g, mértékekbdl konstrudlhatunk egy
p mértéket X Borel-halmazain. A (5.3) képlet mutatja, hogy p reprezentédlja az [
funkcionalt. 0J

Legyen X egy lokdlisan kompakt tér és p egy mérték a B o-algebran, amely tartal-
mazza a Borel-halmazokat. Azt mondjuk, hogy p regularis ha minden A € B halmazhoz
és € > 0 szamhoz van egy kompakt K C A halmaz és egy G D A nyilt halmaz, hogy
u(G\ K) < e. A Radon-Riesz tételben megjelent mérték reguldris.

4. tétel: (Luzin-tétel) Legyen p a lokdlisan kompakt X téren egy reguldris mérték és
f eqy mérheto figguény. Ekkor minden H kompakt halmazhoz és € > 0 szamhoz van egy
kompakt K C H halmaz, hogy f folytonos K-n és u(H \ K) < ¢.

5.2. ElGjeles mértékek

A cél a Radon—Riesz—tétel analogonja, az X teret kompaktnak tételezziik fel, viszont az
I linearis funkciondl pozitivitdasat nem koveteljiik meg.
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Jelolje C(X) az X kompakt (metrikus) téren folytonos fliggvények vektorterét. Az

If1] == sup{[f(2)] - v € X}

normaban valé konvergencia az egyenletes konvergencia. Mivel folytonos fliggvények
egyenletesen konvergal6 sorozatanak limesze folytonos, C'(X) Banach-tér.

A ¢ : C(X) — R linedris funkcional norméja

lell == sup{le(A)] - [[fIl < 1}

Ha ||| véges, akkor ¢-t korlatosnak mondjuk. Ha ¢ pozitiv funkciondl, akkor a

=l < f(=) <7

egyenlotlenségre alkalmazva -t, azt kapjuk, hogy

—[Fle(1) < o(f) < [ flle(1)

és ezért ||p]| < ¢(1). Valbjaban egyenléség van. Tehat egy pozitiv leképezés automati-
kusan korlatos (= folytonos).

5. tétel: (Jordan-féle felbontasi tétel) Ha ¢ : C(X) — R korldtos linedris funk-
ciondl, akkor egyértelmiien léteznek olyan oy : C(X) — R pozitiv linedris funkciondlok,
amelyekre

(i) ¢ =1 — -,
(ii) el =l + lle-1I.
Bizonyitds: Ha 0 < f € C(X), akkor legyen
H(f)={ueCX): 0<u<f},  of) =sup{p(u) : ue H(f)}.

El8sz6r megmutatjuk, hogy H(f1)+H(f2) = H(fi+f2). AH(f1)+H(f2) C H(fi+/2)
tartalmazds nyilvanvalé. A forditott tartalmazds beldtasahoz legyen u € H(f; + f2). Ha

v :=min(u, f1) = %(u + fi —|u— fi]),

akkor v € H(f). Természetesen u — fi < fy és

w-v= (it f) S fo

Mivel u — v > 0, latjuk, hogy u — v € H(f;), ami azt mutatja, hogy v € H(f) + H(f2).
Tehat H(f1) + H(f2) = H(f1 + f2)-t megmutattuk. Ennek kévetkezménye, hogy

o1 (f1) +oi(fo) = o (fi + f2) (5.4)
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minden 0 < f1, fo € C(X) esetén.

pr(Af1) = der(f1) (5.5)

evidens az értelmezésbdl minden A > 0 szamra.

Ezutdn ¢, értelmezési tartoméanyat ki kell terjeszteni. Tetszdleges g € C'(X) el6éll
(sokféleképpen!) g = g1 — g2 alakban tgy, hogy 0 < g1, g2 € C(X). Legyen

©1(9) = o4 (91) — v1(g2) -

Nem nehéz megmutatni, hogy (5.4) miatt ¢, (g1)—p(g2) nem fiigg g; és go valasztasatol.
¢4 linearitasa (5.4) és (5.5) kovetkezménye, és ¢, pozitivitdsa benne van a konst-
rukciéban.

Legyen f > 0¢és G(f) :={veC(X) : —f <v<0}. Ekkor u +— u — f bijekciét ad
H(f) és G(f) kozott. Ezért

o-(f) = er(f) —e(f) = supf{p(u) —o(f) - we H(f)} =
= sup{p(v) : v e G(f)},

ami azt mutatja, hogy a ¢_ linearis funkcional nemnegativ.

Eljutottunk a ¢ = ¢, — ¢_ felbontéshoz, hdtra van még ||| = ||+ | + [|¢—||. Mivel
lell < el + |l¢—| nyilvdnvalé a norma definiciéja szerint, elég a ||¢|| > [Jo4 || + |l¢—|]
egyenldtlenségre koncentralni. Megjegyezziik, hogy

lotll = @4 (1) & llo-[l = ¢-(1).
Léteznek olyan u,, € H(1) és v, € G(1) sorozatok, amelyekre
po(1) = limp(un), (1) = limp(v,)
Mivel -1 < u, + v, <1,
lell = @(un +vn) = p(un) + e(vn) = p1(1) + (1)

Bizonyitjuk még ¢ felbontdsdnak egyértelmiiségét a (ii) feltétel mellett. Legyen ¢ =
1 — o pozitiv funkciondlokbdl &ll6 felbontds. Belatjuk, hogy ¢ (f) < ¢1(f) minden
f > 0 esetén. Valéban,

P+(f) = sup{pi(u) — @a(u) :u € H(f)} <sup{pi(u) : ue H(f)} = ei(f).
w = @1 — p, pozitiv funkcional és
pr=ps+tw & pr=9p_+tw

Ebbél
leall = o1 (1) = 91 (1) +w(1) & lpa] = ¢a(1) = o (1) +w(1).
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Ha a ¢ = 1 — ¢y felbontés eleget tesz a feltételnek, akkor o(1) = (1) + ¢a(1) és
w(l) = ||w|| = 0 kévetkezik. O

Ha v olyan halmazfiiggvény az X kompakt metrizdlhaté tér Borel-halmazain, amely
két véges Borel-mérték kiilonbsége, azaz

v(H) = (H) - pu(H) (He€B),

akkor v-t el6jeles mértéknek nevezziik. A v elgjeles mérték szerinti integralt az

[ravi= [ ram- [ i

képlettel értelmezhetjiik. Minden el6jeles mérték megad egy ¢ linearis funkcionalt a
C(X) téren, és a Jordan—féle felbontasi és a Riesz—Radon-tételek kombinélasaval lathato,
hogy C'(X) minden korldtos linedris funkcionalja el64ll igy.

Az elOjeles mérték egy alabbi ekvivalens médon és definialhaté:

(i) Van egy olyan C' > 0 szadm, hogy paronként diszjunkt mérheté Hy, Ho, ..., H,

halmazokra
> u(H)| < C.

(ii) Péronként diszjunkt mérheté Hy, Hs, ... halmazokra

> u(H;) = v(U;H;).

i

Az (i) kovetelmény biztositja, hogy (ii) baloldala abszolut konvergens. Egy el6jeles
mérték szerinti integral hasonldéan épitheto fel, mint a pozitiv mérték szerinti.

6. tétel: Legyen X kompakt tér és ¢ korlatos linedris funkciondl C(X)-en. Ha ¢ =

©1—p2 éso1(f) = [ fdur, o2(f) = [ [ dus p1 és po mértékekkel, akkor a kovetkezd két
tulajdonsdg ekvivalens

(i) el = lleall + llspall,
(i1) létezik olyan A C X Borel-halmaz, amelyre p1(A) =0 és puo(X \ A) = 0.

Bizonyitds: (1) = (ii): Léteznek olyan —1 < f,, < 1 folytonos fiiggvények X-en,
amelyekre ©(f,) = |l¢||. Legyen f, = f;F — f7 a pozitiv és negativ részre vals felbontds.

o(fn) = Ufiduﬁ/fnduz] - Ufnduﬁ/f;duz] .

A nagy zardjelben 1év6 tagok nemnegativok, az elsére

/f:dm +/fn dis < llorl| + llall
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Mivel @(fn) = |le1]l + ||@2|| a feltevés miatt,

/f:duﬁnsmn & /f:duﬁo.

Tehat || f,F]]| — 0 és f,F-nak van olyan részsorozata, amely po-m.m. tart a 0-hoz. (|| ||
itt a po-re vonatkozé L'-normdt jelenti.) Az egyszertiség kedvéért nem vezetiink be 1j
jelolést a részsorozatra, hanem feltessziik, hogy f7 — 0 po-m.m. Ugyanakkor ||[1— f,F|| =
J@=f,5)dps = [ler]l = ller]] = 0, és esetleg djabb részsorozatot kivdlasztva, oda jutunk,
hogy fF — 1 g;-m.m. (Most viszont || - || a p;-re vonatkozé L'-normét jelenti.) Legyen

A={re X : limf (z)=1}.
Ekkor
1= Tallzrgy =0 és [[Tallzrw) =0,
amib6l addédik, hogy py (X \ A) =0 és ua(A) =0.

(ii) = (i): A feltevés szerint van olyan A Borel-halmaz, amelyre (X \ A) = 0 és
p2(A) = 0. Legyen f =14 — 1x\4. Ekkor

o(f) = /(1,4 —1x\a)dp — /(1A — 1x\a) dpg = p1(X) + p2(X) = [Jo1]| + [l -

Ha f folytonos lenne, akkor ||¢|| > |1 + ||¢2| nyomban kévetkezne. Mivel f nem az,
egy pétldlagos kozelitésre van szitkség. Valasztunk egy olyan folytonos g : X — [—1,1]
fiiggvényt, amire

/If—gld(m+uz)<6-

elg) = /gdm—/gdmZ/fdul—a—/fdm—g:

= leall + o2l = 2¢.

Ekkor

0

Ha p1q és po mértékek egy B o-algebran, akkor kolcsonosen szingularisnak mondjuk
6ket, ha van olyan A € B halmaz, amelyre p1(A) = 0 és pa(A°) = 0. Ilyenkor a py L po
jelolést hasznaljuk.

Legyen v egy el6jeles mérték. Az el6zé Tétel kovetkezménye az, hogy léteznek olyan
kolesonosen szingularis vy és v_ mértékek, amelyekre v = v, — v_. Ezt az eléallitast v
Jordan-féle felbontasanak nevezziik, és |v| := v, + v_ a v elGjeles mérték abszolit
értéke.

1. példa: Legyen \ a Lebesgue-mérték a [0, 1] intervallumon. Az intervallum szédmait
irjuk 3-as szdmrendszerben, azaz

> e

n=1
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alakban, ahol a ¢, € {0,1,2}. Legyen

C:= {icn?)" tep € {0,2}}.

n=1

(Ezt Cantor-halmaznak szokds nevezni.) Kiszdmolhat6, hogy A(C) = 0, hiszen
AM[0,1] \ C) = 1. C azonosithaté a {0,2}Y halmazzal, amin tekinthetiink egy
szorzatmértéket. Ezt atmasolva C-re kapunk egy p mértéket. p és A kolesonosen
szingularisak. O

Eddig kompakt terek elojeles mértékeivel foglalkoztunk. Az Alexandrov-féle kompak-
tifikacio segitségével a lokalisan kompakt tér visszavezetheté kompaktra.

Legyen X egy lokdlisan kompakt tér és Y := X U {oo} a kompaktifikdcié. Jelolje
MY(Y) az el6jeles v Borel-mértékeket, amikre

vl = / dlv] = [U(Y)] = v, (V) + v (V)

véges, v = v, —v_ a Jordan-felbontds. M*'(Y') Banach-tér, hiszen kolcsonosen egyértelmii
normatarté linedris megfeleltetés van M'(Y) és C(Y) korlatos linedris funkcionaljai
kozott.

M'(X) definicié szerint azoknak a v € M'(Y) mértékeknek az X-re valé meg-
szoritdsabdl all, amikre v({oo}) = 0.

Egy komplex értékii mérték két el6jeles mértékbol tehetd Ossze, azok a valds és ima-
gindrius részei:

v(H) =1 (H)+ir(H).

5.3. Operator értékii mértékek

Az operétor értékii mértéket és a vele értelmezett integrélt vissza lehet vezetni (komplex)
szam értékli mértékekre és azok integréljara.

Ebben a részben H egy komplex Hilbert-teret jelol, B(#H) a korldtos operédtorok al-
gebraja, I € B(H) az identitds operator. Legyen (X, B) egy mértéktér. E : B — B(H)
pozitiv operator értéktt mérték, roviditésben POVM, ha minden B € B halmazra
E(B) € B(H) egy pozitiv operator, F(X) = I és a o-additivitasnak a kévetkezo ekviva-
lens formai teljestilnek paronként diszjunkt Bi, Bs, ... mérhet6 halmazokra B uniéval:

(i) >z, E(B;)y) = (z, E(B)y) minden z,y € H vektorra.
(ii) > ,(z, E(B;)z) = (z, E(B)x) minden x € H vektorra.
(iii) >, E(B;)r = E(B)z minden x € H vektorra.
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(ii) alapjan azt is mondhatjuk, hogy F : B — B(H) POVM akkor és csak akkor, ha
minden z € H vektorra y,(B) := (x, E(B)x) egy véges mérték a pu,(X) = ||z]]* tulaj-
donséaggal. Természetesen

fizy(B) = (z, E(B)x) (B € B)

komplex érték{i mérték és pu, ,, komplex bilinaris (z, y)-ban, azaz konjugélt linearis z-ben
és linedris y-ban.
Legyen f : X — R korlatos mérheto fiiggvény. Ekkor

Plag) = [ 10 diey(N)
be
jol definialt komplex bilindris funkciondl és ha C' > 0 felsé korldtja |f|-nek, akkor
|F(z,z)| < Cllz||* Ezért egyértelmiien 1étezik egy A € B(H) operétor, amire
Fa,y) = (x, Ay)  (z,y € H),
A-t mondjuk az [, f(A)dE()) integralnak. Méssz6val,

A= [ FOVaE), b A = [ FN ) @reR). 6

Mivel f-et valés fliggvénynek vettiik, (z, Az) valés minden x € H vektorra, és ezért A
onadjungalt operator.

Az [ [ f(N)dE(X) leképezés linedris, ami nem meglepd, viszont lehet multipli-
kativ is.

7. tétel: A korldtos mérhetd f: X — R fligguényeken értelmezett

fes /X S dE()

leképezés akkor és csak akkor multiplikativ, ha minden B € B halmazra az E(B) operdtor
projekcio.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy az integral multiplikativ. Egy B € B halmazra 1% = 13,
ezért E(B)* = E(B), hiszen

B(B) = / 15(\) dE(N).

Tehat E(B) projekcid.

Tételezziik fel, hogy E(B) projekcié minden B € B halmazra. Elészor megmutatjuk,
hogy diszjunkt Bj, By, € B halmazokra a P, := F(B) és P, := F(B,) projekcidk orto-
gondlisak, azaz PP, = 0. A (P, + P»)?> = P, + P, feltételbl PP, + P,P, = 0. Pj-gyel
szorozva balrdl és jobbrol

0= PPP = (P R)(PB),
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ezért PP, = 0.
A multiplikativitast elég megmutatni 1épcsés fiiggvényekre. Legyen By, Bs, ..., B, az

X egy particidja,
f = Zcilgi és ¢g:= Zdilgi.

Ekkor
/ FN) dE(N) :ZciE(Bi) és / g\ dE(N) :ZdiE(BZ-).

Mivel E(B;,)E(B;) = 0 i # j esetén és E(B;)E(B;) = E(B;), a multiplikativitas
egyszerten lathaté. O

Ha A € B(H) 6nadjungélt operétor, akkor o(A) spektruma R kompakt részhalmaza.

8. tétel: (Spektral tétel) Legyen A € B(H) dnadjungdlt operdtor. Ekkor o(A) spekt-
rumon van eqy olyan projekcio értéki £ POVM, hogy

A= /)\dE(A).

Bizonyitds: Ha p valds egyiitthatés polinom, akkor p(A) € B(H) o6nadjunglt
operator. A p+— p(A) hozzarendelés linearis és multiplikativ. Megmutathaté, hogy

sup{[p(t)] : t € a(A)} = [[p(A)]]. (5.7)

Mivel a polinomok stirtin vannak a folytonos fliggvények C'(o(A)) terében, a p — p(A)
leképezés kiterjeszthetd egy @ : C(o(A)) — B(H) leképezéssé, ami linedris, multiplikativ
és normatarté (5.7).
Ha x,y € ‘H, akkor
fr (2, @(f)y)

korlétos linedris funkciondl C'(o(A))-n, komplex bilinearis az x, y valtozékban, ha z =y,
akkor pozitiv is. A Riesz-Radon-tétel szerint léteznek p,, komplex mértékek o(A)-n,
amik a funkcionalokat reprezentaljak:

<%Mﬂw:/fQMMMM

Ezeknek a mértékeknek a csaldja a bilinearitas alapjan meghataroz egy F POVM-et,
amire

Mﬁ:/fummm.

Az f(X\) = )\ fliggvény adja a tétel allitdsat, az £ POVM pedig az el6z6 tétel alapjan
projekcio értékii. 0
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5.4. Haar-mérték

Egy G halmazon a csoportstruktiira bizonyos miiveletek megadasat jelenti. A cso-
portszorzas egy olyan G x G — G, (g,h) — g o h leképezés, amely asszociativ:
(g10g2) 093 = 10 (g2093). Az e € G egységelem az eog = goe = g tulaj-
donsiggal rendelkezik, g € G tetsz6leges. A csoportinverz egy G — G, g + g~ !
leképezés, amely a go g~! = g7' o g = e axiéménak tesz eleget. Ha a G halmazon a
fentieknek megfelelo szorzas és inverz miveletek vannak megadva, és ki van tiintetve egy
e € G egységelem, akkor G-t csoportnak mondjuk.

Topologikus csoport azt jelenti, hogy egy olyan topoldgia van megadva, amire a szorzas
és az inverz folytonos leképezések.

2. példa: A valés szdmok R halmazén legyen tos :=t+ s, t 7! = —t és e := 0. fgy
csoportot kapunk, amit a valdos szamok additiv csoportjanak neveziink. Ez a csoport
kommutativ, ugyanis t o s = s ot barmilyen s,t € R esetén. A szokasos topoldgiaval

R topologikus csoport lesz. O]
3.példa: A T = {z € C : |z] = 1} komplex egységkoron csoportstrukturat
értelmezhetiink a 2z, 0 25 1= 21 - 29, 271 := 7 és e := 1 képletekkel. Ez is kommutativ
csoport. 0

4. példa: GL(2,R) jelenti a 2 x 2-es nem 0 determindnsi valds elemt matrixok cso-
portjat, amiben a csoportszorzds a matrixszorzas, a csoportinverz az inverzmatrix

képzése és
110
e=149 1|

(Tudnunk kell, hogy a det(AB) = (det A) - (det B) és det(A™') = 1/det A, tovdbb4 A
pontosan akkor invertdlhatd, ha det A # 0.) Ez a csoport méar nem kommutativ. 0

A G topologikus csoportot lokalisan kompaktnak nevezziik, ha barmely g € G
eleme benne van egy olyan nyilt halmazban, amelynek a lezdrasa kompakt. A fen-
tiek alapjan GL(2;R) lokélisan kompakt. A kommutativ topologikus csoportok korében
joval egyszerlibb példat is lehet mutatni. R"™ a szokasos vektorosszeadassal csoport és
a szokasos topologidjaval tekintve topologikus csoport is. Természetesen lokélisan kom-
pakt.

9. tétel: (Haar Alfréd tétele) Legyen G lokdlisan kompakt metrizdlhato topologikus
csoport. Konstans szorzotol eltekintve egyértelmiien létezik egy olyan p Borel-mérték,
amelyre

(i) a kompakt tartogi folytonos figguények integrdlhatok,
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A lokélisan kompakt kommutativ topologikus csoporton az invaridns mérték
létezését Neumann Janos bizonyitotta. Nagyon szerette volna elhagyni a kom-
mutativitas feltevését, de neki nem sikeriilt, Haar Alfrédnak viszont igen. Haar
Alfréd eredménye nagy befolydssal volt az operdtoralgebrak elméletére is.

(1) ha H C G mérhetd halmaz, és g € G, akkor p(H) = p({goh: he H}).

Ezt a u mértéket G Haar-mértéknek nevezziikk. Az (i)-es tulajdonsig kimondja,
hogy a kompakt halmazok mérhetdek és véges mértékiiek, mig (ii) a mérték bal oldali
eltolassal szemben valé invariancigjat mondja: Ha gH := {goh: h € H}, akkor u(H) =
u(gH). Az invariancia tulajdonsagot atfogalmazhatjuk a p mérték szerinti integralra.
Legyen (L,f)(h) :== f(g'h ) ha g,h € G és f egy G — C fiiggvény. Ekkor 1,5 nem
mas, mint Ly(1y). Tehdt (ii) nem mds, mint

/ £(h) dyu(h / (Lo f)(h) dpu() (5.8)

karakterisztikus fliggvényekre megkovetelve f helyében. A mérték (ii) invariancia tu-
lajdonsdga az integrél invariancidjaval ekvivalens. (5.8) érvényes minden integrélhatd
fliggvényre.

Kompakt topologikus csoport Haar-mértékét szokdsosan gy normaljuk, hogy a teljes
tér mértéke 1 legyen.
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A Haar-mérték konstrukciéja: Legyen GG, az egység koriili 1/n sugard nyilt gémb,
n € N. Ha n elég nagy, akkor GG, lezarasa kompakt. Csak ezeket az n-eket tekintjiik.
Vaélasszunk egy olyan E kompakt halmazt, amely belsejének a lezardsa. (Ez fogja adni
az egységmértéket.)

Legyen K egy kompakt halmaz. Ez lefedhet6 a G,, halmaz xG,, eltoltjaival, x € zG,,.
Mivel K kompakt, 1étezik véges fedés és legyen

K
{G—] = min{k : 1étezik =1, xy, ...,z € G, hogy K C UlexiGn}. (5.9)

Ez a mennyiség balinvarians, azaz

al-la] w0

és korlatozottan additiv. Ha a K; és Ky kompakt halmazok tavolsaga nagyobb, mint
1/n, akkor
KiUKy| [ K n Ky
Gn | Ga Gnl|

A (5.9) formula azt adja, hogy K mértéke ennyiszerese G, mértékének. Tehat G,
mértékét kéne tudni. Ha E egységmértékii, akkor GG, mértéke a

e

an=[8]/[2]

Errol a sorozatrol még azt kéne tudni, hogy korlatos. Mivel
K K| | FE
— | < |=]|=],
G, = |F] |Gn

pin(K) < {%] -

szam reciproka. Legyen

azt latjuk, hogy

A korlatossag miatt
K = pn(K)

figgvényeknek van egy K +— po(K) torlédasi pontja. Ez a ug balinvaridns és additiv
diszjunkt kompakt halmazokon. Tehdt megvan a Haar-mérték kompakt halmazokra és
a kovetkezo 1épés a kiterjesztés Borel-halmazokra.

Az 4. Lemma &ltal leirt tulajdonsdgok teljesiilnek, egy G nyilt halmazra legyen
po(G) :=sup{po(K) : K C G, K kompakt}.

Ekkor a 3. Lemma tulajdonsagai is érvényesek. Definialhaté p* és p,, ezutan pedig a
Radon-Riesz tétel bizonyitasanak modszere hasznalhatd a p mérték levezetésére. U
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5. példa: Legyen GG a pozitiv valés szamok csoportja a szorzasra nézve. Meg akarjuk
hatdrozni a p Haar-mértéket, és feltételezziik, hogy létezik olyan p : RT — R* fliiggvény,
amelyre

() = [ pla)da,

[ @ duta) = [ s

minden integralhaté f fliggvényre, nevezetesen minden folytonos kompakt tartéju
fiiggvényre. (A jobb oldali integral szokasos Lebesgue-integrélt jelent.) Az invarian-
cia szerint

/f@) dﬂf—/f ) dp(z /fy '2) du(x /fylxx:p

és helyettesitéssel integralva

/f(x) dx_/f p(yz)y dz

aminek fenn kell allnia minden y > 0 szamra és integralhaté f fiiggvényre. Ez feltétleniil
teljesiil, ha

vagy ekvivalens médon

p(x) = plyr)y .

A kapott fiiggvényegyenletet kielégiti a p(z) = z7! figgvény. Ez a sfirliségfiiggvény
hatarozza tehat meg a Haar-mértéket. 0

6. példa: A GL(2,R) csoport elemei 2 x 2-es

z w
invertdlhaté matrixok. A csoport Haar-mértékét keressiik

du(A) = p(x,y, z,w) dedydzdw =: p(A) dA

/ F(A)p(A) dA = / F(BAW(A) dA

egyenlet fejezi ki az integral invariancidgjat, B € GL(2,R) tetsz6leges matrix. A jobb
oldalon helyettesitéses integraldst végziink

/ F(BAY(A) dA = / F(A)p(B A

alakban. Tehét az

0A

S| A
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ar + bz ay+ bw

B=|"“ b , akkor A':=BA= )
cr+dz cy+dw

c d

és a Jacobi-matrix

a
0A
= (c) =B®I.

0A

o O 2 O
o QO o
_L O T O

0

(A tenzorszorzatos frasmédra nézve lasd [6] 1. fejezetét.) Ezért

0A

1 1

" |det(B® L) (detB)?

814 Pyp—
DA

Az invariancia feltétele tehdt

_ p(B7'A)
p(A) = W .

Ennek megoldasa a
1

PA) = et )2

matrixfiiggvény, ami megadja a baloldali Haar-mértéket a GL(2;R) csoporton. A jobb-
oldali Haar mérték ugyanez lenne, hiszen

0AB
a4 k@B,

aminek a determindnsa ugyancsak (det B)?.

Az altaldnos GL(n,R) esetben a szamolas teljesen hasonld, n lesz a 2 kitevé helyében,
mivel ekkor

9BA
984 _par
oA © dn

és a determindns (det B)". O

Egy olyan példa kovetkezik, amiben a balinvaridns és a jobbinvarians Haar-mértékek
kilonboznek.

7. példa: Legyen G a 2 x 2-es inveralhato felsé haromszog matrixok csoportja. Ha
Ty , _la b
A= { 0w ] és B = [ 0 d } ,

_ 1 wo -y , axr ay—+ bw
1 _ _
A ——xw{o x} és BA_{O dw ]

Ezek a formuldk mutatjak, hogy G valoban csoport.

akkor
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A csoport balinvarians Haar-mértékét keressiik az el6z6 példdhoz hasonléan
du(A) = p(z,y, w) dedydw =: p(A) dA

alakban. A balinvariancia az

/ F(A)p(A) dA = / F(BAW(A) dA

egyenlet, ahol B € G tetszbleges matrix. A jobb oldalon helyettesitéses integralast

végziink
0A
/ —1 A/ /
/f( A)dA = /fA A’ GA’dA’
BA=A"A
A’ a 0 0
A 0 a b
0 0 d
Jacobi-matrix alapjan
0A | det oA 1| 1
oA | | " oar]| T a2d

Az invariancia feltétele tehdt

[ ey an= [ e a)goan = [ aps a5

azaz a*dp(A) = p(B~'A). Részletesen
dy—bw
el)
d

“a([s )= ]

Ugy latszik, hogy p nem fiigg az (1,2) elemtél. Konnyt ellendrizni, hogy

ey

1
2?|w

p(A) =

a megoldas.

A jobbinvariancia az

/ F(A)g(A) dA = / F(AB)q(A) dA

egyenlet, amit a ¢ fliggvényre hasonléan oldhatunk meg.

1

|z |w?”

q(A) =

tehat a balinvarians és jobbinvarians mértékek valéban kiillonboznek. 0
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Legyen p a balinvarians Haar-mérték a lokalisan kompakt G topolégikus csoporton.
Rogzitett g € G-re
H — p(Hg™")

balinvaridns mérték, ezért A(g) szamszorosa a p mértéknek:
w(Hg™ ') = A(g)u(H) minden mérheté H halmazra.

modularis fiiggvénynek nevezziik. Mivel

1(H(grg2) ") = Algrga)(H)

1(H(g1g2) ") = p(Hgy 'gr") = Algn)u(Hgy ') = Algr) Alg)pu(H),

arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy

A(g192) = A(g1)A(g2) (91,92 € G).

A moduléris fiiggvény csoport homomorfizmus a pozitiv szamok multiplikativ cso-
portjaba. A baloldali és a jobboldali Haar-mértékek akkor egyeznek meg, ha A = 1.

5.5. Feladatok

1. Legyen X egy metrikus tér. Igazoljuk, hogy a legsziikebb o-algebra, amelyre min-
den folytonos X — R fiiggvény mérhet6 az a Borel-halmazok o-algebraja.

2. Altaldnositsuk a 7. Példat n x n-es matrixokra!

3. A [0, 1] intervallum Borel-halmazain értelmezziink egy el6jeles mértéket:

upy = 3

n2

n

ahol az Osszegzés azokra az n természetes szdmokra van, amelyekre n=! € E. Mi
lesz ennek az eldjeles mértéknek a Jordan-felbontasa?

4. A ¢ : C([-2,2]) — R lineéris funkciondlra teljesiil, hogy

f(2) ha f paratlan,
o(f) = {f22 f(x)dx ha f péros.

Adjuk meg azt a v elOjeles mértéket, amire
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10.

. Legyen G = SL(2,C) a 2 x 2-es egy determindnsi komplex métrixok csoportja.

Igazoljuk, hogy a balinvarians Haar-mérték jobbinvarians is! Igazoljuk hogy egy
mérhet6 halmaznak és inverzének megegyezik a Haar-mértéke!

Mutassuk meg, hogy a
a b , 9 49
és a,beR,a“+b">0
—b «a

matrixok a matrixszorzasra lokalisan kompakt topologikus csoportot alkotnak az
elemenkénti konvergenxiara vonatkozéan. Mi a Haar-mérték?

. Igazoljuk, hogy egy kompakt topologikus csoporton a balinvarians és a jobbin-

varians Haar-mértékek megegyeznek!

Mutassuk meg, hogy a

a b ,
lo 1} és a,beR,a>0

matrixok a matrixszorzasra lokalisan kompakt topologikus csoportot alkotnak az
elemenkénti konvergenxiara vonatkozéan. Mutassuk meg, hogy a balinvaridns és
jobbinvarians Haar-mértékek kiillonboznek.

. Adjuk meg a 7. Példaban vizsgdalt csoport modularis fiiggvényét!

Igazoljuk, hogy a modularis fliggvény folytonos!
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6. fejezet

Fourier-transzformacio

Ebben a fejezetben lokalisan kompakt kommutativ topologikus csoportokkal foglalko-
zunk. A csoportszorzast tobbnyire +-szal jeloljiik, ilyenkor az egységelem 0. A motivacio
a kovetkezo példa.

1. példa: R" a szokasos koordinatankénti osszeadassal kommutativ csoport. Metrikat
tobbet is értelmezhetiink, az egyik

n 1/2
d(z,y) = <Z($z - y¢)2> :

7, az Osszeadassal diszkrét lokdlisan kompakt kommutativ csoport.

T :={z € C: |z| = 1} komplex szdmok szorzdsdval kommutativ csoport, 27! = 1/z =

z. A
d(2’1,2’2) = |2’1 - 2’2|

metrika kompakt topoldgikus térré teszi. O

6.1. Dualis csoport

A G csoport karakterei a G — T folytonos csoporthomomorfizmusok. Ha x; : G — T
és xo : G — T karakterek, akkor a pontonkénti szorzatuk is az:

xixz(9) = xi(9)xa(9).  x"'(9) = X(9)-
A karakterek egy G kommutativ csoportot alkotnak, amit G dudlisdnak neveziink.

1. tétel: R karaktereit — exp(its) alakiak, s € R. T karakterei z — 2" alakiak, n € Z.
Z karakterei n v 2" alakiak, z € T.

101
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Bizonyitds: Legyen x : R — T egy karakter Ekkor x(0) = 1 és = € [—a, a] esetén
Re x(x) > 0. Ekkor

eik(az)’

X(z) = I ck(a) < g

2
egy folytonos k fliggvényre. Mivel

k(x+y) =k(z) +k(y) ha z,y,2+y¢€[-a,a

k(rz) = rk(z) raciondlis r szamokra. A folytonossag miatt ez valds szamokra is igaz, és
ebbél arra kovetkeztethetiink, hogy k(x) = ax és

x(y) =€

minden valds y-ra. R karakterei valds szamokkal vannak paraméterezve, ezért R dudlisa
onmaga.

Az egész szamok Z additiv csoportjanak karaktereit konnyti latni. x(1) = z € T,
akkor

x(n) = z".
fgy Z =T.
Legyen ¥ : T — T egy karakter. A v : R — T, t — ¢! leképezés csoport-
homomorfizmus, ezért y o v is karakter:

X(eit) — eitan
valamely x € R szdmra. Ha k egész szam, akkor (¢t + 2km)x — tz a 2w egész szamu
tobbszorose kell, hogy legyen, ezért x € Z. O

A tételbol kovetkezik, hogy R™ karakterei

X('rlux% s 7xn) = exp <lztle>

alakuak, tehat R® = R",

G kommutativ csoport, de egyelore nem topolégikus. A konvergencia legyen a ka-
rakterek egyenletes konvergenciaja G minden kompakt részhalmazan. Nem bizonyitjuk,
hogy igy G is lokalisan kompakt lesz.

2. példa: R algebrailag és topolégikusan is R. Az algebrai oldalt 1. lemma tartalmazta.
A topologiai oldal azt jelenti, hogy t, — ¢t R-ben akkor és csak akkor, ha
ite

el 5 ¢

minden korlatos intervallumon egyenletesen. Ez igaz, de nem trivialis. U
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6.2. Konvolucid

G egy lokélisan kompakt (metrizalhatd) topolégikus csoport, M*(G) az el6jeles mértékek
normadlt tere. Van egy természetes leképezés G-b6l M'(G)-be, g € G-hez rendeljiik §,-t, a
g pontra koncentralt Dirac-mértéket. A csoportszorzést ki akarjuk terjeszteni M*(G)-re.

Legyen 9,4 % 0p, 1= 0g4n, ha g,h € G. Ezt nevezziik konvoluciénak. A bilinearitas
alapjdn diszkrét mértékekre kiterjeszthetjiik. Ha p= 3", ¢;d,, és v = 3", d;0p;, akkor

HxV = E Cidjégi+hj.
i7j
Ez a konvolucié kommutativ, asszociativ és disztributiv.

Tetszbleges p, v € M1(G) mértékekre a definicié kevéshbé egyszerti.
Legyen Cy(G) a végtelenben 0 hatarértékii fiiggvények tere. f € Co(G)-re legyen

ot = [ [ st dv@auty).

Ez egy korlatos linearis funkciondl, amely egy el6jeles mérték szerinti integral, ezt a
mértéket neveziik a v x u konvoluciénak:

| 1@avswe = [ [ s i)

Jelolje L'(G) a G Haar-mértékére integralhato fiiggvények terét. Egy f € LY(G)
fliggvény indukdl egy uy € M'(G) mértéket:

dus(g) == f(g)dg,

ahol dg a Haar-mértéket jelenti.

[ red ) = [ [ ne @) dody

Tehat a py x pg konvolucio-mérték a

/ flxz—y)g(y) dy (6.1)
G

fiiggvénynek felel meg, amennyiben ez integralhaté (ldsd a 4. feladatot). A (6.1)
fliggvényt f és g konvoluciéjanak is mondjuk, jelolés f x g.

A kovetkezo példaban R™-ben néziink konvoluciot, a 0-ra koncentralt Dirac-delta
egységként miikodik a mértékek terében. A fiiggvények terében nincsen egység, viszont
ugynevezett approximativ egységek vannak.
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Jeloljiik D(R™)-nel az R™-en értelmezett (komplex, esetleg valos értékil) végtelen sok-
szor differencidlhaté kompakt tartéju fiiggvények halmazit. D(R™) egy linedris tér, a
benne 1évo fliggvények integralhaték és differencidlhatok, s mi tobb, minden parcialis
derivaltjuk is a térben van. D(R") siirtt L?(R")-ben, ez is kideriil a kovetkez6 példdban.

3. példa: Ha f és g komplex értéki fliggvények R"-en, akkor az f * g konvolicidjukat
az

frglz) = / f(z— y)g(y) dy

formula értelmezi. fxg = g f nyomban adddik a definiciébdl a valtozok helyettesitésével.
Ha f,g € L?, akkor a Schwarz-egyenlStlenség biztositja az integral létezését minden
r € R"re. (Megjegyezziik, hogy ha f € L, g € L? és p~' + ¢! > 1, akkor a az integral
majdnem minden z € R™-re létezik, tovabbd f*xge L™, 1 +r 1 =p~ 1 +¢71)
Vilasszunk egy olyan j € L'Y(R") fiiggvényt, amelyre j > 0 és [j(x)de = 1. j
nem mas, mint egy valdszintiségsiiriiség, és gondolhatunk példaul a standard normalis

eloszlasra: . I ||2
_ T 2 2
0= e (V) (=)

(2

Legyen
Je() = e7"j(w/e),

ami egy Uj struségfiiggvény. A fenti példaban

_ 1 [l
ge() = W exp ( - 2—€2> (6.2)

(szintén normalis eloszlas, de més a széras matrixa).

Megmutatjuk, hogy az f. := j. * f értelmezéssel J. : f — f. egy korlatos operator az
L? téren.

Az aldbbiakban F'(z) := |f(x)|.

[1n@par -

— [[iwre—gyaar= [ ( [iwFe-yra) iy -
_ /F(:c)pdx:/|f(:c)|pd:c.

Itt elészor a Holder-egyenlétlenséget hasznaltuk fel a j. = (j.)'/P(j.)"/? faktorizéldssal,
utana pedig a Fubini-tételre valo hivatkozassal megcseréltiik az integralokat. Becslésiink
azt mutatja, hogy [11.(f)ll, < | flly ha 1 < p < oc.

Bizonyithato, hogy
ljex f—fll, =0, amint &— 40. (6.3)
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Ennek jelentésége akkor latszik szamunkra, ha j-t D-beli fiiggvénynek valasztjuk, példaul

1
j(z) = { Cexp ( T1o ||g;||2>’ ha |z <1, (6.4)

0, kiilonben.

Ekkor ugyanis J. értékei C°(R")-ben vannak, és az értékkészletek egyesitése (6.3)
szerint stirit LP(R™)-ben. Ha egy f € LP(R™) fiiggvényt végtelen sokszor differencialhaté
kompakt tartoju fliggvénnyel akarunk kozeliteni, akkor eloszor egy kompakt tartoju fo
fliggvénnyel kozelitjik, majd a j. x fo fliggvényt vessziik, ami sima és kompakt tartoju,
ha j (6.4)-bél van. O

6.3. Fourier-transzformacio

Legyen 1 € M'(G) elbjeles mérték. Fourier-transzformaltja egy fiiggvény G-n:

N

A = /G @) (xe ).

Mivel |x(g)| = 1, az integral biztosan létezik.

2. tétel: Ha p,v € M'(G), akkor
LxvV=[-D.
Bizonyitds: Legyen p := p * v. Ekkor

[x@ans) = [ [ s+ awi)

= | [ xexw aviz)aviy)

_ Qi(:c) w@) ([ xwavtv)

= a(x)v(x),

ahol el6szor a definicét, aztan y multiplikativitasat, végiil a Fubini-tételt hasznaltuk. [

Ha a u € MY(Q) elbjeles mértéket az f € L'(g) fiiggvény adja meg, azaz

~ [ fo)1ads

00 = /G W) f@)dg  (xe@).

akkor
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Az el6z6 tétel természetesen integralhaté fiiggvényekre is igaz.

Ha g € G, akkor 7, a fliggvények g-vel valé eltolasat jeloli, azaz
(f)(h) = f(h—g) (hEG).
Mivel a Haar-marték eltolas invaridns
[fllp = [l flly (1 <p<o0).
A g — 7, hozzarendelés a G csoport reprezentdcidja, hiszen
TgO Ty = Tyig-
(1, az LP(@G) terek linearis izometriajaként tekinthetd.)

3. tétel: Ha f € L'(g) és g € G, akkor

(7. /)(X) = x(9)f(X).

Bizonyitds: A Haar-mérték eltolds invariancidjat is a karakterek multiplikativitasat
kell kihasznélnunk:

/f(h—g h)dh = /f X(h+g)dh = x(h /f

O

Egy f € L'(R") fuggvény Fourier-transzforméltjahoz a dus(z) = f(x) dz formuldn &t
juthatunk:

f(t) = /ei(t’x)f(:p) dxr ahol (t, ) Ztk:pk. (6.5)

Nem ez az egyetlen formula, ami az irodalomban el6fordul, peldaul

—27i(t,x 1 —i(t,x
/e mite) () do vagy W/e &) f () da
(Az ok feltehetGen a 4. tételbél jon.)

4. példa: Vilagos a (6.5) definiciébdl, hogy f korldtos:

|</\eltw |d;1:_/|f )| da

A dominélt konvergencia tételbdl adédéan f folytonos fliggvény.

Probaljuk differencialni f—ot az egyvaltozos esetben.

t—t t—t f(w)de.
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Ha a t' — t hatardtmenetet akarjuk végrehajtani, akkor integrdlhaté majoranst kell
keresniink. Az integrandusban 1év6 differenciahdnyados izel™®-hez tart. Amennyiben
xf(z) integralhaté

df ——

[
i (z). (6.6)

Ezt iterdlva jutunk oda, hogy ha z" f(x) integralhatd, akkor f Fourier-transzformaéltja
n-szer differencidlhaté. (Minél gyorsabban tart f a 0-hoz a végtelenben, anndl simabb a
Fourier-transzformaltja.)

A (6.6) képlet levezetéséhez hasonléan lathat6, hogy az n véltozds esetben a =
(a1, q9,... ) és B = (0,...,5,) multiindexekre

(i)‘ﬁmo"to‘@ﬁf(t) = /ei(t’x)aa(:pﬁf(x)) dx . (6.7)
A jelolés:

o = alta o al 9= (80P (3)% .. (3)%, 1Bl =P+ Bt B

5. példa: Kiszamoljuk az fy(z) = e’ fliggvény Fourier-transzformaltjat:
) . 2 2
A t t
L) = /_OO exp [—)\ (az - 21—)\) - ﬁ] dx =
6—t2/4)\ /OO e—Au2 du = \/§G_t2/4>\ )

Itt felhasznaltuk a valdszintiség-szamitasbdl is jol ismert

(x = 2)?

/ e 202 dr=\2107 (6.8)

[e.9]

Gauss-féle integralt. (A bal oldal analitikus fiiggvénye a komplex z valtozénak. Ezért
abbdl a ténybdl, hogy valds z-re az integral 1, kovetkezik, hogy barmilyen komplex z-re
ugyanezt az értéket kell felvennie.)

Az egyvaltozds esetbol konnyen kovetkezik az alabbi tobbvaltozés: ha
ga(z) = ez e RY), (6.9)

akkor P
~ T\ " — n
() = <X) eI/ (p e R, (6.10)
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6. példa: Kiszdmoljuk az f(z) = 1/(2% + a?) fiiggvény Fourier-transzformaltjat:

fo= [

o .I’Q + a2
Tekintsiik a komplex sikon értelmezett

e—ita:

F e —
(2) 22+ a?

figgvényt, ahol a > 0 valés szam. Ennek két szingularis pontja van, +ia. Mivel ezek a
nevezonek egy multiplicitasi gyokei, a szingularitasok elso rendii pélusok.

Ha R > 0 elég nagy és I'(R) a 0 kozéppontu R sugaru félkor a valds tengely alatt,
akkor a reziduum tétel szerint

/ F(z)dz+ / F(z)dz = —2miRez(F, —ia),
[-R.R] I(R)

hiszen a zart gorbe negativ iranyitasu.

Hat > 0 és Imz < 0, akkor
|€7itz‘ Sl

és T
F(z)dz < —— — 0,
/F(R) T2 _ 42

ha T — oo. Tehat

z——ia

F(t) = —2riRez(F, —ia) = —27i lim F(2)(z +ia) = ge*at

t > 0 esetén. Hasonléan ¢t < 0-ra (a fels6 félsikot hasznélva)

At — —at
fy="e
fgy _
At I 7a‘t|
fy="e
a végeredmény. O

4. tétel: (Plancherel-tétel) Ha f € L'(R™) N L3(R"), akkor (27)"| |12 = | f]I>.

Bizonyitas: Riesz Frigyes bizonyitasat vazoljuk.
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Legyen f € L'(R") N L*(R™). Ekkor a (6.10) formuldt és a Fubini-tételt hasznalva:
[ 15O exp (= Nl 2)dt =
= [ R )e 0 exp (= Nl /2) do dy it =
= [ f@s) ([ e e (= A2y dt) dody

- / / A2 exp ([l — yl2/20) [ (@) fy) da dy =

= ) ($(@). s [ A esp (= e = /20 ) ).

(A levezetésben elészor beirtuk f(t) és konjugaltjanak integrallal adott értelmezését.)

Most a A — 0 hataratmenetet hajtjuk végre. Az bels6 szorzat mésodik tagja egy
Joe * f alakd konvolicid, lasd (6.3), ami tart f-hez, ha A\ — 0. Ezért az utols6 tag
(f, f) = || f||*hez tart, ha A — 0. Ugyanekkor a monoton konvergencia tétel szerint a
kiinduldsi kifejezés tart || f||*-hez. O

A tétel szerint .

L2-norm4t tarté linedris leképezas, ami kiterjeszthetd egy F : L*(R") — L?(R™) unitér
operatorra. Ezt Fourier-Plancherel transzformacionak is szokas nevezni.

A Fourier-transzformécié az S(R) Schwartz-teret énmagdba viszi, ldsd a 8 feladatot.
Megkérdezhetd, hogy a Fourier-transzformacionak mint

(SMR), (|- llp) = (SMR), - llq)

leképezésnek mennyi a norméja a kiilonb6z6 1 < p, q < oo értékekre, azaz a

[/M@Wdﬂw
[/vuwmrm
1 1

szamra vagyunk kivancsiak. A Plancherel-tétel azt mondja, hogy C (5, 5) =1 Hapésgq
nem konjugdaltak, vagy p > 2, akkor C'(p,q) = +00. Amennyiben konjugaltak, és 1 < p < 2,
akkor

L[ #0, f€SR)

C(p,q) :=sup

(2mq)!/a
(2mp)t/P-

Az eredményt Beckner Dbizonyitotta 1975-ben a klasszikus Hausdorff-Young-
egyenlStlenség élesitéseként. Lieb megmutatta 1990-ben, hogy az

1fle = Co. )£l

C(p,q) =
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egyenléség (az 1 < p < 2 és f # 0 esetben) csak Gauss-fiiggvényekre teljestil, tehét

f(z) = Aexp(—Bx? + Cx). ! O

7. példa: A Fourier-Plancherel transzformaciénak szoros kapcsolatban all a Hermite-
polinomokkal, illetve a Hermite-fliggvényekkel. Ertelmezzikk a H, Hermite-
polinomokat tigynevezett generator fiiggvény segitségével:

o0 t”
> Ha(x) = e, (6.12)
n=0
azaz .
Z ﬁeme/QHnCL,) _ 62:1:257:1:2/2 —t2
—~ n!

A jobboldalnak kiszdmoljuk a Fourier-Plancherel transzforméltjit (az x valtozéban):

1 —izs 2zt—z?/2 —t? 1 / —izs ,—(z—2 2
e lzs p2at—x7/2 dr = m:s (z—2t) /2 U
V2 / V 27r

— —i(y+2t)s fy2/2 2 d
V2T / Y

— et 6—2tsi <_ e—iyse—y2/2 d’y
V2T

2 _orei g2
— ete 2t516 5/2.

(Teljes négyzetté vald kiegészités, y = x — 2t integréltranszformécié és a standard
normadlis eloszlds Fourier-transzforméldsa voltak az egyes 1épések.) Ezt atirjuk:

2 —2tsi —s%/2 _ = (_lt)n 732/2H _ = ﬁ Y 732/2H
ee e ;07”! e n(s) nZ:On!( i)"e n(s)

A fenti baloldal transzformaéltja

" e
n']: H,(z)).
n=0
Ezért
2 2
F(e ™ 2H,(z)) = (=1)"e~*/2H,(s).
Tehat az F operdtor sajatvektorait taldltuk meg. ([l
Legyen
1
(@) 1= ——e 2 H () (6.13)

V2l

amit Hermite-fiiggvénynek neveziink. A konstans szorzok tigy vannak vélasztva, hogy
ezek a fiiggvények az L?(R) Hilbert-térben ortonormalt rendszert alkossanak:
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1. lemma:
/Rgon(x)cpm(x), dx = 6(n,m) (n,m € Z%).

Bizonyitdas: Az

X un X on
Z t_eme/QHn(:L,) _ 62;1:2572527:1:2/2’ Z 5_67:1:2/2Hm(l,) _ 6213732712/2

n=0 m=0
egyenleteket Osszeszorozzuk és integralunk:
0 v g™
Z i /Hn(:L’)I-I,A,L(:c)em2 dx = / R 1) (6.14)
R R

n!m!
n,m=0

A jobb oldalt szamoljuk:

0 k 1k
R k=0

t
k!
Ezt 6sszehasonlitva (6.14) balodalaval megkapjuk az allitast. O

Megmutathatd, hogy a Hermite-fiiggvények bazist alkotnak L?(R)-ben.

A fenti szamolas eredménye

Flon) = (—1)"pn, (6.15)
ami azt mondja, hogy ¢, az F transzformdci6 sajatvektora (—i)" sajatértékkel. (Ez a
tulajdonsag egy alternativ bizonyitasa a Plancherel-tételnek, F bazist bazisba visz, ezért
unitér.)
Ha egy adott f € L*(R?) fiiggvény Hermite-féle sorfejtését ismerjiik,

=3 cupn alol o, = /w ou(@)f(z) da
n=0 00

akkor Fourier-Plancherel transzformaltja a

sorfejtés.

Ha n péros, akkor a H, Hermite-polinom péros, paratlan n-re pedig paratlan. (Ez
latszik a (6.17) formuldbdl.) Ebbdl adddik, hogy a ¢,, Hermite-fliggvény paros n-re paros,
paratlan n-re paratlan.

Legyen KC(f(z)) = F(f(—x)), azaz péros fiiggvényre K = F, paratlanra pedig I =
—F. A (6.15) formulabdl adddik, hogy K az F inverze. Ezért megkaptuk a kévetkezd
tételt az inverz transzformaciordl.
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A g, 01,2 és w3 Hermite-fliggvények grafikonja. g lapos haranggorbe alakd,
altaldban ¢, paros fliggvény, ha n péaros és paratlan, ha n is az.

5. tétel: Ha f € L'(R") N L*(R"), akkor

(FLH) = (27?1)"/2 /ei(tvx)f(x) dr .

8. példa: Legyen f: RT — R integrdlhaté fuggvény. Laplace-transzformaltja

L(f)(t) = /Ooo e " f(z) dx. (6.16)

Ha az f fliggvény kiterjesztjiik az egész szamegyenesre ugy, hogy f(z) = 0, ha x < 0,
akkor nézhetjiik a

/ei(aJrib):vf(x) dr
R

integralt, ami biztosan létezik, ha b > 0. FEz b = 0-ra a Fourier-transzformécio,
a = 0O-ra a Laplace-transzformacié. Azt mondhatjuk, hogy a Laplace-transzformécio a
a Fourier-transzformaciénak egy komplex kiterjesztése. Az okoskodds alapjan bizonyos
tulajdonsagok nyomban kovetkeznek a Laplace-transzformaciéra. O

Az altalanos G kommutativ lokalisan kompakt csoportok utan a R és R™ vonat-
kozdsaban néztiink konkrétumokat. Most attériink a T csoportra. Eloszor az egységre
koncentralt Dirac-mérték kozelitését vessziik.
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Legyen 0 < r < 1. A Poisson-féle magfiiggvény

oo oo
P.(z): = E rinlzn = E 2" 4 E 'z =
neZ n=0 n=1
1 rz 1—r?

1—rz+1—'r§: 1 —2rcosf 4+ r?2’

ahol z = € € T. Az utolsé formuldbdl latszik, hogy P, 6 fiiggvényében fogyé a [0, 7]
intervallumon és P.(z) > 0. A definidlé formula azt is mutatja, hogy

1 27 )
P =— [ P(do=1
[ rea 27T/0 () do = 1,

tehdt P.(z) egy silirtiségfiiggvény.
6. tétel: Legyen IF': T — R egy folytonos figguény. Ekkor

/f(z)Pr(z) dz— f(1), ha r—1.
T
Bizonyitds: Feltehetd, hogy f(1) =0. A T halmazt két részre osztjuk:
A={": —a <0< a}, B:=T\A,
ahol a egy kis pozitfv szam, —a < 6 < a esetén | f(e)| < . Ekkor
’ /Af(z)PT(z) dz’ <e.
Ugyanakkor

1—17r2

—2rcosa +r?’

| [ 1P| < 1eg
B
Ez is kisebb e-nal, ha r elég kozel van 1-hez. OJ

6.4. Feladatok

1. Adjuk meg T karaktereit!

2. Legyen u € M'(G) és g € G. Mi a &, * n mérték?

3. Legyen u,v € M*(G). Igazoljuk, hogy ||u = v| < ||u| ||v].
4. Mutassuk meg, hogy ha f,g € L'(G), akkor

L/fu—ymwww
G

integralhato.
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10.
11.

12.

13.
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. Legyen f € L*(R). Mutassuk meg, hogy

. Legyen f € L*(R). Mutassuk meg, hogy

FN0 == [ )

. Igazoljuk, hogy a [—a,a] C R intervallum karakterisztikus fiiggvényének Fourier-

transzformaltja 2¢! sin(ta).

. Igazoljuk, hogy az f(z) = exp(—a|z|]) (@ > 0) valés fiiggvény Fourier-
transzformaltja

P 2a

)= —— .

(Utmutatzis: parcidlis integrélds.)

. Legyen S(R) azoknak a végtelen sokszor differencidlhat6 f : R — R fliggvényeknek

a halmaza, amikre 2" (™ (1) korldtos minden n és m természtes szamra. Mutassuk
meg, hogy f € S(R) esetén f € S(R).

[gazoljuk, hogy a Hermite-fiiggvények az S(R) osztalyban vannak.

Legyen f: R — R kompakt tart6ju integrdlhato fuggvény. Mit mondhatunk réla,
ha f is kompakt tartoju?

Legyen A n x n-es pozitiv definit valés elemi matrix. Mi az
f(z) = e~ @40 (x € R")
fliggvény Fourier-transzformaéltja, ha
(z, Ax) Z i AT
ij=1
(Utmutatas: Diagonalizaljuk az A méatrixot.)
Vezessiik le a (6.12) képletbél, hogy

[n/2) o

Z IO 2)" %k, (6.17)
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14. Vezessiik le a (6.12) képletbdl, a
H,1(z) =22H,(x) — 2nH,_1(x) (6.18)
rekurziot.
15. Legyenek az R — R fiiggvények az
f(x) =X (A>0),  g(2) = exp(—(z —m)*/o”)

képletekkel adva. Szamoljuk ki konvolucidjuk Fourier-transzformaltjat.
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Fluggelék

Metrikus és topologikus terek

Ha adott az X alaphalmaz részhalmazainak olyan G rendszere, hogy

(i) 0, X €@,

)

(i) ha G1,Gy € G, akkor Gy NGy € G,

(iii) ha G; € G (i € I), akkor U;G; € G,

(iv) ha x1 és x5 kiilonb6z6 pontok X-ben, akkor vannak olyan diszjunkt Gq,Gy € G
halmazok, hogy x; € G és x5 € G,

akkor G-t (Hausdorff-féle) topolégianak nevezziik az X halmazon, és elemeit nyilt
halmazoknak hivjuk. Ha Gy C G olyan halmazrendszer, hogy G barmely eleme el6all
Go-beli halmazok egyesitéseként, akkor Gy a G topologiai bazisa.

9. példa: R szokasos topoldgiajaban azokat a G C R halmazokat mondjuk nyiltnak,
amelyek barmilyen x € G pontjdhoz van olyan € > 0 szdm, hogy (x —e,x +¢) C G. Itt
topologiai bazist alkotnak a racionalis végpontu nyilt intervallumok vagy azok a nyilt
intervallumok, amelyek végpontjai diadikus racionalis szamok. 0

Ha (X, G) egy topologikus tér, és Xy, C X, akkor Xy-on van egy (X, G)-bél 6rokolt
topoldgia, amelyben az Xy N G halmazok a nyiltak, G € G. Ezt a topologiat
altértopolégianak is nevezziik.

Az (X, G) topologikus térben az z, sorozatrdl azt mondjuk, hogy x € X-hez kon-
vergal, jelolésben x,, — x, ha minden olyan G nyilt halmazhoz, amelyre x € G, van
olyan N € N kiiszobindex, hogy =, € G, ha n > N. A topologikus tér definicidjanak
(iv) része biztositja azt, hogy egy sorozatnak legfeljebb egy hatarértékpontja legyen.

10. példa: Egy masik topoldégiat értelmezhetiink R-en, ha azokat a halmazokat
tekintjik nyiltnak, amelyek el6allnak balrél zart és jobbrél nyilt intervallumok
egyesitéseként. Ebben a topolégidban z, — x esetén z < x, véges sok n kivételé-

vel. Ezért ezt a topoldgiat a jobbrdl valé konvergencia topoldgidjanak nevezziik.
O

117
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A nyilt halmazok komplementumat zart halmaznak nevezziik. Zart halmazok met-
szete zart, és véges sok zart halmaz egyesitése zart. Egy halmaz lezarasa a legsziikebb
6t tartalmazo zart halmaz. Ha egy halmaz lezarasa a teljes tér, akkor azt siirtinek
mondjuk.

11. példa: A racionélis szamok R szokasos topoldgidjaban stiri halmazt képeznek. Ez a
kijelentés azzal ekvivalens, hogy minden nyilt intervallum tartalmaz racionalis szamot. [

Topoldgidt metrika, azaz tavolsag segitségével is megadhatunk. d : X x X — R*
tavolsag, ha x,y, 2z € X esetén

(i) d(z,y) = d(y, ),
(ii) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2),
(iii) d(x,y) =0

Ha d egy tavolsag, akkor a

akkor és csak akkor, ha z =y.

G(z,r)={ye X :d(x,y) <r}

halmazok (z € X,r > 0) egy topoldgia béazisat alkotjak. FEz a tavolsdghoz vagy a
metrikus térhez tartozo topoldgia. Ha két metrika ugyanazt a topologiat indukalja,
akkor (topologikusan) ekvivalenseknek nevezziik éket. Erdemes megjegyezni, hogy
metrikus térben z,, — x pontosan akkor teljesiil, ha d(z,,z) — 0.

12. példa: A R? halmazon

dp((,y), (2,9)) = [l = @' |P + |y — /7]

tavolsagot ad minden 1 < p < oo szdmra. (A metrika (ii) tulajdonsdga a Minkowski-
egyenl6tlenség kovetkezménye.) Ezek a tavolsdgok mind topologikusan ekvivalensek,
ugyanis

(@n, yn) = (2, 9)

a d, tavolsdg topoldgidjdban akkor és csak akkor teljesil, ha z, — = és y, — vy a
szokasos értelemben. O

Ha egy topoldgia metrikabdl szarmaztathatd, akkor metrizalhatéonak nevezziik.
Nem minden topolégia metrizalhato. Metrizdlhato térben egy F' halmaz pontosan akkor
zart, ha x, — x és x,, € I esetén = € I

13. példa: Tekintsiikk R-en a jobbrdl valé konvergencia topoldgidjat! Tételezziik fel,
hogy ezt egy d tavolsag metrizalja!

Ebben a térben [z, 1) nyilt halmaz, tehat G(z,r) C [z, 1) valamilyen r(z) > 0 szamra.
Ez azt jelenti, hogy y < x esetén d(z,y) > r(x). Legyen H, = {z € [0,1) : r(z) > 1/n}.
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A H, halmazok lefedik [0,1)-et, ezért valamilyen n-re H, nem megszamlalhato.
Ez tartalmaz egy szigorian fogyé z; > x5 > ... sorozatot, amely R szokdsos to-
poldgidjaban konvergal egy 0 < x < 1 szamhoz, de konvergal a jobbrdl valé folytonossag
topoldgidjaban is. Az utébbi megallapités ellentmond a d(z, x) > 1/n koértilménynek. O

Az x, sorozat Cauchy-féle egy (X,d) metrikus térben, ha minden ¢ > 0 esetén
van olyan N € N, hogy d(x,,z,) < ¢, ha n,m > N. Egy metrikus teret teljesnek
neveziink, ha Cauchy-sorozatai konvergensek. Egy metrikus tér teljessége nem topoldgiai
tulajdonsag. Egy teljes metrikus tér topoldgiajat olyan tavolsaggal is metrizalhatjuk, ami
nem teljes.

14. példa: Tekintsiik a természetes szamok N halmazan a kovetkezo tavolsagot:

Ebben a metrikus térben x;, Cauchy-sorozat, ha x; konvergdl egy n természetes szamhoz
(a szokdsos értelemben), azaz x; = n véges sok k index kivételével, vagy a masik lehetdség
az, hogy x, — oo a szokasos értelemben. Az utébbi x, sorozat nem konvergens a
metrikus térben, ezért a tér nem teljes. Ha N-hez hozzavessziik a oo szimbdélumot, és az
N U {oo} téren egy d metrikat értelmeziink a

d(n,m) =d(n,m), d(n,o0)= 1

n

képletekkel, akkor egy teljes metrikus teret kapunk. 0

A példéhoz hasonléan minden (X, d) metrikus térhez van egy olyan (X, d) teljes met-
rikus tér, hogy X C X, X slirti X-ban, és d megszoritasa X x X-re éppen a d tavolsag.
Ilyenkor az (X, d) teret az (X, d) metrikus tér teljessé tételének vagy teljes burkinak
nevezziik. A teljes burok lényegében egyértelmiien minden metrikus térre létezik.

Egy topoldgia szeparabilis, ha van benne megszamlalhaté stiri halmasz.

15. példa: A folytonos [0, 1] — R fiiggvények C10, 1] terén

d(f,g9) = sup{[f(z) —g(2)] : 0 <2 <1}

tavolsag, amiben f, — f jelentése az, hogy f, egyenletesen konvergal f-hez. A
térben a polinomok stir halmazt alkotnak, ami a Weierstrass-féle approximécios tétel
kovetkezménye. Mivel egy polinomot tetszoleges pontossdggal kozelithetiink racionalis
egylitthatéju polinommal, és utébbiak megszamlalhatéan vannak, C[0, 1] szeparabilis. [J
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Legyen X és X' topologikus tér és f : X — X' egy leképezés. Azt mondjuk, hogy
f folytonos az x € X pontban, ha minden olyan G’ C X’ nyilt halmazhoz, amelyre
f(z) € G" 1étezik egy G C X nyilt halmaz, hogy = € G és f(G) C G'.

Metrizalhato terek esetén f a-beli folytonossaga azzal egyenértéki, hogy x, — x
esetén f(x,) — f(z).

16. példa: Legyen (X,d) egy metrikus tér és H C X. Ertelmezzink egy f: X — R
fliggvényt az
f(z) = inf{d(z,h) : h€ H}

képlettell Mivel d(z, h) < d(z,2") + d(2’, h), teljesiil az

fx) < d(x,2’) + f(a')

egyenlotlenség, azaz
[f(x) = f(2')] < d(z,2").
Ez mutatja f folytonossdgat, ugyanis z,, — x esetén d(x,,x) — 0, tehét |f(z,)— f(z)| —
0.
Megmutathatd, hogy f(x) = 0 akkor és csak akkor, ha x a H halmaz lezdrasaban
van. Ezért zart H halmazra f(z) > 0, ha x ¢ H. Ilyenkor f-et az x pont H-tdl vald
tavolsdganak nevezziik. O

Ha az f : X — X' topologikus terek kozotti leképezés minden z € X pontban
folytonos, akkor egyszeriien folytonosnak nevezziik.

Az f: X — X' leképezés pontosan akkor folytonos, ha minden G’ C X’ nyilt halmazra
f7HG") nyilt halmaz X-ben.

17. példa: Az a tény, hogy egy leképezés folytonos-e nagyban fiigg attél, hogy milyen
topolégidkra vonatkoztatunk. Legyen f : R — R egy fiiggvény, és egy x,, R-beli sorozatra
jelentse x,, — x a szokasos konvergenciat. Tekintsiink R-en két topoldgiat, Gi-et és Go-t,
és nézziik meg, hogy f: (R,G;) — (R, Gy) mikor lesz folytonos.

Ha G, és G, a szokdsos topoldgiak, akkor ezek metrizalhatdk, és f folytonossaga azt
jelenti, hogy barmilyen x, — = esetén f(x,) — f(z). Ez tehédt az R-en értelmezett valds
fiiggvények jol ismert folytonossag fogalma.

G1-et tartsuk meg a szokasos topoldogianak, de Gy legyen a jobbrdl valé konvergencia
topologidja. Ekkor f : R — R folytonos lesz, ha minden a < b esetén {x € R : a <
f(z) < b} nyilt halmaz. Ez maga utédn vonja, hogy

{xGR:a<f(x)<b}:U{x€R:a+%§f(:p)<b}

ugyancsak nyilt. Ezért f-nek folytonosnak kell lennie a szokasos értelemben is. Ha
T, — xo és f(xg) = a, akkor {x € R : a < f(z) < a + ¢} nyilt halmaz, ami csak
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ugy lehet, ha f(z,) > f(x¢) véges sok n kivételével. Ezért f-nek lokdlis minimuma
van a tetszoleges xy pontban. Megmutathatd, hogy ez csupan az allandé fiiggvények
tulajdonsiga. Csak ezek lesznek az (R, G;) — (R, Gy) értelemben folytonosak.

Végil legyen G; a jobbrol valé konvergencia topologidja és G, a szokasos topoldgia.
Ekkor f : R — R akkor lesz folytonos, ha x, \, z, fogybéan esetén f(x,) — f(zo).
[lyenkor szoktuk az f fiiggvényt jobbrol folytonosnak mondani. OJ

Egy topologikus teret kompaktnak neveziink, akkor ha minden nyilt fedésébdl
kivalaszthato véges fedés.

18. példa: R" nem kompakt, mert a
G(0,m) :={z e R" : d(0,z) < m}

goémbok koziil nem valaszthaté ki véges sok, ami lefedné R™-et. Ugyanakkor, [0,1] C R
kompakt, mert minden nyilt halmazokbdl &ll6 fedése tartalmaz véges fedést (Borel-féle
befedési tétel). O

Egy topologikus tér kompakt részhalmazai zartak, kompakt halmaz zart részhalmaza
kompakt. Tovabbd, ha X kompakt és f : X — Y folytonos leképezés, akkor f(X) is
kompakt. Egy metrizalhato tér pontosan akkor kompakt, ha minden sorozata tartalmaz
konvergens részsorozatot.

19. példa: R-en a jobbrdl valé konvergencia topoldgidja nem kompakt, mert az
[n,n + 1) nyilt halmazok paronként diszjunkt fedést alkotnak, n € Z. O

20. példa: T kompakt, mert R-nek korlatos és =zart részhalmaza, vagy mert
f:]0,2n] = T, f(p) = € folytonos raképezés. O

21. példa: R" részhalmazai koziil a korlatos és zart halmazok a kompaktak. O

Az X topologikus teret lokalisan kompaktnak nevezziik, ha minden = € X ponthoz
van olyan z-et tartalmazé nyilt halmaz, amelynek a lezarasa kompakt.

22. példa: Legyen X egy lokalisan kompakt tér, H C X és x € H. Ekkor létezik olyan
nyilt G halmaz és K kompakt halmaz X-ben, amelyre z € G C K.

(i) Ha H zéart halmaz, akkor G N H nyilt H-ban, és H N K kompakt részhalmaza
H-nak. Nyilvan x € GNH C KN H. Ezért H az oroklott topoldgiaban lokélisan
kompakt.
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(ii) Legyen most H nyilt, és tételezziik fel az egyszeriiség végett, hogy X topoldgidja
metrizalhat6. Ekkor x-nek és X \ H-nak van egy pozitiv dy > 0 tavolsdga. Legyen
Go = G(x,dy/2) és Fy = Gy. Ekkor Gy C H zart halmaz X-ben, és GoNK kompakt
részhalmaza H-nak. Mivel z € GoNG C Gy N K, igy H lokélisan kompakt.

Megmutattuk, hogy lokdlisan kompakt tér nyilt és zart részhalmazai is lokalisan
kompaktak. Mivel R™ lokalisan kompakt, igy bodséges példaink vannak lokalisan
kompakt terekre. Ugyanakkor az (7 és C[0, 1] terek nem lokalisan kompaktak. O

Legyen (X1,G) és (X, o) két topologikus tér. Az X; x X5 halmazon a {G; X Gs :
G1 € Gi, Gy € Gy} halmazrendszer egy topolégia bazisat alkotja, ezt a topoldgiat
tekintjiik a két topologia szorzatanak. Legyen Z egy topologikus tér és f : 7 — X7 x X,
f(z) = (fi(2), f2(2)) egy leképezés. A szorzattopoldgia jellemzéje az a tulajdonsig,
hogy barmilyen f leképezés akkor és csak akkor lesz folytonos, ha az f; és fo koordinéta
leképezései folytonosak.

23. példa: R? szokdsos topoldgidja szamdra a G(z,r) = {y € R* : d(z,y) < r}
gombok alkotnak bazist. Megmutatjuk, hogy R? szokdsos topolégidja szorzattopoldgia.
Ehhez két dolog kell. Egyrészt a G(z,r) gombok el6éllnak G; x Go alaku halmazok
egyesitéseiként, Gy és Gy nyilt részhalmazai R-nek. Maésrészt minden ilyen G x Gy
halmaz eléall G(x,r) alaki gdmbok egyesitéseként.

Legyen y € G(x,r). Ekkor d(z,y) =:ro <1 és G(y,r —r9) C G(z,r). Kénnyt latni,
hogy
r—T"To r—"To

<y1_7’2—7\/fo’ (i 2\/—> < 2\/—,?/2+ 2\/—>CG(?J,T—T0)-

(Egyszertien az r — rg sugart korbe beirtunk egy r — ¢ atl6ji négyzetet.) Ez bizonyitja
az els6 allitast. A masodik allitas bizonyitasa hasonld, itt négyzetbe kell kort irni. [

Természetesen véges sok topologikus tér szorzatat hasonléan képezziik. Ha végtelen
sok teret szorzunk, akkor olyan GG; x Gy x ... halmazok alkotnak bazist a szorzattérben
definicié szerint, hogy G; a teljes X, tér, véges sok index kivételével. fgy, ha R-nek
vessziik dnmagaval végtelen sokszor a szorzatat, akkor (0,1) x (0,1) x (0,1) X ... nem
lesz nyilt halmaz a szorzattérben!

7. tétel: (Tyihonov-tétel) Akdrhdny kompakt topologikus tér szorzata kompakt. [

24. példa: Tekintsiik a {0, 2} halmazon a trividlis topolégiat, azaz {0} és {2} egyardnt
nyilt halmazok. Legyen X := {0,2}N a {0, 2}-tér onmagaval vett végtelen szorzata. A
Tyihonov-tétel szerint ez a tér kompakt és nem mds mint a {0,2} sorozatok tere. Ha
T, € X egy sorozat, akkor x, — x, ha (2,)® — 2% azaz az (x,); sorozat rogzitett
k-ra véges sok kivétellel ). ((x,,)*) jeléli az x,, sorozat k-adik elemét.)
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Ezt a teret metrizalhatjuk is, példaul a

= [2®) — y®)]
d(z,y) = Z ok
k=1

tavolsaggal.

FiX =001, z0>

egy folytonos leképezés. Az x 0 — 2 sorozathoz azt a valds szamot rendeljiik, amely
harmados tort kifejtésének jegyeit az x sorozat adja meg. A képtér azokbdl a valds
szamokbdl all amelyek ilyen kifejtésében nincsen 1-es jegy. Ez az tin. Cantor-halmaz.
Az f leképezés és inverze is folytonos. Ez azon mulik, hogy valds szamok egy sorozata
éppen akkor konvergal egy valds szamhoz, ha harmados tort alakban felirva éket, a
jegyek sorozata rendre konvergdl. O

Ezutén folytonos fiiggvényekre vonatkozd tételeket ismertetiink.

8. tétel: Legyen X egy lokdlisan kompakt tér, amely o-kompakt, azaz lefedhetd
megszdmlalhato sok kompakt halmazzal. Ha {G; : i € I} nyilt fedése X-nek, akkor
létezik folytonos f, : X — [0, 1] figguényeknek egqy olyan sorozata, amelyre

(i) supp fn kompakt,

(i) 2 fulz) =1,

(111)) #{n € N : K N supp f, # 0} véges minden K C X kompakt halmazra,

(iv) minden n € N-re létezik i € I, hogy supp f, C G;. O

A tételben szereplé f, fiiggvénysorozatot a {G; : i € I} fedéshez tartozo
egységosztasnak nevezzik.

9. tétel: (Tietze-féle kiterjesztési tétel) Legyen F zdrt halmaz egy metrizdlhatd
X topologikus térben és f : F' — [a,b] C R folytonos figguény. Ekkor létezik olyan
f X — R folytonos fiigguény, amely kiterjesztése f-nek. O

10. tétel: (Weierstrass approximadcids tétele) Ha f az [a,b] intervallumon folyto-
nos figguény és € > 0, akkor létezik olyan p polinom, amelyre

1f(x) —p(z)|<e, ha a<z<b.
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Ha f valos értéki, akkor az 6t kozelité polinom egytitthatoi valésak, egyébként komp-
lex szamok. A tétel gy is fogalmazhatd, hogy a Cfa, b] Banach-térben a polinomok stiriin
vannak. Amennyiben a [0, 1] intervallumrdl van szd, az f-et kozelité polinomok sorozata
konkrétan is megadhato. Ha

pu(T) = Z f <%) (Z) (1 — )" ",
k=0
akkor a p,(x) Bernstein-féle polinomok egyenletesen konvergélnak az f : [0,1] — R

folytonos fiiggvényhez.

11. tétel: (Stone—Weierstrass approximaécios tétel) Legyen X egy kompakt topo-
logikus tér és A folytonos valos értéki figguények olyan halmaza, amelyre

(i) A tartalmazza a konstans fiiggvényeket,
(i) Ha x,y € X ésx # vy, akkor van olyan f € A, amelyre f(x) # f(y),
(i) Ha f,g € A, akkor f+g, f-g € A.

Ekkor A sirii a Cr(X) Banach-térben.

A tétel komplex valtozata hasonld.

12. tétel: (Stone—Weierstrass approximadcids tétel) Legyen X egy kompakt topolo-
gikus tér és A folytonos komplex értéki figgvények olyan halmaza, amely a fenti (i)-(iii)
tulagdonsdagok mellett az alabbi tulajdonsdggal is rendelkezik:

(i) Ha f € A, akkor f € A.

Ekkor A sirii a Cc(X) Banach-térben.

Gyakran fontos a Stone—Weierstrass-tétel egy szorzattérre vonatkozé kovetkezménye.
Legyen X az Y és Z kompakt topologikus terek szorzata. Ha f(y, z) kétvéltozds folytonos
fiiggvény az X =Y X Z téren, akkor € > 0 esetén vannak olyan ¢1(y), 92(y), ..., gn(y)
és hi(z2), ha(2), ..., h,(2) folytonos fliggvények, amelyekre

fy,2) ‘ZW) hi(z)| < e

minden (y, z) € Y X Z esetén. (Azt is mondhatjuk,hogy a Cr(Y') és Cr(Z) linedris terek
algebrai tenzorszorzata stirit Cr(Y x Z)-ben.)
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Feladatok

1.

Legyen X tetszOleges halmaz és d tavolsig X-en! Mutassuk meg, hogy o(z,y) =
min(1, d(x,y)) ugyancsak tavolsag!

Definialjuk a természetes szamok N halmazan az alabbi kétvaltozos fiiggvényt:

{1+ L ha n # m,

m—+n’

d(m, n) = 0, ha n =m.

Igazoljuk, hogy ekkor (N, d) teljes metrikus tér!

. A természetes szamok halmazan definidljuk az alabbi fiiggvényt:

&

d(m, n) := 0, ha n=m.

{ L ha m,n utolsé k szamjegye azonos,

Igazoljuk, hogy ekkor (N, d) metrikus tér, de nem teljes!

. Legyen f : R — R szigortian monoton fliggvény! Igazoljuk, hogy a d(x,y) :=

|f(x) — f(y)| metrikat hatdroz meg R-en!

Mutassuk meg, hogy az alabbi metrikus terek nem teljesek, és konstrualjuk meg
a megfeleld, teljessé tett tereket! a. Az R egyenes a d(z,y) := |arctgx — arctg y|
tavolsaggal. b. Az R egyenes a d(z,y) := |e” — e¥| tavolsaggal.

. Legyen T a valés szdmok zart valédi intervallumainak a halmaza: Z := {[a,b] C

R:a,b € R, a < b}! Definidljuk Z-n a kovetkez6 tavolsigot:
d:ITxT—R"  ([a,b],[c,d]) — |a—c|+ |b—d|!

Bizonyitsuk be, hogy (Z,d) metrikus tér, de nem teljes! Adjuk meg a tér teljes
burkét!

. Az €l6z6 feladatban szereplé Z halmazon értelmezziink egy masik tavolsdgot:

d:IxI—=R"  ([a,0][c.d]) = p(la,b]) + p([c, d]) = 20u([a,b] N [c, d]),

ahol u([z,y]) = |y — x| és u(0) = 0. Bizonyitsuk be, hogy ez metrikus tér, de nem
teljes! Keressiik meg a teljessé tett teret!

Mutassuk meg, hogy a valds egyiitthatos polinomok P tere nem teljes az alabbi
metrikakra:

di(P,Q) = max{|P(z) —Q(x)]: 0 <z <1},
w(P.Q) = [ |P)= Q) dr
d3(P,Q) = > ||, ha P(z)—Qz) =) ca'.

1€N €N
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Fiiggelék

Legyen (M, d) metrikus tér és E C M nemiires részhalmaza! a. Igazoljuk, hogy
F(x) :=inf{d(z,y) :y € E}

folytonos fiiggvény! (f(x)-et az = pont F halmaztél mért tévolsigénak ne-
vezziik.) b. Igazoljuk, hogy egy metrikus térben minden zart halmaz el6all
megszamlalhatéan sok nyilt halmaz metszeteként!

Legyen (A, 01) és (B, g2) metrikus terek, 01,00 < 1 és AN B = 0! Igazolja, hogy
az X = AU B halmazon

1, ha z€ A, yé€ B,
1, ha =€ B, ye€A,
o1(z,y), ha zye A,
0o(z,y), ha z,y€ B

d(z,y) =

metrikal

Mutassuk meg, hogy ha F' zart, G nyilt halmaz, és G C F, akkor F'\ G zart!
Tovabbé, ha F' C G, akkor G \ F nyilt.

Mutassuk meg, hogy a raciondlis szamok () halmaza nem tartalmaz nyilt interval-
lumot!

Legyen
A= {g; =Y ad”: a e {0,3}}!
i=1
Tartalmaz-e A nyilt intervallumot?

Legyen (X, d) metrikus tér! Bizonyitsuk be, hogy

d(z,y)
o(z,y) = m

tavolsag!

Legyen x,y € R" esetén
. u » 1/p
doo(,y) = max{la; =yl 10 <n} dylay) = (D lwi—uil)
i=1

Bizonyitsuk be, hogy d,(x,y) = doo(z,y), ha p — oco!
Legyen n,m, € N esetén
1 1
dmy =L L
(n,m) i

Melyek a d metrikara a konvergens sorozatok, melyek a Cauchy-sorozatok? Mi az
(N, d) tér teljes burka?



Metrikus és topologikus terek 127

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Legyen (X, d) egy metrikus tér! Az alabbi metrikdk koziil melyik ekvivalens d-vel?
(Bizonyitsa az &llitasat!)

d(z,y)
1+d(z,y)’
dy(z,y) = min{l, d(z,y)},
d3(z,y) = sup{|d(z,t) —d(y,t)]:t € X}.

Az X halmaz a

1, ha =z ,
d(:c,y):{o ha xiz

metrikdval metrikus tér. Igazolja, hogy (X, d) pontosan akkor szeparabilis, ha X
megszamlalhaté halmaz! Mikor lesz X kompakt?

Legyen x,, egy kompakt metrikus térben kiilonb6z6é pontokbdl allé sorozat! Mu-
tassa meg, hogy z, pontosan akkor konvergens, ha az {z,, n € N} halmaznak
egyetlen torlédasi pontja van! Lehet az x,-re vonatkozé feltételt gyengiteni?

Legyen f az X topologikus térnek az Y topologikus tére valé raképzése! Igazolja,
hogy X szeparabilitdsa magaval vonja Y szepardbilitasat!

Igazolja, hogy ha (X,d) szepardbilis metrikus tér, akkor minden nyilt fedésébél
kivalaszthaté megszamlalhato fedés!

A valés szamok R halmazan a kovetkezo tavolsagot tekintjiik:

1, ha t€Q, s¢@,

)1 ha t¢Q, s€Q,
dt:8) =9 inf1/2, [t—s[}, ha t.seQ,
min{1/2, [t —s|}, ha t,s¢ Q.

a. Igazolja, hogy d metrika! b. Teljes-e az (R, d) metrikus tér? c. Szeparabilis-
e az (R, d) metrikus tér? d. Mutassa meg, hogy a Dirichlet-fliggvény folytonos
(R, d)-n!

Legyen f,(x) = e € C[0,1]! a. Van-e az f, fiiggvénysorozatnak konvergens
részsorozata? b. Kompakt-e a C0, 1]- tér? c. Esetleg lokdlisan kompakt?

Legyen f : [0,1] — R folytonosan differencidlhaté fliggvény és € > 0! Mutassa meg,
hogy 1étezik olyan p(x) polinom, amelyre |f(z) — p(z)| < € és |f'(z) — p'(x)]| < e
minden 0 < z < 1 esetén!

Legyen f : [0,1] — R folytonos fiiggvény! Mutassa meg, hogy van olyan p(x)
polinom, amelyben a valtozénak csak paros hatvényai szerepelnek, és || f —plle < &
tetszoleges elére adott € > 0 szamra!



128

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.

Fiiggelék

Mutassa meg, hogy a C¢(T) térben a {z" : n € Z} halmaz éltal kifeszitett linedris
altér strt!

Legyen (X, d) egy teljes metrikus tér és z € X. Adjon meg az X \ {z} téren egy
olyan d' metrikat, amelyre a tér teljes és X \ {z}-ben ugyanazok a konvergens
sorozatok a d’ metrikara, mint a d metrikéra!

Mutassa meg, hogy minden kompakt metrikus tér teljes és szeparabilis!

Mutassa meg, hogy az (> tér nem szeparabilis! (Utmutatzis: 1. Ha x és y két
kiilonb6z6 0—1 sorozat £*°-ben, akkor a G(z,1/2) és G(y, 1/2) gdmbok diszjunktak.
2. (> tartalmaz nem megszdmlalhat6an sok paronként diszjunkt nyilt halmazt.)

Bizonyitsa be, hogy a folytonos szakaszonként linedris fiiggvények stiriin van-
nak C[0,1]-ben! (Utmutatds: Elegendd folytonosan differencidlhaté fiiggvényeket
kozeliteni. )

Legyen f : X — Y topologikus terek kozotti kolesonosen egyértelmi raképzés!
Mutassa meg, hogy ha X kompakt, akkor f inverze folytonos!

Mutassa meg, hogy két metrizalhaté topologikus tér szorzata metrizalhatoé!

Legyen L*[a,b] az [a,b] intervallumon korldtos mérhet6 fiiggvények tere a
szuprémum norméval elldtval! Igazolja, hogy L*[a,b] nem szeparabilis!
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Linearis operatorok

Az X vektorteret vagy linedris teret normalt térnek mondjuk, ha adott egy || -|| : X —
R* figgvény a kovetkezd tulajdonsigokkal:

W) Nz +yll <=l + gl (z,y € X),
@) Azl = [A[ll=]l - (2 € X, A skaldr),
(3) |||l = 0 akkor és csak akkor, ha z = 0.

Ekkor ||-||-t normanak nevezziik és (X, | - ||) normalt tér. Az ||z|-t az x vektor
hosszaként értelmezziik. (A normalt tér fogalmat egymastdl fiiggetleniil Hahn és Banach
vezette be 1922-23-ban, jelentds részben Riesz Frigyes munkdinak hatasara, aki a norma
fogalmat konkrét terekben mar kordbban hasznélta.)

Az (X, | ||) normalt térben az x € X pont koriili € > 0 sugarii gomb
Ga,e) :={y e X:|lz —yll <e}.

25. példa: Legyen C(K) a K kompakt topologikus téren értelmezett folytonos (valds
vagy komplex értékii) fiiggvények vektortere, és legyen

[f1]:= sup{[f(z)] - a <2 <b}.

Egyszertien megmutathatd, hogy ez normat értelmez. O

Az F : X — Y leképezést az x € X pontban folytonosnak nevezziik, ha minden ¢ >
0 esetén van olyan 6 > 0, amelyre F(G(z,0)) C G(F(z),e). Ez azzal ekvivalens, hogy
T, — = maga utan vonja F'(z,) — F(x)-et. (Egyébként egy normdlt téren d(x,y) :=
||x—y|| metrika és a folytonossidg nem mas, mint a metrika toplégidjara valé folytonossag.)

A normatarté leképezéseket izometrianak nevezziik. Minden izometria folytonos.

13. tétel: Legyen (X1, -|1) és (Xa, || - ||2) két normdlt tér és A : X1 — Xy egy linedris
leképezés. Ekkor a kovetkezd két tulajdonsdg ekvivalens:

(1) A mindeniitt folytonos.
(2) A folytonos a 0 pontban.

(3) Létezik olyan C > 0 szdm, amelyre | Az||y < C||z||; minden x € X, esetén.

Bizonyitds: (1) = (2) evidens. (2) = (3) : Gy = {xa € Xy : ||z2]| < 1} nyilt halmaz
Xo-ben és A0 = 0 € (G5. Van olyan nyilt G; halmaz a folytonossag miatt, amelyre 0 € G4
és AG, C Go. Mivel G nyilt, 1étezik € > 0, amelyre

G/l :{1’1 . ”1’1” <5} CGl.
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5
Ekkor tetszéleges x € X esetén T G} és
T

azaz

A ( c x)
2|l

Ez azt jelenti, hogy tetszoleges x € X esetén

2
[Azlz < =[lz]lx
9

teljesiil.

(3) = (1) igazolasat az olvaséra bizzuk. O

A folytonos X; — Xo linedris leképezések terét B(X;, Xo)-vel jeloljik. B(Xi, Xs)
linedris tér, de normalt tér is. Ha A € B(X;, X3), akkor

| Al := sup{||Azx]||2 : x € X1, ||z]1 < 1} (6.19)

az el0z6 tétel jeloléseivel. ||Al| nem més, mint a 13. tétel (3) részében megjelend lehetséges
C' szdmok legkisebbike. Ha X normalt tér, akkor B(X, X) helyett roviden B(X)-et {frunk.
B(X)-nek nemcsak linedris, hanem gy{irti struktirdja is van, azaz elemeit az 6sszeadés
mellett szorozni is lehet: Ha A, B € B(X), akkor AB az ebben a sorrendben vett
kompozicio. Az I identitas operator az egységelem a gytirtiben és bizonyos operatoroknak
van inverze a szorzasra nézve.

Az (6.19) operatornormdanak megvan a
[AB|| < [lA]l - || Bl (6.20)
szubmultiplikativ tulajdonsaga.

2. lemma: A B(X) normdlt térben a szorzds és az inverz folytonos. Az invertdlhatd
operdtorok nyilt halmazt alkotnak.

Bizonyitds: Tételezziik fel, hogy A, — A és B, — B. Ekkor
[A4n By = AB|| = [[An(Bn = B) + (An = A)B|| < [|Au]| | Bn = Bl + [[ A = Al | B| = 0

hiszen [|A,| — ||A]l-
Ha A, — A és A invertalhato, akkor A,A~! — I. Ha ebbdl kovetkezik, hogy AA 1 —

I, akor At — A~!isigaz. Tehdt az inverz folytonossdgahoz elég igazolni, hogy B, — I
alapjan B,;1 — I. A geometriai sorfejtés

o0

(I=(I=Bu)) " =) (I-B,)"

k=0
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igaz, ha ||[I — B,|| < 1. Tehét ilyen feltétel mellett B, ! is létezik, tovabba tart I-
hez, ha B, — I. Azis adddik, hogy az invertalhato operatorok nyilt halmazt alkotnak. [

Legyen (z,) egy sorozat az X normdlt térben. Cauchy-sorozatnak nevezziik, ha
tetsz6leges € > 0-ra van egy N kiiszobindex, amelyre ||z, — x,,|| < &, han,m > N. Egy
normélt teret Banach-térnek neveziink, ha benne minden Cauchy-sorozatnak létezik
hatarértéke. (Egy normalt téren d(x,y) := ||z — y|| metrika, és a tér pontosan akkor
Banach-tér, ha ez a metrikus tér teljes.)

14. tétel: Legyen X és Y normdlt tér és tételezzik fel, hogy Y Banach-tér. FEkkor
B(X,Y) Banach-tér.

Legyen X normalt tér. Az X* vektortér X szamértékd korlatos funkcionaljainak a
tere, ami az operatornormaval normalt tér lesz, sot az el6zo tétel alapjan Banach-tér.
A Hahn-Banach-tétel kovetkezménye, hogy ha x,y € X kiilonboz6 vektorok, akkor van
olyan ¢ € X* funkciondl, hogy ¢(z) # ¢(y).

Legyen A € B(X). Az A operdtor o(A) spektruma azokbdl a A € C szamokbdl
all, amikre AI — A nem invertalhaté. A definiciobél a 2. Lemma alapjan adddik, hogy a
spektrum zart halmaz.

15. tétel: Egy A € B(X) operdtor spektruma nemiires korldtos zart halmaz.

Bizonyitas: Mivel az invertalhaté operatorok nyilt halmazt alkotnak, a spektrum
komplementuma is nyilt. A

(M — A = %i (;)n (6.21)

sorfejtés || > || A|| esetén helyes. Ezért a spektrum korlatos halmaz.

Megjegyezziik, hogy (Al — A)~! differencidlhaté. Valdban, a

(A= A) P — (NI — At M =A)7 ((Aof —A) = (M - A)) (Aol —A)~!

A — )\0 A— )‘0
= —(M—=A) NI - A

azonossag mutatja, hogy a derivalt
—(Xol — A)2,

Tételezziik fel, hogy a spektrum iires. Ekkor A — (A — A)~! az egész komplex sikon
differencidlhaté operatorértéki fliiggvény, aminek a hatarértéke a végtelenben (6.21)-bél
adédéan 0. Ha ¢ € B(X)* egy funkciondl, akkor a A — ¢((A — A)™!) fiiggvény korldtos
és regularis, a Liouville-tétel alapjan azonosan 0. Mivel ez minden ¢ funkcionalra igaz,
(M — A)™Y) = 0. Ez lehetetlen, mert egy inverz nem lehet 0. O
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Ortogonalis sorfejtések

El6szor nézziink a [—1, 1] intervallumon értelmezett f és g fiiggvényeket. Belsé (vagy
skaldr) szorzatuk

(f,9) = f(z)g(x) dx.

(Ha valds fiiggvényekkel foglalkozunk, akkor f konjugaltja nem lényeges.) Ha f és g
folytonosak, akkor az integrdl természetesen létezik, de f,g € L?[—1,1] az dltaldnosabb
helyzet. f és g ortogonalitdsa (f, g) = 0 és tavolsaguk

p(f,9) =V {f—a9,f—9 =If—dgl-

1
-1

Ez egy metrikus tér.

Legendre-sorfejtés

Az L?[—1,1] térben a folytonos fiiggvények sfirti halmazt alkotnak. Valéban, az egyik
lehetséges 1it, amin eljuthatunk L?[—1, 1]-hez az folytonos fiiggvények C[—1,1] terén ke-
resztill vezet. A fenti tavolsdggal kapott metrikus tér teljes burkat vessziik. Ez lesz
L?*[—1,1]. A teljes burokkal val6 értelmezés miatt C[—1,1] stirti L?*[—1, 1]-ben. Ugyan-
akkor a polinomok stirti halmazt alkotnak a Weierstrass-féle approximacios tétel szerint
a C[—1, 1]-ben az egyenletes konvergenciara nézve: Ha f € C[—1, 1], akkor van olyan p,
polinom sorozat, amelyre

sup{|f(z) = pa(2)| : =1 <2 < 1} 0.

Azonban

p(f,pn) = \//1 |f(@) = pu(2)Pdz < /2sup{|f(2) — pa(z) : =1 <& <1},

ezért p, — f a Hilbert-térben. Ez azt jelenti, hogy a polinomok stirti halmazt alkotnak
a C[—1,1]-ben a Hilbert-tér metrikdjara nézve is. Végeredményben a polinomok sfirtin
vannak L?*[—1,1]-ben.

Az 1,2, 22, ... sorozatra alkalmazhatjuk a Gram—Schmidt-féle ortogonalizaciés
eljarast: Megkeressiik az a linedris = + a; polinomot, amely meréleges po(z) := 1-re,
ez maga pi(x) := z (a; = 0). Ezutdn meghatdrozzuk azt a py(z) = 2® + asx + by

kvadratikus polinomot, amely pg-ra és pi-re is ortogondlis. A két ortogonalitasi feltétel
egy-egy egyenletet ad as-re és by-re. Az egyenletrendszert megoldva kapjuk a po(x)
kvadratikus polinimot, és igy tovabb. Ime az els6 néhany polinom:

1 3
p2(z) = 2" — 3’ pa(x) = a® — 5%
6 3 10 )
p4(:c)::c4—?x2+£, p5(x)::c5—§:c3+ﬁx.
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Polinomoknak egy olyan p,, ortogonalis sorozatahoz jutunk, amelynek n-edik tagja egy
n-edfokt polinom. Mivel nincs olyan fiiggvény, amely minden polinomra ortogonélis, ez a
rendszer alkalmas normalassal egy béazis, amelynek elemei egy szorzoéfaktortol eltekintve
a Legendre-féle polinomok.

A harmadfokd és a negyedfokt Legendre-polinomok grafikonja. Altaldban is igaz,
hogy a gyokok mindig [—1, 1]-ben vannak, a polinomok értéke 1-ben 1 és —1-ben
+1

Az n-edfoku Legendre-polinom a

1 d°
Pu(@) = 5o

n! (2n
on\n )’

és ez az a szorzétényezo, amiben P, és a féegyiitthatora normélt p,, kiillonboznek.

(22 —1)" (6.22)

képlettel adhaté meg. A féegyiitthato

A. M. Legendre francia matematikus volt, aki a
(1—a2%)y" —2xy + v =0

differencidlegyenletet vizsgalta. A = n(n + 1) esetén ennek megolddsa a P,(x) Legendre-
polinom.
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| Pa()]|2 # 1, ugyanis

1
2
P,(z)]* dzx = : 6.23
PP dr = 5 (6.23)
Ha tehét az L%[—1,1] tér bazisdhoz akarunk jutni, akkor a
~ 2 1
Po(x) = ”; P, (x) (6.24)

normalast kell alkalmazni. fgy egy f fliggvény ortogonalis sorfejtése

Zanﬁn(x) ahol a, :/_1 f(x)P,(x) dz

Ha a fiiggvény folytonos, akkor egyenletes a konvergencia, az éltalanos f € L?[—1,1]
esetben a konvergencia az || - || norméban lesz. O

Fourier-sorfejtés

Ebben példéban a [—m, 7] intervallumon értelmezett fiiggvényekkel foglalkozunk.

Elemi szamolassal ellendrizheto, hogy a

1 1 1 1 . I .
cos , cos 2z . sinx, —sin2x ..., (6.25)

VoG NG VT VT

fiiggvények ortonormalt rendszert alkotnak a [—m, 7] intervallumon és persze a [0, 27]
intervallumon is a periodikussag miatt.

A szokasos sorfejtése egy f fiiggvénynek

50 + Z (ay cos kx + by sin kx),
k=1
ahol
1 [" 1 [" 1 [7 )
apg = — f(z)dx, ar = — f(x) cos kx dx, by = — f(z)sin kz dz.
T J_r T J_r T J

Ha az f fiiggvény folytonos és f(—m) = f(r), akkor a Fourier-sorfejtés egyenletesen kon-
vergdl. (Azilyen fiiggvények kiterjeszthetOk az egész szamegyenesre 27 szerint periodikus
fiiggvénnyé.)

26. példa: Legyen f : [0,27] — R definidlva a

flz) = T ha 0 <z <,
r—27 hanm<z<2m.



Ortogonalis sorfejtések 135

Ez a fiiggvény a m pont kivételével folytonos, ott a baloldali hatarértéke m és a jobbol-
dali —7. Kiterjesztve a teljes szamegyenesre paratlan fiiggvényt kapunk, ezért a cos kx
figgvények egyititthatoja 0 lesz.
2 (7 —1)*
b, = —/ rsinkx dx = —QQ.
0 k

™

Tehat a sorfejtés

2 3

A sorfejtés x = w-re 0-t ad, ami a baloldali és a jobboldali limesz szamtani kézepe. [

(, sin2x  sin3x )
2 sinz — + — ... ].

Ha a [—m, 7] intervallumon értelmezett olyan fiiggvényekkel foglalkozunk, amikre
f(=m) = f(m) teljesiil, akkor ezek azonosithatok a

T:={ze€C:|z] =1}

egységkoron értelmezett fiiggvényekkel, t <+ €. A Weirstrass-féle approximéacios tétel
szerint a
{z":nel}

fliggvények linearis burka stirtin van a folytonos fiiggvények terében. Mivel

on + s ) SN ]
5 <> cosnt es 5 <> sin nt,

a (77) fiiggvények linearis burka is stirii a
{feCl-m7]: f(=m) = f(x)}

térben.

Hermite-sorfejtés

indexHermite-sorfejtés A teljes szamegyenesen a polinomok nem integralhatok,
hiszem a limesziik +0o-ben +00. Az ortogonalitast a

(f.9) = /_OO F(@)g(x)e ™™ da

integrallal értelmezhetjiik, ami egy konstans szorzotdl eltekintve a Gauss-
mérték szerinti integral. A megfelel$ Hilbert-teret L2(e™* dx)-szel jeloljiik,
ebben a polinomok sfirin vannak. Alkalmazhatjuk az 1,x, 22, 23, ... soro-
zatraa Gram—Schmidt-féle ortogonalizaciot, és egy ortogonalis polinomrend-

szerhez jutunk.
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Legyen
2 dn 2
H,(x) =(=1)"e" —e . 6.26
(0) = (-1 o e (6.26)
Teljes indukciéval kénnyen igazolhatd, hogy H,(z) egy m-edfokd polinom,

amelynek féegytitthatdja 2". (?7)-et differencidlva kapjuk a
H) (x) = 2xH,(z) — Hpy1(x) (6.27)

egyenletet. f(z) := e~ ismételt differencidldsaval

dn-l—l dn dn—l

f@) =0.
Ezt megszorozva a (—1)"e*” faktorral azt kapjuk, hogy
Hy1(x) —22H,(v) +2nH,1(x) =0, (6.28)

ami lehet6vé teszi a H,(x) polinomok rekurziv kiszamolasat. A rendelkezésre
allé egyenletek kombindalasaval kapjuk még a

H/ (x) =2nH, 1(x), (6.29)
H(z) — 2zH) (x) + 2nH,(z) =0 (6.30)

tovabbi Osszefliggéseket. Ismételt parcialis integralassal jutunk a

dn
/ e H, (z)o(x) do = / e () do
formulahoz, amely barmilyen v(x) polinomra érvényes. Nevezetesen, ha v(z)
fokszdma n-nél kisebb, akkor a jobb oldalon 0 &ll, tehat H,(x) merdleges min-
den néla alacsonyabb fokszdmu polinomra, azaz a Ho(x), Hi(x), ..., H,_1(x)
polinomokra is. Ha v(x) helyébe H,(x)-et tesziink, akkor az adédik, hogy

/e‘x2Hi(x) dx = 2"n! / e dz = 2"nl\/7.

Ezért a normalizalt !
H,(7) = ———=H,(z) (6.31)

V2l
Hermite-féle polinomok az L?(e~* dx) tér bazisat alkotjdk. A Hermite-
polinomokkal val6 szamolasra a generator fliggvény hasznos, lasd a 7?7 példat
a 6. fejezetben.
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A normalizélt Hermite-féle polinomokbél konnyen kaphatunk az L?(R)

térben is bazist: )

on(x) = exp ( - %)Hn(x) : (6.32)

Az ortogonalitasi relaciok egyszertien redukalédnak a Hermite-féle polinomok
tulajdonsdgaira. Néhany Hermite-fliggvény grafja a 6. fejezetben lathato.

Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a ¢, (z) Hermite-fliggvény megolddsa a
—f"(x) +2°f(2) = Af(x)

differencidlegyenletnek, ha A = 2n + 1. (Ez tény a harmonikus osz-
cillatorhoz kapcsolddik.)
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