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HALMAZOK

Halmaz: bizonyos tulajdonsag dolgok (objektumok) 6sszessége, sokasaga.

Eleme: az 6sszességbe tartozo dolgok a halmaz elemei.

Jel6lések: Halmaz—A, B, C stb. (nagybett))  pl.: A={1, 2, 3}
Eleme—a € A — akis ,,a” eleme a nagy ,,A”’halmaznak
Nem eleme — a ¢A— akis ,,a” nem eleme a nagy ,,A” halmaznak.

Neéhany szamhalmaz és a jelolése:

N természetes szamok halmaza 0,1,2,....

N* pozitiv természetes szamok halmaza 1,2,....

Z egész szamok halmaza -1, 0, 1,....

Q racionalis szamok halmaza (2 egész szam hanyadosaként felirhaté szam)
Q={"/ilp, q€Z ; Q=0}

R wvalds szamok halmaza (raciondlis és irracionalis szamok unidja)

C komplex szdmok halmaza (valos és a negativ szamokbol is vonjunk gyokot)

Szemléltetés: Venn-diagrammal:

A halmazt egy zart gorbe, az elemeit a zart gorbe belsd pontjai szimbolizaljak.

Pl A={} B={by, b,,......}
2 B

itt vannak az

elemei a
B-nek

Halmazok megadasa:

Definicié: Egy halmazt adottnak tekintiink, ha barmelyik elemrél, dologrol, objektumrdl
egyértelmiien eldonthetjiik, hogy az, benne van a halmazban vagy nem.

Megadasi modok:
1. A halmaz elemeinek felsorolasaval:
A={a, 0,12 a}
B={2, 5, 9}

c=1{0,1,2 3,456,789}
D=1{461i06 i

2. A halmaz elemeinek ko6z6s tulajdonsagat adjuk meg (ha van ilyen)
A = {10-nél kisebb természetes szamok}

B = {hosszu maganhangzok}
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M,={férfiak halmaza}

M,= {x €N ES x >5}—TULAJDONSAGOK
Kiolvasva: M, halmaz azon x elemek halmaza, melyekre az igaz, hogy x természetes

szam ¢€s X>5.
Definicio: 2 halmaz akkor egyenlé, ha elemeik megegyeznek.

Definicio: az olyan halmazt, melynek nincs egyetlen egy eleme sem, iires halmaznak nevezziik.
Jele: @ vagy {}

Definicio: Az ,,A” halmaz részhalmaza a ,,B”halmaznak, ha az,,A” minden eleme, eleme a , B”
halmaznak is.

Vagyis: ha x€A akkor xeB
Szemléltetés:

jelolés: ASB; ACB
Megjegyzés: minden halmaznak van legalabb két részhalmaza (6nmaga és az iires halmaz).

Definicié 1: legyen adott ,,A” és ,,B” 2 halmaz, ,,A”-ra teljesiiljenek az alabbi feltételek :
i ACB
i A=0
iii A#B
Ekkor az”A” halmazrdl azt mondjuk, hogy a ,,B” halmaznak VALODI RESZHALMAZA.

Jelolés: ACB
Szemléltetés:

Definicié 2: Legyen adott ,,A” és ,,B” halmaz,
ha az ,,A” olyan nem iires részhalmaza a ,,B”-nek, hogy a ,,B” halmaznak van olyan eleme, mely
nem eleme az ,,A” halmaznak, akkor az ,,A” halmazt a ,,B” halmaz valddi részhalmazanak nevezziik.

Ha egy véges halmaznak n(€N) db eleme van, akkor ennek a halmaznak 2" db részhalmaza van.

A halmaz véges halmaz, ha pontosan tudjuk az elemei szamat, azaz megadhatjuk egy természetes
szammal. PL.. H={2, 4, 6, 8} ; I = {az osztaly tanuloi}

A halmaz végtelen halmaz, ha elemeinek szama nem adhat6 meg egy természetes szammal.
Pl.: P = {pozitiv paratlan szamok}
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A halmazok szamossaga:

wsuf

Véges sok elemet tartalmazo halmazndl egyszerii a dolog: a halmaz szamossagat
megkapjuk, ha osszeszamlaljuk az elemeket.

A végtelen sok elemet tartalmazé halmazoknal definialunk egy alapesetet: a természetes
szamok halmazdanak szamossdagat megszamlalhatéan végtelennek nevezziik.

Mas, nem véges sok elemet tartalmazo halmaz szamossagat igyeksziink viszonyitani.

Az osszehasonlitast parba-allitassal végezhetjiik el.

A ,,parositds ’-nak kolcséndsen egyértelmii modon kell torténnie és ha ez lehetséges, akkor
a két halmazt ekvivalensnek nevezziik.

Példaul: A paros szamok halmaza ekvivalens a természetes szamok halmazaval.
Lehetséges ugyanis a kolcsondsen egyértelmii hozzarendelés:

Paros szamok: 1

8 10.....
!

5 6..

Wi N
ANi—>

02
)
Term. szamok: 1 2

Ha mindegyik természetes szamhoz egyértelmiien hozz4 tudjuk rendelni egy masik
halmaz elemeit, akkor az illet6 halmazt is megszamlalhatéan végtelennek, vagy réviden
megszamlalhatonak mondjuk.

Miiveletek halmazokkal

Definicio: A H; és H, halmazok unidja (vagy masképp egyesitettjén), azon elemek halmazat értjik,
amelyet a H; illetve H, halmazok koziil legalabb az egyikben megtalalhatoak.

Szemléltetés:

jelolés: H; és H, halmaz unidja. HyUH,

Tételek: Az unioképzés szabdlyai:
1. Az unidképzés kommutativ, azaz barmely A,B halmazokban AUB = BUA

2.Az unidképzés asszociativ, azaz barmely A, B, C halmazokban AU (BUC) = (AUB) UC

3.Ha ACB, akkor AUB = B; bizonyitas feladat

4.Barmely ,,A” halmazra AU @ = A; bizonyitas trivialis



Pl.:  A={magyar fiuk}
B={magyar lanyok}
AUB={magyar fiuk és lanyok}

Definicio: A H; és H, halmazok metszetén (vagy masként ko6zos részén) értjik azon elemek
halmazat, melyek H;—ben és H,—ben is benne vannak.

Szemléltetés:

H H
! Jelolés: Hy és Hy halmaz metszete HiNH,

Megjegyzés: HiNH, ={x|x€H; és xEH,}

Példa:

1. A= {fitk}
B= {lanyok}
ANB=0

Definicié: Ha H;NH, = @, akkor azt mondjuk, hogy a H; és H, halmazok egymashoz képest
idegenek vagy masképp diszjunktak.

PL.: E={haromszogek}
L={négyszdgek}
E és L halmazok egymashoz képest diszjunktak, mert ENL= @
Megjegyzés: 2 halmaz diszjunktsaga azt jelenti, hogy nincs k6zos elemiik.

Szemléltetve:
E L

Tétel: metszetképzés tulajdonsaga:

1. A metszetképzés kommutativ, azaz barmely A, B halmazokra: ANB =B NA
2. A metszetképzés asszociativ, azaz barmely A, B, C halmazokra:

AN(BNC) = (ANB) NC

3. Ha H;C H,, akkor H;nH,=H;

4, Barmely H; halmazra Hin O= O

5.A metszetképzés idempotens: Barmely H halmazra HNH=H,
ez igaz az uniodképzésre is: HUH=H
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Tétel: a metszetképzés és az unioképzés kapcsolatara: disztributiv torvénnyel:
Barmely Hj, H, , H; halmazokra igaz, hogy:

1.H1ﬂ(H2UH3) = (HlﬂHz)U(HlﬂHg)
2.H1 U (HzﬂHg) = (Hl U Hz)m(Hl U H3)

Kiilonbség, komplementer

Definicio: Barmely H; és H, halmazok kiilonbségén értjiikk a H; halmaz azon elemeinek halmazat,
amelyek a H, halmaznak nem elemei.

Jelolés : H; \H2

Szemléltetés:

H, H,

Megiegyzés: H; \H2 :{XEHl és X&Hg}

PL.:
A= {eurdpai févarosok}
B= {kelet-eurdpai orszagok févarosai}

A\B = {eurdpai, de nem kelet-eurdpai orszagok févarosai}

B\ A = {olyan kelet-eurdpai orszagok févarosai, melyek nem eurépaiak}; @

Tétel: A kiilonbségképzés tulajdonsdagai:

1. nem kommutativ, azaz, van olyan H;, H, halmaz, hogy H;\H, # H,\H;
2. nem asszociativ, azaz van olyan Hy, H, , Hs halmaz, hogy:
Hi\(H2\H3) # (H1\H3)\H;
3. kiilonbségképzés sorrendje felcserélhetd, azaz: barmely Hy, H, , Hs halmazra:

(Hi\H2)\Hs # (H: \H3)\H,

4, Barmely H;, H, halmazra:
. Ha H;=H, , akkor H;\H, =0
° Ha H,=0, akkor H;\H, = @ és H,\H;= H,
. Ha H,C H, , akkor H;\H, =@

. Ha H,C H, , akkor H,\H;= ?, ezt nem lehet elnevezni, ez vezet a
komplementer képzéshez.

Definicio: Az alaphalmaz egy olyan halmaz, ahonnan a részhalmazokat valasztjuk.
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Definicio: legyen adott I alaphalmaz és HC |

A H halmaz | alaphalmazra vonatkoztatott komplementerével (masképp kisegité halmazaval)

az I\ H halmazt nevezzik.
Szemléltetve:
1

/_

Jeldlés: H komplementere H

Megjegyzés:

1. H={xelés x¢H}
2. H-be azok és csak azok az elemek tartoznak, melyek I-ben benne vannak, de H-ban nem.

Tétel: A komplementer-képzés tulajdonsdgai:
1. barmely halmazra, H UH=I

HNA=0
=

0
|

—
L

| H
I

2. De Morgan féle azonossagok:
o (HWllH:) =H NH,

L Hllﬁ'H: :Hl U HZ
Pl.: Alaphalmaz | = {wsuf hallgatok}

Ezutdn minden halmaz I-beli:

A = {fiak}

B = {lanyok}

C={l. évesek}

A=B; B=A

C={2,3,4—nem 1. éves hallgatok}

Definicio: A H; és H, halmazok szorzatanak nevezziik azt a halmazt, amelyet az Gsszes olyan
rendezett elem-parbol képeziink, amelyek elsé elemei a H;—bdl, a masodik a H, —bdl valo.

Jelolés: Hy X H, (HlkereSZt H2)
Megjegyzés: Direkt szorzas, Descartes-féle szorzas elnevezést is hasznaljuk.

H,={1, 2, 3}
HZ: {a, b}

H; X Hz={(1,a); (1,b); (2.,); (2,b); (3,8); (3,b) }
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1.

Tétel: A szorzas tulajdonsdgai:
Nem kommutativ, azaz van olyan H,, H, halmazok, hogy
Hy X Hy#H, X Hy

Nem asszociativ, azaz van olyan Hj, H,, H3 halmaz, hogy
(Hy X Hz) X Hg# (Hy X (H2 X Hg)

3. Hjés H, legyen 2 véges halmaz:
H; -nek n (€N) db eleme
H, —nek m (€N) db eleme legyen

Ekkor a H; X H; halmaznal az m x n db eleme (elem-parja) lesz.

Az alapmiiveletek azonossagai

wsuf

Idempotens tulajdonsag (,,0nmagaval azonos™):

Kommutativitas (,,felcserélhetdség’):
3. A+B=B+A
4. A-B=B-A

Asszociativités (,,atzardjelezhetdség”™):
5. A+(B+C)=(A+B)+C=A+B+C
6. A (B-C)=(A-B)-C=AB-C

Disztributivitas (,,szétosztas”):
7. A-(B+C) = A-B+A.C
8. A+(B-C) = (A+B)-(A+C)

Komplementerre vonatkoz6 azonossagok:
9. A+A=H (H az alaphalmaz) .
10 A-A =0 (a@ aziires halmaz).

A specialis halmazokra vonatkoz azonossagok:
11. A+tH=H

12. A0=0
13.A+t0=A
14 AH=A



FUGGVENYEK

Leképezések

Definicio: legyen adott A ¢s B halmaz.
Ha az A halmaz minden ,,a” eleméhez hozzarendeljiik a B halmaz egy ,,b” elemét, akkor azt

mondjuk, hogy az ,,A”-beli ,,a”clemet leképeztiik a ,,B” beli ,,b”hez.

Jelolés: a—b

Pl.:

A

N

eredeti eleme képelemek

Definicio:

o A leképezés tobbértelmii, ha van olyan eredeti elem, melynek legaldbb 2 képeleme van.

o A leképezés tobb egyértelmii, ha minden eredeti elemnek csak 1 képe van, de van olyan
képelem, amelyhez legaldbb 2 eredeti elem tartozik.

o A leképezés kolesonosen egyértelmii, ha minden eredeti elemnek egyetlen képeleme van
¢s minden képelemnek egyetlen eredetije.

PI.
* /
—e
eredeti elemek KEPEIEM B2 t5bbértelmil leképzés.
* !
i
eredeti elemek kepelem

Tobb-egyértelmii leképezés.
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‘: Y E ~
-— kY o
eredeti elemek kepelem K lesonosen-egyértelmil leképezés.

Az egyértelmii leképezéseket szokas fiiggvényeknek nevezni.

eredeti elemek képelem

A fenti leképezés felfoghat6 igy is, mint elem-parok halmaza.
Az elem-par 1. eleme az eredeti elem, a 2. pedig az eredeti elem képeleme.
Vagyis a fenti leképezésiink a kovetkezé halmaznak felel meg.

F={(24); (5.7); (9.12)}

De AXB ={(2,4); (2,7); (2,12); (5, 4); (5, 7); (5, 12); (9, 4); (9, 7); (9,12)}
A fiiggvények:
Definicio: X és Y legyen 2 nem iires halmaz. Az X halmazon értelmezett, Y halmazbeli

értékeket felvevo T fiiggvényt, akkor tekintjilk adottnak, ha az X halmaz minden egyes
eleméhez hozza van rendelve az Y halmaznak pontosan egy eleme.

Ertelmezési tartomany: X halmaz. Jelolése: D¢
Képhalmaz: Y halmaz
Ertékkészlet: f(X) fiiggvényértékek halmaza Jelolése: R¢

Valos fiiggvény: az értekkészlete valos szamokbol all.
Egyvaltozos valos fiiggvény: az értelmezési tartomanya is valos szamokbol all

Természetes értelmezési tartomany: Az f fiiggvény értelmezési tartomanya a valos
szamoknak az a leghbovebb részhalmaza, amelynek pontjaiban a fiiggvény hozzarendelési
utasitdsainak értelme van

A fiiggvények megadasa:

1.  Felsoroljuk a fiiggvényekhez tartozé elem-parokat

PL:F={(0,0); (1.2); 24)} &3)

Ezt tdblazatos formaban is megtehetjiik.
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2. Képzési szabalyt adunk meg.

Jelolésiik: f: A—B
Az f fiiggvény az A halmazt a B-be képezi le.”

xe A; f(x)eB
X—1(x); f(x):szabaly

Az A-beli x a B-beli f(x) eleme (tehat x képét f(x)-szel jeldljik.)

Pl.. A=B=R

F:R—-R  f(x) =2x+5

Tehat f a valos szamok halmazat képezi a valos szdmok halmazaba gy,
hogy x képe a 2x+5 lesz.

Megengedett még az: x—2x+5 jeldlés is.

Fiiggvények jelolése:
y =x? —0< X< o
f(x) = x? xeR
f. xeR X — x°
f: xeR f(x) > x°

A fiiggvények abrazolasa:

Legyen adott f: A—B fiiggvény (x—T(x)).

Az abrazolasa Descartes-féle koordinata rendszerben torténik.

A fiiggvény minden egyes (X, f(x)) elem-parjahoz hozzarendeljiik a sik 1 pontjat oly
moddon, hogy a pont 1. koordinataja x legyen, a 2. koordinatdja pedig f(x).

Pl. f: R—=R f(x) =2x-1

¥

[ ..., (2,307 a porta flgovénynek is
pantja lesz, mert 3=2x2-1

n
| N I I I [ I N |

5 ¥
A fiiggvények tulajdonsagai
1. Monotonitds:
Definicio: legyen adott f: A—B (A, B<R)
Az f fiiggvény
Monotonon noévekvd, ha ¥ x;>X; esetén f(x2) > f(x1) (X1, X2€R)
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Szigortian monotonon névekvd, ha ¥ X,>X;

Monotonon csokkend, ha ¥V Xo>X; esetén f(x;) < f(x1)

Szigortian monoton csokkend, ha vV Xp>X1 esetén f(xp) < f(Xy)

esetén f(x2) > f(X1) (X1, X2€ER)
(X1, X2€R)

(Xl, X2ER

o

I% 3 B
I fal
LI IlI

x . Ky . -
' "1 monotonon nd I % szig.mon.nd
K 1 monotonon cadkkend "\Szig.mun.csﬁkkenﬁ
Ll | L 1 L1 L1l 1 P Ll 1 1 ||
L \'\-\_I\_\I_. LI I B B N LB LB Lo A

Megjegyzés: a fiiggvények monotonitdsanak vizsgalatat leszlikithetjiik az A halmaz egy-egy

részhalmazara is.
Pl.:

~J

vizzzintes

X

(-o0, 2)-on szigortian monotonon csdkken
(2, +oo )-ig monotonon nd

2. Szélsoerték:

Definicié: legyen adott f: A—B (A, B CR). Az f fiiggvénynek az A; C A halmazon
Lokalis maximuma van, ha van olyan ,,a” €A;-nek, hogy Vv x€A esetén f(a)> f(x)

Lokalis minimuma van, ha van olyan ,,b” €A;-nek, hogy V X€A; esetén f(b)< f(x)

A ffiiggvénynek az A halmazon:

Globalis maximuma van, ha van olyan ,,a” €A,
hogy V x€A esetén f(a)> f(x).

Globalis minimuma van, ha van olyan ,,b” €A,
hogy V x€A esetén f(b)< f(x)
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lakalis maximum

\/ <, Ca .

lakali= minimum

dgloka&lis minimum

A C; helyen lokdlis minimuma van a fiiggvénynek,
mert az f(x) csak 1 részhalmaz (pl. (-o0, 0)-n) a legkisebb).

A C; helyen a fliggvénynek a globalis minimuma van,
mert f(C,) az egész A halmazon a legkisebb.

A Cj helyen lokalis maximuma van a fliiggvénynek, globalis maximuma nincs a
fliggvénynek.

Megjegyzés: Egy szélsdértéknek van helye és értéke.

globalis minimuma van
%x=2 helyen

Ertek y=1 érteken

hiely

3. Korlatossag:

Definicié: legyen adott f: A—B (A, BE R)
Az f fiiggvény feliilrdl korlatos, ha van olyan K1 €R szadm, hogy V x& A-ra Ki> f(x)

Az f fiiggvény alulrol korlatos, ha van olyan Ko€R szam, hogy V X& A-ra K< {(x)
Az f fiiggvény korlatos, ha alulrdl is és feliilrdl is korlatos

Lathato, hogy ez a fiiggvény alulrol korlatos, de nincs globalis minimuma

14



4, Zérushely:
Definicié: Az f: A—B (A, BE R) fiiggvénynek az x €A elem zérushelye, ha f(x) = 0.

Megjegyzés: a koordinata rendszerben ott van a zérushely, ahol a fliggvény elmetszi a
vizszintes tengelyt.

S. Parossag, paratlansdag:

Definicié: az f A—B (A, B CR).

A fliggvényt parosnak nevezziik, ha VXEA esetén f(x) = f(-x).
A fliiggvény paratlan, ha VXEA esetén f(x) = - f(-x).

Megjegyzés: megadhatd olyan fliggvény, amely se nem paros, se nem paratlan.
A péros fiiggvények a fiiggdleges tengelyre szimmetrikusak,

a paratlanok pedig a koordinata rendszer kozéppontjara.
PL.:

paros figgwany pératian flgowény

A kozépiskolabol ismert elemi fiiggvények

Elséfoku fiiggvény vagy linearis fiiggvény.
Jellemzése: f: R—R

f(x)=ax+Db a,beR
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adn

pozitse 3.

N X
Ds. R vagy X€R vagy x&€]-o0, oof
R¢: ha az ,,a” nem egyenld 0, akkor EK az R-rel lesz egyenld.

Ha az ,,a” nullaval egyenld, akkor ,,b”’-nek a halmaza.
Zérushely: olyan x, amire az f(x) 0-val egyenldé / axtb=0 /-b

Monotonitas:
1. szig. monoton. né
2. szig. monoton csokkend
3. monoton.
Szélséérték: a=0 esetén globalis maximum és minimum.
Korlatossag:
1. nem korlatos sem alulrél, sem feliilrdl a fiiggvény
2. nem korlatos sem alulrél, sem feliilrdl a fiiggvény — nem korlatos fiiggvény.
3. korlatos fiiggvény, mert alulrél és feliilrdl is korlatos.

Parossag, paratlansag: a+=0, ha b nem nulla
ha az a+#0 és b=+0, akkor paratlan fliggvény
ha a=0 és b+0, akkor paros a fliggvény

Masodfoku fiiggvény
Jellemzése: f: R—R , f(x) = x?
DsR
Ry: 1(x)>0 vagy [0,00[
Zérushely: f(x) =0 x?=0 x=0 —a zérus hely a 0
Monotonitas:
ha Xx&€]-90,0] szig. monoton. csdokken x<0
ha Xx&[0,0[ szig. monoton n6 x>0
Szélsoérték: Globalis minimuma helye x=0, értéke f(x) =0
Korlatossag: alulrol korlatos a fiiggvény, feliilrél nem korlatos, ezért dsszességében ez

a fiiggvény nem korlatos
Paritas: paros fliggvény
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2 Rl 1 5 o7 09 11 137
1.1, dbra 1.2. dbra
A parabola A parabola egy szakasza
y
0,1 y=x
03 02 -0l | 01. 02 03 *

1.3. dbra
A parabola csticsa kériili része

Abszolut érték fiiggvény:
Jellemzése: f(x) :ﬁ X |
Ha x > 0, akkor x
Ha x < 0, akkor -x

N

Ds: {R}

R f(x) > 0; Joo, 0]

Zérushely: x =0

Monotonitas:

]-o0, 0] — szigoruan monoton csokkend

[0, +oo[ - szigoran monoton novekvd

Szélséérték: globalis minimum x = 0, f(x) =0

Paritas: paros fliggvény

Korlatossag: csak alulrdl korlatos, ezért a fliggvény nem korlatos.

Megjegyzés:

Az abszolut érték fliggvény esetén az f(x) helyett | x | jelolés is szokas ABS (x)

Egy szam abszolut értéke egyenld a szamnak a szamegyenesen a 0-t6] valo tdvolsagaval (ha
az 1 egységnyi tavolsaga volt).
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Egészrész fiiggvény:
Jellemzése:
f(x) = [x] = az egészrész egyenld az x-nél nem nagyobb egészek koziil a legnagyobbal.

Ds: {R}

Rs: {Z}

ZH: az x eleme [0, 1]

Monotonitas: monotonon novekvo fliggvény
Szélsoérték: keZ

[k,k+1[ minden pont lokalis minimum és maximum
]k, k+1[ lokalis minimum

Paritas: nem paros és nem is paratlan
Korlatossag: nem korlatos fliggvény

Tovabbi elemi fiiggvények

3.1.2. RECIPROK FUGGVENY

f)=y=— xe R-{0}
Ry =R-{0}
y“
11
1 B %
-1
3.2.4bra
Reciprok fiiggvény
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3.7. abra
Exponencialis- s logaritmusfiiggvény

Az 3.7. 4bran a késobbiek folyaman fontos szerepet jitszé e alapl
exponencidlis és logaritmus fiiggvény lathaté. Gyakori el6forduldsuk miatt
vezessiik be a kovetkezd jelléseket:

exp, (x)=exp(x)=¢*, log,(x)=In(x).
Az e alapi logaritmust természetes logaritmu:snak nevezziik.

Az alapmiiveletek segitségével fiiggvényekbdl ujabb fiiggvényeket allithatunk el

DEFINICIO. Adott fés g fiiggvények f + g Gsszegén, f — g Kiilonbségén,

f - g szorzatin és -g- hinyadosan a kovetkez fiiggvényeket értjlik:
(7 + 2)x)=7(x)+ g(x) xeD; D,

(f - 8)x)= £ (x)-g(») xeDy D,

(f - g)x)=f(x) glx) xeD, N D,

{ﬂb&% xeDy Dy \fx|g(x)=0}.

Az algebrai miiveleteket kombindlva a fentieknél jéval bonyolultabb
szerkezetl 0j fiiggvényeket is létrehozhatunk. Ekozben tetszbleges szamu
ismert fiiggvényt és tetszbleges szamu alapmiiveletet felhasznéalhatunk.

Osszetett fiiggvény, inverz fiiggvény
Definicio: Az fkiilso és g belso fiiggvényekbdl Gsszetett fiiggvényen értjiik azt a h
fiiggvényt, melynek értelmezési tartomanya az 6sszes olyan x € Ds pontokbol all, melyre a

g(xy € Ds teljesiil és az ilyen x-re  h(x)=f(g(x)).

Jelolése:h="fog
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Definicio: Ha f egy kolcsondsen egyértelmii fiiggvény, akkor inverz fliggvényének
nevezziik azt az f * —gyel jelolt fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya: Dfl = Rf és
f 1 (f(x))=x, xe Dx

Megjegyzés:
Nem minden fliggvénynek Iétezik inverze, csak a kdlcsondsen egyértelmi
fliggvénynek lesz inverze.
Az inverz fiiggvénynél az eredeti fliggvényhez képest az eredeti és képelemek helyet
cserélnek.
Tulajdonségok:
1. Ha az f figgvény szigoraan novekvo, akkor inverze is szigortian ndvekvo
2. Ha az f fliggvény szigortian csokkend, akkor inverze is szigortian csokkend
3. Az f fiiggvény és f ! inverz fiiggvény tartomanyai felcserélddnek:
D(f) = H(f 1)
H () =D(f™)
pl.: f:y = 2x + 3 — egy-egyértelmd;
X = 2y+3 — szigortian novekvd => felcseréljiik az elemparokat

fliy= %X —g - kifejezziik az y-t

4. Az f figgvény és inverzének grafikonja a derékszogli koordinatarendszerben
egymasnak tiikorképe az y = X egyenlettel megadott egyenes szerint.

W=5

f'l

I f, ()=xL
£ =

Y=

Mivel az inverz fiiggvény képzésekor a vizszintes tengely (eredeti elemek) és a
fliggdleges tengely (képelem) helyet cserélnek, ezért fés 1 az y = x egyenesre
szimmetrikusak lesznek.

Feladat. Egy négyzet teriilete 9 m®. Mekkora az oldala
T=da 3?=9 a=3

Mekkora a négyzet oldala, ha a teriilete 10 m*?

Meg kéne keresniink azt a szamot, aminek a négyzete 10.

Ismerjiik a fliggvény értékét, keressiik azt a helyet, ahol felveszi ezt
az értéket.

1FH

b=

L
¥
o




4y

=T

[~

1

vt

a négyzetfiiggvény értelmezési tartomanya a sziikités utan:

|t
-
1

)
'

0
SZE : min(0;0)

SZMN

ET: x>0
EK:y>0
ZH: x

Az eldzd fiiggvény grafikonjat az y=x egyenesre tiikrozve kapjuk

meg a négyzetgyok fiiggvényt!

Elemzés:

——
> o
Al N
> -
x o
- o
=1
_lw v w © £t
x > I g
X +« +«I N N
- 0O X N O »n
N L
1 1 1 1 1 1
I N P AP R R [ p—
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
A SRV M D N - -1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
oL O B L
I o3 o
RN N [ 1 TP I A [ P}
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
PR DR (I [ _———l -1
1 1 1 1 ] 1
1 1 1 1 1 1
TN WS RS VOO | ul
1 1 1 1 1
Eall | | | -
)l 1 1 1 1 [ 1
| | (I ] | |
1 1 1 1 1 1
S RSO VU SRR I SR [ -
1 1 [] 1 1 []
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
[ R [ U S R — - -1
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A fiiggvények kiilonboz6 tulajdonsagai alapjan az osztalyozas:

. korlatos fiiggvények

. monoton fiiggvények

. periodikus fiiggvények

. paros és paratlan fiiggvények

. folytonos és szakaszosan folytonos fiiggvények
. konkav és konvex fiiggvények

. integralhato fiiggvények

Fiiggvények abrazolasa transzformacioval

Adott f: R—R fiiggvény és a, b, c€ R és 3 valos szam (a+0)
g(x) = af(x+b)+c. Ekkor a g fliggvény képét az f fliggvény képébol ugy kapjuk, hogy
elvégezziik a kdvetkezd transzformacidkat az f fiiggvény képén (sorrend fontos).
1. 1épés: folvessziik az f fiiggvény képét
2. lépés: az f fiiggvény képét eltoljuk az x tengely mentén b-vel
3. 1épés: ha az a>0, akkor a-szorosra nytjtas a fliggéleges tengely mentén,
ha az a<0 (negativ az a), akkor a-t abszolut értékére kell nytjtani és tiikr6zni
a vizszintes tengelyre
4. Iépés: eltolas c-vel a fliggdleges tengely mentén

Példaul
g(x) = 2(x+3)2-5

f(x) =x? fiiggvénybdl indulunk ki:
1. Iépés: folvessziik az alapfiiggvényt az f fiiggvény képét: f(x) =x?
2. lépés: ,,b” szerinti transzformacid eltolas b-vel: 3-mal az x mentén (eldjelet kell
valtoztatni)
3. 1épés: ,,a” szerinti transzformacid nyujtas 2-szeresére a fliggdleges tengely mentén
4. 1épés: ,,c” szerinti transzformacio eltolas 5-tel a fliggbleges tengely mentén

Tobbvaltozos fiiggvények

A valosagban egy-egy gazdasagi mutatot tobb tényezd is meghatarozhat, tobb tényezotdl is fligg.
Ezt matematikailag un. tobbvaltozods fliggvény segitségével tudjuk leirni:

Pl. egy orabéres dolgoz6 havi munkabére (B) fligg attol, hogy hany 6rat dolgozott (x) €s

hany Ft az orabére (y).

B=xy vagy B(x,y)=xy alakban irhato fel

Pl. A vallalatnal az 6rabérek 500 és 2000 Ft kozott vannak; a ledolgozott 6rak pedig 100 és 200
kozott.

A kétvaltozos fliggvény értelmezési tartomanya részhalmaza azon (x,y) elemparok halmazanak,
melyeknél 100 < x <200 és 500 <y <2000
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A rendezett (a,b) szdmparok halmazat, ahol acA és beB  AxB halmaznak ( A és B halmaz
Descartes féle szorzatanak) nevezziik.

RxR halmaz elemei a sik pontjai. RxR halmazt jelohetjiik R? tel.
az RxRxR halmaz elemei rendezett szamharmasok, a tér pontjai. RxRxR = R®

R" halmaz elemei pedig rendezett szam n-esek. (X1, Xo, ....... Xn)

Példa:
Tobbvaltozos masodfoku fiiggvény
Kétvaltozos eset:

Y=a+b X;+c X,+d X12+e X22+f X1 X5
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SOROZATOK

wsuf

Definicié: A végtelen szamsorozat olyan specidlis fliggvény,
amelynek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza, vagy annak részhalmaza,
fiiggvényértekei pedig valds szamok.

Specialis jeldlése: ha neN, akkor f(n) helyett az a, jeldlés is hasznalatos

Megadasi médok:

pl.: altalanos taggal, szoveges utasitassal, stb.

Altalénos taggal torténd megadas.
Megadjuk a szabalyt, hogy az N természetes szamhoz mit rendeliink hozza.
Pl.: a,=

Rekurzioval torténé megadas.
Azt adjuk meg, hogy a sorozat valamely tagjat, hogyan kell meghatarozni az el6z6 tagok
ismeretében.

Elemek megaddasaval.
A sorozat elején megadunk néhany elemet.

Abrazolasa, szemléltetése:

sikbeli koordinatarendszerben, szdmegyenesen.

A sorozatok tulajdonsagai
Monotonitas
- monoton novo (csokkend) , ha an<an+l,

Korlatossag
- korlatos, alulrél korlatos, feliilrél korlatos

Konvergencia
Hatarérték

Definicio Az (a,) sorozat hatarértéke A szam, ha minden €>0 szamhoz 1étezik
olyan kiiszobszam, amelynél nagyobb sorszamu tagjai a sorozatnak mar mind
beleesnek az A € sugaru kornyezetébe.

(an-nek az A-tdl vett eltérése kisebb, mint €).

Egy sorozatnak legfeljebb egy hatarértéke lehet.
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Nevezetes sorozatok:

Szdamtani sorozat
Definicié: az olyan sorozatot, melyben a szomszédos tagok kiilonbsége allando érték
szémtani sorozatnak nevezziik. A 2 szomszédos tag kiilonbségét a sorozat differencidjanak
vagy kiilonbségének nevezziik. Jele: d

legyen adott egy a, szamtani sorozat, amelyeknek kiilonbsége d.

an = ap-1 Td (ez a rekurziv megadasa a sorozatnak)
an = a;+(n-1)d (ez a szaballyal torténé megadasa a sorozatnak)
6;10;14;18;22...... (elemek megadasa)

Meértani sorozat
Definici6: az olyan sorozatot, melyben a szomszédos tagok hanyadosa allando érték,
mértani sorozatnak nevezziik. A 2 szomszédos tag hanyadosat a sorozat hanyadosanak
nevezzik.
Jele: q (quotiens)

legyen adott egy a, mértani sorozat, melynek hanyadosa q-val egyenl6:

an = an-1- q (ez rekurziv megadas)

an = a1-0" " (ez szaballyal torténé megadas)

2; 4, 8;16.. (elemek megadasa)

Fibonacci sorozat
Definicié: ha a;=1, az 1 tovabbé az a, = a,.1 + an-2
A sorozat elemei: a; =1
a =1
=t a, =3
u=at+az=4
as=az+as=5 sth.

Nevezetes tételek szamsorozatokra

A hatarérték unicitasi tétele
Barmely sorozatnak legfeljebb egy hatarértéke lehet.

Konvergens sorozat korlatossagara vonatkozo tétel
Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos is. (nem megfordithato.)

Monoton és korlatos sorozat konvergencia tétele
Ha egy sorozat novekvd és korlatos, akkor konvergens is, és hatarértéke a sorozat
fels6 hataraval egyenld.

Ha egy sorozat csokkend és korlatos, akkor konvergens is, €s hatarértéke a sorozat
als6 hataraval egyenld.

MONOTON, KORLATOS SOROZAT KONVERGENS. (nem megfordithato)
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Miiveletek konvergens sorozatokkal

Korlatos ¢és 0-hoz tart6 konvergens sorozat szorzatara vonatkozo tétel.

Konvergens sorozatok dsszegére, szorzatara és hanyadosara vonatkozo tételek.

lim (a, + b, )=A +B
lim(a,.b,)=A.B

B = 0. akkor Iima—“:é
b B

n

Nevezetes sorozatok és hatarértékeik

1. q" tipusu sorozat

limq" =

n—ow

o ha q>1
1 ha gq=1
0 ha |g|<1

nincs ha gq<-1

2. Euler tipusu sorozatok

3. Polinomok hanyadosanak hatarértéke

Megoldas: kiemelés, egyszeriisités, miiveleti szabalyok alkalmazéasa

Tagabb értelemben vett hatarérték

Az a, sorozat tagabb értelemben vett hatarértéke plusz (minusz) végtelen, ha minden
P € R" szamhoz létezik olyan ng € N*kiiszobszam, amelyre fennall, hogy
han>ng, akkor a, >P (a,<-P)

Az a, sorozatot tagabb értelemben konvergens sorozatnak nevezziik.
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Tovabbi miiveleti tételek tagabb értelemben vett hatarértékre

Ha a, —» oo és a, = 0, akkor i—>0
a

n

Hab, >0 ésb,>0, akkor bi—mo

n

Ha a, — o« és C,—c, akkor pozitiv ¢ esetén (an Cn) — oo
negativ C esetén (a, Cn) — - oo

Végtelen sor: fogalma; végtelen mértani sor.

Ha a végtelen szamsorozat tagjait az 6sszeadas jelével kapcsoljuk 6ssze, akkor egy végtelen sort
kapunk.

Pl. mértani sorozat tagjait 6sszeadva, kapjuk a végtelen mértani sort

A sorok olyan specialis sorozatok, melyek mas sorozatok részletdsszegeiként allnak eld.

n
PI. legyen a, sorozat; tekintsiik az Sn:Z a; 1 sorozatot.
i=1

pl. S,—>beR, akkor azt tigy is mondjuk, hogy a Zan 2 sor konvergens, sszege=b
n=1

ha az S, sorozatnak +oo a hatarértéke, akkor a sordsszeg plusz végtelen azaz:

Végtelen sorozatokat 6sszegziink, €s azt nézziik, mikor van ennek értelme,

mikor mondhatjuk hogy egy sorozatnak ez vagy az a szam az Osszege,

mikor mondhatjuk azt, hogy a sorozatnak plusz (vagy) minusz) végtelen az dsszege, és
mikor kell azt mondanunk, hogy a sorozatnak nincs 0sszege:

Definicid: A > a, végtelen sor konvergens és 6sszege az A valds szam, ha az sn sorozat
konvergens és hatarértéke A.

Jelblés: ian

n=1

Tétel: A végtelen mértani sor akkor és csak akkor konvergens,

ha ‘C]‘ <1, ésekkor S =i
1-q
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Példa:

. 3 3 3
03=—+—+—+...
10 100 1000
a = 3q-t
710" 10
3 3
g_ 10 _10_3_1
21 9 93
10 10

Konvergenciakritériumok:

1
— konvergens, ha o >1.
k(l

[Ms

Hiperharmonikus sor:

=
1]
LN

Leibniz-kritérium:

Z(—l)k -8, Un. alterndlé sor feltételesen konvergens, ha lim @, =0, és @, monoton csdkkend.
k—0

Hényadoskritérium:

. la konvergens ha A<1
lim B2/ 5 = Ya oo

koo @ divergens ha A>1

I. Néhany nevezetes sor osszege:

1) 21:1+1+1+...:oo (harmonikus sor)
ok 2 3

2y Sertom i o
) k 2 3
- ok 1 A

3) Zq =—— ha |q|<1 (mértani sor)
k=0 1-q
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FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

A fiiggvénytulajdonsagok csoportjai:

lokadlis tulajdonsdgok (pl. ilyen az eldjel valtdsa),
amikor elég a fliggvényt egy adott pont barmilyen kicsi kdrnyezetében ismerni

globalis tulajdonsdgok (pl. mononoton novekszik)
amikor a figgvényt valamely intervallumban vagy nem egyelemi halmazon kell
ismerni

Fiiggvény hatarértéke véges helyen

Legyen az f fiiggvény az xo € R valamely kdrnyezetében (esetleg xo-t kivéve)
értelmezve. Akkor mondjuk, hogy az f fliggvénynek az xo helyen a hatarértéke
az A € R szam, ha minden olyan (x, ) szdmsorozat esetén,

amelyre lim x, =Xo: Xn # Xo Xne€ Df igaz, hogy limf(x,)=A

Jelolések: lim f(x)=A  vagy Ilimf(x)=A

X—>Xg

Jobb- és baloldali hatarérték fogalma

Legyen az f fiiggvény az xo € R valamely jobb oldali (bal oldali) kdrnyezetében
(esetleg xo-t kivéve) értelmezve.
Akkor mondjuk, hogy az f fliggvénynek az xo helyen a jobb oldali (bal oldali)

hatarértéke
az A € R szam, ha minden olyan (x, ) szamsorozat esetén,

amelyre lim X, = Xo .
Xn>Xo Xn<Xo): Xn€ Dt igaz, hogy limf(x,)=A

Jelolések (jobb oldali): im f(x)=A vagy lim 0f(x) =A

I
X—>Xg

Az f fiiggvénynek akkor és csak akkor létezik a hatdrértéke az xopontban, ha ott létezik a
bal oldali hatarértéke is, a jobb oldali hatdrértéke is, és ezek egymdssal egyenldk.

Fiiggvény folytonossaga
Legyen f az xo pontban és egy kdrnyezetében értelmezett!

Az f fiiggvény az X, pontban akkor folytonos, ha ott 1étezik a hatarértéke, és az

egyenld az Xo-beli helyettesitési értékkel, azaz lim f(x) = f(a).

wsuf 29



wsuf

Ertelmezhet6 féloldali folytonossag is!

Ha az xo pontban értelmezett f fliggvénynek a bal oldali hatdarértéke létezik és az
egyenld a helyettesitési értékkel, akkor balrél folytonosnak,

ha jobb oldali hatdrértéke létezik és az egyenld a helyettesitési értékkel, akkor
jobbrol folytonosnak nevezziik ott.

Az f fiiggvényt folytonos fiiggvénynek nevezziik, ha értelmezési tartomanyanak
minden pontjaban folytonos.
Szakadasi hely fogalma:

Haf fliggvény az Xo pontban nem folytonos, de az x, -nak van olyan kdrnyezete,
melynek minden mas pontjaban folytonos, akkor Xo pontot, az f fiiggvény
szakadasi helyének nevezziik.

Hatarértékre vonatkozo miiveleti tételek

= Legyen f és g két fliggvény.
Ha f-nek és g-nek is 1étezik a hatarértéke Xo pontban, akkor a két fiiggvény
Osszegének, szorzatanak és hanyadosanak is 1étezik hatarértéke xo pontban.
(Hanyadosnal a nevez6 nem lehet nulla feltételre is, figyelni kell!)

Iixm (fx)+ g(x))= IiXm f(x) + Iixrn g(x)
Iixm (f(x)g(x) )= IiXm f(x) Iixm g(x)
lim f(x)

lim ) _
< 900 Mg

és lim g(x) =0

= Osszetett fiiggvény hatarértékére vonatkozo tétel.
Legyen f és g két fiiggvény, és legyen g-nek hatarértéke xo helyen B,
valamint Iétezzen, Xo-nak olyan K < Dy kornyezete, melyben g(x) # 0, ha
X# Xo.

Tegyiik fel, hogy f —nek létezik a hatarértéke a B pontban.
Ebben az esetben az f o g Gsszetett fliggvénynek is van hatarértéke az Xo
pontban: lim f(g(x))= Iig1 (x)

Folytonos fiiggvényekre vonatkozo miiveleti tételek

= Ha f és g is folytonos X, pontban, akkor a két fliggvény Osszege, szorzata és
hanyadosa is folytonos Xo pontban. (Hanyadosnal a nevezé nem lehet nulla
feltételre is, figyelni kell!)

= Ha a g fiiggvény folytonos Xo pontban, és f fliggvény folytonos a g(Xo)
pontban, akkoraz fog Osszetett fliggvény is folytonos az X pontban.

Tétel: A valos szamok halmazan értelmezett, f(x)=c és  f(x)=x
fiiggvények mindeniitt folytonosak.
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Tétel: A polinom fiiggvények, a racionalis tortfliggvények, az exponencialis
fliggvények ¢€s logaritmus fliggvények folytonosak az értelmezési tartomanyuk
minden pontjaban.

Zart intervallumon folytonos fiiggvények

Definicié: az f fliggvény folytonos valamely zart intervallumon, ha az intervallum
minden belsd pontjaban folytonos, a végpontokban pedig jobbrol, ill. balrol
folytonos.

Tétel: Zart intervallumon folytonos fliggvény felveszi a szélséértékeit.
Bolzano tétel: Zart intervallumon folytonos fiiggvény felveszi a kozbiilso értékeket.

Fiiggvények hatarértéke a végtelenben

Legyen f fiiggvény valamely K e R-nél nagyobb szamokra értelmezve.
Ha barmely x, > o (X, €Dt ) esetén f(x,) — A, akkor a fiiggvénynek a plusz
végtelenben a hatarértéke A szam.

Jel6lése: limf(x)=A vagy Ilimf(x)=A

Tagabb értelemben vett hatarérték

Legyen f fiiggvény az Xo € R valamely kdrnyezetében (esetleg Xo-t kivéve)
ertelmezett. Az f fuggvénynek Xo helyen a plusz végtelen a hatarértéke, ha barmely X,
sorozat tart az Xo-hoz (X, € Ds és Xn # Xo )

Jelolése: lim f(x) =00 vagy lim f(x)=o

Poluspont
Az f figgvénynek xo a szakaddsi pontja és Iim| f (X)| =0, akkor az xo pontban a
Xo

fliggvénynek azt mondjuk, hogy podluspontja van.

Nevezetes tételek a fliggvény hatarérték meghatarozasahoz:

.1 .1 o1
lim ==0 lim ==-o lim ==+
X—>+0 ¥ x—>-0 X x—>+0 X
lim x°=oo lim x%=0
X—>400 0
lim e*=w lim e*=0
X—>+00 X—>—00
1 . 1
X—>+0 ¥ X—>—0 ¥

lim sin x nem 1étezik hatarértéke
X—>+0
. sinXx
lim ——=1
0 X
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X

. e -1
lim
0 X

=1

Tagabb értelemben vett hatarérték:

Iign f(x)=+ o0 Iign f(x)=-0
lim f(x)=+co lim (x)=-co0
Im f(x)=+ Ie![rg f(x)=-0
XILrpw f(x)=+ o0 XILrpw f(x)=-0
XILrpw f(x)=+0 XILrpw f(x)=-00

L’HOSPITAL-szabaly:
f és g fiiggvények differencialhatok egy xo pont kdrnyezetében és a g’(x)# 0

ha lim f(x)=0 és lim g(x)=0 vagy lim f(x)= oo és lim g(X)= o,
és lim ) -p
=% g (X)

akkor lim E:A
X—Xg g(x)

Gyakorlati tanacsok fliggvény hatarérték megallapitashoz, néhany konkrét esetben

Végtelenben : A hatarérték vizsgalata megegyezik a sorozatoknal tanultakkal, de
az eldjelre figyelni kell!

Véges helyen :  Behelyettesitéssel meghatarozzuk a fliggvény értékét az ,,a”
helyen, vagyis az f(a)-t.

A behelyettesitéskor problémas esettel is talalkozhatunk:

Q0 . , ree
’ 6 ” vagy . — > alak: Ilyenkor szamlalot és nevezot is szorzatta alakitjuk,
o0

majd egyszerisitiink, ha lehet.
Tovéabba: L’ Hospital szabaly alkalmazasa

"y ” alak: Ebben az esetben jobbrol, balrol kozelitéssel vizsgaljuk a fiiggvény

hatarértékét az adott pontban.
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DIFFERENCIALSZAMITAS

wsuf

|

Differenciahanyados fiiggvény

f(x)- f(a)

X—a

szelo = tg aszelo

Differenciahdnyados fiiggvény fogalma:

Legyen az Xo az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy pontja, €s a fliggvény legyen
értelmezve legalabb egy Xo - tol kiilonb6z6 pontban.

- d(X)= f(X)— f(XO)

tg aszelb’ - X — XO

szelo

A d(x) fiiggvényt az f fliggvény Xo  ponthoz tartozo differenciahanyados (kiilonbségi
hanyados) fliggvényének nevezziik.

Differencialhanyados fiiggvény

_iim fX)-1(@) _ ' (q)
x>a  X—a

er inté = tg aer inté

Definicio: az f fliggvény differencialhaté az értelmezési tartomanyanak egy ,,a ” belso
pontjaban, ha differenciahanyados fiiggvényének az ,,a” pontban van véges hatarértéke.
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Intervallumon differencialhaté fiiggvények

Az f fiiggvény differencialhaté egy nyilt intervallumon, ha a nyilt intervallum minden
pontjaban differencialhat6.

Derivalt-fiiggvény fogalma;
(differencialhdnyados fiiggvény, derivalt)

Azt a fliggvényt, amelynek értelmezési tartomanya az f fliggvény értelmezési tartomanyanak
nem iires A részhalmaza, ahol az f fliggvény differencialhato, és az értelmezési tartomany
minden pontjahoz az f e pontbeli differencialhanyadosat rendeljiik f derivalt —
(differencialhanyados-) fiiggvénynek vagy csak derivaltjanak nevezziik.

Jelolése: ©©

LI EL{CO R

o X=X,
Jobb- és baloldali differencialhanyadosok;

Legyen az f fliggvény az Xo pontban és annak jobb oldali (és bal oldali) kdrnyezetében
értelmezve.

Ha az f fiiggvény az X, ponthoz tartozé differencialhanyados fiiggvényének az xo pontban
1étezik jobb oldali (és bal oldali) véges hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
jobbrol (balrél) differencialhaté az X, pontban, és a szamot az f fliggvény X ponthoz
tartozo jobb oldali (és bal oldali ) differencialhanyadosanak nevezziik.

i (0= 10g) i (00— (%)
Xo+0 X — XO %o—0 X — XO

Zart intervallumon differencialhatonak mondjuk az f fiiggvényt, ha a belsé pontokban
differencialhat6 és a végpontokban jobbrol illetve balrdl differencialhato.

Legyen az f fliggvény az értelmezési tartomanyanak Xgbelsé pontjaban differencialhato.
Az T figgvény grafikonja (Xo. f(Xo) ) pontjaban huzhato
érintd iranytangense egyenlé: f*(xo).

Az érint6 egyenlete: e(X)= f(Xo)+ f*(x0)(X- Xo)

A folytonossag ¢és differencialhatosag kapcsolata

Ha az f fliggvény differencialhato az  Xo pontban, akkor folytonos is ebben a pontban.
A tétel nem megfordithato!!!

A differencidlhatosdgnak a folytonossag sziikséges, de nem elégséges feltétele.

Elemi fiiggvények derivaltjai

konstans fiiggvény: 7

hatvany fiigevény:
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Exponencialis fiigovény:

!

oo

!

(ax) =a‘-Ina

Logaritmus fiiggvény

(In x)' :i

Differencialasi szabalyok

!

(log, x) =

1
x-Ina

Feltétel: f és g fliggvények legyenek differencialhatok valamely X, pontban

Fiiggvény szam-szorosanak differencialasa

!

(c-f(x)) =c-f'(x)

Osszeg-, kiilonbség fliggvény differencialasa

Osszetett fliggvény derivaltja

(f(g(x)) =
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Fuggvényelemzés

Fiiggvények tulajdonsagai:

Korlatossag

A fiiggvényt korlatosnak nevezziik, ha értékkészlete korlatos.

Az értékkészlet legnagyobb also korlatja a fiiggvény alsé hatara - infimuma, legkisebb fels6
korlatja a fliggvény felsé hatara - szuprémuma.

Amennyiben az also. ill. felsé hatarok maguk is fliggvényértékek, rendre az abszolut minimum, ill.
abszolit maximum elnevezést hasznaljuk.

Helyi szélsoertékek

Az f(x) fiiggvénynek a-ban helyi (lokalis) minimuma van, ha van az a-nak olyan kornyezete,
amelyben f(a) a legkisebb fliggvényérték.

Az f(x) fiiggvénynek a-ban helyi (lokalis) maximuma van, ha van az a-nak olyan koérnyezete,
amelyben az f(a) a legnagyobb fliggvényérték

Fiiggvény monotonitdsa

Az f(x) fiiggvényt az (a,b) intervallumon névekvének nevezziik,

ha minden x; < X2 (X1, X2 €(a,b)) esetén f(x1) <f(x2) teljesiil.

Az f(x) fiiggvényt az (a,b) intervallumon csokkenének nevezziik, ha minden X3 < Xz (X1, X2 &(a,b))
esetén f(xq)>f( x2) teljesiil.

Amennyiben minden xi, X, €(a,b) esetén f(x1) < f(x2), illetve f(x1) > f(x2); szigori monoton
novekvaonek, illetve csokkendnek nevezziik a fiiggvényt az (a,b) intervallumon.

Fiiggvény konvex, konkav tulajdonsdaga (geometria értelmezés)

Az f(x) fiiggvényt, az (a,b) intervallumon konvexnek nevezziik, ha ehhez az intervallumhoz tartozo
grafikon barmely pontjdhoz tartozoé érint6 a grafikon alatt halad.

A f(x) figgvényt, az (a,b) intervallumon konkavnak nevezziik, ha ehhez az intervallumhoz tartozo
grafikon barmely pontjadhoz tartozo érintd a grafikon felett halad.

Konvex és konkav ivek taldlkozasi pontjat inflexios pontnak nevezziik
A differencialhatosag, a derivalt-fiiggvény fogalmanak megismerés utan:

Monotonitas
* Az (a,b)- on differencialhato f(x) fiiggvény akkor és csak akkor novekvé az (a,b)-on, ha
minden x e(a,b)- re /’(x)> 0. (,,Els6 derivalt pozitiv.”)
* Az (a,b)-on differencialhato f(x) fiiggvény akkor és csak akkor csokkend az (a,b)-on, ha
minden x e(a,b)- re /"(x)<°0. (,,Els6 derivalt negativ.”)

Szélsoertek
Egy fiiggvénynek egy adott, - értelmezés tartomanybeli pontban - (a) csak akkor lehet
sz¢lsdértéke, ha f'(a)= 0.
Sziikséges feltétel a szélsdérték 1étezésére.
(a)-t stacionarius pontnak nevezziik.
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Azt, hogy valoban van-e itt szélséérték, kétféleképpen is el lehet donteni:

1. Monotonitas alapjan, az els6 derivalt eldjelvaltasanak vizsgalataval.

vagy

2. Masodik derivalt elojelének vizsgalataval is kovetkeztethetiink a szélsdértékekre. (Ha
f"’(a) > 0 akkor f(x)-nek a-ban helyi minimuma, /”’(a) < 0 esetén f(x)-nek a-ban helyi
maximuma van.)

/Megjegyzés: Az itt megallapitott szélséértékeket, helyi szélsdértékeknek tekintjiik./

Konvexitas, vizsgadlat
« Egy (a,b)-on kétszer differencialhatd f(x) fiiggvény az (a,b)-on akkor és csak akkor konvex,
ha minden x e(a,b) esetén f”’(x)>0 .
» Egy (a,b)-on kétszer differencialhatd f(x) fiiggvény az (a,b)-on akkor és csak akkor konkav,
ha minden x (a,b) esetén f”’(x)< 0

Inflexios pont
Egy fiiggvénynek egy adott, - értelmezés tartomanybeli pontban - (a) csak akkor lehet inflexios
pontja, ha f”’(a)= 0.
Sziikséges feltétel az inflexids pont 1étezésére.

Azt, hogy valoban van-e itt inflexios pont, kétféleképpen is | el lehet donteni:

1. A konvexitas alapjan, a méasodik derivalt eldjelvaltasanak vizsgalataval.

vagy

2. A harmadik derivalt eldjelének vizsgalataval is kovetkeztethetiink a széls6értékekre. (Ha
f*7’(a) 0-tol kiilonbozik, akkor f(x)-nek a-ban inflexios pontja van.)

Teljes fiiggvényvizsgalat 1épései:

1. Ertelmezési tartoméany meghatarozas, (ha nem jelzik). /Df /
2. Zérushely meghatarozas.

3. Monotonitas, helyi szélséérték vizsgalat

4. Konvexitas, inflexids pont vizsgalat

5. Hatarértékek megadasa a +oo - ben, vagy az értelmezési tartomany végpontjaiban, valamint
a szakadasi helyeken.

6. Ertékkészletének a meghatarozasa. /Rf/
7. Az abszolut (globalis) szélséértékek megadasa

8. A grafikon felvazolasa.
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Fiiggvénydiszkusszio
(teljes fiiggvényvizsgalat)

3

Vizsgaljuk meg az f(x)= X? —3x° +8x fiiggvényt (xeR)!

1. 1épés: Oldjuk meg az f(x)=0 egyenletet — x=0
2. Iépés: felso 3 derivaltfiiggvényét allitsuk eld!

- =x*-6x+8
-7 =2x-6
7=

£ =0 egyenlet megoldésai: 2, 4
£°=0 egyenlet megoldasa: 3

> z€érushelyei az értelmezési tartomanyt részintervallumokra bontjak.
az f* részintervallumokban felvett értékeinek el6jelébol kovetkeztetiink az f fliggvény

monotonitasara:
>0 haxe]-00,2[ és haxe]d,+oo] = az f monoton nd
<0 haxe[2,4] = az f monoton fogy
£°(2)=-2<0 — az f —nek lokalis min van, f(2)=6§
és £7°(4)=2>0 = az f —nek lokalis max van, f(4)=5%

3. 1épés: f’ zérushelye az értelmezési tartomanyt két részintervallumra bontja.
az 7’ részintervallumokban felvett értékeinek el6jelébdl kovetkeztethetiink az f

fliggvény alakjara

7 <0 ha xe]-o,3[ — az f konkav

>0 haxe]3,+o] — az f konvex

£°(3)#0 = az f -nek inflexiés pontja van

4. 1épés: az f folytonos, Di=R, ezért csak a -oo-ben €s a +oo-ben kell vizsgalni
limf=-0 ¢és lim f =400  f-nek nincs abszolut szélséértéke

5. 1épés : f(Ds)=R vagy R=R

X ]-0,2[ 2 12,3[ 3 13,4[ 4 ]4,+o[
f’ + 0 - - - 0 +

f nd Max=6 % fogy fogy fogy Min=5 % né

f Konkav(M) Infexids(6) Konvex(w)
i N R N o C S
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Gazdasagi alkalmazasok

A gazdasagi életben sokszor keriiliink szembe a kovetkezd problémadval: valamit gy kell
megtervezniink, hogy kdzben bizonyos mennyiség optimalis (minimalis vagy maximalis) legyen.
Gyakoriak az olyan kdvetelmények, hogy valamely munkafolyamat a lehet6 legkevesebb idot vegye
igénybe, hogy adott mennyiségii termelés mellett a termékegységre jutd O0sszkoltség minimalis
legyen, hogy adott mennyiségli anyagbol a lehetd legtobb, bizonyos feltételeknek eleget tevo
termék késziiljon stb.

Az ilyen feladatokat szélsdérték-(extrémum, optimum) feladatoknak nevezziik.

A gyakorlati problémabol kiindulva keressiik az f fliggvény szélséértékét az a < x < b feltétel
mellett.

Ez azt jelenti, hogy az adott probléma szempontjabol csak az [a, b] intervallum johet szoba, és itt
érdekel benniinket az f fliggvény maximuma vagy minimuma.

A kozgazdasagtudomany a derivalt fiiggvény elnevezés helyett az egyes fiiggvények

valtozasainak leirasara a hatar terminolégiat hasznalja.

Példaul:

hatarkoltség (x mennyiségl art eldallitdsanak koltségét meghatarozo koltségfliiggvény derivaltja
hatarbevétel(x mennyiségl aru eladasi értékét meghatarozo arbevétel fiiggvény derivaltja)
hatarhaszon (az x terméknek a fogyaszto6 altal megallapitott értékét meghatarozo hasznossagi
fliggvény derivaltja)

hatarprofit (az arbevétel és a koltségfiiggvények kiilonbségeként adodo profit fiiggvény derivaltja)

Mas tipusu feladat:

Az f fiiggvény azt mutatja meg, hogy mekkora lesz a kereslet bizonyos cikkbdl az egységartol
fuggden.
Az egységar I intervallumban valtozhat

Az a egységarhoz tartozoé kiilonbséghanyados-fiiggvény f=-T()
X

—a
az (X - a) arvaltozashoz tartozo6 relativ kereslet-valtozast mutatja meg .
(Egységnyi arvaltozas mekkora keresleti valtozast von maga utan)

A kereslet jellemzésére igen alkalmas mutat6 a
kiilonbséghanyados-fliggvény a pontbeli hatarértéke

(keresleti fliggvény differencialhdnyadosa, a egységar mellett) : lim M.
a X—a

Ezt a differencidlhanyadost az a egységarhoz tartozo6 hatarkeresletnek nevezziik.
Hasonldéan beszélhetiink hatarbevételrdl, hatarkoltségrol, hatarhatékonysagrol.

A kereslet alakuldsanak jellemzésére mas mérdszam is van, példaul az elaszticitas.
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Az elaszticitds megmutatja, hogy 1 %-o0s arvaltozas (vagy jovedelemvaltozas) hany szazalékos
keresletvaltozast okoz.

Az f fiiggvény valamely arucikk keresletét mutatja az egységartol fiiggden,

Df:|,

a.xel.

A d(X): f (X) — f (a)
f(a)

X—a ., -~ . f (.
Az —— hanyados az egységarhoz tartozo relativ arvaltozast jelzi.
a

fliggvény az f(a)-hoz tartozo relativ keresletvaltozast mutatja.

A relativ valtozasok 6sszehasonlitasara képezziik az a e | egységarhoz tartozo fiiggvényt:
f(x)-1(a)
f(a)
h(x) =
(x) 2

a

:f(x)—f(a) a
x—a f(a)

Az ffiiggvény ae |l egységarhoz tartozo elaszticitasan a h fiiggvény a-hoz tartozo6 hatarértékét

erjik: im0 f@) @ o a
a X—a f(a) f(a)

Gazdasagi fiiggvények elemzése

A gazdasagi fluiggvények képletét altalaban tapasztalati uton allitjuk eld, vagyis elemezve a
statisztikai adatokat képet kapunk arrol, hogy a kiilonb6z6 gazdasagi mutatok kézott milyen jellegii
Osszefiiggés all fenn. Kozismert példdul, hogy a raforditas novelésével eleinte lassabban, majd kissé
gyorsabban novekszik a hozam, ami elér egy maximalis értéket és tovabbi raforditds esetén mar
inkdbb csokkenni fog a hozam. Az ilyen tipust Osszefiiggés matematikai leirdsdra gyakran
harmadfoku fiiggvényt alkalmazunk, melynek értelmezési tartoménya értelemszerlien a feladatbol

kovetkezik (x>0).

f(x) = ax®+bx*+cx+d

Df:R+

Kérdés: Hol lesz maximalis a hozam?

Vilasz: ott, ahol a fliggvénynek maximuma van: '(x) =0; f’(x)<0
Kérdés: Mekkora raforditasnal novekszik leggyorsabban a hozam?

Vilasz: Ott, ahol a fliggvény a legmeredekebb: (x) fliggvénynek maximuma van, itt £’ (x)=0 és

eldjelet valt pozitivbol negativba.
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Legyen példaul egy raforditas-hozam fliggvény az aldbbi formulédval megadva:

f(x)=-0,01x°+0,2x%*+3x

oo erintd a leggyvorsabb névekedésnel i

(80 ZZ00NSNRNNN USSR SUSRUUPURIN SRS SOPSON OSSR
: : e : por . q

&0 : : - ; erintd a maximumnal

________________________________________

............................................................................................................

_____________________________________________________________________________________________

---------------------------------------------------------------------------------------------------------

________________

................

________________

________________
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f(x)= -0,03x°+0,4x+3 £°(x)=-0,06x+0,4
£(x)=0 x=18,685 £°(x)=0 X=6,66
Példa 1

X mennyiségii termelt alma esetén az alma egységara:

P(x)=100-0,01x keresleti fliggvény adja meg

x mennyiségii alma eléallitasanak koltségfliggvénye:
C(x)=50x+30000

Mekkora a maximadlis profit?
Megoldas:

Arbevétel(aru mennyiség*egységar): R(X)=xP(x)=100x-0,01x?
Profit((arbevétel- kdltség): Q(X)=R(X) - C(X)= -0,01x*+50x-30000
Hatarprofit: Q’(x)=-0,02x+50

Szélséérték Q=0 x=2500

Q”’(x)=- 0,02 a masodik derivalt negativ, ezért maximum van
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Q(2500)=32500
Azaz az optimalis termelés 2500 egység, €s a profit 32500 egység

Példa 2
Egy termék raktarozasi koltsége két részbdl all:
Minden termék 20 egységnyi pénzbe keriil és az allando fenntartasi koltség 30000

egységnyi pénz. Atlagosan 1000 terméket tarolnak.
Szamitsuk ki a koltség elaszticitasat!

Megoldas:

raktarozasi koltség : C(x)=20x+30000
X

— 20
20x + 30000
Ha x=1000, akkor az elaszticitas értéke 20/23=0,87

A fliggveny elaszticitasa : X ¢ (x) =
CK9

Jelentése: amennyiben a raktarozott mennyiségtdl kis mértékben eltériink, akkor 0,87-
szeres aranyban valtozik a koltség (pl. 1%-kal valtozik a raktarozott mennyiség, akkor kb.

0,87%-kal modosul a koltség)-

Példa 3
Egy termék keresletét az egységar fliggvényében a kdvetkezo dsszefiiggés adja meg:

5
f(p)=—.
p
Hogyan véltozik a kereslet, ha az egységarat a=3-rol 1%-kal megndveljik?
Megoldas:
5 -5 -5
a:3 f3:— f’ = — f’3 = —
B-2 10)-22 10
Az elaszticitas képletébe helyettesitve:
3 -5
E = E . ? = —1
3

1%-kal csokken a kereslet, ha a termék arat 3-rol 1%-kal megnoveljiik.
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INTEGRAL
(A derivalas inverze)

Legyen f(x)= x*

Kérdés: Melyik az a fiiggvény, amelyiknek a derivéltja: x?

LXS ] =X
3
F’(x)=f(x)

Primitiv fiiggvény fogalma, jellemz6 tulajdonsaga

DEFINICIO:

Ha az F fiiggvény folytonos az I intervallumon és I minden belsé pontjaban, akkor azt mondjuk,
hogy F primitiv fiiggvénye f-nek az | intervallumban.

Tétel: A primitiv fiiggvények csak konstansban térnek el egymastol. (F+C alakuak)

frjuk fel néhany fiiggvény legalabb egy primitiv fiiggvényét!
I}dxzv j—mcdm4+c
X X

Altalaban, ha egy fiiggvény értelmezési tartomanya tobb kozos pont nélkiili részintervallum
egyesitése, akkor a primitiv fliggvényeket ezekben, a részintervallumokban csak kiilon-kiilon lehet
értelmezni

Alapintegralok

jkdx:kx+c, keR

a+l

JX“dX=X +C, a=#-1, aeR
a+l
jldx:ln|x|+c
X
Iexdx:ex+C
Iaxdx: a’ +C O<a=l
Ina

wsuf 43



Alapmiiveletek integralokkal

Tétel: Ha f-nek és g-nek az I intervallumban léteznek primitiv fiiggvényei,
akkor . f -nek, (keR _{0 }) valamint (f+9)" nek is van primitiv fiiggvénye, és

) [kf=k-[f; b [(F+g)=]f+[g

Szavakkal:

a) akonstans tényez6 kiemelhet6 az integraljel elé;

b) 0sszegfiiggvény hatdrozatlan integralja a tagok hatdrozatlan integraljainak 6sszegével egyenlo.
(6sszeget tagonként integralhatunk).

Az integralas egyszerii modszerei
I. szabaly

Ha F primitiv fiiggvénye f-nek az | intervallumban, akkor
1
jf(ax+b)dx:—-F(ax+b)+C
a
ahol a és b dllands a#0 és ax+bel

I1. szabaly: Specidlis szorzat integralja
1. tipus:

[ £100- 2 (x)x= f;i(lx) +C

2. tipus:

Ief(x)- f'(x)dx =™ +C

III. szabaly: Specialis hanyados integralja

_[de=ln|f(x)+c

f(x)
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HATAROZOTT INTEGRAL

DEFINICIO:

Legyen f fiiggvény [a,b] intervallumon korlatos.
Az f fiiggvényt az [a,b] intervallumon integralhatonak mondjuk, ha a felosztas minden hataron tali
finomitasaval keletkez0 also- és fels6 0sszegek sorozata kozos hatarértékhez konvergal.
Ezt a hatarértéket nevezziik az f fliggvény [a,b] intervallumon vett hatarozott integraljanak.
(Riemann integral)

A hatarozott integral tulajdonsagai

j f(x)dx:=0 T f(x)dx = —j f (x)dx

j' f (x)dx :j f (x)dx +T f (x)dx
_[ of (x)dx =c _[ f (x)dx

35

251

151

05 1

-15

TETEL: Zart intervallumon folytonos fiiggvény integralhatd.

A hatarozott integral kiszamitasi modja (Newton-Leibniz formula) :

TETEL: Ha f fliggvény integralhato az [a,b] intervallumon és F fiiggvény primitiv fiiggvénye itt f-
nek, akkor: b

J £ ()dx=F(b)-F(a)=[F(x)k

a
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A hatarozott integral alkalmazasa
* Teriiletszamitas
- fliggvénygrafikon és x tengely altal kozbezart teriilet kiszamitasa adott hatarok
kozott
- két fliggvény grafikonja altal kozrefogott teriilet kiszamitasa

*  Improprius integral meghatarozasa
- az integracids intervallum végtelen
- az [a,b] véges intervallumon az f fliggvény nem korlatos

Improprius integral

A hatérozott integralt véges intervallumra és az ezen intervallumon korlatos fliggvényekre
értelmeztiik.
Az integral fogalmat most Kiterjesztjiik végtelen intervallumra illetve az [a, b] intervallumban nem
korlatos fiiggvényre is.

Az integralasi hatar végtelen

Ha f fliggvény integralhat6 az [a, +oo) intervallum minden [a,b] részintervalluman, akkor
+o0

az J. f (X)dX integralt az f fiiggvény [a, +oo) intervallumon vett improprius integraljanak nevezziik.
a
Ha létezik az alabbi hatarérték, és az véges, akkor az improprius integralt konvergensnek mondjuk,
kiilonben divergens.
b
lim | f(x)dx

b—o0
a

b
Hasonloan definialhaté a _[ f (X)dX improprius integral is.

Nem korlatos fliggvény integralasa
Ha az f fiiggvény az [a, b] intervallumban nem korl4tos, akkor nem integralhato. Legyen azonban
integralhato barmely [a, b-€] részintervallumban (ahol b-e>a). (Vagy [a+e, b] részintervallumban
(ahol a+e<b))

Ha létezik a

b—¢ b
lim [ O0de| e |lim [ f(x)dx

a+e

hatarérték, és az egy véges szam, akkor ezt az f fiiggvény [a, b] intervallumon vett improprius

integraljanak nevezziik.

1

1 11

1 L 1

példaul: ——=dx = | x 2dx =2x?
Nl

1
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Mintazh1l
10 pont

a) Hogyan helyezkedik el egymashoz képest f és £ grafikonja?
b) Adottak az A= {1; 2}, B={a; b;c},C={a;p;y;0} halmazok.

Dontse el, hogy igaz vagy hamis a kovetkezo allitas!
al, AxB halmaznak 5 eleme van,
a3, AXC halmaznak 7 eleme van,
a6, AxC halmaznak 8 eleme van

c) Adjon meg olyan f és g fiiggvényt, amelyek esetén az f o g fliggvény nem
értelmezhetd!

d) Mi a sziikséges feltétele, hogy az f(x) fiiggvénynek az xo pontban szélséértéke
legyen?

e)lgaz —e: Ha egy fliggvény folytonos az xq pontban, akkor ott 1étezik a hatarértéke is.

. Egy zeneiskolaban 30-an tanulnak. Zongoraznak 15-en, hegediilnek 6-an, ketten pedig

zongoraznak ¢és hegediilnek. Hanyan vélasztottak mas hangszert? 3 pont

. Hatarozza meg a kovetkez6 halmaz elemeit, , ha A={2;3} és B={1;3;5}! 3 pont
BxA=
AuB=
ANB=

n+1

Szamitsa ki az ap= sorozat hatarértékét,

majd allapitsa meg, hogy a sorozat tagjai milyen értéktdl kezdve esnek a hatarérték
e =107 sugard kdrnyezetébe !? 4 pont

. Vizsgaljuk meg, hogy monotonok és korlatosak e a kovetkezd sorozatok és melyiknek

van hatarértéke! 8 pont

(52) saa(i-3)
h=|——| ésaa,=1-—
n n
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6. Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények hatarértékét!

a)

b)

lim

2x* =5x° +x-8 _

?

X—>+0

lim

-2

X' +2x?—24 _

8x® —x?+12

?
x? —4

7. Legyen az f fiiggvény

f(X) =

wsuf

X2 —49

X% +7x
2

5

ha x e R{-7,0}

ha x =-7
hax=0

Az a=-7 abszcisszaju pontban folytonos az f(x)?

Az a=0 abszcisszaju pontban folytonos az f(x)?

48

6 pont

6 pont
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Mintazh?2:

1. a) Mikor nevezziik az F fiiggvényt, az f primitivfiiggvényének az | intervallumon?6 pont

b) Milyen kapcsolat van egy fliggvény sz€lséérték helye €s els6 derivaltja kdzott?

c) Milyen kapcsolat van a kdltség €s a hatarkoltség fiiggvény kozott?

2. Integrélja a kdvetkezo fiiggvényeket:! 7 pont

IerZde =

3. Hatarozzuk meg a g(x) és az f(x) gorbék altal bezart teriilet nagysagat! 9 pont
g(x) =X
f(x) = x*

4. Egy vallalat termelése a C(x) = —x* +2000x +11000 koltségfiiggvénnyel és az

R(X) = —0,006x> +7,2X —146 bevételfiiggvénnyel jellemezhetd.
Hatdrozza meg, hogy milyen x mennyiségii arucikk termelésével lesz a profit maximalis!

9 pont

5. Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot a kdvetkez6 fiiggvényre! 14 pont

f(x)=x%"*
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Mintazh(100pont):

1. a) Adja meg az f(x) fiiggvény rugalmassagat, és értelmezze azt! 18 pont

b) Soroljon fel néhany elemi fiiggvényt és tulajdonséagait, amelyeknek értelmezési
tartomanya a [0, oo [intervallum!

c) Egy fliggvénynek hany primitiv fiiggvénye lehet?

d) Adjon meg egy sorozatot, mely monoton csékkend!

e) Ismertesse a fliggvény tulajdonsagait!

f) Soroljon fel 3 halmazmiiveletet és abrazolja Venn-diagramm segitségével!

3n+6
3n+8

n+l
2. Hatidrozzamegaz a, = ( j sorozat hatarértékét! 8 pont

sorozat.

3. Adottaz a, = n
3n-2

Allapitsa meg, hogy a sorozat tagjai n milyen értékétél kezdve esnek a hatarérték & =
1072 sugaru kornyezetébe! 6 pont

4. Legyen az f fiiggvény 12 pont

x? +8x+15

X +5
f(x)= -2 hax=-5

hax e R{-5}

Az x=-5 abszcisszaja pontban folytonos az f(x)?

Az x=3 abszcisszaju pontban folytonos az f(x)?
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5. Integrélja a kovetkezo fiiggvényeket! 12 pont

1
Iezxdx =

j (3x—2)4* dx =

6. Hatarozza meg az y=x-x+1 parabola, az y tengely és a parabola (2;3) pontjahoz huzott
érint0 altal hatarolt teriilet nagysagat! 16 pont

7. Adott egy termék keresleti fiiggvénye: D(p) =200p >, p >0, ahol p a termék

egységarat, D(p) pedig a p arhoz tartoz6 keresletet jelenti megfelelé mennyiségi
egységben. Hatdrozzuk meg a kereslet ar-elaszticitasat (arrugalmasséagat) p=9

pontban. Ertelmezze a kapott eredményt! 12 pont
8. Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot a kovetkezo fliggvényre! 16 pont
f(x) =4x® —x*
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1. Sorozatok, sorok

|im(1+1] —e~2718 . Iim(1+3]
n n

chaqel-11],

iaqn—l —
n=1

Gazdasagi matematika I. (Analizis)

KEPLETTAR

=e? |

2. Differencialszamitas, integralszamitas

Derivalasi szabalyok:

f ()] =cf (x )

£g(x)] = f

)
)-g(x)] = f

f(x)
c,.ceR 0
x* aeR D Gl
e* e
a* a ER+\{1} *.Ina
1
Inx, x>0 —
X
+ 1
log, x,a e R"\{L}
x-Ina

Az érintofiiggvény egyenlete:

Az elaszticitas-fiiggvény:

wsuf
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aeR

Elemi fliggvények hatdrozatlan integrélja:

f(x)

J. f(x)dx

c,ceR c-Xx+C,CeR
Xa+l
X, a#-1laeR +C,CeR
a+1
g* e*+C,CeR
a*,a cR"\{1} 2 ic,CeR
Ina
Inx, x>0 X-Inx—x+C,C eR
L %20 In|x|+C,C eR
X
(a)+ f'(a)-(x—a)
X
:f’ _—
(X) f(X)




Integralasi szabalyok:

jcf (x)dx =c j f(x)dx I [f(x) g(x)ldx = | f(x)dx J_rjg(x)dx
f

jef(x)- f'(x)dx=e'™+C I '(X)dx=ln|f(x)+C Jf"(x). F/(x) = fa+1(x)+c
f(x) a+1
A parcialis integralasi szabaly: I f(x)-g'(x)dx = f(x)- g(x)—f f'(x)- g(x)dx

A kétvaltozos fliggvény lokalis szélséértékének meghatarozasa:

} = P(a,b) stacionérius pont esetén

a) ha D(a,b)=f(ab)- f’(ab)-[f(ab)f >0,
akkor f -nek az (a,b) pontban lokalis szélséértéke van:
f”(a,b) < 0 esetén maximuma,
f”(a,b) > 0 esetén minimuma;
b) ha D(a,b) <0,
akkor f -nek az (a,b) pontban nincs sz¢élséértéke;
c) ha D(a,b)=0,
akkor annak eldontésére, hogy van-e lokalis szélséérték P (a, b)-ben, tovabbi vizsgalat
sziikséges.

Pénziigyi szamitasok
Kamatos kamatszamitas:

k,=ky-r", r=1+i :1+L, ahol | akamatlab.
100

Diszkontalas:

n

[EEN
=)
= |k

Lk, =k, -(1-d)", d _ D ahol D a diszkontl4b.
100

Jaradékszamitas (gylijto-, illetve torlesztd-jaradék):

r"-1 ., 1-v" r"-1
, ahol a az annuitas, Vn(l) =a-v- .

r-1 1-v r-1

sW_ga.r.

n
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Nevezetes azonossagok:

(atb)*=a*+2ab+b?
(a-b)*=a?-2ab+b?

(at+b)(a-b)=a-b>

(atb)*=a*+3a’b+3ab*+b?

(a-b)*=a*-3a’b+3ab?*-b?

a*+b’=(at+b)(a?-ab+b?)

a’*-b’*=(a-b)(a*+ab+b?)

A hatvanyozés azonossagai:

Azonos Kitevo és azonos alap esetén:

a’ . = (a- c)b

A gyokvonas azonossagai:

Azonos kitev és azonos alap esetén:

Vab=a- b

Megoldo-képlet:

_ —b++b*-4ac

L2 2a

wsuf

a4z - a

Q/g_n n—-k
K/E_\K/a_
Yi/a ={¥a =a
(K/E)”zaE

(ax*+bx+c=0)

55



