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Eléséé

A jegyzet célja, hogy hallgaidinknak segitaéget
nydjtaon & tdrgy. tanuldsdban. A levelezd okiatésban a
tandrik szikre szabott kimérete miatt, a szbbelli elfedd-
aokat és gyakorlatokat igyekszik pétolni az elméleti ré-
szek (fogalmak, tételek) bizonyitds nélkiili Bsszefoglald-
sdval, szdmos kidolgozott feladat bemutatdsdval. Kidolgo-
zatlan feladatokat 1s kdzliink, illetve hivatkozunk Dr. Rei-
man Istvén és Dr. Nagyné dr. Szilvdsi Mérta: Geometriai .
feladatok c. példatdrdra (J4-=1007) azzal a céllal, hogy a
tananyagot kellSen begyakorolbessdk hallgatéink. A méd-~
szertani Gtmutatdé alapjdul Dr. Strommer Gyula: Geometria
cfmi tankonyve szolgil. E tankbnyv megfrdsakor a szerzl &
gzokdsos tananyagot meghaladd, de & gyakorld mérnokdk szd-
mira olykor igen fontos ismeretek. tdrgyaldsdt is fontosnak
tartotta. A tudomdnyos igényességgel megirt kinyvek hasz-
nilatdban j4ratlan hallgatéknak azdltel szereinénk segi-
teni, hogy az egyes tananyagrészek végén kijeldljitk a Ge-
ometria tankdnyvben £ttanulményozand$ enyagrészeket..

4 hetl rajzfeladatok szdvegét és adatait minden fél-
év elején sokszorositésban»kap'gk 8 levelezf és kiegészi-
6 képzésben résztvevd hallgatéink. A beaddsi hatdrid8ket
pontosan meg kell tartani. ' .

A rajzfeladstokat A/4~es, azaz 210x297 mm-es nagysé-—
gi, fehér ,DIPA%-jellegd rajzlapon ceruzdval kell elkész{-
feni. A rajzok keretezdse és felfrdsa 1 mm-es vonalvesiag-
sdggal, minden esetben tussal készitends. & felirdshoz
baszndlt szabvény{rds: 7 mm-es nagybetl (5 mm-es kisbetd)
nagysigot kell heszndlni. A rajzok keretezési és felfrdsi
mintdjdt a méllékelt dbra mutatja. Bgylittal f£oltiindetjik
rajta azt is, hogy mit kell érteni egy feladatben mega-
dott 4(80,150,230) koordindtdkon. E koordindtdkat csak a
pontok kitlzésére adjuk meg, ezért & rajzlapon vald fel-.
tilntetésiik zavardé és folbsleges.

A rajzfeladetok szerkesztését 2H-3H xeménységl,. o1
hegyezett ceruzdval végezzilk. A kiinduldé pontoket vonal-
zéval rajzolt kis keresztekkel iintessilk fel, a gzerkesz-
tés sorin adddé pontokat killon jeldlni nem kell. A szer-
kesztési vonalakat a rajzbél nem szabad kirad{rozni, a
szerkesziés menetének JO1 ktvethetSnek kell lenni. A szer-
keszids eredményét 0,6 mm vastagsdgi efyenques, Zekete
vonallal, kb. B puhasdgi ceruzdval kell kihuzni. A szag-
gatott vonalak 0,3 mm-es vonalvastagsdglink legyenek. A
megszerkesziett pontokat betlvel JelBlhetilk, ez esetben
3,5 mm-es szabviny negybeétiket haszndljunk. Hallgatdink az
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egyédb tudnivaldkrdl a foglalkozdsokon szébeli Gton, vagy a
Geomelria Tanszék H éplilet IT. emeleti hirdetSt4b1drdl ér-
tesiilhe tnek. _

Az eldszbhoz mellékeljilk a rajzlapok keretezdsének
eléirdsos formdjdt, illetve a Magyar Szabvdny szerinti.
tomb{rds betlit.
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1. TERGEOMETRIA

Az aldbbiskban egy rovid daoszefoglaldst adunk a tér-
geomeiria azon fogalmairdl és tételeirdl, amelyeket a ké-
a8bbiekben lépten-nyomon allkalmazni fogunk.

Egyenesek kblcsodnts helyzete: Két kiillonbUzbé egyenes
vagy metszd, vagy parhuzamos, vagy kitér§. Két egyenes ak-
kor pdrhuzamos, ha nincs kidzds pontjuk és egysfkuak. Két
egyenes akkor kitér§, ha nines kbzbs sfkjuk.

S{k helyzetének megaddsa: Egy sfkot egyértelmfien meg-
hatdroz: -

a) Hirom pont, amelyek nincsenek egy egyenesen.

b) BEgy egyenes és egy rajta kiviil fekvd pont.

c} Két metszd egyenes.

d) Két pdrhuzamos egyenes.

S{x és egyenes ktlcginds helyzete: Egy egyenes és egy
s{k parhuzamosak, ha nincs k6zos pontjuk. Egy egyenes vagy
pédrhuzamos egy adott sikkal, vagy egy pontban metszi a =i-
kot, vagy & sikban van. Sfk és egyenes pdrhuzamossigit &
kovetkezS tétel alapjdn szoktuk megdllapftani: Egy egyenes
pdrhuzemos a sfkkal, ha pdrhuzamos & sfk egy egyenesevel.

Két sfk kdlesPnta helyzete: Két s{kmak vagy van kizis
pontja, vagy nince. Ha a két siknak van kUzds pontja, ak- -
kor a két sk metazi egymdst, k6zGs pontjaik egy egyenesen,
a metszésvonalon vammek. Ha két s{knak nincs kizds pontla,
akkor azokat parhuzamosaknak nevezziik. Két sfk pirhuzamos-
sdght a kovetkezd tétellel tudjuk elddnteni: Két sfk akkor
pérhuzamos, ha az egyikben van két metszd egyenes, amely a
misik sfkkal (annak két megfeleld egyenesével) parhuzamos.

Két egyenes hajldsszige: Két metszd egyenes a sikju-.

kat négy szoglariomanyra.bontja, e szdgek kiziil kettd~-ket—
15 egyenld. A két szbg kozill a kisebbiknek a mértékét ne-—

vezziik a két egyenes hajldsszdgének. (MerSleges egyenesek

a afkot négy egybevdgé részre osaztjdk.)

Bebizonyfthaté, hogy a térben is érvényes az egydl-
1490 szdgekre vonatkozd tétel: Ha két sabg szdral parhuza-
mogak és egyirdnylak, akkor egyenldk is.

Ennek alapjdn definiiflhaté két kitérs egyenes hajlds-
szbge: Két kitérd egyenes hajldsszige a velik parhuzemos,
két metszd egyenes hajlisszbgével egyenld (Ziiggetlenil at-
t61, hogy hol veasziik fel a térben a két metsz0 egyenes
metszéspontjat}). |
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Sfkra mer§leges egyenes: Egy egyenes merdleges a -sfk-
ra, ha merdleges annak minden egyenesére. A merSlegességet
a kovetkezd tétel alapjdn kinnyen eldtnthetjiik: Egy egyenes
merSleges a sikraj ha snnak két metszd egyenesdére merdle-
gea.

Egy adott sfkra & tér minden pontj4bdél pontosan egy
merS8leges. egyenes 411{thats.

Egy adott egyenesre merSlegesen egy adott ponton 4t
pontosan egy merdleges sfk fektethets.

" A sfkra mer§leges egyenest a sfk normidlisdnak mond-
juk. A sfk normdlisai egyméssal pirhuzamosak.

Két_sfk halldsszige: Két metszd s{k hajldsszige a sflck-
ban a metaszésvonalra {ugyanazen pontban) &ll{tott merSleges
egyenesek hajlédsszogével egyenld. Bebizmonyfthaté, hogy ez

a 8zig e§y$n16 a %ét sf{k normflisainak (nq, n2) ha}ldsszo-
<t. dbra

gével. (

N

1Y. abra.

Két sik merélesessé e: Két sfk merSleges, ha hajlds-
szbgik derékszog. ket sik merflegességére vonatkozd tétel:
Két a{k akkor mer§leges egymdsre, ha az egyikben van olyan
egyenes, amely merdleges a mdsik s{kra.

- S{k és egyenes hajldssztge: A sfkot metszd egyenes-
nek a sikra vald mercleges vetiiletével bezdrt szige a sik
é3 egyenes hajldsszdge. -



A hajlésszﬁg
megha tdrozdsdt
gy is elvégezhet-
juk, hogy a sfk
normilisdnak és az
egyenesnek & haj- .
lisszigét hatdroz-
zuk meg. Bzt 8 szb-
get derékszbggé ki-
egéazf{td azdg a afk
és egyenes hajlds-
szogevel egyenld.
(1.2, &bray)

l?.ébra.

Két kitér8 egyenes tdvolsdga: Két kitér§ egyenes td-

volsdga az a legrovidebb szakasz, amely a két egyenes egy-

-egy pontjat Ssszekidti.

Bebizonyf{thaté, hogy &

két egyenes tavolségat adé
szakasz olyan egyenesen
van, amely a két kitérd
egyenest merdilegesen met-
szi: normdl transzverzi-

lis,
{(1.3. dbra)

\t\
j/
,,/”’/)”

13 dbra.

Tergeometrlal szerkesztégek: A sikgeometrial gzer-—

kesztesekhez ﬁasonloan a itergeometridban is feladataink-
nak egy része abbdl 411, hogy megadott térelemekbdl, bi-
zonyos megengedett lepesek véges sokszori alkalmazasaval
eld{irt tulajdonsagu térelemeket kapunk. Tetszoleges porni—
tok felvételét megengedve az alapazerkesziéai lépések a

kovetkezok.

1. Egy sik askkor van megszerkesztve, ha igsmertek meg—

hatirozd adatai.

2. Ha adott két metszdé sik, akkor metszésvonaluk ig

adott.

3. Ha adott eéy
ai gzerkeszitéa elv

a{k, akkor '‘ebben minden sikgeometrl—
gezh&to. :

A térgeometriai szerkesztések csak gondolatban Wvé—-

gezhetlk el”.



Szerkesztési példdk

1) Adva az a egyenes 4s a rajita kiviil fekvd A pont.
l Szerkessziink olyan b egyenest, amelyik A ponion
- 4dtmegy és parhuzamos az a egyenessel.
Megoldds: A pont és az a egyenes alial meghaidrozott
gf{kban A-n 4% az a-val pidrhuzamos egyenest szerkesziiink.

Szerkesztend§ a P ponton 4thaladdé o sfkkal pdrhu-
zamos P sik. -

Megoldds: Vegyinmk « sf{kban két metszd egyenest, a-t
é3 b-t. Az a egyenes és P pont sfkjdban P-n 4% a-val par-
huzdmos ¢ egyenest szerkeszilink. Hasonldan P-n 4t b-vel
pérhuzemos 4 egyenest szerkesztink. A ¢ és d egyenesek a
keresett sfket adjak.

llE) Adott az « sfk és a sfkon k{viil fekvd P pont.

3) Adva vanmnak az a és b kitérl egyenesek., Szerkesz-
gzilnk olyan a és P pdrhuzamos sfkokat, melyek kG-
zil o tartalmazza az a egyenest, P pedig a b egye-
negt, - : . -

Megoldds: Az a egyenegen tetszllegesen felvett A pon-—
ton 41t szerkessziink b-vel pdrhuzemos ¢ egyeneat (1. eld-—
z8k). Ugyenlgy a b egyenes egy tetszfleges B pontjin 4t
a-val pérhuzamos d e§yenest. Az a és ¢ egyenegek sikja a
__keresett a sfk, a b és d egyenesek sfkja pedig §.

lé) Szerkessziik meg egy adott & egyenes metszéspont-
Jét egy adott « sikkal. o
Megoldds: Vegyilnk fel az « sfkon egy tetszlleges P
pontot. (P pont nincs az a egyenesen.) Az adoti a egyenes
és P pont sfkja p. Az « éa P sf{kok metszésvopala egy b
egyenes. P sfkban adddik a és b egyenesek A metszéapont-
ja, ami éppen & keresett metszéspont.

. Transzverzilisnak neveszzik kitérd egyenesek kbzis
metszdiet.

5) Adva vamnak az a és b kitérd egyenesek és a mind-
kettén kfviil fekvsé P pont. Szerkesszilk meg azt a
t egyenest, amelylk 4ditmegy P-n és metszi a-t és
b-t. (Ponton 4thaladd transzverzdlis.)}

" Megoldds: A P ponton Atmend és b cgyenest metszd egye-
nesek kdzbtt (vagyis a P pont s b egyenes 41tal meghatd-
rozott sfkban) van & keresett egyenes. Ezt-a sikot az a e-
gyenes metgzi egy A pontban (1. 4. feladat).Az A pont és
P pont 41ltal meghatdrozott egyenes dltaldban metszi a b e-
gyenest ‘égy B pontban. AB egyeneés a keresett transzverzd-
lis. (Mikor nincs a feladatnak megolddsa?)



6) Adott hdrom, phronként kitérS egyenes a, b &g i.
Szerkesszink olyan + egyenest, amely i-vel parhu-
zamos 68 metszi az & €3 b egyeneseket.

Megoldds: Az & egyenest nmetsz8 i-vel parhuzamos egye-

nesek az a-t tertalmazd i-vel parhuzamos sikban vannak.

Ezt & sfkot megkapjuk, ha az & egyenes tetszlleges P pont-

.

jén 4t i-vel parhuzamos i, egyenest gzerkesziiink. Az a és
i, egyenesek 41tal meghatdrozott sfkot dlialdban metsszi &

b egyenes. A fentiek szerint megszerkesztjik b-nek és a
s{knak B metszéspontjit. Ezen & B ponton 4t i-vel pdrhuza-
mos egyenest szerkeszive, ez 4ltaldban metszi az a egye-
nest egy A pontban. Az AB egyenes & keresett transzverzi-
1is. (Mikor nines a feladatnak megolddsa?)

gzi.

Megoldds: Az egyik egyenes egy tetszdleges pontjdn &t
a misik két egyeneshez szerkeszthetd transzverzdlis (1. 5.
feladat).

7) Adott hérom, pdronként kitérS egyenes: a, b és C.
Szerkessziink olyan egyenest, amely mindhdirmat met-

8) Adott &z 8 é8 b kitérS egyenespdr és az egymist
metszd « és f sik., Szerkesszink az a és b kité~
r§ egyenesekhez olyan transzverzdlist, amely o« sfk-
kal is és p s{kkal is pdrbuzemos.
Megoldds: A trenszverzdlis irdnya nyilvénvaldan az
o és P sikok metszésvonala. Ezdltal a feladat megolddsa a
6. feladatra vezethet§ vissza.

"9) Adott az A pont és az a egyenes. Szerkessziink az

A ponton 4% az a egyenesre merdleges « sikot.
Megoldds: a) Az A pont az & egyenesen van. Pektessiink
az a egyenesre két tetszB8leges sikot: P -t és g -t.

Sgerkesszink p-ban és § -ban az a-ra merdleges A pon-
ton Athaladd b, illetve c egyenest. A keresetlt sfk a b és
¢ egyenesek sfkja.

b) Az A pont az & egyenesen k{viil van. Ekkor szerkesz-
sziink az a egyenes tetszdleges X pontidn 4t az a egyenesre
merSleges £ sikot, majdaz A ponton 4% a kordbbi médon pir-
huzamos s{koit szerkesztink az & sfkkal. {Gondoljuk meg &
feladat direkt megolddsédt is, amikor nem &z a) egetre ve—
zetjilk vissza.)

‘10) sdott 8z € sfk és az A pont. Szerkesszink az A
ponton 4t & sfkra merS8leges n egyenest.

Megoldds: Vegyiink fel az & sfkban két metsz8 egyenest
a-t &8 b-t. Az eldz8 feladat szerint az A ponton 4t az &
egvenesre merSleges o sfkot és a b egyenesre mer§leges f
s%iot szerkesztink. E két sfk A ponton 4thaladdé metszésvo-
nala nyllvén mer§leges lesz a-ra éa b-re, fgy az & sikra
is.
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11) Adott az o sfk, a sfkra nem merfleges a egyenes
és az A pont. Szerkesssziink olyan e egyenest, a-
.mely Atmegy A-n, pdrhuzamos a sikkal és merdle-
ges az & egyenesre.

Megold4s: Az A-n 4t az & egyenesre merSleges afik tar-
talmazza a keresett egyenest és a 9. feladat szerint meg-
azerkeszthet8. 4 keresett e egyenes benne van az A ponton
4% a-val pirhuzamogan haladé gg a 2. feladat szerint meg-
szerkeszthet§ sfkban. E két afk metszésvonala éppen a ke~
regett e egyenes, amely 4lialdban nem meiszi az a egyenest.

12) Adott az egymist meiszd o« és P sfk, tovabbd mind-
kett8n kiviil fekvéd P pont. Szerkesszimk a ¥ pon-~
ton 4t olyan y sfkot, amely az adott « és P si-
kokat egymdssal pdrhuzamos a, illetve b egyenes-

. ben metszi.

Megoldds: Az « és { sfkok m metszésvonaldval pérhuza.~

mos Im4 egyenest szerkesztiink a P ponton 4t, Az m egyenest

tartalmazé sfkok — az «, illetve P sfkokkal pirhuzamos si-
kok kivételével — mindkét sfkbdl az mq-gyel pédrhuzamos e-
- gyeneseket metszenek ki.

Az eddig tdrgyalt térgeometriail szerkesztések beveze-
£8 példdkként szolgdlnak egyszerl térgeometriai feladatok
megolddsdra. A késdbbiekben elfforduld geometriai felada-
tok megolddsdt is hasonld médon, az Un. térgecmetriai neg~
oldds £tgondolisival (esetleg vdzlatban val rﬁgzitésével)
kell kezdeniink. Egy helyes térgeometfrial me%oldasra épil-
het csak a feladat kidolgozdse, ami 4brdzolé geometriai
feladatndl szerkesztést, analitikus geometriai feladatndl
pedig tervszer(ien végrehajtott szdmitdst jelent.



MerSleges (vagy derdkszigl) vetftés

A tér pontjainak sfkon vald dbrdzoldsdra az egyik és
a leggyskrzbban alkalmazott médszer & merSleges vet{tés.
i T pont o sikon levd merSleges vetillete a P-bfl az o -ra
d1litott merdleges P! talppontja. Az o sik a képsfk, a P
pont a F pont képe. (iz o sfkban levS R pont képe Onme-~-
@a.) A PP' egyenes a P pont vetitSegyenese. (1.4. dbra)

B

1P C/

¢
A
1 _—B"
pi c'
Al
14. dbra.

a) A mer§leges vetités egyértelmi leképezés: a tér
egy pontjdhoz egyértelmien tartozik a képpont. Ez megfor-
dftve nem igaz, mert ugyanazon képpontnak végtelen sok
térbeli pont felel meg.

D) A merfleges vetfités egyenestarté; egyenes képe e-
gyenes (csak a vet{tSegyenes képe pont). AB egyenesdarab
A B! képe ‘4ltaldban rtvidebdb az AB szakaszndl, csak akkor -
egyenldk, ha az AB szakasz parhuzemos & képsfkkal; A'B' =
= ABscog . ,

¢) A leképezés ardnytarté: ha ABC egy egyenes hérom
pontja, amelyeknek képe A' B'C', akkor & meg%e%elﬁ szaka-
gzok ardnya térben és & képen ugyansm: %—% = %r%r‘ .
cohdt szakasz felezéspontjénak képe a képszekasz felezb~
pontia.

d) Taralelogramms képe paralelogramms — feltéve,
hogy sikj+ nem merdleges a képs{kra —, azag nines veti-

R P S,
/L R B M ) 5 Y
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Ebb8l kovetkezik, hogy a leképezés pdrhuzamossig-
tartd, (1.5. 4dbra)

H
G
Gt
FI
15. abra.

e) Képsfkkal pirhuzamos gikban fekvd alakzatok képe
a térbelivel egybevigbd., Vet{tSafkban levd alakzat képe a
vet{t8s{k és a képsafk meiszéavonaldba esik.

f) Szbgek nagysiga a merdleges vet{tds sordn kisebbé
is és nagyobbid is vdlhat. Derékszig vetiiletére igaz a k-
‘vetkez§ tétel: Ha egy derékszig egyik szdra pdrhuzamos a
képsfkkal, akkor a derékszbg vetiilete is derékszig.

Elméleti tananyag: Tankdnyv: 1-8. é3 15-35. pontjai.

-12 -



2. A KETKEPSTIROS ABRAZOLAS
PONT ES ECYENES ABRAZOLASA

Minthogy az egy képsikra vald merSlegea veililetbdl nem
lehet megdllapftani a pontok itérbeli helyét, ezéri két,
egymisra merdleges helyzetl képsfikra vetitjlk a pontokat,

majd a két képsikot az x metszésvonaluk (képsiktengely)
koril egyes{t]jiik. (2.1. dbra)

ﬁn

2.1 abra.

A pontok els§, illetve mdsodik (m,, ill. mz) képs{~

kon keletkezett (P', P", ill. §', Q") képeit Usszekitd e~
gyenesek a képsfktengelyre merdlegesek, tehdt egymissal
pdrhuzamosak. (1. 2.7. dbra) Az els§ képen leolvashato

a pontok mdsodik képafktdl vald tdvolsdga: a P' éa Q' pon-—
tok x képsfktengelyt6l vald tdvolsdga. Ugyanigy az dbra-
zolt pontok els% képsfkt6l mért tdvolaiga a P" és Q" pon-
tok x képsfktengelytdl vald tdvolsdgaként kaphaté meg. En-
nek alapjén a képsi{krendszerhez viszony{tva meg tudjuk 41-
lapftani a pontok térbeli helyzetét. A gyakoriatban erre
nem szokott ilyen formdiban sziikség lenni. Az 4brdn beje-
151t nyilak meghatdrozzdk a pontok relativ,helyzetet. Az
egy vessazdvel jeldlt nyfl a P és Q pontok Un. elsé kép-
sfktdvolsdg-kiiltnbgdgdt Jeldli, a két vesszdvel Jelolt
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mig & hirom vesszdvel Jelolt nyil azt nutstje meg, hogy =
pontok koziil melyik van a miaikhoz viszmonyitva Jobbra és
mennyivel. E hdrom tdvolsdg ismeretében az egyik pont tei-
sz8leges térbeli elhelyezéséhez a masik pont térbeli hely-
zote mir egyértelmfen meghatdrozhatd; t6bb pont eseién az
Baszes t6bbi pont meghatdrozdsa is egyértelmi. A képsik-
tengely emnél a visszadllitdsi médszernél nem Jétszik sze-
repet, ezért a tovdbbiakban nem is fogjuk azt megra jzolni
(természetesen, ha valakinek kénnyebbséget jelent & kép-
gfktengely hasznélata, nyugodtan berajzolhatja).

Egyenes dbrdzoldsa

16t pont dbrdzoldsival
uszek0t8 egyenesilket is meg-
rajzolhatjuk (2.1. dbrén g e-
gyenes). Ha az eldbbiekben
térgynlt hdrom tdvolsdg kozill
egyik sem O, akkor a8z AB egye-
nes 4lialdnos helyzetd.
(2.2, abra)

4 x g o
o
A | g A
X0 \B% A X B 2.2. dbra.
23 dbra.

Ha s hirom tdvolsdg kbzill az egy, illeive ¥ét vesz-—
azdvel jelSlt tdvolsdg O, akkor elad képefkk.l pérhuzamos,
illetve misodik képsikkal pdrhuzamos egyeneseket kapunk
(elsé f8vonal, mdgodik f5vonal). {2.3. Abra)



Hs & hdrom vesszlvel jeldlt $4vol-

i

sdg 0, akkor olyan egyeneshez jutunk, A

imely mindkét képs{kra merlleges, Un. " \

profil sikban van. Az ilyen egyenese- PN

et profil egyeneseknek nevezziik. al” \

(2;44 é.bl‘a-) X re \
A profil egyenest csak két pont- Bn-z/

Jdnak megadisival lehet megadni. (4
t6bbi egyenest képeinek megra jzoldsd-
val is meg lehet adni.) :

Ha a szdébanforgd hdrom tdvolsdg

xbziil kett§i-kettdt veasziink O-nak, B+
akkor mindkét képsfikkal pdrhuzamos Lyer
agyenest (2.5. dbra), illetve az el- ;

18 vagy a misodik képsfkra merfleges P
3188 -vet{tSegyenest, illetve mdsodik ;
ret{tegyenest kapunk (2.6. dbra). AT

iz elsd vet{tSegyenes elsb képe egyet-
len pont, hasonldan a mdsodik vet{té-
agyenes migsodik képe. (Eddigi dttekin- 24 dbra.
tégiinkkel ki is meritettilk az Usszes " ’
lehetségea egyenes t{pust.)
(Az f‘i’ fz, a, X+ A”=B"=F"
t, T egyenesek lega- + Al +ou
14bb az egyik kép- A X g X
s{kkal pdrhuzamo- 0 i
gak, ezért a rajtuk a”
felvett AB szakasz
valdédi méretében le- 1B’
olvashatd.) +8
Az egyenesgsen at
levd pont képe az — L
egyenes megfeleld A X B + 1.,
kdpén van. Bzt mu-~ A
tatja be a 2.2, - . - A'=B'=t
2.6, 4brdk egyene- 25. abra. X!
sein levd, X-azel
jeldlt pontok dbrdzoldsa. Profil e-
zyenes eseiében ez az 4brdzolis egy ] ,
irényos szerkeszidssel lehetsdges, 26. abra.
felhagznilva 2 merdleges vetités a-
rédnytartd tulsjdonsdgit. (4 ndscdik ép melld 4 feric e-
gyenesre az elsd képhoaazikat misoltuk.)

Jdk Adbrdzoldsa

1

\ a{k Abrizolds: & neghatdrozd adataival toritinik,
.ivel 1 afk vontjainuk képe Altaldban teljes egészében
orednd a xénafkot. A 2.7. Abrdn hdrow, nem egy egrenesen
1ov8 4, B, < ponttal cdtunk meg egy 41taldnos helysetu
iikot. 4 2.3. dbrdn kit (=, b) metszd egyenes, a 2.9. 4b-
»4in két parhuzamos (¢, 4) egyenes, végll = 2.1C¢. 4brin

- 15 -



egy e egyenes és egy P pont 4ltal meghetdrozott 4d1ltaldnos
helyzetd sfkot abrdzoltunk. (Egyittal bemutattuk a metszd

B
f?#
AN
ST
uﬂ
A e fT \\\Qﬁ
Cﬂ
s 2
F! Mt —
- fl | Z ‘
2
A’ 1y b'
H
- B 2.8 abra.
2.7 dbra.
sﬂ rll

v
29. abra. o
&s parhuzamos egyenesek dbrdzoldsdt is.)

- 16 -
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S{kban fekvl egyenes és pont Abrazolise

. A 2.9. &brdn az s" képével megadott egyenes elsd képét
4gy hatdrozzuk meg, htogy 8z & ¢ és d egyenesek sfkj]dban
legyen. A szerkesztést az s egyenes és a ¢, illetve d e-
gyenesek metszéspontjdnak kijeldlémével végeztik el.

A 2.10. dbrdn egy olyan r' képegyenes adoti, amely
e' —vel parhuzamos. Az r"-t Ugy hatarozzuk meg, hogy &z T
egyenes a (P, e) sfkban legyen. Ezért el8bb a P pontot az
e egyenes egy pontjdval oszekdtd t egyenest vesszik fel.
At és r kozos Q pontjdnek ismeretében r" az e"-vel pArhu-
zamosan megrajzolhatd.

A 2.8. &brdn bemutaitjuk, hogy hogyen lehel s{kban fek-
vé pontot dbrdzolni. Legyen adva & as{kban fekvd X pont el-
86 képe. Ezen a ponton &t felveszink egy s{kban haladd u
egyenest (elsd majd mdsodik képével) és u"-n kijeldljik
ir-t,

A 2.7. dbrdn az ABC sfk egy els§ és egy mdsodik £8vo-
naldnak megszerkesziéséi lathatjuk.

Az eddigiekbdl nyilvénvald, hogy két kitérd§ egyenes
nem lehet egy s{kban, tehiat elsS, illetve mdsodik képein
adddé metszdspontjeik nincsenek egy rendezdén. (2.11. &bra)

A kovetkez§ 2.12. dbrdn egy Altaldnos sfkbtszoget &b-
rézolunk. A sf{ksokszig egyik képe tetszés szerint megad-
haté, de masik képébdl csak hdrom cstdcapont vehetd fel. Ha
az utébb vdlasztott hdrom pont egy egyenesre esik, Ugy &
sokszvg sfkja vetfidsfk, és a t5bbi pont is erre az egye-
negre fog keriilni (2.12.a). Ha & vdlasztott hidrom pont nem
esik egy egyenesre, akkor &z 41ltaluk meghatdrozott sfkban
fekvs pontokként kell a 8bbi pont m#isodik képét emerkessz-—
teni (2.12.b).

g %y
bli
/ D"
A"
x
\\\Q\\\ D’
— .
> A
/ g b)
2 1l gbra. 2.12 abra. -
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Az ABCDE 5tszbg els§ képe és az ABC pontok mdsodik képe
volt adva. D"t ametszd helyzetd AC és BD 4t1dkkal, az E %
AB~vel pidrhuzamos segédegyenessel szerkesztettiik.

A 2.13, dbra két
kitér§ profil egyenest o
mutat be. Ennek kimu- i -2 '
tatdss azdltal torté- BT ¥
nik, hogy a profil e~ ~
gyenescket meghatdro- N e
30 két-két pont Gsz~ A ¥ At
a5ekitd egyenesei ki- A ¥
wérdk, :
A 2.14, dbra
két pArhuzamos pro-
til ¢gyenest &brizol.

Itt az AB21 négy~ B8+ - - L
388g A1161 metszik -
2gymidst, rf
T 5 2"
At~
Al_
2.13. dbra.
1!
N

2.14. abra.

S{k és egyenes metszéspontja. Két s{k meiszésvonala

A metszési alapszerkesztések bizonyos esetekben olyan
egyszerlien végezhetdk el, hogy szin- -
te tnmagukitdl adédnak. Ilyen példd- A"
ul a 2,15, dbrdn adott « elsl veti-
t6s{k é3 e egyenes D metszéspontjd~
nak megszerkeaztése.

Két elsd vetd~
$6a1k metazéavona- .
14t a 2.16, 4brin 0
hatdroziuk meg,
feltinteive az
ABCD és 1234 pa-
ralelogramma le-— -4
mezek ldthatdad~
gi viszonyait. D’
A két sfk met- o
szésvonala elsd
vet{t8egyenes.

’ell

-~

2.15. abra.
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Ha két vet{tdsfk koziil az egyik
o elsd, a misik f mdsodik vetiidsfk,
akkor metszésvonaluk els§ képe m' =
= a'és migodik képe m" = P". (2.17.
dbra)

Altalédnos hely-
zetd ABC sfk és a t . i
mésodik vetfibegye- i"=m
nes metszéspontjat
a 2,18, dbran szer-
keaztettik meg. A
D metszéspont ma-
sodik képe & t"-
vel agzonos, az el-
88 képsét pedig az
ABRC sfkbeli pont
els3 képeként

szerkeszt Jik. x'=m'
B
(o 2.17. abra. 218 dbra.
" Az ABC héromszog sfkjdnak és a ¢
C" 135 vet{tGs{imak ¢ metazdgvonaldi ugy

xapjuk, hogy ¢'= ¢’

és ebbSl meghatd-

Al!

rozzuk a miasodik képét.

Bl’

219, dbra.

Ennek alapjdn mir meg
tud juk szerkesztieni d1tala-
nos helyzetd sfk (ABCD pa-
ralelogramma) és a ¢ egye-
nes metszéspontiit.

(2.20. &bra)

2.20. abra.

- 19 -
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ElJdrdsunkban a térgeometriai 3zerkesztésekben alkal-
mazott médszert kdvetjik: A c egyenesre fektetett ¢ elsd
vet{téafknak megszerkesztjik az ABCD sfkkal vald m met-
szésvonaldt, amely a misodik képen kijel®dli a« ¢ egyenes &s
a s{k M metszéspontidt. A 1dthatdsdgot fedSpontokkal lehet
megdllapitani, pl. a misodik képen T &s 2-vel Jeldlt pon-
tok kosil az AB egyenesen levd 2 pont fedi a c egyenes 1-
es pontjdt, mivel a 2 van ¥,-t8l tdvolabb, Ugyanigy az
elad képen levd 3 éa 4-gyel jeldlt pontok kdzill a 4-es
pont (AD oldal) fedi a 3-as pontot (¢ egyenes). :

Két s{k metsizéavonaldnak
meghatdrozdsa: A 2,21, 4brén B
szerkessazilk meg as ABC hi-
romszbg €3 az 123 hdromazig
s8fkJdnak metszédavonaldt! Az
el328 szerkesztés szerint 30
megha tdrossuk as 12 egye- ™
nesnek és az ABC sf{knak az AN
¥ metszéspont]dt, illetve o
a BC egyenesnek azx 123 gf{k- »
kal vald N metszéspontidt. Al M
A két pont Osszekdid egye- NNou
nege a két sfk metssésvo- ™ ~y
nala. A metszésvonalnak C
csak az a darabja ldtha- C!
té, amelyik egyide)fileg y

mindkét s{kidomon rajta f *

van. 4 lithatdsdg feltiin- 3!
tetésénél a feddpontos A

médszert hassniljuk fel.

21

N

2.21 dbra,

Az illeszkedési feladatok gyakorldasdra oldjuk meg
(A/4-es méretd lapon) a 2.22. 4brén felvételi vdzlatial
megadott példikat. '

1) Adott egy paralelepipedon A caticadbdél kiindulé
hdrom éle. Sxerkesssiik meg a paralelepipedon ké% képét.

. 2) Egy hatoldeld hasib alaplapja szabdlyos hatszdg.
Abrdszoljuk a hatoldald hasibot, ha adott az alaplap O ko-
séppontla ém két szomssédos csiicsa, A és B, tovdbbi a

BB, oldalél.

3) Duntaiik el, hogy egy s{kban van-e az ABCD pont-
négyes,

4) Adott as ABCDE sf{kbtszdg misodik képe §s az AE,D
cslcsok els§ képe. Szerkesssiik meg az Stszég elsd képét.

- 20 -



2
¢
Al BT'
B
Bf
A . "i’é: BI
gt c ‘ 2 D"
A A
. __iQ"
B
ot 4
_I._
P
£ £
222 dbra.




Gyakorldsul szerkessziik meg a 2.23. dbrdn vdszlatban
megadott sf{kok metszésvonaldt. %A feladat megolddsdhosz
nagy{tsuk fel A/4-es méretre a feladatokat.) Az 4brdn
szere¥15 két utolsd feladat:
) Szerkesssiik meg az a é3 b egyenesek P ponton dt-

haladd transzverzdlisit.

2) Sgzerkessszilk meg az a és b egyenesek 1 irdnnyal
pirhuzamos transzverzalisidt.

Elméleti tananyag: Tankonyv: 53-67. és 72-74. pontjai.
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3. UJ KEPSIK BEVEZETESE
TRANS ZFORMACIO

Feladataiuk
megolddsa egysze-
ribb iehet, ha az )
dbrizolt alakzat
az alkalmagott
képsfkhoz visgzo-
ny{tva specid-~
lisabb helyzetu.
Lz a spe01alls
helyzet nem min-
dig garantalha-
to, de lehetd- X
ség van arra,
hogy pl. & mi- ~
=odik képsik Xy T
helyett egy, az - Y
els§ képsikra ' B
meroleges, al,
in. harmadik
képsfkot (73)
vezessiink ,
be. (3.1. dbra) 31, abra.

A g alkalmas vdlasztdsival sokszor egyszeribbé vdlik

a azerkesztés. Az abrin 301 lathato, hogy az abrdszclt A és
B pontnak az elsd Legsiktol mért tdvolsdgas a mdsodik és
harmadik képen egyarant le-
olvashatd az x, illetve y
kepsiktengelyektol mért ta-
volsagokkent. Ugyanakkor az
is 14thatd, hogy az A és B
pontok elsd képsiktdl mért
tdvolsidg-kiilonbsége lemérhe- E
t5 a mdsodik, ill;i harmadik ;
képen. Ha a képsikokat egye- : "
s{tjik, akkor a képsfktenge~ , —~—

lyek megrajzoldsa helyett a ! : :
rajuk merdleges rendezdi-~ ' : . P
ranyt rajzoljuk meg. (3.2. ; } /
dbra) !

Az AB egyenes harm:dik '
képét Ggy kapjuk meg, nogy A i Y
a2 B pont () rendezdjén tet- y
szolegesen kijeldljik a har- B
madik képét B™ -t, AM -t az s
elsd képs{kidvolsag-kiilonb- 32 abra
séggel Jeloljlik ki.
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Fzt az eljdrdst, amellyel UJ képafkrendszerre térink
it, képsfk-transzforpdcidnak neveszilk. A mdsodik képsfkra
merdleges Uj kepsikot is bevezethetiink, s8% egy megszer-
xesztett harmadik képhez rendezett negyedik kep is az ed-
digiekhez hasonléan szerkesztheil meg.

A 3.3. Abrdn 4brdzolf kockdrdl szemléletes kepet kap-
hatunk, ha a misodik képsfkra merSleges UJ képsfkel vese-
tilnk be. A C pont harmadik képét vettik fel az 4 rendezd-
irdnyon tetszdlegesen, a t0bbi pontot a mdsodik képsfktoL
mért tdvolsdg-kiilonbségekkel hatdroztuk meg, A C' ponton
4% meghizott vizssinies egyenestSl mértilk az elsd képen .
képsiktévolségwkﬁlﬁnbaégeket, mfg a harmadik képen a C¥
ponton 4t az 0j rendesikre merdleges egyeneatSl mértik 2
megfelels tdvolsdgokat. Ezeket as egyeneseket képafktenpe-
lyeknek is tekinthetjiik.

H_E* _G'_F*

AE'

33 abra.
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A 3.4. Abrdn egy Gsszetett sf{klapi test els§ és mdso-
dik képén igen specidlis vetiileteit adtuk meg. Két egymds
utdni transzformfcidval a test képies képéhez Jutunk. A
transzformicié 1épései, a képek megrajzoldsa és ezek 1dt-
batéasdgdnak elddntése asz eldsd pélida megolddsi menetével
azonos., (A ldthatdsdg feltiintetésénél JO1 felhaszndlhatdk
a fedSpontok,)

9 o

8" 70
5# Bl 6”
// .
. 1!" ~
»” 2% r 7 \\ 120
NS ONo/
{ '
| _ ~ 7" i id
g 412 7'
th
f 3‘ - T
g o7 NN 12
H
A
5 N\ \\
I ’ﬂ!
5! -
L 9"
\\
sm 10’ "

34 dbra.
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A tovdbbiakban azt vizsgiljuk, hogyan lehet az U]
képafkot Ugy gegvélasztani, hogy &z egyenesek, illetve

sfkok az Uj képsikhoz viszonyitva specidlisabb helyzetlek
legyenek.

Egyenes tranazrorméciéja

A 3.5. 4brdn egy dltald-
nos helyzetd e egyenest dbrd-
zoltunk, €s az egyenes elsd
vet{t8sfkjdval pdrhuzamos
harmadik képsfkot vettiik fel.
Ekkor a harmadik képsikmek as
elad képs{kkal vald metszés~
vonala ef -vel parhuzamos, e~
nét az (j rendezdirdny e' -re
merdleges.

Az e egyenesen felveti
A és B pontok transzformd-
ci6jdval adédik a harmadik
kép. (Az AB szakasz a har-
madik képen valddi nagy-
sigban ldtszik.)

¥ ¥
4 g ff 35 dbra

A 3.6. dbran egy I,
A elsS tSvonalat Abrdzol-
funk és felvetilnk egy

ij képafkot az f4-re me-

g f ; rélegesen. Az fy-re me-

réleges sfk nyilvén az
f{'=A"=B" ¢1s8 képsfira is merS-
. leges és az elsd kép-—
36. abra a{kkal alkotott meiaxzées-
vonala fy-re merdleges,

tehdt az Gj rendezdirdny I{-vel pArhuzemos. Az egyenes va-

lamennyi pontjdnak harmadik képe ugyanas a pont.
Egyetlen transzfornicidval dltaldnos helysell egyenes
vet{t§egyenessé nem transzformilhaté, de két lépéaben mér
lehetséges; azaz elGszir az 41taldnos helyzetd egyenest
t5vonalla transzformdljuk, majd & kapott f8vonalat egy to-
v4bbi transzformicidval vet£t6egyenessértr&nsz!ormaljuk.
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frre mutatunk példdt a kdvetkezd feladatban:

Szerkesasziik meg az a és b kitérd helyzeld egyenesek
normil transzverzdlisdi (3.7. dbral.

Aw a egyenest vet{tSegyenessé transzformdltuk. & IV.
képen az n normdl transzverzdlis veuilete a b-re merSleges,
mivel az n a-ra is meroleges, és 1 parhugzamos & negyedik
képsikkal., Ugyanesért a harmadik képen a-re merdleges n™.
Az n egyenesnek a-val, illetve b-vel kOzbs pontjait N, il-

letve ¥ Jeldli.

ﬁduljﬂ
B c F/r/

37 dbra.

A _sfik transzformicidia

Lgy afk bigztosan vet{tds{k, he tar.ulmaz vet{tie, ye-
nest ezért egy 4dltaidnos helyzetu sfkot trunsz!i ... -
tunk vet{tSs{kkd, ha egyik fSegyencsit vet t8egyenessé
trenszformdl juk ugy, mint a 3.6, dbr aﬁ.




4 3.8. abrén
felveti ABCM hdrom-
oldald gila ABC
s{kjat transzfor-
malJuk vet{tosfkka.
Az ABC afkban fel-
vett elsd fdvonal
elsd képe adja meg
1 transzformicid
1ranyat. A harmadik
képen leolvashato
1z M pont és az
ABC sf{k tdvolsdga.

3.9 abra

1,10, 4dbrdn vemutatjuk,
lehet kit profil egyenes metszespont—
4 transzformacid
elidrdsavual. 1z .7 ¢3 az 12 profil
‘ 3enese? m'Jszﬂspontju s

jat mv:szerkeszteni

Cﬂ

38 abra.

A 3.9, abrdn a masodik ve-

t{t5sf{kban levd ABC hiaromssig
sikjaval parhuze mosan vettik

fel az 4j képsfkot. Ekkor a har-
madik képen az ABC hdromszig
valddi nagysdgban ldtszik.

- 2G -
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A transzformicid eljdrdsdnak gyakorldsira sserkesszik
meg & 3.11, dbrdn szerepld teladatokat. A harmadik, illet-
ve negyedik képek megszerkesztéséhez a vdzletokon megad tuk
a transzformicidhoz az Gj rendezdirdnyokat. Ezeket a fela-
datokat is A/4 méretd lapon dolgozzuk ki.

Sgerkessziik meg tovdbbi a 3.8. dbrdn megadott tetra-
éder ABC és MBC sfikjainak ballisszogét a transzformicid
eljdrasdval.

Elméleti tananyag: Tankinyv: 69-71. pontck.
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4. POLIEDEREK (SIKLAPOKKAL HATAROLT TESTEK)
SIEMETSZETE

Egy poliéder (pl. hasib, gula, tégletest, kocka, pa-
ralelepipedon) sflmeiszete egy olyan soksstg, amelynek ol-
dalai a poliéder oldallupjai és a metszdsfk metszésvonala-
ként jonnek 1létre. E sokszig csucspontjai a poliéder élei-
nek a metszdsf{kkal vald metszésponijai.

A s{kmetazet akkor szerkeszthetd a legegysszeribben,
na a metszdafk vet{idsik.

A 4,1, dbrdn egy szabdlyos
négyoldalld gildt meisziink el az «
mismodik vet{itds{kban levs parale~
logramms lemezzel. A gila cldalélei
az o 3fkot az 1,2,3,4 pontokban
metsrik, de a ldthatdsidg feltiinte-
té4énél u kimetszett négyszignek
«8ak egy része Jon tekintetbe.

4.1 abra.

rq /7

g q!bxl’s:: ‘C' .

A

A 4- 2e ébréﬂ az
ABCD alapl négyoldalu
ferdehasdbnak az o elsd
vetitdsikkal képezzik &
metagetet. A kimetszett
hatszdg 1,6 oldala a ha-
g3b alapsfkjdban, 3,4
oldals pedig & fedSlap
s{kjdban van. A 1dtha-
$6sdgot dgy tintettilk
fel, nintha a metszet-
sokszdg a hasdbra ri
lenne rajzolva.
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Ha egy poliédert dltaldnos helyzetd sfkban levd hatd~
rolt s{klemezzel metszink el, akkor célszerd itt is elld-
szor a teljes sfkkal vald metszetel megszegkessteni, es
csak uténa megvizsgdlni, hogy ennek mely része van a gik-
lemezen. Ezt tesszik & 4.3. dbra megszerkesztésénédl is:

o szabilyos Gtoldald MABCDE gila és az FGHI paralelogramma
metszetdét szerkesztjiik meg. A metszet kinnyebb megszerkesz-~
téase c61j4bSl az FGHI sfkot vetf{tiafkkd transzformiljuk; a
harmadik képsfkot az els§ képsikra mer§legesen vesaziik fel,
ennek megfelelfen az 4j rendezlirdnyt a paralelogramma sik-
jdnak f; elsd tévonala adja meg. A harmadik képen a metazs-

s{k képe egyetlen egyenes, tehdt a gila éleivel alkotoit
metszéspontok (1-5) kézvetleniil leolvashatdk a harmedik ké-
pen és elvben konnyen (ti. rendez8k meghizdsival) az elsd
majd a misodik képre dtvihetSk. Vannak azonban olyan élek,
mint pl. az ME é1, amelyen a 4 pont elsd képe ezzel a méd~
szerrel nem hatdérozhatd meg. Itt a mdsodik képet hatdrozzuk

4.3 abra. -
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meg & transzformicié eljdrdsdval, ugyanis a 4,E pontok el-
88 képafkt6l mért tdvolsigkiildnbsége mind a harmedik, mind
pedig & mdsodik képen ugyanakkora. A 4 pont misodik képébSl
az els§ kép mir rendezfvel kijJeltlhetd. A lathatdsdgot dgy
tintetJilk fel, hogy a gila ABCDE lapja le van véve ém a le-
mezbSl kéazftett gildba a feliilnézetben beleldtunk,

A 4.4, dbran egy paralelepipedon és egy paralelogram-
mA lemez metszetét szerkesztjilk meg. A paralelogramma sfk-

4.4, abra.

- 34 -



Jdnak fy elss t8vonaldt felvesszilk és az elsé képpel ren-
dezett helyzetd harmedik képeti az I;~ve1 pérhuzamos rende-

z§irdnnyal hetirozzuk meg. Az 1234 paralelogramma sikja
harmadik vet{tds{k, tehdf a harmadik képen a paralelepipe~
donbdl kimetszett hatszbg csficsai (I-VI) kdzvetlenil addd-
nak, E cstcspontokat az elsd majd mdsodik képen kijeltlve
megrajzoljuk e hatszdg mindkét képét. Ldthatd, hogy & hat-
sz6g & 23 és 14 oldalakat metszi, e metszéspontok elsd és
nésodik képeinek —— pontos gzerkesziés esetén - kizis
rendezdkvn kell lenni. Ennek ellenSrzése utdn tintet]Jik
fel a idthatdsdgot.,

Gyakorlis: Nagy{tsuk fel A/4 méretre a 4.5, dbrén sze-
repld feladaivdzlatokat és sszerkesszilk meg az egyes polié=-
derelmek a megandott afkokkal vald metszetét, majd tintessik
fel a lithatdsdgi vissonyokat.

Elméleti iananyag: Tankdnyv: 85-83%. pontok.
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5. POLIEDEREK ATHATASA

Két polidder dthatdsa lgy jon létre, hogy az egyik
test lapjait metszik a mdsik teat lapjai. Feladatunk most
az, hogy eljdrdst taldljunk két metszddS poliéder metszés-
vonalinak meghatdrozdsidra. Két polidderfeliilet kbzts része
sikidomok meitszésvonalaibdl, tehdt egyméshoz csmatlakozd e~
gyenesszakaszokbél 411, ez az tn. dAthatdsi poligon.

E poligon csicsai dltaldban nincsenek egy sfkban, ha-
nem egy (esetleg 16bb) térbeli sokszdget alkotnak. Ennek a
sokszignek a csicsai ott vamnak, ahol az egyik poliéderél
a mdsik poliéderbe metsz. K€% poliéder Athatdsdnnk meg-
szerkesztésénél eldszdr megszerkeszitjilk az egyik polieder
éleinek a mdsik lapjaival képezett metszéspontjait, majd a
madsik polider éleinek az elsd lapjaival alkotott metszés-—
pontjait., E pontok képezik az dthatdsi poligon (vagy poli-
gonok) csiicspontjait. E pontokat megfeleld sorrendben Gsz-—
szekdtve az Athaidsi poligonhoz jutunk. .

Két csicspont Osszekdts szakasza csakis akkor tartoz~—
hat az &4thatdsi poligonhoz, ha egyik poliéder belsejében
sem halad. Tehdt két 4thatdsi csicspontot akkor kit Ussze
az Athatdsi poligon egy €éle, ha a Xét pont egyidejileg
mindkét poliédernek ugyanazon lapjdn van.

Az elvi részek Usszefoglaldsa utdn most ldssunk néhény
elékészitd teladatot.

Az 5.1, dbrdn az elal kép-
s{kkal pdrhuzamos sikon 4116
MABCD négyoldald gile és az I
elsS f8vonal metszéspontjait
szerkesztjiik meg., Az £j fSvomal-

ra a glila alapsfkjdval pdrhuza-
mos sikot fektetiink, és az AM
éllel alkotott metszéspont elsd
képének kijelolése utdn megszer-
kesztjiik a gildbél kimetszeti
negyszoget, amelynek oldalai a
giila alapéleivel pdrhuzamosak (a
gila ABCD alaplapja és a kimet-
szett négyszdg hasonldak), A ki~
metszett négyszig az Iy egyene~-

sen kijeldli a P és Q metszés-
pontokat.
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Az ABCD alapi ferdehasid A uogeocH
az ¢1s88 képsfkkal piarhuzamos Ax_Dx Bx Cx
s{kon #11. (5.2. dbra)

Megszerkeszijik a t mdso-
dik vetitdegyenes és az fy el-

s8 tévonal meitszéspontjait az
eml{tett hasdbbal. Mindkét e-
gyenesre egy-egy elsd képafk-~
kal parhuzamos sikot fekte-

tink, ezek az AA élen kije~

161lnek egy-egy pontot. Ezek~
151 a pontokbdl kiindulva és
az alapélekkel rendre pirhuza-
most huzva, az alaplappal egy-.
bevégd négyszdgeket kapunk. Az
egyik négyszig & t egyenesen
Jeldii ki a Ty, T, metszéspon-

tokat, mfg a mésik négyszig a8z
I, egyenesen lev§ Fy, ¥, mei-

széspontokat tizi ki.

§2 dbro.

Az 5.3. &brdn egy els§ képsikkal parhuzamos afkon al~
14 szabdlyos négyoldald MABCD guldt és egy mdsodik vetitd-
egyenes élekkel meghatdrozoit négyoldald hasibot dbrézol-
tunk (a hasib oldalélei azm 1, 2, 3, 4 e enesek). Ebben a
helyzetben a két poliéder dthatdsa j61 dttekintheil, mi-
vel kozvetleniil adédnak a gila éleinek a hasdb lapjaival
valé metszéspontjai. A hasdb éleinek a 5ﬁla lapjaival al-
kotott metszéspontjait pedig az imént targyalt elfkészitd
feladatox mintdjdra szerkesztjik meg. A metszéspontokat ré-
mei szamokkal jeldltiik (I-VIII) és egy tabldzatban felje~
gyeztiik, hogy melyik pont mely lapokon van. Nyilvénvald,
hogy & gile MC é1lén lev§ I pont az MC élet tartalmazd BCM
és CDM lapokon van; ugyanigy & hasdb 3 é1én levé V. dtha-
tdsi pon: a hasdb 2,3 és 3,4 lapjain van.

Az dthatdsi poligon meghatarozésdban az I pontbdl in-
dultunk el és olyan pontot kerestiink 2 tdbldzatban, amely
szintén rajta van a BCM és 2,3 lapokon. Ilyen pontnak add-
dott 8z V. pont. Tovdbb csak Ggy juthatunk az dthatdsi pe-
ligonon, ha most BCM és 3,4 lapokon levd pontot xeresiink.
Ilyen a VII. pont. & VIIL. ponttél a BCM és 1,4 lapokon le-
v§ pontba tudunk tovabb menni, ilyen a II. pont. Innen
CDM és 1,4 lapokon levé pontba megyiink tovdbb, vagyis a 1V
pontba. Ez az eljdrds folytathaté, mig a kiinduldsi pont-
ba visszajutunk., Ha valamennyi ithatdsi pontot felhaszndl-
tunk, akkor egyetlen zdri térbeli sokszig az &thatdsi poli-
EOTL.

Ha maradnak még pontok, akkor ez azt jelenti, hogy az
ithatds két (esetleg tobb) kiilond1lé poligonbdl 411, tehdt
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Gula |Hasdb
! |BCcM CoM, 23
I \BCM COM| 14
C! |M |AoMcoM 23
IVIADMCOM] 14
v 8CM |23 34
Vii ADM |23 34
v BCM |14 34
v, ADM |14 34
1=V = Vll- Il ~ V-Vl -VI-Ui-1

1’
53. abra.

a maradék pontok Ssszekdiését az ismertetett eljdrds sze~
rint végezhetjik. (Erre mutat példdt az 5.4. dbra.) Az

5¢3. Abrdn az dthatdsi poligon megrajzoldsa utdn feltin-
tettilk a ldthatésdgot. (A fedSponfok itt is alkalmazhatdk.)
Az dthatdsi poligonnak csak azok az oldalai lathatdk, me-
lyek mindkét tesitnek 1ldthatd lapjdn vannak.

Az 5.4. dbrdn egy ABCDE 6tszdg alapi gildt dbrdzol-
tunk, amelynek alaplapja elsl vet{tds{kban van, hatodik
caticadt M-mel jeldltilk. Szerepel az ibrdn még egy hdrom-
oldaiﬁ hasdb, amelynek oldalélei 1, 2, 3 elsd vet{tlegye-
nesek,

El8azdr a hasib élein levd metszéspontokat hatidroszzuk
meg, lényegében azzel a miédszerrel, amelyet az 5.1., illet-
ve az 5.2, dbrdn bemutatott elfkéazi{td feladstokban mar
megismertink. Az 1 élen 4t az ABCDE elsd vet{tSsfkjdval
pdrhuzamos sfkot felvéve, ez a sfk a gildbdél az alaptiszig-
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Gula |Hasdb
1| aeM (12 13
| aBM {12 13
w| bem |12 23
| aBm |12 23
vi]om |3 23
vi| BCM |13 23
vir locMDEM 13
vin |DcMDEM, 23
Ix |ABMBCM 13
X |AaBmBCM] 23
X! |AEMDEM 13
Xt |[AEMDEM, 12
1 =Xl -VHll-V-VE -XI -]
01V -X-Vi-iX-

54 abra.

hoz hasonld Gtszdget metsz ki. A kimetszett Htszig €s az

1 61 k6z6s I és II pontjai az 4thetdsi sokszdg csucsait
adja. Teljesen hasonléan szerkeszthetSk meg a 2. és 3. é~
len levd IXII, IV, illetve V, VI metszéspontok. A gila éle~
inek a hasdb lapjaival alkotott metszéspontjait az elsd
képen vet{t8s{k és egyenes metszéspontjaiként kdzvetleniil
kapjuk (VII-XII pontok). Az 8sszekidtéshez az elfzd fela-~
datban ismertetett médon elkészizjiik 2 tdbldzatot. Az At-
hatdsi pontok Osszekdtésénél kéit térbeli sokszbget kapunk.
Ennek az az oka, hogy a hasdb  dtfirja" a gildt, az egyik
sokszbg az &tfurdsndl & bemenetnek, a mdsik a kimenetnek
felel meg., A lathatésigot azon feltételekkel tiintettiik fel,
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hogy & hasidbot és a lemezbll készilt gila alaplapjdt az &t-
hatas megszerkesztése utdn elidvolitotiuk.

Az 5.5, dbrdn az ABCD alapl szabdlyos négyoldall gi~
ldnsk és az 1, 2, 3, 4 els§ févonalakkal megadott hasdbnak
az dthatisdt aszerkesztettilk meg. (4 glla 6t6dik cslesa M
az alaplap sfkja alatt van,) A feladat kdnnyebdb dttekint~
hetdsdége cé1jdbél a hasab éleilt vet{tlegyenesekké transz-
formdljuk. A harmadik képen a gila és hasab &thatdsa olyan
helyzetben mutatkozik, mint az 5.3. dbra feladatdban. A
hasibéleken levs metszésponiokat az 5.1, dbrdn bemutatott
médszerrel hatirozzuk meg (I-VI pontok). A gila élein levd

5.5 abra.
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metszespontok a harmadik kepen k8zvetleniil adddnak, azonban
az elsd, majd a midsodik kepen vald kljelolesuk nem minﬁig
lehetséges csak a rendezdk segitsegevel. Példdnkban az MA,
illetve MC éleken levs metszéspontok elsd képének kijeldlé-
se az in. ,hegyes metszés® miatt igen pontatlan lenne. Ezt
gy tudjuk kikiiszdbolni, hogy a transzformicid eljarasanak
alkalmazdsdval az MA és MC élen adddé pontok masodik kepet
Jel6ljiik ki eldbb, majd ezutdn az elsd képiiket. Az Abrén
egy vesszdvel megjelolt ny{l mutat;a a XI., pont masodik ké-
pének transzformicids kijeldlésdt. A megszerkesztett pontok
Osszektténsét a kordbban megiamert eljargs szerint vegezzuk
el, a lathatosag feltiintetéséndl pedig a hasdbot és a le-
mezb8l készilt gila ABCD lapjdt eltavolitjuk.

Az 5.6. dbran két hasib dthatdsdt szerkesztettik meg.
Az egyik hasdb alaplapja az ABCD négyszog és oldalélei pro-
fil egyenesek, amelyeket asz Axgxgxnx fedflappal egyértelmi-

en meghatdroziunk. A mdsik hasdb oldalegyeneseivel van meg-
adva, ezekx az 1, 2, 3, 4 elsd Ioegyenesek. Feladatunk meg-
olddsdt most is azzal kezdjiik, hogy a Ioegyenes 614 hasi-
bot Un. vetf{tdhasdbbd transziormaljuk. A m351k hasib bhar-
madik képét is elkész{tjiik. Az AA CG és DD éleken levd

metsze3pontok a harmadik képrél az elsore rendezovel kije-~
161lhetk, de mdsodik képilk meghatdrozdsdhoz ismét a transz-
formicid eljdrdsdt hasznaljuk. Az abrdn az I pont kijelslé-
aéhez felhaszndlt magassagkulonbse et egy vesszdvel jelilt
ny{llal szemidliettiik. A 2,3 és 4 éleken levd metszespon—
tokat a harmadik kép Ielhasznalasaval az 5.2. abrin bemu-
tatott mdédszerrel mzerkesaztettilk meg. Masodlk képlik rende-
z6vel kijeldlhetd. Az dthatdsi poligont & mdr ismert mddon
hatdrozzuk meg, majd IoltuntetJuk a ldthatdsdgot azon fel-
tetelek mellett, hogy az 4116 hasdb lemezb8l van, fed8lap=-
jét és a fekvd hasabot az dltala kimetszett résszel egyiitt
eltavolitauk.

Gyakorlasul szerkesaziik meg 2z 5.7. dbrdn megadott
Athatdsi feladatokat, Mindegyik feladatot A/4 méretd lap-
re. felnagy{iva szerkessziik meg.

Elméleti tananyag: Tankdnyv: 91-94. pontok.
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6. MFRETES SZFERKESZTESEXK, TAVOISACOXK ES HAJLASSZUGEK
SZERKES ZTESE. MERETES ADATAIVAL MEGADOTT TESTEK
ABRAZOLASA

A) Két pont tdvolsdga. Adott félegyenesre adoit hosszusdgi
szakagz felmerese

Xét pont dltal meghatdrozott egyenes &brdzolésinil 1ldt-
tuk, hogy a két pont egymishoz viszony{tott helyzetének meg-
41lap{tdsdndl jelentds szerepe van a pontok képasfkokidl mérit
tdvolsdg~kiilénbaégeinek,

A %,1. 4brdbél ldthatd, B
hogy az AB smzakasz hosszdt
meg tudjuk hatdrozni egy
olyan derékszigi haromszig-
b8l, amelynek egyik befo-
gbéja a szakasz egyik képe,
mAsik befogdja pedig a sza-
kasz ké} végpontjdnak a kép-
8fkt3l mért tdvolsidg-killtnb-
sége,

81 dbra.

L Ha az A'B' elsd kép-
<<//// b6l indulunk ki, akkor az

A és B pontok magassig-~
kiilonbsége a misodik ké-
pen olvashatd le, és a
két szakaszbll szerkessz-
! tett derékszogi hiromszdg
? dtfogdja megadje az AB

AVf i szakasz hosszat.
“&\\\5g\\\*; (6.2, dbra)
. B’

6.2. abra.

M4Ar a 2.3., 2.5. s 2.6, adbrdkkal kapcsolatosan emlftettiik,
hogy a képsikkal parhuzamos egyenesen levd szakasz hossza
e megfeleld képen valddi nagysdgdban ldtszik. (Profil e-
gyenesen levd szakesz hosszdt ugyanigy szerkeszijiik meg,
mint az 3ltaldnos helyzetd egyenesen levd szakaszhosszi,
csupin arra kell iigyelni, hogy profil egyenesen levl sza-
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kasznidl a két végpont magassdgkillbnbsége megegyezik & sza-
kasz madsik képhosszéV&l.%a

Ha adott egy A pontbdl kiinduld e félegyenes és egy
adott d szakesz, akkor a Iélegyenesen meg tudjuk hatdrozni
azt a B pontot, amely az A ponttdl d tavolsdgra van.
Szerkesziéstin-

ket arre az A”

éazrevételre

alapoztuk, hogy :\\Bn

egy egyenesen 1

levd barmely P Bx”

szakesz hosz- w
gszdnak meghsa it~

rozisandl ke- d

letkezl derék-
sz8gd hiAromazdg

Al
megfeleld szd- //e, Ax
gel egyenlék, 4

vagyis e hdrom— 7Y d

szogek hason-~ ‘r”,,w”ié'

18k. Tehat az r] u
A pontbdl kiin- Al [ AR |
duldé e félegye- .

nesen felve- 6.3 abra.

sziink egy tet- . _
széleges X pontot (6.3. dbra) és meghatdrozzuk az AL sza-
kasz hosszdt. A kapott derdkszigl hadromszbg &dtfogdjéra fel-
mérjiikk a d szakaszt, majd a hdromszdggel hasonlét szer-
kesztve megkapjuk a d hosszisdgi szakasz els§ képhosszit,
illetve a masodik befogdn az A és B pontok magassdgkiilonb-
ségét. Ennek ismeretében a B pont képei megha tdrozha ték.

A 6.4. &brdn a PQ pro-
1i1 egyenesre mértink fel p
egy megadott d szakaszt
az altaldnos elvek pon-
tos kiovetésével. A P poni-
t61 felmért 4 szakasz o4
misik végpontja az R pont.
Ha egy egyenes valamelyik TR o {
képsfkkal pirhuzamos, ak- ne
kor a szakasz felmérése d PR
kozvetleniil a képen el- {

végezhetl.
..L <-RI *——pr—.—

PL 9

6.4. abra.



B) Adoit egyenesre adott ponton.at merSieges sflk szerkesz—

tése. Adott sfkra adott ponton 4t merdleges egyenes
gzerkeaziése

Ha az adott P ponton 4t a2z adott a egyenesre merdleges
sfkot kell szerkeszieni, akkor elegendd a P ponton &t két
olyan egyenest szerkeszteni, amelyek merSlegesek az a egye-
nesre, ugyanis e két egyenes — térgeometriai ismereteink
alapjan — az a egyenesre merfleges sikot hatdroz meg. A
merdleges vet{tds tulajdonsdgaibdl viszont tudjuk, hogy
két merdleges egyenes vetiilete pontosan akkor merdleges
egymdsra, ha kozillik az egyik parhuzamos a képsfkkal. Fnnek
alapjdn (6.5. dbra) a P ponton 4t felvett £, elsd f8egyenes

poniosan akkor merdleges az a egyenesre, ha elsd képe merd-
leges az a egyenes els8 képére: fila'. Ugyanigy a P ponton
keresztiil haladé £, misodik f8vonal pontosan akkor merdle~

ges az a egyenesre, ha flh 1 a'. Az f; é3 f, egyenesek 41~
tal meghatdrozott sik

tehdt merdleges az a B

egyenesre. A forditott
feladat — ti. amikor

adot$ ponton 4t adott

s{kra merdleges egye- A
nest kell szerkeszte-

ni — megolddsa mir  __
kiolvashaté ag eddigi-
ekb8l. Az ABC sikra a

P ponton 4t merdleges
egyeneat akarunk 411{-

tani. (6.6, dbra)

fz

Plf

o A

i P
6.5. abra. 6.6. abra.



Az ABC sfkban £ elsd és z, midsodik f8vonalat felvéve a P!
ponton 4t az f%-re merSleges m' egyenest, tovdbbd a P pon-
ton 4t az fg—re merdleges m' egyenest megrajzolva a kapott
m egyenesre az eldbbiek szerint merbleges az fy és f, egye-
nesek 4ltal meghatdrozott sik. Bz a sik azonban agzonos az
ABC afkkal, tehdt az m egyenes és az ABC afk egymidsra me-
r8legesek.

.

A 6.7. dbrdn —F?
matatjuk be azt a I3
konnyen beld thatd 1
tényt, hogy fy el-

38 flegyenesre me-

r8leges w s3ik eisd p!
vet{itdsfk, amely-

nek elsé képe £y-

re mer8leges.

Ugyaniigy asz £, mi-

sodik féegyenesre ;
mexrdleges v sik A
misodik vet{t8s{k, -
rg 1 v"', Megfor-

d{tva: vet{tdafx-~ ‘
ra mer§leges egye- 6.7 abra.
nea fSegyenes.

Meg jegyenzik még, hogy vet{tfegyenesre merdfleges a
megfeleld keépsik vagy azzal pdrhuzamos sik.

fl

C) 5S4k leforgatdsa képsfkkal .pdrhuzamog helyzetbe és a sfk
meggzerkesziett pontjainak visszaforgatdsa

A sfk leforgatisa alapvetden fonios szerkeszidsi el~
Jards, amellyel a sikot egy egyenese koril elfcrgatva kép-
s{kkal pdrhuzamos helyzetbe hozzuk. Ezdltal a sikban levd
alakzat valddi méreteiben ldtszik, tehdt e sikalakzat poni-
Jaibdl kiindulva a leforgatott helyzetben a sziikséges szer-
kesztések elvégezhetlk,

A szerkesziések eredményeként adddé pontokat (a lefor-
gatds megford{tisdval) az in. visszaforgatdssal tudjuk a -
vetiiletekben (els§ és misodik képen) meghatdromni.

Az eljards ismertetését vetit8sik leforgatisdnak és
visszaforgatdsdnak megszerkesziésével kezdJike.

A 6.8.’ébrén a mAsodik vet{t8sfkban lev§ ABC hirom-
szo§ gagassagpontjet alarjuk megszerkeszteni, A mdsodik
vetitdsikot els§ képsfkkal pdrhuzamos helyzetbe forgatjuk.
Forgastengglynek a sik els§ képsfkkal pirhuzamos egyenese,
azaz egy masodik vet{tSegyenese vilaszthats.
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Legyen ez a
mésodik vet{tSegye~-
nes agz A ponton at-
haladdé t egyenes.

A leforgatasndl a
forgistengely min-
den pontja helyben
marad, tehdt az A
pont is. A B és C
pontok a t egyenes-~
re merdleges sfikban
— tehdt a misodik
képsikkal pirhuza-~
mos sikban — olyan
ktr{ven mozdulnak
el, amelynek kozép-
pontja a forgdsien-
gelyen van. E kir-
{fvek a mdsodik ké-
pen kbrnek ldtsza- ()
nak, mig els8 ké-

plik a2 B' ill, ¢!
pontokbdél a t'-re
merdleges egyenesein
le;z. A“B és C pon-—
tok a t'-n keresz- !

tiil & rendezdirdny- Al=(A)
ra. merdlegesen meg-

rajzolt, elsd kép- t
s{kkal parhuzamos
s{kba keriilnek: 6.8 abra.

B*, ill. C*. B,

illi. C* pontokon 4t~

haladé rendezdk kijeldlik az els§ képen a leforgatott (B)
és (C) pontokat. A leforgatoit helyzeiben az (AY(BY(C) ha-
romszdgnek minden oldala és sztge valddi méretében 1dtszik.
E helyzetben megszerkeszthet§ a hiromszdg (M) magasségpont~
ja, amelynek visszaforgatdsdt a leforgatdsi eljdras megfor-
d{tdsival szerkesztjik meg: (M) ponton 4t & t forgdsten-
gelyre merdlegest d411itunk, ezen az egyenesen lesz MY (M)

ponton 4t rendezdvel kijeldljuk ag M* pontot, majd megfele-
18 xbrivvel az M"-t. Az M"-n Athaladdé rendezdvel kijelol-
jik az M'-t, Bzzel az eljdrdssal a vetitfsik tetszflegesen
sok pontja leforgathatd, illetve visszaforgathatd.

Az elsd kép és a leforgatott kozott azonban felismer-

e

hetiink egy egyszer( s{kgeometriai kapcsolatot, az in. merd-

leges affinitast.

T} Bgy pont elsd képét és leforgatottjit baszekotd
egyenes merdleges a t' tengelyre (affinitds tengelye).

2) Az affinitds tengelyének minden pontja Snmaganak
a megfeleldje, azaz helyben marad,

3) Egy egyenes képe (pl. B'C') és leforgatottja (BY(C)
egymdst a ' tengelyen metszik, vagy parhuzamosak a ten-
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gellyel, Ha ismerjiik egy P
pont képét és leforgatott— (P)
J&t, akkor a fentiek alap- A
jan a 6.,9. 4dbra azerint
egy tetszlleges Q pont le- :
forgatottidt (vagy (Q)-bol @
a Q'-t) meg tudjuk szerkesz-
teni. .
Altaldnos helyzeti
gfk és a benne levd ABC hi- ¢
romszdg leforgatdsit szem-—
1élteti a 6,10, dbra. A
forgistengely -— amennyiben
elsld képafkkal pdrhuzamos Q'
helyzethe forgatunk —=— ag a
sik egy £, elsl fSegyenese ib:

lehet. Az egyszerlség ked- 6.9 abra.

]

7!’1'(0')

(B

6.10. abra.

véért a képafkot fektessiik az T, egyenesre. Ekkor a lefor-
gatott (&) s{k maga a Ty képafk,
A pontok elfordulisa az T, elsd fGegyenesre merSleges

elsdé vet{iSsikokban tbrténik., E vetftisfkok elss képei az
f,-re mer§leges egyenesek, amelyek a megfelels A', B', ¢,

illetve (A), (B), (C) pontokat k&tik Gssze. Az A pont le-
forgatdsandl a pont egy olyan kirfvet {r le, amelynek k&~
zéppontja a T pont, sugara pedig az AAT derékszogd hirom-
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520gb8l hatdrozhatd meg. E derdékszdgl hdromszdg egyik
befogéja az A" T' az A" pontnak az f;~t61 mért tdvolsdga,

a misik befogd pedig az A pont és az I, egyenes magassdg-

kiilltnbsége, amely & misodik képen olvashatd le. A derédk-
sz5gu haromazdg adtfogdja megadja a leforgatott (A) pont és
f; tdvolsdgdt. A sfk egyes pontjainak leforgatdsdndl edd-

46 derékszdgli hdromszigek egymdshoz hasonldk, mivel egyik
szbgik mindig a sfk és a képs{k hajldsszbgével egyenld.
Az dbrdn is 1ldthatd, hogy az els§ kép és a leforgatoit
kﬁzﬁ?ti kapcsolat merSleges affinitds, amelynek tengelye
az f5.

1

A 6,11, dbrdn ugyanazt a feladatot végezziik el, amit
a vet{tlsik leforgatdsanidl bemutattunk, vagyis az adott
ABC hdromszidg magassagpontjdnak meghatdrozdsdt. Elsének az
ABC s{k egy elsl févonaldt, az I, egyenesi vessziik fel, a-

melynek mésodik képe a rendezdirdnyra merdleges, elsd képét
pedig az AB, illetve BC egyenesekkel alkotott X, illetve Y
metszéspontok segitségével jeltljik ki. Az A', B, C' pon~
tokbdl az I%-re merdleges egyeneseken lesznek az (A), (B),

(C) pontok. Az (A) meghatdarozdsdihoz megszerkesztjik azt a
derékaztgld hiromszbgel, amelyiknek egyik befogdja az A’
pontnak az f1-t81 vald tdvolsdga, mdsik befogdje pedig ag

A pont és f; fGegyenes magassigkiilinbsége, Az 4tfogd meg-
adja az {4) pontnak az f{—tél vald tdvolsdgdit. Minthogy az

elsd kép és a leforgatott kozti kapcsolat merdleges affinji-
tds, ezért az (A)X' egyenes kijeldli a (B) pontot az Y'(B)
egyenes pedig a (C) pontot a kordbbi f;-re merdlegesen
meghuzott egyeneseken.

A hdromsztg leforgatott helyzetében megszerkeszijik
az M magassdgpontot, amelynek elsd képéi a merSleges affi-
nitds segiisdgével hatdrozzuk meg. Az M'-t az AM sfkbeldi
egyenesen jeldljilk ki: AM az F pontban metszi az f; egye~-

nest, az F" pont kijelslésével az AM egyenes mdsodik képét
meg tudjuk rajzolni és ezen rendezdvel %lzziik ki az M" pon-
tot.

Megjegyzés:a leforgatist a sfk bArmelyik els§ fdvone-
la koriil végrebajthatjuk. Most azért vdlasztottuk meg {gy
a forgastengelyt, hogy az elsd képet a leforgatotidl job-
ban széivdlasszuk. Kz a tovdbbiakban Altaldban nem valo-
sithatd meg, de kelld gyakorlat utdn nincs is rid szilkség.
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6.1 abra.
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A leforgatds eljdrisdnak gyakorldsdra oldjunk meg né-
hiny feladatotb:

1) Adott egy O pont és egy e egyenes, valamint egy r
tdvolsdg. Szerkesszilk meg az e egyenesen azokat a
pontokat, amelyek az O ponttdl r tdvolsdgra van-
nako :

(A megszerkesztendd pontok tulajdonképpen az O ko-
zéppontl, r sugard gombnek és az e egyenesnek a
metszéspontjai.) '
rdzoltuk az O pontot, it X
az e egyenest, 69 E \je\M;'
megadtuk az r tdvol-
sidgot. A feladat T
megolddsdhoz az O
pont és az e egyenes
dltal meghatdrozotiil ¥ f
s{kban az O ponton &t [ 0" 1
vettik fel az f; el-

s f8egyenest forgds-
tengelynek. Az O pont
leforgatdskor hely-
ben marad. Az e egye-
nes egy ietszlleges

E pontjdval megszer-
kesztjik a leforga-~
tottjidt, igy az %2)
egyenes az (E) pontoil
az e egyenesnek a
forgdstengellyel al-
kotott metszéspont-
jdval Gsszekstd egye-
nesvonal lesz. Az (0)
k6riil r sugdrral raj-

3 612 abra.
zolt kor kiljeldli az (My) és (M2) pontokat, amelyeknek el-
6§, majd misodik képe az ‘e egyenes képein meghatdrozhatd.
2) Adott egy a egyenes és egy O pont.
Smerkessziik meg azt & szabdlyos hdromsziget, amely-

nek kézéppontja az O pont, egyik éle az a egyene-
sen vane

A 6.13. 4brdn az O ponton &%t felvesszik az O pont és
az a egyenes 4ltal meghatdrozott sik £, elsd f3egyenesét.,

Az f; egyenes koriil a sikot képsikkal piarhuzamos helyzet-

be forgatjuk: megszerkeszijik az a egyenes tetsz8leges X
pontjdnak a leforgatottjdt, ezdliel az (a) egyenes is
megrajzolhaté. Az (0) = O' pontbél (a)-ra d11litott merd-
leges egyenes talppontja (T). Az (0)(T) tdvolsdg kétsze~-
rese a szabdlyos hdromszdg kéré irt kdr sugara. Ennek is-—

- 53 =



meretében az
(0)(T) egyene-
sen kijeloljik
a (C) pontot,
illetileg az
&) egyenesen
az (A) és (B)
pontokat. (A)
és (B) pontok
visszaforga-
tdsa az a egye-—
nes képeinek
igmeretében
miAr kézenfek-
v§. A(C) képe~
“t a (T) pont
visszaforga-
tdsdval tudjuk
meghstdrozni,
és ezutdn a
T'0' egyene-
sen,- illetve

a I"0O" egyene- ,
sen jeloljiik 6.13. abra.
ki C' =%, illet~

ve C"-t,

Tdvolsdpok €s hajldsszbgek megszerkesztése

A méretes alapszerkesztégek egyik alkalmazdsi teriile-
te a kétképsfkos dbrdzoldsban megadott térelemek tivolss-
gainak, illetve szUgeinek megszerkesztése, A kOveikezdkben
ilyen szerkesztési feladatokat mutatunk be. Ezek dttanul-
ményozdsa és tndlldé kidolgozdsa utdn — a térgeometriai is~
meretek alapjdn — valamennyi ilyen jellegl szerkesztést
viszonylag konnyen el tudunk végezni.

l1) Szerkesgziik meg 8z & és b kitérs egyenesek haj-
lisszoadt.,

A 6.14. 4brdn megadott a és b egyenesekkel pirhuzamos
egyeneseket szerkesztiink egy tetszéleges P ponton &1: &1,

by. Az a4 és b; egyenesek dltal meghatirozott sfkban fel-
vett f; flegyenes koriil leforgatjuk a s{k P pontjit és a,,
illetve b, egyeneseit, & leforgatottban kxapjuk a ¢ hajlds~
szbget,
”2)'Szerkesszﬁk meg az ABC sfk és az I poni tdvolsigit.
4 6,75, dbrdn megszerkesztettiik az iBC efk £, elsé
és £, misodik f8egyenesét, ezek ismeretében az . pontbhdl
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merflegest aili-
tottunk az ABC
sfkra. Megszer-
kesztve a merfle-
ges ég az ABC sfk
0 metsgzéspontjdt,
a kapoitt MO sza-
kagz az M pont és
az ABC aik tavol-
sdga. Végil eld-
411{tottuk az MO
szakasz valddi

\fg

nagysdgdt.
Aﬂ
fr
A0
¥
pe | YB*
MI
AI
f

6.15. dbra.
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3) Szerkessszik meg a 6.16, dbrdn két képével adott
ABC sik és DB egyenes hajlisszogét.

4 sik és egyenes hajldsszdge a si{k egy normdlisa és
az egyenes dliel bezdrt szdg pétszdge. Ezért a D ponthdl
az ABC sikra (ennek f; és I, fGvonaldt felhaszndlva) merd-

leges n egyenest szerkesztlink. Az n egyenes és a DB egye-
nes 4ltal meghatdrozott sikban felvessziik a v els§ févo-
nalat. 4 v fegyenes koril leforgatjuk ezt a sfkot kép-
s{kkal padrhuzamos helyzetbe. A (D) pontot az n és DB egye-
neseknek v forgdstengelyén helybenmaradé pontjaival sz~
ezekdtjik, fgy megkapjuk a normdlis és a DB egyenes szb-
gét. Ezt a szdget derdkszbggé kiegésziil ¢ szbg a sik és

a8 DB egyenes hajldsszige.

0%

6.16. abra



4) A 6.17. 4brdn megadtunk egy a elsd vetftfsikot és
egy Altaldnos helyzetd sikot £ f2 f8vonalaival,

Szerkessazilkk meg a két sik hajlisszigét.

A tergeometriabol ismeretes, hogy két sfk haalasszo—
gét ~— a tér egy tetszoleges pontgabol — g k6% sikra 41~
1{tott normdlisck hadlasszoge adja meg. BEzért e tetzzb-
legesen felvett P ponton 4% megszerkesztjik az (f£4, 12)

dltaldnos sik ny normilisdt, majd az « elsd vetfitlsik n,
normélisat. Az n2 normdlis elsd f3vonal, amelynek elsl ké-

pe merdleges of —=re. A normilisok sikaat ebben az esetben
8% n, normilis koril képsikkal parhuzamos helyzetbe for-
gatjuk. Elég az ng normdlis egy tetszdleges X pontjdnak a
leforgatottjdt meg— .

szerkeszteni. Az “31

(nq) és n, 41l%al X

bezdrt szdg a két £z
sfk ¢ hajldsszige.

;“._..--

- 6§17 dbra.
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Méretes adataival megadott testek dbrizoldsa

A méretes slapszerkesziések mdsik alkalmazdsi kirét
képezik azok a feladatok, amelyekben egy dltaldban szabd-
lyos tulajdonsdgokkal rendelkezd test %g&la, hasdb, kocka,
gtb.) néhdny megndott adatdbdl megszerkeszijilk a test ren-
dezett vetiilleteit. Az ilyen ifpusi feladatokat természete~
sen nem lehet térgeometriai alapokon nyugvd megolddsi gon-
dolatmenet nélkiil megszerkeszteni. A megolddsi ,tervet"
célazerl egy alkalmas szabadkézi vdzlattal kezdeni., E sza~
badkézi vézlaton igyekszink a megszerkesztendd testet le-
het6leg képiesen megrajzolni, feltimtetve rajte a megadott
adatokat. Ezutdn a feladatot gondolatban megoldjuk, vagyis
a szerkesztést olyan lépésekre bontjuk le, hogy minden e~
gyes lépésben egy-egy dbrdzold geometrisi alapszerkesziés
szerepeljen. Bzutdn,ha szilkséges, le is frjuk a feladat
megolddsinak 1lépéseit, majd azokat sorban végrehajtjuk. A
szerkesztés végén a ldthatdsdg foltintetése zdrja a fela-
dat megolddsdt., _
(Megjegyzés: Az alapszerkesztéseket természetesen nem ki-
zardlag ilyen feladatok megolddsdra lehet alkalmazni. Az
alapszerkesztések képezik az dbrdzold geomeiriai tananyag
gerincét, amelyek nélkiil a gorbevonnlak és felliletek dbra-
zoldsdt, a veliik kapcsolatos metszési és dthatdsi, valamint
s{xba-ter{t8gi feladatokat sem tudjuk megoldani.)

1) A 6.18, é@r&n megadiuk 2z A pontot, az e egyenest
és az m @avolségot. Szerkesszilk meg ammak a sza-
bdlyos hdromoldalld hagdbnak a képeit, amelyeknek
egyik alapéle az e egyenesen van, az alaplap csi~
cga az A pont és a hasdb magassdge m.

A feladat megolddsa:

a) Az (Ae) sfkot 1 elsd ffvonala koriil leforgatjuk: (X},
(e). Megszerkesztjiik a szabdlyos ABC hiromsziget, B és
C pontokat visszaforgatjuk.

b) A sfk 1, mdsodik fdvonaldt is felvéve az alapsikre me-
réleges oldalélek egyenegeit megszerkesztjik,

c) Az oldalélekre felmérjiik az m magassigot.
d) Lithatésdg feltiintetése.

2) A 6,19, 4brdn megadtuk az A pont és a c egyenes
képeit. Szerkesssziik meg azt a kockdt, amelynek A
pont alaplapjdnak egy csicsa, a c egyenes pedig a
kocka A-val szemktztes oldaléle (1. vdzlat).
A feladat megolddsa:
a) A ponton 4% a ¢ egyenesre merdleges sfkot szmerkesziiink:
(1‘1 ] fz)-
b) Az (L4, 12) s{k és ¢ egyenes metszdéspontjdt meghatiroz-
zuk: cg
c) Az (14, £,) sfkot leforgatjuk: A' = (4), (C). Megszer-

kesztjilk az ABCD négyzetet a leforgatott helyzetben,
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6.18. abra.
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6.19. dbra.
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a)

e)

a)

c)

d)
e)

a}

b)

c)
d}

e)

majd visszaforgatjuk. . .

4 kocka oldalélei ¢~vel pdrhuzamosak. A D pontbdl kiin-
duldé oldalélre a kocke élhosszdt felmérjik (X segéd-
ponttal): D..

Lathatdsdg feltiintetése.

3) A 6.20. dbrdn megadtuk & g egyenes és a P pont
két képét, valamint az m tdvolsdgot. Szerkesssziik
meg azt a szabdlyos négyoldald guildt, amelynek
tengelye a g egyenes, alaplapjdnak egy cslcsa a P
pont és magassaga m.

A feladat megolddsa:
P ponton 4t g egyenesre merdleges s{kot szerkes .ink:
(f‘l, f2).

Az (fi, f2) s{k és g egyenes metszéspontjdnak meshatd~

rozasa: M.
Az (fy, f,) sfk leforgatisa: (M), P' = (P). Megszer-

kesztjiik a PQRS alapnégyzet leforgatottjdt, majd visz-
szaforgatjuk,

A G segédpont alkalmazdsival a g egyenesre M pontbdl
felmérjilk az m tdvolsdgot: T.

A 14thatdsdgot Ugy tiintetjik fel, hogy a lemezbSl levd
gildnak az alaplapjdt eltavolitjuk,

4) A 6,21, dbrdn megadtuk ez a egyenes és az O pont
két képét. Szerkessziik meg azt a szabdlyos teira-
édert, amelynek egyik alapéle az a egyenesen van,
az alaplap kozéppontja az O pont.

A feledat megolddsa:
Az O pont és a egyenes sfikjdt az f; fovonal koril lefor-
gatjuk: 0' = (0), (X), (2). Az ABC szabdlyos hdromszig
szerkesztése és visszaforgatdsa.
Az (0a) sik f, févonaldnak felvétele és O ponton 4t

s{kra merdleges egyenes szerkesztése,

A szabdlyos tetradder magassdginak megszerkesztese (1.
dbra). :

A merdleges egyenesre az Y segédpont alkalmazdsival, &
magassdg felmérése, i

A lithatésdg feltiintetése.

Gyakorldsra javasoljuk a 6.22., és 6.23. 4brdn felvé-

teli vazlattal megadott feladatok 6ndllé kidolgozdsdt (A/4
lapon).

1) Szerkessziik meg azt az egyenes hasdbot, amelynek
alaplapja az adoit ABCD paralelogramma, magassagd
pedig az m tavolsag.

2) Szerkesszlik meg annak a szabdlyos négyeldalid guld-
nak a két képét, amelynek adott i tergelye, a raj-
ta levd i csiecs és az alap egyik csucsa.




§.20. abra.
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X)

(B)

(@)

a'(C)

4

abra.

6.21
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3)

4)

5)

6)

7)

8}

Szerkesszilk meg annsk a tetraédernek a két képét,
amelynek alaplapja az adott ABC hdromszig, magas-—
sdgdnak hossza m, és a magassidg talppontja T.

Szerkesszilk meg annak a kockdnak a két képét, a~
melynek egyik lapkozéppontja 0, és a lap egyik
éle az adoit a egyenesen van.

Adott az a egyenes, O pont és az m tavolsag. Szer-
kesztendd az a szabdlyos hatoldald hasdb, amelymek
egylk alapéle az a egyenesen van, alaplapjdnak ko~
zéppontja az O pont, magassdge n.

Adott a ¢ egyenes és az A pont. Szerkesszilk meg
annak a kockanak a képeit, amelynek alaplapja a
(¢, A) sikban van, A & kocks egyik csticsa, c egye-
nes pedig az alaplap atldja.

Adott az A pont, © egyenes és a 4 tavolsag. Szer-
kessziik meg annak a szabdlyos hdromoldald guldnak
a képeit, amelynek t a tengelye, A pont az alap-

lap egylk cadcga és a gila magassdgs a 4 tdvolsdg,

Szerkesszilk meg azt a szabdlyos hiromoldald gildt,

amelynek tengelye t egyenes, egyik oldalélének e~

gyenese a b egyenes, & gile magassige pedig a meg-
adott m tdvolsig.

Elméleti tananyag: Tankonyv 75-80. és 83-84. pontjai.
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6.22. abra.
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abra.

4

6.23.
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7. VEKTOROK, VEKTORMJVELETEK S GEOMETRIAT
ALKAIMAZASATK

VYektor fogalma: Vektornak mondunk egy irényf{tott sza-
kaszt, amelyet nagysdge (hossza) és irdnya ad meg. Két vek-
tort azonosan egyenlének tekintiink, ha parhuzames egyene-
seken vagy ktzbs egyenesen helyezkednek el &s nagysdguk,
valamint irdnyuk is megegyezik. A vektorok jelilése: vagy
aldhizott kisbetiivel (pl. &), vagy & szakasz kezdo 68 vég~
pontjénak egymis utén Irdsival, feliil nyfllal (pl. AB). A
szakasz irdnyitdsét rajzban szintén nyfllal jeldljik.

Vektor abszolit ériéke a vektor hossza; jeltlése la|.

Nullvektor: Olyan vektor, amelynek hossza 0, irdnya
pedig megdllapodds alapjan tetszlleges, azaz barmely vek- .
torral parhuzamos.

Vektorok Ggszeaddsa: a és b vekborok dsszegét ugy kap-
juk meg, hogy az g vekior végpontjabél ind{tjuk a b-t. Az
a + % az a kezdGpontjabél b végpontjdbe mutaté vekfor (7.1,
abra).

Ezzel egyenéritékd a paralelogramma szabdly szerinti
5sozeadds: az a é9 b~t kvzbs P pontbél ind{tjuk, és az al-
taluk meghatdrozott paralelogramma P pontbdél kiinduld it~
1évektora & + b (7.2, dbra)l.

Az bGsSzeadds tulsjdonsdgai:

a+b=Db+a (kommutativ)
(&g +B) +¢c=2+ (b +¢c) (asszociativ).

Az a, b, ¢, &, € vektorok Osszege az az £ = AF vek-
tor, amely az Osszeadandd vektorok 41tal alkoTott ABCDEF
16rtt vonalat zarttéd teszi (7.3. dbra).

[l

p g
71 abra. 72. dbra. 73 &bra.
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- Vektorok kiilvnbaége: az a és b vektorok kiildnbségén
azt az @ - p vektory értjik, amelyhez
b-t adva az a-i kmpjuk: b+(a-b)=a. '
Fzek szerint gy kapjuk meg &z a-b-t, O’L’
hogy az a és b vektorokat egy ponitbdl =
indftjuk, és a b (utdvbi) végpontjd-
bl az a (eldbbI) végpontjiba mutatd
vektor az a-b (7.4. E’gra). '

I

a

74. abra.

Vektor ellentettje: a vektor ellentett;le az a vektor,
amelyhez a-t adva nullveklort kapunk. JelSlése: -a. Egy
vektor és ellentettje ellentétes irdnyd, abszolit ériékiik
egyenld, a + (-b) = a ~ b. : :
Nullvektor ellentettje thmga. a + Q = a3 0 - & = -a;

a - 8 = Oo : } ’

Vektor szdmmal vald szorzdsa: Egy vektort a tetszd-~
leges valds szammal szorozva vektort kapunk, A Aa vek~
tor az a vektorral pdrhuzamos, hossza |Afla], irdnya az a
irdnydval megegyezik, ba A > 0, az a-val ellentett ird-
nyt, ha A <0, Ha A = 0, akkor a Aa nullvektor.

Eg?ségvektor: az g vektorral egyirdnyi egységnyi hogz-
szisdgi 8% vektor, '
o

1
B i mees 0§ o

|
A szdmmal vald szorzds tulejdonsigai:
MAa) = Alua) = Rpla
(A +rpla = Ag + e (elsf disztributiv sza-
bdly)

AMa + b) =As +Ab (mdsodik disztributiv
. szabily).

Ha a és b nem pdrhuzamos (nem kollinedris) vektorok

<

F1v]
?ﬁﬂ'lm

Aa = pub, akkor A =/L'= 0. -
Ha a # 0 és Ag = pa, akkor A= i _
Eét vektor & és b pontosan akkor kollinedris, ha

g = Ab
alaiban 411ithatd eld,

Yektorok linedris komiindeidja: Az aq, By, eeey 2y

véktorok linedris kombindcidjdnek nevezilk a -
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Aqaq + 3.2@_2 ¥ eeca + .‘Angn alakd bsgzeget e.holj
A1 Ags-sees Ay valds szimok.

Linedris fiiggetlensdg, linedrisan filged vektorok: Az
819 Bos sees B, VEktoro i

&y inearigén fiiggetlenek, ha a

431 + dB, + eee + Apa = O egyenlség csakis Ay = A, =
= oea =4, =0 esetén d11bat fenn.

Ha & Maq + A8, + oo + A 8 = O egyenl§ség fenndll
Ggy, hogy nem mindegyik li = 0, akkor a vektorok linedri~
gan flggdk. Ha pl. A, # 0, akkor a Aaq + A8, + eee +
+2.a n = O egyenlSségbbl & a kivetkez$ alakban frhaté fel:

&y = “-}:'1'?.1 “}I:z:?:g = s ‘%i%nJ .
n .

Ez azt jelenti, hogy & linedrisan fiiged vektorok koziil

legaldbb az egyik eld4114ithaté a t6bbi linedris kombindci-

Geometriai qelentése: Xét vektor linedrisan fiiggd, ba
padrhuzamosak (kollinearisak), linerisan fliggetlen, he nen
parhuzanosalk, )

Egsiiﬂ (komplandris) vekborok; olyan vektorok, ame-
lyek egy sikkal parhuzamosak, Ha a €s b két (nem kolline-
dris) vektor, akkor az @a + Pb alakd vektorok a-ral és b-
ral komplandrisak.

Ha a, b, ¢ egysfkd vektorok, és az g és b vektorok

nem pirhuzamossk, akkor. ¢ egyértelmlen A411{thaté eld a és
b_linedris kombindciéjeként (7.5. dbra), ¢ = aa + Pb €15~
all{tdsban « és P egydrtelmlien meghatdrozoti szdmok. Egysfiki
- vektorok kizill legfeljebd kettd lchet lined-
) risan fiiggetlen.
Ha a, b, ¢ nem egy-

sfkd vekforok, akkor a
ter minden v vektora egy~
érielmien 4I1{thatd eld
8, b, ¢ vektorok linedris
Eombindcidjaként. v =
= ag+fb+ye €l6dll{ldsban
o,p"ésY egyérielmien meg-
hatidrozott szdmock (7.6.
dbra).

A térben legfeljebb
hédr®m linedrisan filigget—-
len vektor lehet.

75. Gbra. 76. dbra.
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Vektorok koordinitdi: Vdlasszunk a térben hdrom, pd-
ronként egymasra merdleges egy-
ségvektort: i, 1, k (7.7. &bra).
Alkosson e hdrom vektor jobb-
rendszert, azaz k-ral szembe
nézve i-t a %-ba 90%-0s, az ora
jdrdsdval ellentétes (vagyis po=-
zit{v) forgds viszi., Az i, j, k
alapvektorok linedris kombindci-
éjaként a tér barmely v vektora

egyérielmien 411{thatd els:
v = xi+y] + zk.

77 abra.

Az {x,y,2) szdmhirmast a ¥ vek-
tor Descartes-féle derékszigl
xoordinatdinak nevezzik az i, js; K koordind tarendszerben.

Az i, $ k alapvektorok koordindtdi: 1(1,0,0), j(0,1,0),
(050,75,

Vektormiveletek koordindtdkkal: Az a vektor koordind-
tdi ("], a,, 83)s & B vektor 'oordindtdi (by, by, b3le A
xét vektor Usszegének a + b-nak a koordindtdi (a; + by,
ay + by B4+ b3). A k&% vektor killénbségének & — b-nak
a koordindtdi (aq - by, ay - bz, ag - b3). Ha A valés szdm,
akkor a Aa koordindtdi (1a1, 132,‘1a3),

Helyvektor. Térbeli pont koordindtdi: Ha a térben
rogzitjuk az i, 4, kK alapvektorok k6zog 0 kezdSpontjdt az
origdt, akkor a tér minden pontjdhoz egy meghatarozott O~
b6l kiindulé vektor, un. helyvektor mutat. Ha a P pontha
mutaté OP nelyvektor koordindtdi (pq, Py p3), akkor a P

pont koordindtdinak az 0P helyvektor koordindtdit nevez~-
zitk. Ha A pont helyvektora a(aq, &, a3) és a B pont hely-

vektora a bbby, b2, h3), akkor az AB = C
= E —{i(bl ~a1’ b2 “"3-2, b3 "3.3).

Példa: Legyen adva az A(2,1,3),
B(-1,2,5), D(1,2,1) poni. Ha-
tirozzuk meg az AB és AD vek-
tort (7.8. dbra).

Ha az A pont helyvektora a, a

B pont helyvektora b és a D

pont helyvektora 4, akkor

@ = P_ - @_(‘3:1,2) és

AD = 4 - a(-1,1,~2).Hatdrozzuk

meg &z ABCD paralelogramma C

cstcsianak koordindtdit, Nyil-
_ vénvald, hogy ¢ poni ¢ helyvek- 78 abra.

tora ¢c = a + AB + AD alakban

- 70 -



411 el§. A paralelogramma dtldévektora AB+AD(-4,2,0),
tehdt ¢(-2,3,3) adddik.,

Mésik pel&ankban dllitsuk 18 a v(12,11,4) vekiort az
a(1,2,0), b(2,3,1), c(5,-1,2)" vektorok linedris
FombindeiéJaként. vy = ag + Bb + Yo koordindtds a-
lakban «, p, -ra egy egyenlatrendszert ad.

12 = o+ 2p + 5y

11 2a + 3f - ¥
4 p+27.

A harmadik egyenlet kétszeresét az elsdb8l és hi-~
romszorosit a masodlkbol kivonva:

4 =a + vy
-1 = 20 - 7y imnen -9 = ~9y.
Tehdt y= 1, akkor pedig a = 3 és f = 2,
Tehat a v vekior komponensei: 3a(3,6,0), 2b(4,6,2),
0(5, 74
Ha az AB szakaszt a P pont két
szakaszra osztja (7.9. dbra), ame- A 4 P 1 B

lyek ara’nya é‘—E = /;: , akkor a P pont

helyvektora az A és B pontok helyvek-
toraival a ktvetkezd alakban fejez-
hetd ki:

1t

da + pb
R = 'TI::ET"

(Bz az elfallftds kiterjeszthetd az
AB egyenes AB szakaszon kivil levd
pontgalra is. Ekkor az egyenesen egy
irdny{tdst kell felvenni, &3 ennek
megfelelfen a ﬁfarany a -1 kivé{elé-
vel minden valds szdmot felvehet.

Kimutathatd tovabba, hogy az AB egyenes pontjai ponto-

79. abro.

san akkor 4llithatdk el p = «a + Pb alakban, ha «+f= 1.)
Az AB szakasz felez8pontjdba mutatd vektor:
a + b
2 Ll

Sudlypont: Az Aq, Aoy eeny A pontokbdl 4116 pontrend-
szer gilypontja az S pont, amelynek g8 helyvektora

§1+§2+c-.+§n
= - n ¥

ahol a, az Ai helyvektora., A sdlypont fliggetlen az origd

védlasztdsdtél, és a allypontbdl a pontokba vezet§ vektorok
Osszege Q.

aKorldsra javasocljuk: Geometriai feladatok: 1-48.
feladatait.
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Vektorok skaldris gzorzata

Ha kéi vektorhoz a-hoz és b-hoz a kdvetkez§ definicid
szerint egy szdmot rendeliink, akkor ezt a mlveletet a két
vektor skaldris azorzdsdnak mondjuk. Jelidlése: ab.

Definicid: Az s és b vektorok
skaldris szorzatdnak az ab =|aliblcosy
szdmot (skaldris mennyisdget) nevezszik,
ahol ¢ a két vektor dl%al bezdrt ki-
sebbik sztg (7.10. dbra).

Megjegyezziik, hogy ab > O esetén a vek-
torok hegyesszidget, ab < O esetén tom-

paazbget éa ab = O eSetben deréksziget.

zirnak be.

A skaldris gzorzds fontogabb tu-

lajdonsagai: g

a*b = bea (kommutativ) 710, abra.
a(b+c) = ab+tac (disziributfiv)

(2a)b = e(ab) = Aab)
as = a® = |af?.

A akaldris sszorzdsra az aqszociativitésnak nines értelme.
Skaldris szorzds elvégzése koordindtdkkal: Az
alay, 8y, 83) és 5131,—52, by} skaldris szorzata:

Az a vektor irdnydbs mutatd egységvekior:
o ' 2 2 2 _ 2, 2 2 . s
& = Tay ° tehdt a° = [a| " = a] + a; + a3 alapjdn kiszd-
- -f 0 A I o 2 31 32 a
mithatd laj, és {gy az a~ vektor koordiné i (Taer;T,lalx

Ezek a koordindtdk az a® és i ill.j ill. k alapvektorok 4l-
tal bezdrt sziogek koszInuszdi. -
Az e egysegvekior és a b vekior ska-
ldris szorzata bee = |bllelcosp =|blcosey ,
ennek geometrial Jelentése a b vekior e
irdny{tott egyenesén adéds eldjeles mers- b
leges vetiilete (7.11. dbra). Ezen észre-
vétel alapidn vezethets le a kbvetkezl: L
A b vektor felbontdsa adott a vek- e

torral pdhuzemos és rea merslegeé*gbsze-

tev X felbontason a kovetkezoke

ertjuk: a két vektort kézds kezdfponti- b
nak gondolva, az dltaluk meghatdrozott

s{kban a b vektor végpontjdbdl az a vek- 4
tor egyenesére £11f{tott merSleges T talp-

pontja jelsli ki az a-ral pdrhuzamos Qp
dssgzetevd végpontjdt. 711 abra.
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Az a-ra merSleges Osazetevd 1
kezdépontja a T talppont, vég-
- pontja pedig & b végpontjdval
k6z6s; jele: b (7.72. dbra). b b
. .3 o0, 0
A gp, ilietve Em casgzetevdk:
ab
b, = @°pa’ = e,
2 g BT
§m=g~y_p=§-(@_°g)§°= . 712 dbra.
) ap
=b"——8ao
=T 2=

Ktnnyen beldthatd, hogy az alaq, 8, 83) vektor koordind-
tdi az i, %, k alapvektorok dltal meghatdrozott koordind-
tarendszerben’aq = ai, 8, = &], 85 = &k skaldris szorzds-

sal is kiszdm{thatdk. o
K&t vektor hajldsszbgének kiszdmitdsidre is allmalmas
a gkaldris szorzds, ul. a definicidé alapjdn kapjuk a

a.b
CORP = Tallel
Ssszeliiggést.
Pé1ddk:

1) Szdmftsuk ki a(3,2,~1) és b(2,-1,3) vektorok ska-
14ris szorzatit. Hatdrozzuk meg e két vekbor haj-
lisszogének koszinuszdt.
Megoldds: ab = 23-2-3 = 1

kX Jo+441 = {12
, Iul {1179 = {14
COSCPT-:Q_O
12) Szimftsuk ki az 5 hosszisdgd a és 3 hogszisdgld b

skaliris szorzatdt, ha hajldssSzogik 30°.
Megoldds:

i

ab = 5+3+cos 30° = 15 122
3) Adott az a(-1,2,2) vektor és a v(-5,5,6) vektor.

Bontsuk fel a b vektort a-ral pirhuzamos és red
merSleges Gaszetevlkre.

Megoldds: o
a

= 1+4+4=9, b 54+410+12 = 27. Ezek

&, =
szerint by = & & = 32(-3,6,6), by = & = Bp(=2:-1,0).

—
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meg z éritdkét .igy, hogy é és b egymidsra merdlege-
aek legyenek.
Megoldds: a-bh = 2-1245z = 0, innen z = 2.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok 49-97.
feladatait.

i*4) Adott az a(2,3,5) és b(1,-4,2) vektor. Hatdrozzuk

Vektorok vektorislis szorzata

' Ha két vektorhoz a-hoz és b~hoz a kivetkezd definicié
gzerint egy ¢ vektort rendeliink, akkor ezt a miveletet a
két vektor vektoridlis szorzdsinak mondjuk. Jeldlése:

c = a Xh.
= TDefinicid: Az a és b vek-
torok vektorialis szorzafa a c ]
vektor, ha-icl = |aliblsineg, c=axh
ahol ¢ a két vektoT Zltal meg- ==
hatdrozott kisebbik szig, to-
vdbbd ¢ merdleges a-ra és b-ra
mégpedig lgy, hogya, b, ¢ jobb-
rendszert alkotnak, azaz c-ral
szembe nézve a-t a b-ba Sramu-
taté jirdsdval ellentétes ¢
sz?gﬁ forgds viszi 4t (7.13. 4b-
ra).

Megjegyzés: a xb vektor
abszolit értéke az a és b vek- 713 —abra.
torok d1tal meghatdrozott para-
lelogramma teriiletével egyenld.
Két vektor vektoridlis szorzata pontosan akkor O, ha a két
vektor pdrhuzamos (kollinedris). -

A definicidébdl kivetkezik, hogy & vektoridlis szorzds
nem kommutativ mivelet.

A vektoridlis szorzat fontosabb tulajdonsdcai:

axb = -bxa (a vektoridlis szorzat alterndld)
Maxb) = (Ra)xb = ax (Ab)
(a + b)) xc =axc + bxgc
cx{a +b) =cxa + cxb (disztributiv)

Az asszociativ tulajdonsdg a vektoridlis szorzdsra sem tel-
Jestil.

Néhdny 576 a determindnsokrdl: A determindnsok elmé-
letével az algebra foglalkozik, ezért a determindnsok 41-
taldnos definicidjdt sem adjuk meg. Kizdrdlag a misod~- s
a harmadrendd determindnsokkal foglalkozunk.

Misodrendi determindng az a1by - ashy kéttényez8s szor-

zatok kiiltnbsége. A jobb dttekinthet§ség kedvéért az ilyen
azorzatkillonbségek éridkének jeldlésére az

¢
c

u

aaa
by b

2
2

albz - a2b1 =

- T4 =



a3lekban vald felfrdst vegetjﬁk be. Nyilvédnvald, hogy & md~
sodrendd determindns értéke 0, ha megegyezik két sora (aq =

by, 85 = b2) vagy két oszlopa (aq = 8o by = b2). A deter-

mindns értékének (-1)-szeresét adja a sorok felcserélésé-
vel keletkez8 determindns. ,
Horpadrendd determindns: Az a;y (i,k = 1,2,3) elemek-

b6l 3 sorban (sorindex i) és 3 oszlopban (oszlopinderx k)
elrendezett szdmok 41381 az aldbbiak szerint meghatdrozott
szamot harmadrendd determindnsnak nevezzilk:

844 Bqn &
a.ﬂ i2 a'i} . 8op 8p3 a as] 8pg 851 8op

21 222 %231~ #11f LE:] PR et =1 DU &
831 84y B33 32 733 31 "33 31 %32
Ez a harmadrendd determindns els6 sor szerinti kifejtése.

Vektoridlis szorzds elvégzése koordindtdkkal: Az
alaq, a,, ag) és b(by, b, b3) vektorok vekitoriilis szor-

zatit i, j, k alapvektorokkal a kovetkezd determindns alak-
ban lehet felirni:

i 4k
axb =jaq a, aql= i@ byaqby) - i(aqby-eqbq) + k(a1by-6,b¢)
by by, b3

Nyilvdnvald, hogy ixj =k, ixk =1, kx

Példdk:

1) Hatdrozzunk meg olyan vektort, amely az A(7,3,4),
B(1,0,6), C(4,5,-2) hdromszdg sikjdra merSleges.
Hatdrozzuk meg & hdromszdg teriiletét.

liegoldds: AB(-6,-3,2), AG(-3,2,-6). A hdromszbg sik-

jéra merdleges vektor:

1

.—.1.

I I 3 2| |-6 2| ]-6 -3
AB xAG=|-6 -3 2|= i -i +k =14i-42j-21k.
—3 o —6 2 —6 ""3 "6 "'3 2

A hdromszig terillete az AR és AC vektorok sltal kifeszitett
paralelogramms teriiletének a fele:

1

t = %-[:ﬁ xl’c[ AB xAC = T(2i - 6] — 3k)

AR xAGl= 7-[443649 = 49 .

Tendt s hdromszidg teriilete .

a(2,-1,-2) vektorral pdrhuzamos, b egyenes a )
3(-5,5,5) ponton &thaladd b(4,-3,-5) vektorral par-
hu

2) Legyen =gz 2 egyenes sz A(-4,4,-1) ponton 4thaladd,
AUZATIOS.

4!
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”Szamltsuk ki a két egyenes tdvol-
sdgdt (7.14. abra)

Megoldds: A normdl transgzverzdlissal
parhuaamos vektor az a xb, ennek irdnydba
mutatd egysegvektor a xb

la xb} *
A BA vektornak e vektorra vald merfleges

vetiiletének a hossza adja a két egyenes d
tdvoladgdt:

d ——-B-QXP' BA
N 2 xb] 714 dbra.
BR(1,~1,~6)
id k
axb =[2 -1 -2|= -1 + 2] - 2
4 =3 -5

|axb]=J1+4+4 = 3
(axb)BA = -1-2412 = 9, tehdt d = 3.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok 98-121,
feladatait.

Tobbtényezds vektorszorzatok. Kifejtési tétel.
Vegyesgzmorzat

Kifejtési itétel: Ha két vektor vektoridlis szorzatdt
egy harmadik vektorral vektoridlisan Ssszeszorozzuk, akkor
ennek konnyebb kiszdmf tdsdra beblzonylthato a kovetkezo
(kifejtési tételnek nevezett) Csszefiiggés:

(@ xb)xe¢ = (ac)b - (bela
ax{bxec) = (ac)b - (ablc.

Hirom vektox vegyesszorzata~ Az a, b, ¢ vektorok ve-
e88Z0T7a 18, az axb es ¢ vektorok skalarls “szorzata:

a xb)e.
axh '

TA vegyesszorzat geomet -
riai jelentését tekintve axb
az a, b, ¢ vektorok 41ial”
megﬁatarozott paralelepipe-
don a, b oldaliapjdnak nor-
malvektora amelynek abszo- m
1it értéke a Ld? teriileté-~
vel egyenld (7.15. dbra).
A normédlvektor irdnydba mu-
tatd egységvektort c-ral

skaldrisan szorozva a test e Q'
lapjdhoz tartozd m eldjeles f
magassdgot kapjuk. - Z15. abra.

- 76 -



Ez a magassdg pozitfv, ha a xb és ¢ szbge derékszignél nem
nagyobb; negativ, ha axb és c sudge derékszdgnél nagyobb.
Az elsb esetben azt mondjuk, hogy a, B, ¢ vextorok jobb-
rendszert alkotnak, a mdsodik esetben balrendszert alkotnalk.

Az elmcrndottakbdl kdvetkezik, hogy (axb)c vegyesszor-
zat az a, b, ¢ vektorok 4ltal kifeszitett paralelepipedon
eldjeled térfogatit adja, amely aszerint pozitiv vagy ne-
gativ, amint a, b, ¢ vektorok jobb- vagy balrendszert al-
kotnalk.

Az a, b, ¢ jobbrendszert alkoté vektorhdrmas elemeit
ecbben a Sorrendben ciklikusan felcserélve szintén jobb-
rendszert alkoté b, ¢, &, lllettve ¢, 2, b vektorhdrmasc«atl

kapunk. Tehdt a paralelepipedon térfogats kiszdm{thatd az
' (& xble = (Bxela = (gxalk
alakokban. Mivel a skaldris szorzds kommutativ, ezért
(axb)e = a(bxe), ugyanigy (bxcla = blgxa) és
(¢xa)b = claxb).

Bz azt mutatja, hogy & hirom vektor vegyesszorzati-
nak kiszidmitdsindl a szorzat értéke fiiggetlen atidl, hogy
egy megadott sorrend esetén melyik két vektort szorozzuk
Sssze vektoridlisan. Ez az Un. felcserélési tétel.

Ezért az a, b, ¢ vektorok vegyesszorzatdt Szokas
abc-vel jeldlni. Tehat

abe = bea = gab.

Ha azonban az &, b, ¢ sorrendben két egymds utdn ko-

vetkezd vektort cseréliink fel, akkor a vektorldlis szorzat

alternildé tulajdonsdga miatt a vegyesszorzat elfjelet
valt:

abc = -bag = -ach = -chba.
A vegyesazorzatra érvényesek a kidvetkezd tula jdonsd-

gok: -
(Aa)be = habe.

Az abc = O pontosan akkor, ha a, b, ¢ egysiki (komplandris)
vekiorok.
[(a + 21) xb]e = abe.
Az abc vegyesszorzat kiszdmitdsa koordindtdkkal: Az

alaq, g, a3}, b{bq, b, bS)’ cleq, Cos c3) vektor vegyes-—
szorzata:

i j k a1 @5 84
abec = a(bxec) = a|by by byl =] by by by harmadrendld
Cq Co 03 Cq 02 03

determindnssal torténik. ) L .
A vegyesszorzat tula jdonsdgaibol kovetkezik a harmad-

rendd determindns néhdny tulajdonsaga, amelyek & determi-
ndns értdékének kiszdmitdsdndl jol felhaszndlha tok:
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Ha a harmadrendd determindns két sordt feleseréljiik,
akkor a determindns elfjele megvdltozik.

Hz a determindns két sora megegyezik, akkor ériéke O.

He a determindns egyik sordban csupe O &l1, akkor a
determindns drtéke is 0.

Ha a determindns egyik sordhoz a misik sor A~szoro-
sédt (2 £ 0) hozzdadjuk, akkor & determindns értéke nem vdl-
tozik meg.

Példék:

. l|1) Szdmitsuk ki az 0(0,0,0), A(3,2,0), B(1,4,0),
¢(2,2,5) cglcspontokkrnl adott tetraéder teérfogatdt.

Megoldds:Az OA, 0B, OC vektorok 4ltal kifesaitett
paralelepipedon térfogatdnak 1/6 része a tetraéder térfo-

ga'ta.

Bt 1320 s ol 1o |1

OA OB OC ={1 4 O|= 3+ -2 +0s = 60-10 = 50.
225 2 5 2 5 2 2

Tehdt a tetraéder térfogata %?-: %? .

2) Déntsiix el, hogy az a(-1,3,2), b(4,-6,2) és
c(~3,12,11) vektorok linedrisan fiiggetlenek-e vagy
fiiggdk.

Hegoldas: Ha a hdrom vektor linedrisan fiiged, akkor
komplandrisak, és az dltaluk meghatirozott ,paralelepipe-
don" élei egy sikban vannak, a térfogat és az abc vegyes-
szorzat O. Ha a hdrom vektor fiiggetlen, akkor az abg ve-
gyesszorzat értéke £ O.

-1 3 2 %6 2] 14 2] |4 -6
?’.EE =l 4 -6 2|= - 1 11 -3 1 +2 " 121=
-3 12 11 2 3 3 12

80 ~ 150 + 60 = 0.
Tehdt a, b, ¢ vektorok linedrisan fliggdk.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok 122-145.
feladatait.

Koordindtatrangzformicid

Ugyanazokat e pontokat, alakzatokat kiilonb¥zd koordi-
nitarendszerben vizsgdlhatjuk. Ugyenannak a pontnak a koor-
dindtdi kiilonbozd koordindtarendszerekben mis-mis értékek,
de koztiik matematikai formiba Onthetl kapesolat van, amit
koordindtatranszformicidnak mondunk.

koordindtarendszer eltolgsa: Ha a koordindtarendszert
a v(a, b, ¢) vektorral eltoljuk (a megfeleld koordinétaten-
gelyek parhuzamosz2k maradnak), akkor az elsé koordindta-
rendszerben (x, ¥, z) koordindtijd pont a2 misikban (x', ¥ .
2') koordindtdji lesz, és a transzformdcidé formulai:
x=x +u,y=y +Db,z=2 +c¢c.
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Koordindtarendszer elforgatdsa: Ha az origd rigzitve
marad, de az 1, 4, k£ vektorok az 1’ , j', k' helyzetbe el-

fordulnak akkor a P pont {x, v, z) koordindtdirél (x', ¥',
z') koordlnatalra vald dttérés formuldi

x cos(i,i' ) +y cos(j,i') + z cos(k,i')
x cos(i,i') + ¥y cos(,i') + z cos(k,j")}

x con(i,k') + ¥ cos(]j,k") + z cos(k,k'), illetve
x'cos(i,i') + yleos(i,i') + 3'cos(i,k')
+
+

I

il

x'cos(j,i") + y'cos(i,i') + z' cos(1,k")
x'cos(k,i' ) + y'cos(k,i') + ' cos(k,k").

A formuldkban szerepld pl., (k,i') szimbolum a k és i' egy-
segvektorok sz6gét 3elent1.
S{xbeli koordindiarendszer «
szdggel valsd elforgatasa esetén
az attérés formuldi a kovetkezok—
re egyszerisvdnek: (7.16, dbra)

1 .
X =X cosa + ¥ sin«

R M NN
1

]

= -x sinw + y coso, illetve

x'cosa - y'sinx

fl

“ N«
]

x! gina + ylcosa .

716. abra.

Javasolt gyakorlatl anyag:
Geometriai feladatok 270-281.
feladatok.

Flméleti tananyag: Tankbnyv 150-162., 166., 168-173.
pontok.



8. EGYENZS ES SIK KOORDINATAGEOMETRIAJA

Geometriai feladatainket nemcsak szerkesztéssel, ha-
nem szdmoldssal is meg kell tudni oldeni. Ez oly mddon i6r-
ténik, hogy koordindtarendszer segitségével jellemezzik az
egyeneseket, sfkokat €s mds Usszeltettebdb alakzatokat., Ak-
kor mondjuk, hogy egy alakzat egyenletével vagy egyenlet~
rendszerével van jellemezve, ha ezeket kizdrélag az alak-
zat pontjai elégitik ki.

Egyenes egyenletrendszere: Legyen adva egy koordindta-
rendsazerben egy egyenes PO X» ¥yo zo)

pontjdba mutatd r, helyvektor és az egye- F)/

nes v(a, b, c¢) irdnyvektora., Ezek egyér-
telmlen meghatdrozzik az egyenest a iér-
ben (8.1, dbra), Ha r az egyenes egy tet- Y
széleges P(x, y, z) pontjdba mutatd hely-

vektor, akkor &z r - r vektor és a y irdny-

vektor pdrhuzamosak, tehdt r - r,=1v « %,

ahol t egy valds szim. Ez az egyenlfsédg az
egyenes minden pontjédra — alkalmas % ese-
tén — fenndll, az egyenesen kiviil levd

pontokra nem teljesiilhet, tehdt az egyenes
vektoregyenlete r = r  + vt alakd. Koordi- 0

nétdkkal felfirva: &.1 abra.

a0
=

gw

X =x +at, ¥y =%

° + bt, 2 = Z, + ct,

0

igy’az egyenes paraméteres egyenletrendszerét kapjuk; a pa~
raméter t. 4 paraméter kikiisztbtlésével ez az

X - X, B Yy ~¥, -3z

a = b T c
alakban {rhaté fel.
Ha pl. ¢ = O, akkor ez a felirds az

X -X, ¥ -, s
-a b * T %

alakra mdédosul.
Kozepiskolai tanulményokbdél ismeretes, hogy az egyenes
sikbeli koordindtarendszerben az

"Ax+By+C=0
1ski egyenletiel jellemezhetd, ahol az egyenesre merdleges
2 normdlvektor koordindtdi n(A, B), mig az egyenes y irdny-
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vektora a v(B, -A) koordingtikkal adhaté meg. Az (x_, yo}
ponton &thaladd n(4, B) normilvektori egyenes egyenlete

Alx -_xo) + B(y - yoj = 0.

A _sik egyenlete: A térben egy sikot egy Po{xys ¥4 zo)
gontja ég n(4, B, C) normdlvek-
ora egyérfelmien meghatdroz .
{8.2. Abra), minthogy egyetlen
olyan s{k van, amely & Po ponton

dimegy és a n irdnyra merdleges.
Legyen a afk egy teiszlleges
P(x, ¥, z) pontjénak helyvekio-
ra t, & Po pont helyvektora r,e
Az ¥ - r, vektor a sfk valameny-

nyi pontjéra nézve az n-ra merd-
leges, a gfkon kifviil fekv8 pont-
ra azonban ez nem 411 femn, te-
hdt a sf{k pontjait a kdvetkezd
skaldrig szorzat jellemzi: -0

anlz - ;‘_o) = O, 8.2. 4bra.

Ez a sik vektéregyenlete. Koordindtds alakban
CA(x - xo) + B(y - yo) + Gz = zo) =0 vagy
Ax + By + Cz = Ax, + By, + Cz,

alakd, amit még Ax + By + Cz + D = O alakban 18 feifriu-
tunk, ahol D = —(Axo + By, + Czo).

A sfk jellemzésére allkml-~
mas mdsik méd lehet, ha & si-
kot egy pontijdnak r, helyvek-

tordval és két s, b nem kolli-
nedris sfkbeli vekTorral adjuk
az g és b vektorok lineéris kom-
binXcidival elérhetfk, tchdi a
sfk egy tetszfleges r helyvek-
tord pontja r = T, + @au + bv

alakban &11fthatdé el8. Az u és
v értékek —— mint paraméierek
— ydltoztatdsdval a sfk vala-~
mennyi pontjdba el juthatunk,.
Az ilyen alakd vekioregyenlel
is felfrhatd koordindtas alak-
ban. Az u 43 v paraméterek ki-
kilszbolésével = sik egyu.ieté-
nek szokisos alakjidt kapjuk.
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Pont_ds sik tivolsdrm tgzy kaphatd meg, ha a sik ery
pontidt os vz aao{% poniot 8sszekdtd vektort merdlegesen
rédvet{tjiik a normilvektor irinydra. Ha o pontba az r hely-
vektor mutat, & sfk egy pontjdnak helyvekiora pedig r,, to-
vébbd a normilvektor irdnyd egységvektor n°, alkor u vetii~
let el§jeles hosszdt az n°(z - ¢ ) skaldris szorz>ta adju.
A s8ik egyik oldaldn lev§ pontokra az drtdk pozitiv, a mésik
oldalon levSkre negaifv, 2 sfk pontjaira termdszetesen 0.

Az 1°(z - £ ) = 0 sikegyenletet a llegse—féle normil-
enletnek nevedziik, §s koordindtdsan az ’

Ax + By £ Cz + D _ ,

JA2~+ 32 + 02 :
alakban frhaté fel, amely alkalmes pont 45 sfk tdvolsdgd-

nak a kiszém{tisédra.
Pé1ddk; - :
1) Iri:? fel a P(5,-3,2) ponton Athaladd v{(-1,3,5)
irdnyvektord egyenes egyenletrendszersi,-
Megoldds: A vektoregyenletb8l kapjuk az x = 5 - t,
¥.= -3 + 3%, 2 =2 + 5t alako%, illetve ebbdl az

X-5 _y+3 2z =2
| e bl 2
egyenletrendazert,
2) Hatérozzuk meg az x = 5 - t1, y = =3 + 34, z =
=2+5% ésazx=1 =2y, y =3+ 1, z =
= =1 - 5%, egyenesek hajldssztgét. Allupitsuk meg
két egyenes pérhuzamossdginak és merdlegességdneXk
feltételét,

Megoldds: A két egyenes irdnyvektora: vy(-1,3,5:,
1r_2(-2,1 ,~5). Hajldsszbgik koszinusza:

B =2 +3 -25=-20
N ¥1 %o leg‘
% Tzl | =T¥9+25 = 35
| lggl ={#1+25 = {30 ,

tehdt cosgp = Ti—-‘j:%—- s ebb8l a két egyenes hajldsazbge meg-
O

£1lapithats.
X6t egyenes akkor merfleges, ha iridnyvektoraik skald-
ris szorzata 0. ) _
Két egyenes akkor parhuzamos, ha irdnyvektoraik pér-
huzamosak. {Tkkor a két egyenes egybe is eshet.)
[13) Allapftsuk meg ké% kitérs egyenes t4volsdgdt.

) llegoldds: Bzt a feladatot a vektoridlis szorzdsndl
berutatott feladatok kdzdtt lényegében bemutatiuk.



Két egyenes kblcsvnds helyzetét ennek alapjén mér el-
donthetjilk: 1dttuk pdrhuzamossdguk feliételét, s ha nem
pérhuzamosak, és tdvolsdégukra O addédik, akkor csak metszlk
leheinek.

4) Hatérozzuk meg a2 X = ~t;, ¥ = 6 + 2%, 2 = 8 + 3Y
ésaz x =13 + 5%) ¥ =2+ %, & = -3 - %, egyene-

gek metszéspontijdt.
Megoldds;: Ha a két egyenes metszi egymdat, akkor a 44

és %, paraméterek megfelel$ értékeire ugyanez sz (x, y, 2)

szdmhdrmas adédik. EbbSl a feltételezésbSl hérom egyenlet
irheté fel: .

Ennek ag egyenleirendszernck két egyenletébdl kepezett e=-
gyenletrendszerbfl ty = =3, ¥, = -2 adédik, Ez azonban még

nem Jelenti azt, hogy & kSt egyenes metezi egymdst., A har-
madik egyenletbe ezeket az ériékeket behelyetiesitve, ha
ott is egyenldség adddik, akkor e két egyenes valéban met-
szi egymggt (kiilonben nem metsz8dfk az egyenesek). Ez a
médszer tehdt alkalmas segédeszkidz két egyenes kilcalnis
helyzetének megdllapftdsdra.

Esetlinkben & kapott tq = =3 és , = -2 értékek mind-

hdrom egyenletet kieldgitik, tehdt a két egyenes metszb.
A metszéspont koordindtdi a lmpott paraméterértékek meg-
feleld egyenletrendszerbe helyettesf{iésével adddnak és a
két egyenes M(3,0,-1) metszésponijdt adjék.

5) Irjuk fel az A{1,2,0), B(3,0,-3) és C(5,2,6) pontok
81tal meghatérozott sik eiﬁgnletét. -
. Negoldds: A sik ké%. vektora (2,-2,~-3) é3 AC(4,0,5).
A sik normdlvektora: xAC(-12,-24,8), helyette vehet juk
a si{k normflvektordnak az n(3,6,-2) vektort is; a sik egy
pontja A, tehdt a sfk egyenlete

H{x -1) +6(y -2) - 22 =0, llletve
3x + 6y - 22 - 15 = 0.

6) Mdott a P(1,2,3) pont és s kiovetkezd két egyenes:
4 egyeness 2 = -4 + 24, ¥y = 4 - $;, 2 = -1 - 244,

b egyenes: x = <5 + 4t5, ¥ = 5 - 3t,, 2 =5 - 5% 5.
Irjuk fel annak 2 sfknak az egyenletét, emely 5 P
ponton dimegy és pdrhuzamos sz a és b egyenesekkel.
Mezoldds: a keresett sik normdlvektordt az egyenesek
V,1&,-1,-2) és 32(4,—3,—5) irdnyvektorainak a vektoridlis
szurzata adjar ¥y X Up(-1,2,-2). Tehdt s sik epyenlete:
~{zx ~1) - 2(y - 2) - 2(z2 -~ 3) = 0, ilietve
-5 +2y - 2243 =0,
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171 ndott & P(1,2,3) pont és az x = -4 + 2%, y = 4 - ¢,
l z = -1 -« 2% egyenes, Irjuk fel a P pont és az egye-

]
]

J4+25+§

[1+9+16

ai
[vl
tehdt

) Megoldds: A sik normdlvektordt a P pontot az egyenes

egy R(-4,4,-1) pontjdval Gsszeki}d vektor és az irdnyvek—

tor vektoridlis szorzata adja. PR(-5,2,~4), v(2,-1,-2},
-8{(x - 1) -~ 18(y ~ 2) + (z =3) = O.

8) adott a P(1,2,3) pont és 8z x = =4 + 2, ¥ = 4 - %,
z = =1"= 2t egyenes. Irjuk fel a P pontot tartalma-

Megoldds: A sfk norméivektors az eg¥enes irdnyvektora

(2,-1,-2), Tehdt a afk egyenlete: 2{x ~ 1)} ~ (y - 2) ~
- 2(z - 3) = 0, :

. X =3 =%,y =-2+3% 2=1 - 4t egyenietrendsze-.
ri egyenes. Hatdrozzuk meg a sfk és az egyenes haj-
ldaszogdét. : )

az egyenes v(-1,3,-4) irdnyvektorinak a szdgét &llap{tjuk
meg: nv o
33 .
1_],..-‘! = -2 -~ 15 -~ 8 = _"25,
26 .

nes 4ltal meghatdrozott sik egyenletét,.
n = Pk xv(-8,~18,1). A sfk egyenlete
26 €8 az egienesre merfleges sfk egyenletét.
9) Adott & 2x ~ 5y + 22 +:7 = O egysnletd sfk és az
Megoldde: El§szir a sfk normflvektordnak n(2,-5,2) és
cos = Tallel
(326

Minthogy ¢ értéke tompaszidg, ezért a sik és az egyenes haj-
lasszige a = @ - 5.

{{10) Allapitsuk meg két sfk hajldaszigét. :
Megoldds: Erre a feladatra kiildn szdmpélddt nem dol-
gozunk ki. Két sik hajlésszbge (amely legfeljebb derékszog
lehet) normdlvektoraik hajldssztgébdl szdm{ithatd.
Két sik nyilvén akkor pidrhuzamos, ha normidlvektoraik
is pdrhuzamosak.

|11) Hatdrozzuk meg a 3x -~y + 2z = 3 és a 7x ~ 3y ~
+ 52 = 5 egyenleti sikok metszésvonalit. :
Megoldds: & metszésvonal v irdnyvektors mindkét sdik
normilvektordra merfleges, tehdt azok vekitoridlis szorzo-
606 azdmolhaié: g :

1_1'1(3:“152):'{];2(7:“3:5) tehdt v o= §1X§2(1,~1,~2).

1t
]

A meiszésvonal egy pontjdt megkapjuk, ha annak egyik koor-
dind$4jdt tetszdlegesen vdlasztjuk; legyen pl. z = 0. Ek-
kor a afkok egyenleteibSl szdrmazd 3x -y = 3 63 Tx - 3y =
= 5 egyenleirendszerbdl x = 2, ¥y = 3 adddik, {zy a metszés=



vonal egy M pontja: M(2,3,0i. A metszésvonal egyenletrend-
szere %tehdi: '
' 5;&,3;3=

-”\"IH

12) Hatédrozzuk meg & 7x = 3y + 52 = 5 egyenletl nfk=
nak és 6z2.x = 4 - t, y =5~ 3%, 2 = -3 + %t egyen~
* letrendszer( egyenesnek a metszésgpontjdi.
Megoldds; Ha o ¢ garaméter valamely értdkére az sgye-
nes egyenletrendszeréb8l olyan (x, y, z) szdmhdrmas adddilk,
amely a sfk egyenleitét kielégiti, akkor ez a szdmhérmas ép-
pen & keresett metmzédapont harom koordindtdja. A megfelel
t értéket Ugy keresslik, hogy & sfk egyenletébe behelyeite-
s{tjik az egyenes egyenletrendszerét:

T(4 -~ £) = 3(5 - 3t) + 5(=3 + t) = 5.

A kapoit egyenletet t-re megoldva t = 1-et kapunk, EbbSL a
metszéspont M(3,2,-2). Ha az egyenletnek t-re végteien sok
megolddsa van, akkor az egyenes benne fekszik a afkban, ha
nings az egyenletnek megoldésa, akkor az egyenes parhuzamos
a aikkal, .

. Egyébként sik és egyenes pdrhuzamossdgit (beleértve,
“hogy az egyeneat tartalmazza a sfk) eldonthetjilk a sfk nor-
mdlvekiordnak és az egyenes irdnyvektordnak merdSlegességé-

b81 is, ekkor a ké% vektor simldris szorzats O.

Pont gs s{ik tévolaégépak kiszdm{tdsdra a Heame~féle
normilegyenlet szolgal. szamfitsuk ki a P£2,1,8) pontnek az
n(3,4,0§ynormé1vektorﬁ Q(-3,1,6) ponton athaladé siktél va-
T8 tdvolsdgdb. A sik egyenlete a Hesse-féle normdl alakban

(inl = 5): .
: ﬁi_i_%l_i_i = 0, tehdt a t4volsdg d = 1?-= 3.

& legutolsdéd feladatnak
még tovdbbi tanulsdga is van.
iiinthogy a sik n(3,4,0) nor-
milvekiora agz xy sikkal pdrhu-
zamos (8.4, 4dbra}, ezért a sik
az xy sikra merdleges, tehidt a
sik egyenlete megegyezik az xy
aikkal alkotott metszésvonald-
nak egyenletével, sdt a sik és
a metszésvonal normidlvektora
is wzonos., A P(2,1,8) pont te-
bdt ugyanolyan tdvol van a
s{ktdl, mint az xy sikon levd
¥'{2,1,0) merdleges vetiilete
a metazégvonaltél, EbbEl azon- P
nal kdvetkezik, hogy a sik 8.4. dbra
koordindtageometridjdban az e- - "
gyenesnek is van Hesse~féle normdlegyenlete, mégpedig Az
AX+By+C=0 egyenes noxmidlegyenlete: :
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Ax + By + C -0
.J.z . BZ

ennek fe’huszndldsdval a sikban levd pontoknak asz egyenes~
b8l mért tdivolsdga kinnyen szdm{thatd.

ujdkorlasru Javasoljuk: Geometriai feladatok 146-269.
és £82-306. feladatait.

Elréleti tanznyag: Tankbnyv 174-180, 182-188, 191-194,
pontok.
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9. KOTOTT VEKTOROK. VEKTORRENDSZEREK

Két vektor egyenldségének értelrer o384 loge’kilhe ) &
arra az esetre, hogy két vektort hosszux ds irdn,uk =.:yeu-
18sége esetén csakis okkor tekintiink egyenldaei, ha ngZyan-
azon 4z egyenesgen vannak. Az ilyen vektorohat rneveazily El-
ittt vektoroknak. Egyes mechanikai problémsunal vzes s v 2k-
torok igen4fontos gzerephez jutnak. 1 vektor e,wencse
hatdsvonala, :

Kotott vektor jellewzése vektorioordindsdivai: i a
egyenesen levd v vektor A kezdd-
pontjdba mutat a tér egy tetszlle-
ges (g egyenesen kiviil fekvd) O
pontjabdél az a vektor, akkor az
m =-a Xy vektort a y vektor O pont-
ri vonatkozd nyomatdkdnak neveszziik
{9.,1. dbrai). Bz a nyomaték vektor
fliggetlen attél, hogy a g egyene-
sen nol vdlasztjuk az A pontot. Az
m mindig merSleges az O pont és g
egyenes aikjdra, hossza pedig an-
nak 2 puralelogrammdnak a teriileté- 91 gbra.
vel e ywnld, amelyet a g egyenesen .
levd [v] szakasz éz uz O pont meghatdirosn:k. ¥ aialer gram-
o magassdga az 0 pont €3 a g egyene. tav~lasapa, ecyik cl-
dals Jv} hossziadgi, tehdt- teriilete walcban flisgetlen at-
td1l, hogy a g egyenesen hol fekszik 1 v vektur.

Az O pont dltaldban a koordindtarendcuer or . géja; =
vonatikoztatdsi pontra valé tekintettel m-t ;yak. .n m -ral
jelsvljlik.

Hatdrozzuk meg az A(2,3,1) ponton dtualadé v(1,-1,2)

Jvektornak az origdra vonntkozd nyomatdkdt.

m = axy ahol a(2,3,1), v(1,-1,2) tehdt
az O-ra vonatkozdé nyomatdk (7,~3,-5).

A [v, m] vektorkettdst a v kotstt vektor O ;ontra vo-
natkozd vekforkoordindtdinak mondjuk. «

Megjegyzés: gy kotstt vektornak a +3r killonbozd pont-
jaira vonatkozd nyomatdka mds-mds vektor, de mindig meri-
leges 1 y-re, v = O. igy k6t64f vektor nyomatdka kivivrd-
lag akkor Q, hi a hatdsvonala dtmegy a vonatkozdsi ponton.

iinden [v, m] vekiorketsds v £ 0 ds vm = O esetén
egysrtelmien meghitdroz egy k6toti vekiort, ha cdott 2z O
vonaticoziatdsi gont. Ha r -oal jeldljiikx az O pontbdl & ¥

natdsvonalinak egy pontjiba umerilegeaen Srkezd vekiort, ak-
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kor nyilvdn m = r x V. Mindkét oldalt balrél vektoridlisan
szorozva y vektorral, yxm = ¥-x(r,x ¥) adddik. A kifejtési

tétel slkalmazdsival ¥yxm = y_'goo-t kapunk, mivel vr, = O.

Innen r, = g_xé_g » & ¥ vektor hatdsvonaldnak egy pontjdt

adja. 4 . _
Hatdrozzuk meg & [y_, ‘-‘30] vektorkettés hatdsvonaldnak
E, pontjét, ha v(-1,2,-1) &s 1-1_10(3,2,1,),

Ldthaté, hogy ym = -3 + 4 -~ 1 = 0, tehdt a vektorket-
t6s k8tdtt vektort Batdroz meg, %melgnek hatdsvonaldba mu-
taté Lo v1ek-tor vyxm, (4,-2,-8), ¥° = 6~161 kaphaté
:Eo(%' s = '3" s = )0 ’ .

Ha az O vonatkozteidsi pont helyett egy O' vonatkoz-
tatdsi ponira akerjuk kiszdmftani a vektorkoordindtdiat,
akkor v vdltozatlan marad. Az O-ra vonatkozé m nyomgték és
az 0' -fe vonatkozd _m' nyomaték kozttt ez m = m' + 00' x v,
illetve m' = m - 00"x v Osazefiiggés 411 fenn.

Hatdrozzik meg a v, m} vektorkettfs (v(-1,2,-1), -

zfnéi 1i;2,1 )) 0'(2,~1,1) pontra vonatkozé vektorkoording-

' =m - 00'x y, shol Q0' (2,-1,1) &a OO' x vVo=-i+ ]+
+ 3k, tehdt mw' (4,1,-2); ¢ = v. :

Tengelyre vonatkozé nyomaték: He egy t egyenes irdnydt —
egy e egysdgvektorral 8.331& meg, akkor egy v vektornak a %
egyenesre (tengelyre) vonatkozd nyomatékdt Ugy szdm{itjuk
ki, hogy a v vektornak t egy tetszdleges pontjira vonatkozd
(vektor) nyomatékdt skaldrisan szorozzuk az e-ral. Ilyen
médon ldthatdé, hogy a tengelyre vonatkozé nyomaték egy szém,

gily szoros kapcsolatben van a mechanikai forgatdnyomaték-

A % tengely és5 a v vektor hatdavonala két kitér§ egye-
nes. Vegylk normdl transzverzdlisulmi, ennek a y hatdsvo-
naldval kiéz6s pontja legyen H. A H kezd§pontd v vektort e-
ral pdrhuzamos és red merfleges Gssze-

tevkre bontva (y = Yo + Yn)s a v, nem

forgatjas a tengelyt, a Y forgatényo~ ‘3

matékdt pedig a normdl' transazverzdlis
hosszénak és |v | szorzata adja. Ennek

szémértéke a v vektor t tenﬁelyre Vo~
natkozé nyomaidkdnak abazolit Srtéke.
A tengelyen megadott irdny csupdn azt
befolyédsol ja, hogy a tengalyen jobb
Yagy bal 1 4nyd forgatdhat’s észlelhe-
t5'(992- dbm).




Szdmitsuk ki a [v, m ] vektorkoordindtdkkal adott
(v&4,2,-1),m,03,2, 1)) kotott vektornak az A(2,2,-1)
pontton athalado e(% , TT s 3) egységvektorral irdnyi-

tott tengelyre vonatkozd nyomatekat.
Eezy kordbbi feladatunknal 14ttuk, hcgy a szoban forgd

k6tott vektor hutasvonalanak egy pontja r (3 s %}
helyvektori., Az AR tehdt (-~ T - % s 3) egek szeruﬂ:az A
pontra. vonatkozé nyomatek AR x‘v(3,_i -5). A tengelyre szs-
mitott nyomaték (AR xv)e_.. + ? 10 = ~1.

Beblzonylthato hogy valamely (v # 0) kot6tt vektornak
az ¢ egységvektorral irdnyitott + tengelyre vonatkozd nyo-
ma t&ka pontosan akkor O, ha a v hatdsvonala metszi a t ten-
gelyt, vagy parhuzamos vele.

A [vqs mq] és [v,, m,] vektorkoordindtdkkal jellemzett
hatdisvonalak (21@1 = 0, Yo, = 0) pontosan akkor vannak egy
gikban, ha

Vi, + ¥y = 0.
Ugyanis az rq, illetve r, helyvektord pontokon 4thaladsd vy,
illetve ¥, vektorok hatdsvonalai pontosan akkor vamnak egy

sikban, ha (r; - 32)1122 = 0, vagyis T1¥q¥Vy ~ Lo¥q¥p = 0.

Iiinthogy TiXx vy = oy és Iy XVy = My, ezért az eldbbi vegyes-
szorzatokba a nyomatékvektorckat beirva éppen MV, + Vqllp =
= 0 adddik.

Vektorrendszer

A vy mds [Vor mp]s eees [¥yr m] kB8t vektorok (a

nyomatékok u.azon 0 pontra vonatkoznak) egy halmazdt vektor-
rendszernek neveszziik. A vektorrendszer ereddvektordt, illet-—
ve eredp nyomatékit a kiovetkezd Usszegekként definidljuk:

= Vq + Yot oees + ¥, 8Z uin. eredd vektor ,
=My o+ M, 4 oeee + R, 43 un. eredd nyomaték.

Ezt az eljdrdst a vektorrendszer O ponira vald redukdldsd-
nak is nevezzilk.

Ha a fenti vektorrendszernek mis vonat?oztat351 pontra,
pl. O' =re vonutkozé v' eredd vektorat és m' eredd nyomate—
k2t kell meghutaroznl, akkor v! =y és m! = m - 00" x v dsz-
szefugges alupjdn szémolunk.

A két egyenllség megfelelo Olddldlt skaldrisan Gssze-
szorozvd kapjuk, hogy az eredd vektor €s az eredd nyomatek
skaldyris szarzata filggetlen o vonatkoztatdsi pont megvdlasz-
tdsdtél: vm = v'm!.

1= <
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Bzt az 4llandd, €s csakis a vektorrendszerre gel%emz6 vV =
= vem Szorzatot a vektorrendszer gkaldrinvaridnsdnak (vagy
saJ4T nyomatékdnak) nevezsziik.

Vektorpdr

A vektorpir v, v, két ellentett kiotott vektorbsl 4116

vektorrendszer, amelyek hatdsvonala pérhgza@os. Egedﬁ nyo-
matékuk fiiggetlen a vonatkoziatdsi ponttdl ¢s merdleges a
vektorpdr sikjdra. A vektorpdr eredd vektora vy + ¥, = Q.

4 vektorpir nyomatékinak hossza a két vekbor dltal megha-
tdrozott paralelogramma teriiletével egyenls.

f11{tsunk el8 egy olyan vektorpdrt, amely a [Q, m]

vektorrendszert 411itja el8, ha m(2,-3,1).

Az egyik pl. yq vektor lehet az origbn dthaladd o
21(-1,0,2 , amely Iathatdan mer8leges m-re. Ennek az origd-
ra vonatkozd nyomatéka Q. . o

A mdsik vektor ga(T,O,—z) kell legyen, és az origdra

vonatkozé nyomatéka m(2,-3,1). Tebhdt a v, vektor hatdsvona-
Vo, Xm
=2

l4nak egy pontja r, = v2- helyvektoru,
-2
— < 6
v, xm(-6,-5,-3); ¥5 = 5, tehdt rp(~ 2, -1, - 2).

Vektorrendszerek egyenértdkisége: Két vektorrendszer
egyendriéku, ha ereddvektoraik és ugyanazon tetszSleges
pontra szdmitott ereddnyomatékaik egyenldk,

Vektorrendszer helvettesitége: Akkor beszélink egy
vektorrendszer helyettesitéséerdl, ha a vektorrendszerrsl
egyenériékl -~ lehetlleg kevés kotott vektorbdl 4116 —
vektorrendszert 4Llitunk eld. A vektorrendszerek dttekin-~
tésére &g egyszerlibb helyettesitési lehetfségének megdl-
lapitdsdra a V = vm skaldrinvaridns értékét vizsgdaljuk.

Ha V = 0, akkor ez t5bbféleképpen teljesiilhet:

a) Ha vy = 0 és m = 0, akkor egyensulyl vektorrendszerrdl
beszéliink.

b) Ha v # O és m = 0, akkor a vonatkoztatdsi ponton &tha-
ladd v irdnyl hatdsvonalban fekvd v vektor a vektorrend-
azer Iegegyszerﬁbb helyettes{tése.

¢) Ha v = 0 és m £ 0, akkor a vektorrendszer vektorpdrral
helyettes{ithetd. Ilyen helyettes{tést lidttunk a vektor-
pirok tdrgyaldsdndl bemutatott példdban.

d) Ha v £ 0 és m # 0, akkor a vekiorrendszer egyetlen v
kot8tt vektorral helyettesithetd, amelynek hatdsvonala

vxm
Bz L, = = E helyvektord ponton dthaladd v irdnyd egye-~
i

a—

nes.



Ha V £ 0, akkor dltaldnos vektorrendszerr§l beszéliink.

Ebben az esetben & lv, @l 41ltal meghatdrozott vektorrend-

. szert felbontjuk két veklorrendszerre azdltal, hogy az 1
eredd nyomatéknak vesszilk a y-ral pdrhuzamos m és a v-Ya

merdleges m, Gaszetevéit. A vektorrendszer teTbontdsa:

[v, m] = [¥, mp] + [Q5 m]

A [y, g2] vektorrendszer sgymolyan x6t6tt vektorral
helyEﬁtesitheté, amely a8z r, = =;§= helyvektord pontbél-
¥iinduld v vektorbdl &ll. UgyaniS kinnyen beldthaté, hogy
YXM = ¥ Xy, mivel yxm = v x{mq + Wy} = ¥YXWy + ¥LX Ly,

ahol v és my parhuzamossidga folytan vy xmy = Q.

Centrdlis egyenes: A [v, m] vektorrendszer centrdlis

egyenesenek (%?%y centralis tengelyének) nevezziik az L =
v ” .
=1, + vt = =5= + vi vektoregyenletd egyenest. A centra-

v
1is tengely aZdltal is kitlintetett szerepd egyenes, hogy
kizdrdlag a centrdlis tengely pontjaira vonatkozdan szam{-
tott eredd nyomatékvektor parhuzamos & rendszer eredd vek-
toraval.

Az 3ltaldnos vektorrendszer felbontdasdban szerepld

EQ, @{] vektorrendszer pedig nyilvdn egy olyan vektorpdr,
amelynek sikja az my vektorral pirhuzamos centrdlis egye-
nesre merdleges. (Vektorpdr konkrét el3311{tdsdt mir kordb-
ban ldttuk.)

Ezek szerint egy [v, m]l v
41taldnos vektorrendszer min- =
dig helyettesithetd a centra- ~

1is egyenesben haté y vektor- 1%

ral és & cer{tré.lis epgyenesre /
merdleges sikban levl vektor- V.
parral (9.3. dbra). ' “2,ar

Az &1ltaldnos vektorrendszer
ilyen el8&ll{tdsa Un. vekbor-
cgavart ad.

WM4s, inkdbb elvi jJelen-
t6ségll helyettes{tési lehe~
tGséget kapunk az dltaldnos Lo
vektorrendszerre, ha azt a
vonatkoztatdsi ponton dtha- O
1adé v vektorral és az m ere- .
d8 nyomatékmak megfeleld vek- 93. abra.
torpérral helyettesitjuk.

Tovibbi helyettes{tési lehetdség: Egy d1taldnos vek-
torrendszer mindig nelyettesithetd xét kotott vektorral,
amelyek kozil az egyik szabadon vdlaszthatd. (Hatdsvonala-
ik kitdréd epyenesek.)
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megadott vektorrendszert, ahol
az dbrdzolt kocks élhossza 1

egység. Szdmitsuk ki a vektor-
rendszer origdra vonatkozd ere- ¥
48 nyomatékdt 4s eredd vektordt.
Allapitsuk meg, hogy milyen ti- Y,
pusi vektorrendszer &s mivel -
helyettes{thet, Irjuk fel a v ;;77 y

Példaként vegyik a 9.4. 4brdn ?z

centrdlis egyenes egyenletrend-
gzeret.

Legyenek a Vi Vo 33, 34 vek~

X ’
torok hatisvonaldhoz vezets heiyvek- 9 4. abra.
torok rendre L1, Zos 23, 24. Fkkor

21 (1 sO,O-) E‘]("i '0,1) IE‘] (O,—T,O)
: 3_:'_2(13{);1) }."'.2(".l ,T,O) 122(_1!“131)
{3(130:0) 23(17"150) 1_@3(0,0’—1)
24(0,050) ‘_’.4(05130) 124(0’0’0)
Az eredé’k: Y_("151,1) @("‘1 ,"250)

A rendszer skaldrinvaridnsa V= vem = 1 - 2 = -1,

A vektorrendszer tehit vektorcsavart ad, amely a cent-
rilis egyenesben hatd ¥ vekiorral és a centrdlis egyenesre
merdleges sikban fekvd megfeleld vektorpdrral helyeites{t-
hetd. A centrdlis tengely egyenletrendszere:

yxm

1
Lxm(2,-1,3),  v® =3, L= G, -5, 0.
v
Innen a centrdlis egyenes ag
1
X = % ~t, ¥y = - T+t z=14+%

egyenletrendszerd egyenes.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok: 307-340.
feladatait.

Zlméleti tananyag: Tankonyv 234-241. pontok.
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10. GURBEK DIFFERENCIALGEOMETRIAJA

A térben mozgd pont pdlydja dltaldban valamilyen gdir~
be, amelyet ha koordindta-
geometrial eszkiztkkel aka- Az
runk jellemezni, akkor meg-
adjuk a pont r helyvektorit
a kiilonbozd 1dop111anatok—
ban, Ezdltal a + id8 és a
helyvektorok kozott egy © =
= r{t) fuggvenykapcsolatot
léFesitettink (10.1. dbra). r(e
Az ilyen fuggvenyt vektor~ -
~skaldr fuggvenynek nevez—
zilk. A gbrbéket ilyen fugg—
vényekkel fogjuk vizsgdlni,
Minthogy azonban nem minden X
vektor-gkaldr fliggvény ir
le gorbet, ezért ellszbr e
luggvenyekkel _kapcsolatos i + —
fogalmakat és osszefuggese— a ¢ b
ket oglalguk dsgze. .

Rgyvdltozlds {vagy egy - 10.1 abra.
paraméteres) vektor-skalar
fiiggvényt kapunk, ha a valds szdmok egy a £ 1 £ b halmazd-
nak minden pontgahoz hozzdrendeliink egy r(t) veﬁtort.

A vektor-skaldr fuggvenyt dltaldban koordlnatafuggve—
nyeivel, vagyis a kidvetkez8 alakban adjuk meg

r(t) = ix{(%) + jy(t) + ka(t).

A vektoroknak egy r;, Loy evey Lpy eoe halmazit vek-
torsorozatnak nevezszik.
Az 4, Loy enes L

L3 ses vektor-

sorozat konvergens és hatirdrtdke

{limesze) az r, vektor (jeltlése: y
lim rn = I, ), hl barmely & > O-hoz

megadhato olyan H{¢) szdm, hogy

|, - go1< & , hacsak n > N{&).

Geonmetriailag ez azt jelenti, hogy
a vektorokat kidzds kezdlponibol
ind{itva a vekiorszorzat n > MN(E)
indexd elemei uz r, vektor végpont-

Ja kbriili & sugari gomb belsejébe 10.2. abra.
metatnak (10.2. dbra). -
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Vektor-skaldr filggvény hatirériéke

A vektor-skeldr fiiggvény hatdrértékének fogalmira két
— kimutathatdan egyegértékﬁ — definiciét adunk.
I. Az r(t) figgveny ¥, pontbeli hatdrértéke az r ,

barmely olyan tq, tz, se sy tn, e+ SOroOzZ&tra, ahol tn a
t ~hoz tart (v, # 1) @ megfeleld r{ty), £lts)s «evs et ),
... vektorsorozat az ;-_o—hoz tart.

II. Az r(t) fliggvény %, pontbeli hatdrértéke az r

-0 *
tetszdleges & > 0-hoz megadhaté olyan &(&), hogy ha
[t ~ t 1 < o(e) és (¥ # %), akkor fz(t) - z(3 )] < €.

A hatdrériték jelolése:

ha

ha

1lim E(t) = EO
vt

Vektorsorozatok és vekborfiggvények konvergencidjédhoz
kipcsolédé geometriai fogalom az alakzatok konvergencidja.

Pontok sorozata konvergdl egy P ponthoz, ha a pontok
helyvektoral xonvergdlnak a P pont helyvektordhoz.

Bgyenesek egy sorozata konvergdl egy e egyeneshesz {az
e egyenes az egyenessorozat hatédrhelyzete), ha az egyenesek
pontjainak, illetdleg irdnyvektorainak egy-egy sorozata
konvergdl az e egyenes egy pontjdhoz, illetSleg iranyvek-
tordhoz.

S{kok egy sorozata konvergdl & d afkhoz, ha a sfkok
pontjainak, illetlleg normalvektorainak egy-egy sorozata
konvergadl a o sfk egy pontjdhoz, illetdleg normilvektord~
hoz,

Korsk egy sorozata konvergdl egy k kbdrhoz, ha a kOrok
kszéppontjai, sugerai, illetve sikjai konvergdlnak a k kor
kSzéppontjdhoz, sugarahoz, illetve sfkjédhoz.

Vektor-skaldr fiiggvény folytonossdga

Az r(t) fliggvényt a t, helyen folytonosnak mond juk,
ha a b helyen van hatdrértéke és az a fliggvényériékkel

egyenld: 1lim r(t) = x(t ).
t=t
o

Kimutathatd, hogy az r(%) fﬁggvény pontosan akkor
folytonos & to helyen, ha Koordindta fliggvényei is folyto-

nosuk a to helyen.

Folytonos vekitor-skalar tiiggvények Osszege, kiilonbsé-
ge, skaldaris- és vektoridlis szorzata,valamint folytonos
skaldr-fuggvénnyel valdé szorzata is folytonos.

Vektor-skaldr fliggvény differencidlha tésdge

.z rit) tigevény & t = 3, helye: differencialhaté (de-
rivdlhaté), ha a
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r(t) - £(t)
lim T
t——t o

hatarsrtek létezik. Ezt a hatdrértéket mondjuk az 1(t) flugs-
vény to pontbeli differencidlhdnyadosinak vagy derivdaltjd-
nak., dr(t)

Jelblése: -7TF-vagy r(t). Ha a t = %, helyen vesszik 2 de-
dr(t )
rivdltat, akkor ———§—— s illetve f(t ) & derivdlt Jplolese.

A derivdlt defln10103ab01 kovetke51k hogy r(%) =
(411.) fliggvény derivalija a Q.
Levezethetok a kovetkezo dliferen01ala51 szabdlyoxs

b) S(cr($)) = ci(%) (¢ 41landé szém),

o) Z[r0z()] = T(HZ(H) + L(BIEE)  (£(t) skardriigevay)

| -.+I

Q) gz (m(0)] = E(0)rp(H) + 5y (zy(s),

o

o) Frlz (B xzp(t)] = 1 (8) xzp(8) + Ty (4) x Ep(5)e

Lancszabdly T dt
Ha % = %(1), akkor —— r(t) = It ax

o
H

Példaként megmutetjuk, hogy az r(t) fiiggvényre vonat-
kozé differencidldsi szabdlyok alkalmazdsdval ho-
gyan lehet az ]g(t)l derivdltjdt elddllitani:

l2($)] % = (z(t)?

tehdt;
Sz ® = Fxen?
azas a e
2l Fxlz(e = 2z(®)z(b).
Innen

i r(t) . 0
whe)] = 5G] r(t) = r°t.

Allitsuk eld az r{t) = 1c052t + jt sin t + Kua fligg-
vény derivdlt Tfiiggvényét. A koordindtafiiggvenyeket

derivdlva
i(t) = i(~2cos t sin t) + j(sin t + t cos %) + kot
adédik.

Hegjegyzés: A derlvalas eredményekint kupott -abgi

_nyek Tolytonossdga és differencidlhatésdgu ismdét kirdés-—
rint merilihet fel. Ha az r(t) fiiggvény 4ifferencidlhatd,
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akkor misodik derivdltjdt r(t)-vel s {f.t. T(t)-vel jeldsl-
jlik a harmadik derivdliat. A gyakorlati igényeknek alta-
liban n:gfelel, ha a vizsgdlt gtrbéket lefrd r(t) figs-
vényekrdl feltessziik, hogy hdromszor folytonosan differen-
cidlhatsk és £(t) # 0 & vizsgdlt intervallumon.

Gi ~bék {vhogsza. Attérés az fvhogsz szerinti paramé-
terezegre

-

Az a £ t £ b inter-
vallumon értelmezett r(t) p
d1tal meghatdrozott gdr- P, n-1
bét rektifikdlhatdénak
mondunlk, ha az a = t0<t1< F%

<t2<ol. <tn= b pal‘amé— Pn
terekhez r(t) dltal ren-

delt P, By, Py, eeey By

pontok (10.3. dbra) dltal
meghatdrozott torttt vo-
to ] f2 tnl-? t
11

n._ .
nalak ;{: P;P;,q hosszai- 4 f : —t
rl=0 Fd P Q
nak létezik hatdrériéke, 10.3. &bra.
amidén a moximilis PP e

<0

2

oL

i+l
hir hossza is O-hoz tart. —
Ezt a hatdrértéket nevezzilk a megfeleld gbrbedarab s jfv-

hosszdnak: n
g = 1lim E P.P., 4.
- iti+l
maxPiP.+1 0 i=0

i
4z d1ltalunk vizsgdlt gbrbéknek van ivhosszuk és

b .

s = [ |z|dt~b8l szdm{thaté ki. A feltételeinknek eleget te-~
a

v8 gorbék esetdben az s(i) ivhosszfliggvénynek van inversze,

tehdt létezik egy %(s) fiiggvény, amivel elvben minden r(%)

fuggvényinknél &t tudunk térni az ivhossz szerinti paramé-

terezdésre,

A7z ivhossz szerinti paraméterezéssel felirt vektor-
fiiggvény r = r(s) alakd, a derivdltakat pedig x', z", -
vel jeldlJiik.

) Vektor-skaldr fiigpvény derivdltjdnak geometriai
jelentése

Az x(t) dltal leirt gbrbe érintfje az g(to) helyvek-

tord P gbrbepontban a FQ hatdrhelyzeteként jtn létre, mi-
dén a O _pont a P-hez tart (10.4. dbra).
A PQ = x(t) - x(t,), tehdd
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L

iy B - :G)
=T
tff; - to =0

vektor az r(t) fuggveny deri-
valtaa a P pontban éppen az
érintdvektor.

Az imént mondottak fligget-
lenek a parameterezestol. Az
ivhossaz szerinti pardmeterezes
eseten megmutathato hogy az
r'(s) erlntovektor abszolit ér-

Téke jx'(s)] = 1, tehdt & hely-
t81L f?ggetlenul egysegvektor a 0
= 1 $1ltalan a -
t =r', amelyet & Oi P 10.4. abra.
ramé terezés esetén t = TET
T

d1l{thatunk eld. -

Kisérd tridder

Lathato, hogy (r') £% = 1 alapjdn ennek derivilt-
ja 2r'r? = 2%t = 0, ami t es § merdlegességét jelenti.

Az W = § vektor 1rényaba mutaté egységvektort a goérbe
n fonormalis egysegvektonmmak nevezzik.

At = On alakban 811{thaté el§, és a G szorzdszdmo
a gbrbe pontbell gorbuletenek nevezzilk, amely az érinté-~
vektor "valtoza51 sebességét™ mutatja.

A t é3 n vektorok sfkjat a gbrbe pontbeli 51mulos£k—
jdnak nevezalk, taldnos paraméterezés esetén az T es
vektorek a simuldsfkban vannak,

Ha a kinematikdban szokdsos médon az r(t)—hen szerep-
18 % parameter az 148, akkor a sehességvekfor r(t) = vei,

& gyorsuldsvektor r(ts = at + Gven alakban {rhatd fel, g
hol v a palyamentl sebesseget a a palyamenti gyorsulast
és G a térgdrbe gorbiiletét jelentl. (A gtrbiiletet késbbb
tdrgyaljuk.)

A b = txn szorzattal kapjuk a simuldésfk normdlis
egysegvektorat. A b vektort a gorbe binormdlis egységvek-
tordnak nevezziik.

A gorbe pontjaihoz rendelt t, n, b egysegvektorok a1~
tal kifeszitett derékszdgi trledert a gbrbe kisérd triéde-
rének nevezsziik.

T A kisér§ tridder 1ap31k3a1 a simuldsfkon Jefvill az n
és b vektorok dltal meghatdrozott normdlsik, és a b és ¥
vekTorok 4dltal meghatdrozott rektifiki1351k,

A kisérd triéder b, illetve n vekftordnak 41taldnos
parameterezes eseten valo eloallitasa-

rx¥ , (xE)xT
b= —— illetve n=-—m———ur—
B [GxDx E|

Hald
[Let
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Bzek ismeretében a kisérs tridder élegyeneselinek
egyenletrendszere, illetve a lisérd triéder lapsfkjainak
sgyenlete konnyen felirhatd,

Gorbe gorbiilete ds torzid ia

A simuldsikot sfkok hatd::elyzetokdnt is értelmezhet-
Jiks ha P4, Pz, P3 a girbe hir.n, nes egy egyenesbe esf
pentja, és az 4lialuk meghatdrozctt s{l hatdrhelyzetdt
vizoodljuk, midén Pq, Py, P3 2ot a gorbe P pontjdhoz
tart, akkor a hatdrhelyzet a P, conthox tartozé simuldsik.

A gtrbe glrbliletét
& Po pontban a ktvetke-

s8képpen is értelmezhet-
Juk: %a §' = Gn kordbbi
definicidval egyenérid-
kden). Legyen a girbe

P, pontbeli érintdje t, P,
és egy P pontbeli érin-

t8 t. Jelolje Ax a t és

%, drinték szogét, As

pedig & P P gorbefv
hosgzét {10.5. dbra).

Hyilvdn As nullghogz tart, _
ha a P ponttal a Po-hoz kbzelediink, A gbrbe girbilletének a

iin Ao G hatdrértéket neveusziik.
A3 =0 s
A gbrbilletet dl*aldncs paraméterek esetén a

10.5. Gbro.

|£ x¥]
G = —
|zl -
¥ifejezésbfl szdm{thatjuk ki. 'z R = x -t a girbe gdrbiile-

G
t1 sugardnak neveszziik, Azt 2 kort, amelynek sikja a simu=~
1és{k, kbzéppontja pedig & fénormdlis irdnydbin a girbe-
ponttdl R tdvolsdgra van, a girbe gérbiileti korének, a kow
kdzéprontjdt pedig a gorbiileti kizeépponinak nevezzik. i
A gdrbileti kdzéppontba imi..1d ¢ helyvektor

- 1
g=z(t,)) + & =z(t ) +za.

A gﬁrbérg jellemzd misik mennyisdg a simulésik vdlto-
zdsi sebességét mulutja. iinthogy a simuldsik normdlisa a
binormdiis, €s a binormdlis ivhomsz szerinti derivdltja

b = -in

alakban {rhaté f=1, u . szcrzdszdmot nevezzik a zirbe “or-
zidjdnak (vagy -savaroddsdnak).

-%x



. A torzié abs%olgt értéke & dinormdlis AP szogvdltozd-
sa és a hozzd tartozd As {vhosse hényadosdnek hatdrértéke-
ként is megkaphatd:

Tl = lim = .
As—=0

A torzidt 41lteldnos parameterezds esetén a kivetkezs
alakban {rhatjuk fel:

T=-t—:—.—;—§.

Frenet formuldk

Ivhossz szerinti psraméterezés esetén a kisér§ tridder
élvektorainak derivdltiai a gdrbillet és torzié segitaégével
az aldbbi médon sdédnak:

g = 0n
a' = -Gt + T
o' = ~Tg.

A gidrbe pontjdnak kirnyezetében vald viselkedését 361
gzemlélteti, ha a ponthoz tartozd kisdr§ triéder lapjaira
1{3.12 mgrﬁleges vetiletét mapnizziik. Ezt szemlélieti a

0. - br&.

0
% .jk
\ l f \
\
. Y
T 1 ~ 1
N 3 \
Simuldsik Normaisil \
1
<0
Rektifikaldsik
06 dbra.

I4thaté, hogy a gir.u vetillete akkor csdosos girde, ha «
vet{tésl irdny az drintfvcictor irdnya.



A_csavarvonal

A csavarvonal egy forgds-
hengeren mczgd pont pilyagSrbé- (T
Jje, amelynél a tengellyel pirhu-
zamos elmozdulds arinyos a ten-

ely kOrili szigelforduldssal
%.10.7. dbra).

Eszerint az r sugard henger-
re frt csavarvonal koordinitis
el641l1lftdsa x = r cos t; y =
=1 gin ¥; 2z = ct, ahol ¢ (¢ £ 0)
a2z ardnyossigi tényezf. Egy me-
nethez 2% sztgelfordulds tarto-
zik, tehdt a teljes menetemelke-~
dés m = c27,

10.7 dbra.

Hatdrozzuk meg a csavarvonal gbrbiiletdt &s torzidjit:
2(t) = i(-r sin %) + jr cos t + ko ,
-B(t) = i(-r cos ¢) + j(-r sin t) ,

E(t) = i(r sin t) + j(-r cos %) ,
2 2

Ii(tﬂ= r“ + ¢~ ,

1

Z(t)x F(t) = icr sin ¢t ~ jor cos t + r°

|2 xE| = ‘/rz(rz +¢%) , EEY = cx?.

I 2 C
G=—3"3 é T= 55—,

r“ + ¢ r°“ + c
mindkett§ fliggetlen a pont helyétdl, vagyis 411andd,
Hatdrozzuk meg az r(t) = ;(tz -1+ j(t +2) +

+ k(t3 - %) gorbe t = 1 pontjdban a kisérs triéder

élegyeneseinek egyenletrendszerdét, a kisér§ tridder
lapsikjainak egyenletét. Hatdrozzuk meg & pontban a
gorbiletet, a gorbiileti kbr kidzéppontjidt és a gbdrbe

k,

torzidjdt.
r()=1(+2-1)+i(t+2)4x(t3=t) r(1)=3] P2(0,3,0)
F(t)=i2t+j+k(3£°-1) £(1)=21+j+2k
T(t)=21+k6% T{1)=21i+6k
T(t)=6k F(1)=6x
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