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BEVEZETES

A komplex fiiggvénytan tdrgya olyan fliggvények vizsgilata, amelyel-
nek értékkészlete &s értelmezési tartoménya egyardnt a komplex szdmok
egy-egy részhalmaza, Ez az aldbbi fliggvénytipusokat jelenti:

a) valds viltoz6ju komplex értékii fiiggvényt: z = f {t) ;
b) komplex viltozéju valés értékii fiiggvényt: t f(z);
c¢) komplex viltozéju komplex értékii fiiggvényt:w = f(z);

fl

ahol t wvalés, z és w komplex értékii vdltozs.

E figgvények vizsgdlatidhoz, alapvet8 tulajdonsdgaik ismertetésé-
hez sziikség van a komplex szdmok és szimhalmazok alapvetd tulajdonss-
gainak; a komplex szdmsorozatok és sorok alapfogalinainalk; sikgorbélk és
tartoményok komplex algebrai, ill. fiiggvénytani eszkozskkel torténd meg-
addsdnak ismeretére. Ezért elszdr ezeket a témakiriket ismertetjiik,
réviden Osszefoglalva azokat a legfontosabb fogalmakat és tételeket, ame-~
lyek az elemi komplex fiiggvénytanhan felhasznédldsra keriilnek,

A jegyzetben ismertnek tételezziik fel és felhasznéljuk: 1 valds szé-
mok és szdmhalmazok fontosabb tulajdonsdgainak; a valés analizis (hatdr-
érték~, differencisl-, integral-szdmitds) alapelemeinek; az analitikus geo-
metria alapfogalmainak; valamint a komplex szédmok algebrdjinak isme-~
retét.






ElsG fejezet
KOMPLEX FUGGVENYTAN ELOKESZITESE

1.§ KOMPLEX SZAMOK ES SZAMHALMAZOK

1.1. KOMPLEX SZAMOK VEGTELENNEL VALO KIBGVITESE

A lkbvetkezGlben feltételezziik a komplex szdmok miiveleteinek, mii-
veleti tulajdonsdgainak, valamint annak ismeretét, hogy a komplex szimok
a kirlikben értelmezett Ssszeaddsra és skaldr szorzisra nézve algebrai
értelemben testet alkotnak. Az aldbbiakban ezt a komplex szimtestet b~
vitjik ki a z = co szimbélummal jelslt végtelennel és erre is kiterjeszt-
jik a miiveleteket és miiveleti szabilyokat.

A kiterjesztést ugy végezziik, hogy tetszdleges =z komplex szamra
fenndlljanak a

(1) 2z +0 =00 + 37 =00

(2) 2.0 = Z = 00 {z # 0}
@) = =0 (z #o0)
(4) =0 (z #%)
(5) 2= (2 #0)

dsszefiiggések, _

Az (1)-(5) tulajdonsdgu, un, "ideilis végtelen" ismerete sziikséges
totbek kozott a fliggvényvizsgilamsl, amikor komplex fiiggvényeket "nagy"
2 érickek esetén vizsgilunk (olyan z értékek esetén, amelyekre [z| ér-
téke nagy). Ez természetesen maga utdn vonja a végesben értelmezett fo-
galmak egész sordnak a «o -re vals kiterjesztését (pl. z = oo kérnye-
zete; slirlisddési érték a oo -hen; szingularitis a c© -ben stb.). E fo-
galmak jobb megértését segiti el a z = oo szimbélum geometriai inter-
preticidja, szemlélietése, amelyet az 1,2, fejezetben ismertetiink,

- 4 - - .e
1.2, KOMPLEX SZAMSIK £S KOMPLEX SZAMGOMB

A véges komplex szdmok - a % komplex szdmtest elemei ~ kolesi-~
ndsen egyértelmiien megfeleltethet8k egy sik (az un. komplex szamsik)
pontjainak, mig a z =o0 -nel kibdvitett komplex szdmok - a ZU{e0}=12%
szdmtest elemei -, egy gémb {az un. Riemann-féle komplex szdmgidmb)
pontjainak. A megfeleltetés mdédjat az alabbiakban ismertetjlik.

11



Komplex szimsik
(2 tovdbbiakban roéviden "komplex sik"

kétdimenzids euklideszi tér,
¥y } kepzetes tengely amelynek pontjai és a véges
abszolutértékii komplex szimok
ktzott kolestndsen egyértelmii
Pluyles 2zxsjy megfeleltetés 4ll fenn,
' A megfeleltetés ugy jon
1étre, hogy a sikban Descartes-
féle koordinitarendszert rogzi-
tilnk, amelynek egyik tengelye a
valés tengely, mésik tengelye a
képzetes tengely és ebben a
rendszerben a sik minden (x,y)
1. 4bra koordindtdju P pontjanak kil-
Komplex sik cstnbsen egyértelmiien megfelel-
tetjiik azt a z komplex szimot,
amelynek valés része x, képzetes része y. Tehit minden {x,¥) valés
szAmpér esetén

X
valés tengely

PE,yyG>z =x+jy
(id. 1, dbra),

Riemann-féle komplex szamgtmb
(a tovébbiakban roviden "Riemann-gémb')

a komplex sikot az origéban érintd

z gémb, amelynek pontjai és a z = -
nel kibovitett komplex szdmok kizott
g kolestndsen egyértelmii meglelelietés

all fenn.
Ez a megfeleltetés - kozvetett mé-
don - a komplex siknak, e sikot az '
origdban érintd gémbre valé sztereoc-
grafikus leképezésével hozhaté létre, Ez
a leképezés abban 4ll, hogy a gdémb D
5 v (déli p6lus) érintkezési pontjaval atel-
lenes E (északi pdlus) pontjabdl fél-
egyeneseket huzunk és kolcsondsen egy-

—~——— -

pd 7 értelmiien megfeleltetjilk egymasnak e
X : félegyenesek ialtal a sikbél kin}Eetszett
2. dbra 7z 6s a gombb8l kimetszett z ponto-
Riemann-gémb kat (Id. 2.dbra). Ezzel :

12



z = 0&=>D,
4 =DO<_—_>E N

Ez ut6bbi annalk a kovetkezménye, hogy a sztereografikus leképezés
mindkét irdnyban folytonos: ha z,—z, A sikon, akkor a megfeleld

?.I:E—--z;E a gbmbin és megforditva, Ez z, # 00 esetén nyilvAnvald,
z, = esetén pedig a z = konvergencist éppen a gombi képpon-

tok alapjdn értelmeszziik., Azaz: zn;-u o azt jelenti, hogy Izn]——-—oo ,

vagyis ha | z|— 0 a sikon, alkkor képe a gombon —= E (ld. 3. &bra).

zn... ca = zr';-é
3. ébra

Az idedlis végtelen ponttal lezdrt komplex sik {az un, fliggvénytani
sik, amelyet a késcbbiekben '"teljes" vagy "z4rt" komplex siknak is ne-
veziink) és a komplex szdmgomb fentl mddon vizolt kilesonosen egyériel-
mii megfeleltetése révén kilcstnosen egyértelmii megfeleltetés van a
z =w -nel kibGvitett komplex szfmok és a komplex szémgdmb pontjai
kozt is.

A gyakorlati problémik megolddsandl sziikség van a gombi pontok
koordinitiinak a "'megfeleld" komplex szdm valés és képretes részével
{ill, magdval a komplex szdmmal) valé kifejezésére. Ez az aldbbi médon
torténhet;

A sik-, ill, térbeli Descartes-koordinatdk bevezetésével a z = x4y
komplex szdmnak megfelel a sikon egy (x,y) koordindtdju P, a Riemann-

13



-gémbin egy S‘ ,!2 . Q lcoordindtiju o pont. Ha a gomb kdzéppontja

1. 1 s Cla e "
(0,0, :2-) & sugara g, akkor a § 0 € koordinitik kielégitik a gémb
egyenletét, vagyis eleget tesznek a

2
A R I IR AR

osszefiiggésnek, Mivel a sztereografikus leképezés értelmében a (0,0, 1), a

(E, n,$ ) és az (%, y, 0) pontok egy egyenesen vannak, ezért koordi-
natiaik kielégitik a ’

§-0 1-0 5-1
x-0 y-0  0-1

tsszefiliggést, Ebbs!

L S M R 11

1-5 7 1-;' ‘1-;

Ennek, valamint a gdmb egyenletének telhasznildsdval az inverz osszeflig-
gések:

2
R S -y 5__’\'211__
§— 2 2 7 T2 2 ’ T2 02 ’
X +y +1 X +y +1 X +y +1

ill. z-vel és 7Z = x-jy-nal kifejezve:

— — 2
-2tz .. lz=-z2 5 _ ld
izf2+1 ( 2 IZI'A».“I |z|2+ 1

Igy tetszdleges z keims ox szamra:

) 2 2
z=x+jy<—=>P(x,y)<==>P*(§ 2,5):13"( 2, Y e )

2 1
x2+y2 +1 X +y2+1 x2+ y2+ 1

A késdbbielben, amennyiben vizsgdlatunkban a z = oo is szerepel,

meggondoldsainkat a komplex szdmgémbon, egyéb esetben pedig a komplex
szamsikon végezziik,

14



1.3, METRIKA A KOMPLEX SIKON ES GOMBON

A komplex fiiggvények analizisbeli alapfogalmainak tirgyalisshoz
szitkséges a komplex szamsik, ill. szamgémb metrikdjanak komplex algeb-
rai megfogalmazdsa,

A komplex sik metrikdja megadhaté a Z x Z balmazon értelmezett
azon d valés értékii fiiggvénnyel, amely tetszSleges Zy 22€Z-re ele-
get tesz a

42y, Zg) = |z, - 2]

Osszefliggésnek. Az igy értelmezett d valéban metrika, mert teljesiti a
metrikit jellemzG:

(1) d(zl, Zy) =0
2) d(zl, zz) = = z, =z,
@) d(zl, Zy) = d(zz, z4)

4) d(zl, zz) + d(zz,"zs)é d(zl, 23)

tulajdonsigokat.
A ‘komplex szimgbmb metrikdjAnak értelmezéséhez definidijuk a

g : Zml——-S

| leképezést (ahol S a (0,0, %) kéz &ppontu % sugaru Riemann-g6mb ha-
tira) a

g(z) = hz) (ze Z)
g(w )= (0,0,1)

Osszeliiggéssel, amely kﬁlcsdni?sen egyértelmiien képezi le a z% halmazt
a komplex szdmgbmbre, S-re. Ennek metrikija megadhaté a Z2® x z2*°
halmazon értelmezett azon d=  valés értékii figgvénnyel, amely minden

zl, z2 € Z-re a
®
d (ZI: zz) = d(g(zl)s g(zz));

Osszefliggésnek tesz eleget, Itt
d; az S tér "kozonséges metrikija",
dx: a z% "hur-metrik4ja"

{a hur-tdvolsig barmely két pont kozott legfeljebb 1).
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Egyszerilen igazolhaté - de az igazoldst a jegyzet keretei nem te-
szik lehetévé -, hogy d -ra teljesiilnek a

a* = |zl - zzl 2 ,2. 2%
(zll Zz) - ( 1! 2 )

\/(1+|z1‘2.) (1+|g212)

-3 1

d (o, 2} = —— (zE 2Z)
Visz2

d* (2, )

1l

d* (w0, )

it
o

& 0, z) = Lzl

\/1+|z[-2

1

d (0, )

formulak,
A lkomplex szimsikon és szdmgimbon értelmezett metrika lehetévé
teszi a komplex analizisben fontos szerepet jitszd kornyezet fogalmdnal

P

komplex algebrai eszkozdkkel torténd megfogalmaz dsat,

A komplex sikon a végesben leve pont kirnyezete a val6s analizisbhdl 3_
ismert mdédon értelmezett. Azaz:

A z, # o pont kdrnyezete
a z pont kériili & sugaru kérbe esd pontck halmaza, amelyhez

zO is hozzédtartozik, Jele:

Koz )~ {aldz, 2)< €}

o)

(id. 4/a.fbra). Ha z = nem tar-

tozik a kirnyezethez, akkor arra

a K jelolést haszndljuk,
& (2g) . . !
A gombi metrika bevezetésé- :

vel a kornyezetfogalom kiterjeszt- |

hetd a végtelen tdivoli pontra is,

4/a, dbra
Kornyezet a végesben
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A z =90 nont kirnyezete
(¢

_ a komplex szdmgdmb E pontja koriili & sugaru g&mbbe esd pon-
‘tok halmaza, amelyhez az £ pont is hozzétartozik. Jele:

Ké(m ) ={z’E | d(E, zx)<c} ={zld*(oo , Z)<'C}

algol d kozonséges metrikat,
d° hurmetrikit jelent, Ez a z
sztereografikus leképezés foly-
tén megfelel a sik origé kizép-
pontu R{(£) sugaru kdron ki-
villi pontjainak, azaz a

{z1d (0,2) >R (£)}

ponthalmaznak, ahol a

a0, 2) =—\/—1——2< € 1zi>) €2

1+z
Osszefiiggés miatt
‘/ -2
R(£)= V¢ -1

(1d. 4/b. dbra).

4/b. dbra
Kornyezet a c«© -hen

1.4. KOMPLEX SZAMHALMAZOK

A komplex szémok Gsszességébll (a z =« ~t is bel~értve) bizonyos
szempontok alapjan kivdlasztott véges vagy végtelen sok szém komplex
szimhalmazt, az azoknak megfeleld pontok sikbeli (iill. a Riemann-g&mbin
levé térbeli) ponthalmazt alkotnak.

A tovédbbiakban a "komplex sz&mhalmaz' és a "sikbeli ponthalmaz®
kifejezéseket - a szilikségnek megfelelen- azonos értelemben fogjuk hasz-
nédlni, '

Az értelmezésbol kovetkezik, hogy a komplex szdmhalmazokkal kap-
csolatos alapvetd fogalmak (korldtossdg, siiriisodési érték stb.) eés tételek
anal6gok a valés szdmhalmazoknédl és sikbeli ponthalmazoknAl megismer -
tekkel, igy azokrz itt nem tériink ki, Csupén egy lényeges momentumrs
hivjuk fel a fizyelmel; komplex szdmhalmazokra a val6sbelinél kissé 4lta-
linosabb forinfhan érvényes g siiriieSdési értslre vonatkozd
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Bolzano-Weierstrass féle tétel

birmely (és nemcsak korlitos) végtelen komplex szdmhalmaznak van
legaldbb egy siiriisddési értéke.

Bizonyitis

a) Korldtos kemplex szdmhalmazra a tétel igazoldsa megegyezik a
kétdimenzids (azaz sikbeli ponthalmazra vonatkoz6) Bolzano-Weierstrass-
féle tételével.

b} Nem korlitos komplex szimhalmazra az 4llitds legegyszeriibben a -
komplex szimok gombi képei segitségével l4thaté be, Nem korlitos esef-
ben ugyanis a komplex szimgomb északi pdlusdnak, azaz a z = -nek, .
barmely kis kornyezetébe a komplex szdmhalmaz végtelen sok eleme esik, -
Tehit z = o sliriisodési érték, ami éppen a tétel nem korlitos szémhal- -
mazra valé érvényességét jelenti.[J

1,5, KIDOLGOZOTT FELADATOK

1. Legyen a komplex sik két pontja

2, =14+ j 2

By T2

a) Hatdrozzuk meg a két pont gbémbi képét,
b} Hatdrozzuk meg a képpontok hur-tdvolsigit.

a) A gbmbi képpontok:

1 1
z*_( 1 Ve 1+z)_(1_5_3_)
1’ 1’ 1/ "\5° 5 5

1+1+ > 1+1+2 1+ 1+ P

_.——l 1+__.
e R BT
1+1+—;—- 1+1+—1— +1+ — 5 5 5

b) A képpontok hur-tdvolsaga:
2= 2VE,

3
d (zl, z

2) = \/ 2 2
(1+ !zll y(1+ |22| )

18



2, Dontsiik el, hogy a

komplex szimhalmaz
"a) korlitos-e;
b) vannak-e siiriistdési értékei;
2) nyilt vagy zart halmaz-e?

a} H korlitos halmaz, mert példdul |z|<2 minden zE€H szémra,

b) Mivel H korlitos végtelen szdmhalmaz, ezért a Bolzano-Weierstrass tétel
értelmében kell lenni legaldth egy siirtstidési értékének., Egyetlen siiriiss-
dési értéke: z = 0

¢) H se newm nyilt, se nem z4rt halmaz. H nem nyilt, mert minden pontji-
nak barmely € sugaru kérnyezete tartalmaz H-hoz tartozé és H-hoz nem
tartoz6 pontokat, igy minden pontja hatirpent és nincsenek belsd pontjai;

H nem zirt, mert nem tartalmazza egyetlen siiriissdési &rtékét, a z=0-4t.
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2.§ KOMPLEX SZAMSOROZATOK ES SOROK

2.1, KOMPLEX ELEM{ SZAMSOROZATOK

A komplex analizis legfontosabb alapfogalmanak, a hatdrértéknek ér-
telmezéséhez sziilkséges a komplex szimsorozat és fontosabb tulajdonsigai-
nak ismerete,

Definicié

Végtelen komplex szimsorozat

a komplex szdmok egy H halmaza, ha ismert olyan reldcis, amely
az 1,2,...,n,... természetes szdmok mindegyikéhez H egy meghatdro-
zott elemét - n-hez a z & H szdmot - rendeli. Jelilésére a

le er---s

zn, eee = (zn)
szimb6lumot hasznaljuk,
A val6s szdmsorozatokéval analég definicié kovetkezménye, hogy:

1. a val6és szdmsorozatokéval analég médon értelmezhetdk a komplex
szédmsorozatokkal kapesolatos alapfogalmak:

(a) korlitossig,

(b) siiriisidési érték,

(c) hatirérték,

{d) kozonséges~ és abszolut-konvergencia,
{e} divergencia.

2, A valos szfimsorozatokéval analég médon fogalmazhatdk ineg a
komplex szdmsorozatok egyes konvergencia-feltételei:

(a) sziikséges feltétel (korlitossdg),

{b) sziikséges 6és elégséges feltétel.(Cauchy-féle konvergencia-
kritérium),

{c) elégséges feltétel (abszolut konvergencia).
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E tételek bizonyitisa a komplex szdmsorozat elemeinek valés és kép-
zetes részre bontdsa utin a val6s szimsorozatok konvergencidjira vonat-
koz6 megfeleld tételek bizonyitasdval mégegyez$ médon torténhet.

A konvergencia sziikséges és elégséges feltétele mellett egyben a
komplex szimsorozat hatdrértékére is utalnak az aldbbi tételek;

3.1.1, Tétel
A 2, =X + jyn elemil komplex szdmsorozat akkor és esak akkor
konvergens és hatdrértéke

lim 2 =2 =x +j 00 .
I ot Iy, #F e, ,

ha a sorozat elemeinek valés 6s képzetes részeibSl alkotott (xn) és (yn)
valés elemii szdmsorozatok konvergensek és

lim xn=xo; lim yn=y0
n——co n-——od -

Bizonyitds

a) A feltétel sziikséges;
Ugyanis a

lim z =2z
n o
n~—=—co

reldci6val ekvivalens

2 2
Izn - zOl = V(xn —XO) + (yn = .Vo) <& ha n>N ()
rela :6b6l kivetkezik, hogy
= %I<Es -y KE,  ha adN(E),
-ami éppen azt jelenti, hogy

lim x =X, és lim y =yo.
n—e co 1l ~~=—e~ 00

b) A feltétel elégséges:

Ugyanis a feltételekbdl kovetkezik, hogy tetszdleges € > 0-hoz van
olyan n, és n, természetes szdm, hogy
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E
[*n = %< VT ba n>n,
y, ~yI< £_, ha n>n
|¥n ol V2 2
Igy az allitdsnak megfelelfen:

2 2
2 2 ]
lzn-zol=V(xn—x0) +(Yn-y0)<b§2—+%-=(§,

ha n>N é N = max (nl, n2).l:l

Hasonlé 4llitds 4ll fenn abban az esetben is, ha a komplex szdmso-
rozat elemei polirkoordinitis alakban adottak:

3.1.2, Tétel
ie,
Az = r e elemii komplex szdmsorozat aklkor és csak akkor
konvergens és hatdrértéke
lim z =2z =r e : zO#Oészo#oo,

n &) o
n-—

ha a sorozat elemeinek abszolut értékeibdl és arcusaibél alkotott (r ) és
(LPn} valés szdmsorozatok konvergensek és

lim r_ =1r_ |,
n o]

n— o

lim tPn=<Po.

N —» <o

(It ¢ és ¢, az arcusok fOértékeit jeldlik.)

Bizonyitds
A tétel dllitdsdnak igazoldsa - a hatérérték hb‘rnyezetes definiciéji-

nak, valamint a komplex szfmok abszolut értékének valds volta nuatt -
valés analizisbeli eszkizokkel torténhet.O F

3. A valés szémsorozatokéval azonos médon értelmezhetok a komp-
lex szdmsorozatokkal valé algebrai miiveletek és ervényesel{ rdjuk a ha-
tarértékképzés és az algebrai miiveletek felcserélésére; onatkozé tételek.
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2.2. KOMPLEX TAGU SZAMSOROK

A komplex fiiggvények fiiggvénysorral vals el84llitdsdhoz sziikség van
a komplex tagu szédmsorok és alapvetd tulajdonsdgaik ismeretére,

Definicié

Végtelen komplex szdmsor

a komplex elemii szdmsorozat elemeib8l képzett végtelen sok tagu
dsszeg,
Jeldlésére a

szimbélumot haszniljuk,

A komplex tagu szdmsor valéssal analég definiciéjdnak kivetkez-
ménye:

1. A valds szamsorokéval azonos médon értelmezhetd komplex szdm-
sorokra

(a) kizonséges és abszolut konvergencia,
(b) oszcillalds (amikor a részletdsszegek sorczatfnak tsbh siiriissdé-
si értéke van) és végtelenhez valé divergilés.

2. A valés szdmsorokéval analég médon adhaték meg - 68 a tagok
valés és képzetes részre bontisa utén valésbeli mddszerekkel igazolhatdk -
a kiztnséges és abszolut konvergencidra vonatkoz6 tételek;

(a) szilkséges feltétel
e =0,

(b} szlikséges és elégséges feltételek
(Cauchy-konvergenciakritérium; a tagok valés és képzetes részei-
b8l alkotott numerikus sorok konvergencidja stb.),

(c) elégséges feltételek :
{(pl. az abszolut konvergencia, melynek eldtntésére alkalmas a
pozitiv tagu numerikus sor konvergenciijira vonatkozé, barmely
elégséges feltétel: majordns-, gyok-, hényados-kritérium stb,).

3. A valés szdmsorokéval azonos médon értelmezhettk és igazolha-
ték a komplex szdmsorokkal vals algebrai miiveletek és érvényesek rajuk
azok miiveleti tulajdonsigai.



Koziiliikk a fontosabbak:

=) L S
Ha Z 2y = A és }_—‘_, z; = B, akkor
le=1 k=1
o [-=] *® o0 %
(@) Z g 2 Z zk = Z (zktzk)=AtB
k=1 k=1 k=1
] [-=]
by c sz= . (c-zk)=c-A
k=1 k=1

{c) A két sor (o -tel jelslt) "mégyzetes szorzdsa' révén nyert sor
konvergens és

o (=]

x
Z Zrc Z 2 T A+ B
k=1 k=1

{d) A két sor (¢)-vel jeldlt) "Cauchy-szorzésa" révén nyert sor kon-

vergens, ha a két sor kioziil legalibb az egyik abszolut konvergens
{ill. abszolut konvergens, ha mindkét sor abszolut konvergens) és

o (=]

z z*— A'B
Z k., R
k=1 ©) k=1

2.3. KIDOLGOZOTT FELADATOK

1. Vizsgiljuk a

3+ 2i)n
Z__(_J_L_

n 3n +1

elemii komplex szfmsorozat konvergencia viselkedését.

Minthogy a sorozat elemeinek valgs és képzétes részeib8l alkotott valés
szimsorozatoknak 1étezik véges hatdrértéke:

@ \ ,
n i n
lim el s 1 és lim T x 1

n—= 0 n——

2,
3
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ezért a sorozat konvergens és hatfrsriéke:

lim z =1+-2-j.
fiee oo B 3

2. Allapitsuk meg, hogy kohvergens-e a

g = —D M
n 2n+ 1

elemii komplex szdmsorozat.

A sorozat divergens, mert az elemek arcusaib6l alkotott sorozat oly mé6-
don tart a végtelenhez, hogy sem a szinuszolnak, sem a koszinuszoknak nines
hatdrértéke. Ugyanis:

lim (arc zn) = lim ‘Pn = limn =
N— = 00 - 00

bir az abszolutértékekbdl alkotott sorozat konvergens:

lim yz | = lim lim —2 1
im = = ——— i —
n____wln A 00 L 0O 2n + 1 2
3. Dontsiik el, hogy konvergens-~e a
1 2
- 2L i ha n pératlan,
n n
Z =
1 Z2n - 1 |
n + o is ha n pairos

utasitdssal megadott komplex sorozat.

A sorozat oszcilliléan divergens, mert elemei valés részeibdl alkotott
sorozatnak 2 torléddsi pontja van (1, ha n paratlan és 0, ha paros), bar
a képzetes részeibdl alkotott sorozat konvergens (hatdrértéke 2).

4, Vizsgiljuk a

oo 3

E 1+nj
2

n=1 n

komplex tagu sor konvergencia~viselkedését.

25



A sor nem konvergens, mert nem teljesiil r4 a konvergencia szilkséges”
feltétele:

Iim |zn| £ 0

A sor végtelenhez divergil, mert

lim s = lim T S SRS 3 +jlim—{-—-)-nn+1 =00
n 4 9 n2 2

n—e oo N~—=oco




3.§ GORBEK ES TARTOMANYOK A KOMPLEX SIKON

3.1. SIKGORBEK £S TARTOMANYOK ERTELMEZESE,
KOMPLEX ALAKU MEGADASA

A komplex sikon értelmezett metrika, valamint a valés valtozéknak
a komplex véltozékkal valé kapesolata lehet6vé teszi a komplex fiiggvények
analizisében fontos szerepet jitsz6 néhdny geometriai alakzat (gérbe és
tartomany) komplex algebrai, ill. fiiggvénytani eszkbzokkel torténd meg-
addsat.

Definicid

Komplex sikbeli gorbe

" a komplex sik olyan ponthalmaza, amelynek pontjai megadhaték a ¢
valdés paraméter folytonos fliggvényeivel képezett

X

X (t) oLy &/
y(t)}

y

egyenletrendszerrel,

A gtrbe nyilt,

ha kezdB- és végpontja nem esik egybe, azaz ha

[x@), y(pl] # [x), v(p]].

Ellenkez8 esetben a gérbe zart.

Sikgrbék komplex alaku megadédsdnak kiilonbsz6 lehetfségei vannak:

a) Mértani helyként valé megadis

Példdul a 2 és z, pontokat sszeksts egyenesszakasz felez§ merd~

legesének egyenlete:

|z-z = iz-z ;

1’ 2
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b) Val6s paraméterii komplex fliggvénnyel vald megadés

z = z{t) ; %étéﬁi

explicit alakban,
Ez a sikgtrbe paraméteres egyenletének ismeretében a komplex szim

z = X+ jy algebrai, ill. z =r e](P exponenciilis alakjdnak felhaszn4la-
séval

N
i

x(t) +1y®,
ill.

2=z df®
alaku,

Példdul az "a'" és "b'". féltengelyli origbé kizéppontu ellipszis egy
paraméteres komplex egyenlete:

z(t) = a cost + jb sint . 0&te2T

¢) Komplex viltozgju fiiggvénnyel valé megadds

Z+2Z Z -7
¢ (355 )=

implicit alakban.
Ez a sikgbrbe val6s viltoz6ju implicit alaku

P&,y = 0 xE [a,b)
egyenletének ismeretében az

z2+2 _z-%
X = 2 M y...

tsszefliggések felhasznédldsaval addodik.
Példdul az

ax + by +¢ = 0
egyenlettel adott egyenes ebben az analitikus megadfsban:

z(a-jb) + Z(a+ jb) + 2¢c =0
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ill. A=a-jb jelsléssel

Pz o+ /—.5'z'+2c = 0
alaku.

A tovibbiakban a sikgbrbék két legegyszeribb tipusa fog szerepelni:
a tobbszdrds pont nélkiili un. Jordan-giérbe &s a sima (vagy szakaszonként
sima) gbrbe, Ez utébbi szemléletesen azt jelenti, hogy a gbrbéhez huzott
érintS irdnya az érintési pont helyzetével folytonosan (vagy szakaszonként
folytonosan} véltozik., Mindkét gorbe-tipus preciz matematikai megfogalma-
zéslra a [V, fejezetben kertil sor.

A vonalintegrélok tdrgyaldséndl lényeges a gbrbék irdnyitdsa, A szem-
lélet alapjdn minden gbrbének két természetes, egymdassal ellentétes irdnyi-
tisa lehet. Ezt a szemléletet akarjuk sima (vagy szakaszonkent sima) gor-
beivek, illetve zart girbék esetén matematikai formébabnteni.

Gorbeiv (nyilt gbrbe) iranyitisa

Legyen a sima és nyilt L ¥
Borbe {xta), Y(8))
z(t) = x(t) + J y(t); X£t&fD

alakban adott. A szerint, hogy
a gbrbe két végpontja koziil [xt), Y]

z, =z(x) a gbrbe kezdGpontja

és z, =% {2} =a végpontja vagy

megforditva, a gorbe irdnyitdsa
zl—b51 zz-be, vagy zz-biil z,- 5/a. gbra

’ Irdnyitott nyilt gorbe
be mutat,

A jelzett két irdny ellentétes, v
igy ha L egy meghatirozott médon G
irdnyitott gorbe, ugy -L az ezzel
ellentétes irdnyitdsut jelsli (Id. 5/a.
" fbra).

‘Zart gorbe iranyitdsa

Z(x) = Z(B)

pozitiv. vagy negativ a szerint, X
hogy azt az Sramutatd jarisdval el-
lentétes vagy azonos irdnyban jirjuk
be,

oo A zirt gSrbe pozitiv bejdraisa- 5/, fbra
kor az 4ltala hatérolt tartomény bal- Irdnyitott zdrt gérbe
kéz felé, negativ kiriiljardsakor jobbe

kéz felé esik (1d. 5/b. dbra).
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Iranyitott nyilt, ill, zdrt gorbék dbrizoldsakor az iradnyt megfeleld
nyilaklal szokds feltiintetni.

A komplex fiiggvényvizsgdlatok nagyreészét tartomdnyokon végezziik,
igy szilkség van a sikbeli tartomanyok értelmezésére, a komplex analizis-
ben felhasznilasra keriild néhdny specidlis tipusédnak ismertetésére.

Komplex sikbeli tartomény

a komplex sik birmely dsszefligg8, nyilt ponthalmaza., Azazi olyan
nem lires ponthalmaz, amely:

a) e¢sak bels§ pontokat tartalmasz,
b) tetszdleges két pontja vsszeksthetd olyan - véges szdmu szakaszbél
A6 - tortvonallal, amelynek minden pontja a halmazhoz tartozik.

Konvex tartominy

a komplex sik minden olyan tartomidnya, amely barmely két pontja-
val egylitt az Oket Osszekitd egyenesszakaszt is tartalmazza.

Egyszeresen Gsszefilggd tartomény

a komplex silg minden olyan tartomfnya, amelyet egyetlen zirt, ket~
t8spont nélkiili gérbe hatédirol.

Azaz: olyan siktartomény, amely tefszd-
leges, kett8spont nélkiili z4rt gorbével egyiitt,
annak belsejét is tartalmazza (ld.6.4bra).

6.4bra
Fgyszeresen dsszefiiggd tartomdiny

Tobbszdrbsen dsszefiigel tartoméiny

a komplex sik olyan tartomdnya, amelynek hatdra tobb (véges szému)
szakaszonként sima z4rt gorbéb8l, bemetszésbdl és pontbdl 4ll, -

Vagyis: olyan tartomfny, amelybe rajzolhaté olyan zart gorbe, amely-
nek belseje nem tartozik teljes egészébeén a tartoményhoz,

Egy tartomény annyiszorosan osszefiiggf, ahdny nem Ssszefliggld rész-
b8l 411 a hatdra. Kéiszeresen Osszefiiggl példdul egy pont- vagy egy egye-
nes-, vagy egy gorbe kirekesztésével nyert tartomény, vagy két zart gorbe
kozti tartomény stb, (1d. 7/a,b,c dbra). A 8. sbrén lathaté tartomény pél-
d4ul négyszeresen Usszefliggd, mert hatdrolja  két sima zirt gérbe: G1

45 G,; két bemetszeés: g, és €y és az 2, pont, de koziilik a Gl giirbe '.

és a g, bemetszés Gsszeliiggl halmazt alkot.



a-) b) C.)
7. fbra 8. dbra
Kétszeresen &sszefiiggd tartoményok Négyszeresen Usszefiiggs

tartomdny

3.2. EGYENESEK, FELSIKOK, SZOGTEREK

A komplex sik birmely egyenese megadhaté val6s vagy komplex vil-

tozéval kifejezett komplex alakban.
Az egyenes egy t val6s paraméterrel kifejezett egyenlete;

z=a+bt, (-wlt{x)

ghol "a" és "b" komplex szdmok, b # 0 és arc b az egyenes egyértel-
milen meghatdrozott irdaya:

Két egyenlet:
z=a+bt és =z =a2a +b't

ugyanazt az egyenest hatdrozza meg, ha (a’-a) s b’ val6s tsbbszorsse
b-nek és azonos vagy ellentétes irdnyitdsu a szerint, hogy b’ pozitiv

vagy negativ tobbszorose b-nek,
Amennyjben az egyenest 2 pont: z_ és z, hatirozza meg, ugy ez

a paraméteres egyenlet: 1

z=z1+t(zz-zl), (oo {tLoo )
alaku és ennek a z, és 2z, pontokat Isszekstd szakasza
= - . = t £
z zl+t(22 zl), 0<t=1.,

A. egyenes komplex viltozéval kifejezett egvenlete:

Pz +Pi+e =0
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ahol > valés vagy komplex, ¢ valés 4llandé. (Ez az Osszefliggés az
_ 2% Z-Z,
===

egyenes ax + by + ¢ = 0 valds egyenletébdl az x Y=y

‘helyettesitéssel adédik,)
A komplex sikot barmely egyenese két félsikra bontja. A félsikok
pontjai az ket elvdlaszté egyenes segitségével jellemezhetdk.
_Mivel t valés paraméter, ezért a z = a+bt egyenes pontjai ki-
elégitik az

tsszefiiggést és igy 2 z = a+ bt egyenes 4dltal meghatirozott két félsik
pontjait az

Im —-—z;a>o 6s Im =2

egyenl8tlenségek jellemzik,
A valés tengely, (az

y=Imz = 0

egyenes )iltal meghatdrozott felsé- és alsé-félsik pontjai az

Im z>0 és Im z<0
epyenlbtlenségekkel, mig a képzetes tengely (az

x=Rez = 0

egyenes) ltal meghatdrozott jobb~ &és balfélsik pontjai a
Re z>0 és Re zL0

egyenlGtlenségekkel jellemezhetdk. :

A félsikokat elvAlaszt6 egyeneseket pozitiv irényban bejdrva a felso- .
rolt Ssszefiiggésekkel jellemzett félsikok kozill az elstk balkéz felé, a mé-
sodikok jobbkéz felé esnek. . Kimutathatd, hogy ez a megéillapitds fliggetlen
a paraméter vilasztistol,

A felsorolt dsszefliggések nyilt félsikokat hatdroznak meg. Ezekb&l
- a hatirolé egyenes pontjait is tartalmazé - zdrt félsikokat jellemzd
egyenlBtlenségeket ugy kapjuk meg, hegy a "D' és """ jeleket a "=
és "<" jelekkel cseréljiik fel,
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A komplex sik szdgtartominya

egy pontbdl kiindulé két félegyenes 4ltal hatdrolt tartomény,
Ha az 2, pontbdl kiindulé két félegyenes

- 4 = <
zl—a1+b1t és zz—al+b2t, 0=t oo

akkor az ebben a sorrendben megadott félegyenesek dltal meghatirozott
szdgtartominy szoge:

Tehdt: a két egyenes sorrendje hatdrozza meg, hogy a megadott félegye-
nesek 4ltal meghatdrozott két kiegészit szbgtartominy kiziil melyikrsl
van szd.

3.3. KOROK, KOR-BELSOK £s KOR-KULSOK

A lkomplex sik kbreinek kiilsnbiz8 komplex alaku megadisai lehetnek:

Mértani helyként valé megaddsa

lehet

|z—z = IR

ol

alaku (ahol z, 2 kir kozéppontja és R>0 a sugara); illetve
IZ_le =c [z-zz| €>0; c #1)

alaku (ahol feliaszndltuk, hogy a kbr mértani helye mindazon pontoknak,
amelyelnek két adoft ponttél - 24 és zz-tb'l - valé tdvolsdguk ardnya azo-
nos).

Valés paraméterrel valé megadisa

lehet
z =z +R(cos§+jsing) (0£ ¢ < 2T)

illetve

z

zo+Rej“0 (&P <2

278

alaku (mindkét elcillitisban z, a kor kbzéppontja és R>0 a sugara).

33



Komplex viltozéval valé megadésa

lehet —
azz + Pz+fz +¢c =0

alaku, ahol a # 0 & ¢ valds, [ pedig valés vagy komplex A4llandé.

(Ez az egyenlet a kdr valés viltoz6ju egyenletébdl az x = 2 ; £ :
= ZZj- 2. ssszefiiggések felhaszndldsdval adédik.)
Ennek az Osszefliggésnek speciilis alakja
2 2
l2]” - 2 Re(z_2z) + ¢ =0 I( zol >e)
ahol zo a kior kbzéppontja és R = |zc’|2 - ¢ a kor sugara.

Megiegyzés

A komplex sik birmely kire ill. egyenese felirhaté
az§+[jz+f_b;+c=0

alakb_a_n, ahol a és c valds, p lehet komplex értékli konstans is (ha f va-
165, A=)

Ugyanis a =z sik kdrvonalainak, ill. a = 0 esetén egyeneseinek valds
viltozbju egyenlete:

a(x2+y2)+b]x+b2y e = 0O
ahol a, bl’ b2, ¢ olyan valés illanddék, amelyek mellett az egyenletet vég-

telen sok pont elégiti ki. Ez az egyenlet az

— 1 - 2- 2 —
(2 + 2} ; v=2—j(z-z); X +y =1z 12

Ed
W
(Olb-d

helyettesitéssel az

azz+ Mz +Pire=0
bl = jbz
komplex alakbairhaté, ahol 3= ———=_ Ez a # 0 esetén kir, a = 0 ese-

tén egyenes egyenlete; ¢ - 0 esetén a kor, ill. egyenes itmegy a z=0 ponton.
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Birmely kér a sikof két Ssszefiiggd ponthalmazra: kér-belsbre {kér ~
tartominyra) és kor-kiilsore osztja. Ezek a tartoményok a kor kiilsnbozd
egyenletének megfelelGen kiilonbsz8 Osszefiiggéssel jellemezhetdk, Igy tob-
bek kozttt megadhaték

lz‘- zo|<R’
ill.
]z - zO|>R :
vagy
[z - zli-(c lz - z2| , N<e< 1
ill,
|z - 2| >e |z - Zo] » e>1;
vagy
az"z'+[bz+5§+c>0; a#0, ¢ valés szim
: ill,
{ azE+/_’Jz+[jE+c<0; a # 0, ¢ valés szam
alakban,

: A felsorolt tartominyok mind nyiltak, belSlilk a kor ponfjaival lezdrt
| tartominyok ugy adédnak, hogy a "< é&s ">'" jelek helyett "<" g
"2 eleket irunk.,

3.4. KIDOLGOZOTT FELADATOK

1. Irjuk fel a
‘ " 2X +y=5

valés egyenlettel adott egyenes egyenletét komplex viltozéval,

Felhaszndlva az x = “._27_, y =_z_2;_z Osszefiiggéseket, a

@ + 1)z +(2) - 1)z = 10j

a fenti egyenes egy komplex viltozéju egyenlete,



2. Hatdrozzuk meg azt a sikgbrbét és jellemzdit, amelynek a

z -3
z + 3

egy komplex viltozé6ju egyenlete.
A sikgbrbe kor, amelynek valés véltoz6kkal kifejezett egyenlete
|x +iy -3] = 2lx + jy + 3
ill, négyzeireemelve és rendezve:
2 2
x+5) +y =16,

Ebbdl lathats, hogy a kor kizéppontja P (5,0}, sugara 4, ugy hogy

a kor fentivel ekvivalens komplex viltozdju egyenlete:

|z+5|=4.

3. A sik mely tartoménydt jellemzi a
{z| + Rez<1

egyenlitlenség ?

Az adott egyenldtlenséggel ekvivalens a

Vx2+yz+xél

valés valtozékkal kifejezett osszefiiggés, amely a sik
y = VT T
parabolaivén és annak belsejében levé pontjait jellemzi.

4, Melyik az a sikgorbe, amelynek

z-.!'—LE. (-‘”<t<m)

egy valés viltozéju komplex egyenlete,
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£z adott egyenlettel ekvivalens

x__l._.:_tz_

1+1;2
(mo <t o)

y = 2t

1+t2

paraméteres valés egyenletrendszerbdl a t paraméter kikiiszsbolésével az

x2+y2 = 1

osszefliggés adédik, ami az origéd kozéppontu egységsugaru kir egyenlete.
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Midsodik fejezet
KOMPLEX VALTOZ0S FUGGVENYEK

1.§ KOMPLEX FUGGVENYEK ES KORUKBEN ERTELMEZETT
MUVELETEK

1.1, KOMPLEX FUGGVENYEK ES RELACIOK

A kivetkezGkben olyan fiiggvényekkel és tobbértekii relicidkkal fog~
lalkozunk, amelyeknek értelmezési tartoménya és értékkészlete egyarént
a @ -nel "kibdvitett" komplex szdmok halmazdnak egy-egy részhalmaza,
Ezek az un. komplex viltozés fitlggvények, ill. tobbértéki relicidk, ame-
lyeket az aldbbi médon -értelmeziink:

Definicis

Komplex viltozés filggvény
(réviden: komplex fiiggvény)

" olyan f {vagy mis kisbetiivel jelolt) egyértékit reldcis, amely a
z komplex szdmok egy S halmazsdnak elemeit a w komplex szdmok
egy S¥= £(S) halmazanak elemeire képezi le. Azaz ‘

f:8r=8°

Az 8 halmazon értelmezett minden m4s - tehat tobbértékil - rela-
ci6t a tovabbiakban roviden relicidnak neveziink és a fiiggvéiytél vals
megkiilonbztetésiil F-fel jelsliink, : '

A szerint, -hogy a kgmplex_fiiggvény (vagy reldcid) kiilonbszé ze<S
értékhez killonbsz8 weS  érteket ,(Evagy eértékeket) ill. tobb ‘ze S-hez
ugyanazt (vagy ugyanazokat) a weS™  értékeét (vagy értékeket) rendeli,
megkiilonbsztetiink: '

egyrétil ill, tobbrétii komplex fliggvényt (1d. 9/a,b dbrdk); vagy
egyrétil ill. tobbrétl komplex relicist (id. 10/a,b dbrak).

9/a. dhra 9/b. #bra
Egyrétii komplex fiiggvény Tobbrétll komplex fiiggvény
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10/a, 4bra 10/b, dbra
Egyrétii komptex reldcid Tobbréti komplex reldcid

Koziiliik kitiintelett szerepii a

korl4tos komplex fiiggvény (ill. reldcio), amely a komplex szdmok halmazdn
&rtelmezett olyan fliggvény (ill. reldcio), amelynek értékkészlete korldtos
halmaz.

A valds analizis alapvel§ fogalmait és tételeit ki akarjuk terjeszteni
mind a komplex filggvényekre, mind a t&bbértékii komplex reldcidkra, Mivel
ezek a kiterjesztések tobbértékii relici6k esetében 4ltaldban csak azok
"egyéritékii fgaira’ végezhetdk, ezért sziikség van azok értelmezésére,

Definici6

Az T t5bbértékii relicié egyértékii dga

az S<CZ komplex szdmhalmazon értelmezett olyan f fiiggvény, mely-
nek értéke az S halmaz minden egyes 2z pontjdban megegyezik az T
reldci6 4dltal ebben a pontban felvetett értékek egyikével,

A komplex fiiggvények ill. reldci6k leggyakoribb analitikus megadéisi
mddjai:

a) az explicit alaku megadés;

w = f(z) ill. w = TF(z)

b) a valés 6s képzetes résszel torténg meadds, amely az explicit
alakub6l a komplex szim algebrai alakjinak felhasznélasival adédik és

W u (le) +jV (XSY)s

vagy

W

u (r,¢) +jv(r, )

alaku aszerint, hogy a z sikban derékszigii vagy poldrkoordindtarend-
szert rogzitink (itt u=Re f, v=Imf; x=Rez, y=1Imz; r=i,
¢=arc z, ahol ~TI4£P<T);

c¢) abszolutértékkel és arcussal torténd megadds, amely az explicit
alakub6l a komplex szdm exponencidlis alakjinak felhasznélésaval adédik
és '
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W= Q) oI P, Y) .

vagy
w

9(1',({)) ej¢(r’q))

alaku a szerint, hogy a z sikban derékszdgii vagy poldrkoordinita-rend-
szert rogzitiink, (Itt ¢ = 1fl; ¢ = arc f, ahol -T[=¢<T és x,y,r, ¢
jelentése az el8bbi.)

A b} és c¢) megaddsi médok mindegyike fiiggvényt, ill. reldciét ér-
telmez, attél fiiggGen, hogy az u és v vagy a ¢ és ¢ kétviltozds va-
16s fiiggvények, ill, reldcigk,

A komplex szdmok halmazéin értelmezett fiiggvények (ill. reldcicék)
lehetnek komplex vagy valés értékiek,

A legegyszeriibb komplex értékil fiiggvények: a racionilis egész fiigg ~
vények (polinomok) és a raciondlis tortfiiggvények. Ezek részletes ismer-
tetésére a IV, fejezetben keriil sor,

A legegyszeriibb komplex véltozés valés értékii fiiggvények:

a} az_abszolutériék~fiippvény

f(z) = 1zl ,
amely az x és y viltoz6k egyértelmii fiiggvénye:

‘}2 2
lz]= Y + y =0

b} az arcus-fiigevény

f(z) = arc z,

amely a végtelen sok-értékii Arc z reldcié valamely egyériékii dga,
Az Arc z reldcid az x és y valés valtozék végtelen sok érté-
kii fiiggvénye (relicidja):

(arctg -E—+ 2 k1.

ha z az 1 ; vagy a IV. negyedben van,
Arc z =
ﬁ arctg lx. + (2k + I}TT,

ha z a IL; vagy a IIl. negyedben van

L

k=10, +1, +2,...).
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Rogzitett k egész szdmokra az Arc z reldcié egyértékii Agai:

, = arc,z ; @k - VIl = ‘Pk< 2k + 1T

fiiggvények. Koziilik a k = 0 értékhez tartozd, a

P~ o zs  Ma f<T

az un, f84g, amelyre a tovibbiakban egyszeriien a
Q= arc z

jelslést haszniljuk.

A komplex fiiggvények és reldciék szemléltetése jéval bonyolultabb
feladat, mint a valés véltozdésaké. Egyik leggyakoribb moédszer az 4ltaluk
létesitett leképezéssel torténS szemiléltetés, amely két komplex sik segit-
ségével torténik. Az egyik sikon, a =z sikon (amelynek pontjai: z = x+jy)
dbréazoljuk a z vAltozd bizonyos értékeit, a mésikon, a w sikon (amely-
nek pontjai: w = u+ jv) a megfeleld w = f(z) fliggvényértékeket, Ezzel
az eljirdssal a komplex fiiggvények a z sik egy részhalmazdt a w sik
egy részhalmazéra, mig a tobbértékil komplex reldcidk a tobbszirisen le-
fedett w sik (az un. tibblevelii Riemann-feliilet) egy részhalmazédra képe-
zik le. A komplex fiiggvények és relécick szemléltetésének ez a mdédja a :
Iv. fejezetben keriil részletes tdrgyalédsra.

1.2. ALGEBRAI MOVELETEK KOMPLEX FUGGVENYEKKEL.
8SSZETETT FUGGVENY, INVERZ FUGGVENY

A komplex fiiggvények vizsgdlata sorén gyakran fogunk egyes fliggvé-
nyek tulajdonsigaibél tovdbbi, ezek segitségével értelmezett fiiggvények tu-
lajdonsigaira kovetkeztetni. Ezt a célt segitik el a komplex fiiggvények
ksrében értelmezett aldbbi miiveletek:

1. algebrai miiveletek

(& Ereg(z) =1z +eg@)
)y (- g (2 =12 - glz)
f oMz
(c) (g) (2) (@) (g(z) # 0).
2. A konjugilds miivelete
Az

f(z) = Re f(z) + ] Im f(z) = u+ jv
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ill.
f(z) =lf()l ¢ are @) | gejq)
alakban adott komplex fiiggvény konjugéltja:
f(z) = Re f(z) - ] Im £@z) =u=-jv
ill.
f(z) =1f(z)i ¢ are @) _ 9e-]¢
E definicit kivetkezményei a konjugdlt komplex fiiggvény aldbbi tu-
lajdonsdgai:
(@) e = f@)
(b) (i(z) £ 5@)) = f(2) + 8E@)
© fz) - 8@ = f@) - &@)

'E_(zz>= f(z) _

3. A szuperponilds miivelete

amely az Gsszeteft komplex fliggvény értelmezéséhez vezet.

Ha az S komplex szimhalmazon értelmezett g komplex fliggvény
g(S) értékkészlete beleesik az f komplex fiiggvény S1 értelmezési tar-
toméanydba és f a_ g(S) hal-
maz elemeit egy 5§ = {{g(5)
halmaz elemeire képezi le, ak-
kor

fog=1fg :5=>5

un, Osszetett komplex fiiggvény
(ld. 11.&bra), amelyre

(fog) (z) = f(g(z).

4, Az invertilis miivelete

amely az inverz fliggvény
fogalméra vezet. Az

11, gbra
f:8—=£(S) Osszetett komplex fliggvény

egyrétii komplex fiiggvény (ill
tobbértékii - egyrétil komplex relicid egyértékii 4gdnak) inverze az az
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£ : £(S) — S

fiiggvény, amely minden w & f(8) értékhez azt a z&€S értéket rendeli,‘
amelyre f(z}) =w . <

Ezen értelmezés kivetkezmé- :
§ nye, hogy minden fiiggvénynek és -
f(s) inverzének értelmezési tartomdnya
és értékkészlete feleserélodik (id.

12, dbra).
Ugyancsak e definicié kivet-

i
kezményei az inverz fiiggvénynek a

12, abra valGssal analdég - és azzal meg-
Inverz komplex fiiggvény egyezen igazolhaté ~ aldbbi tulaj-
donsdgai:

1.2,1, Tétel
Ha az f:S—=£(S) egyréti komplex filggvény £(S)-en értelmezett

- -1
inverze f 1, akkor az f ":f(S) —~ S filjggvény S-en értelmezett in-
verze:f.

1.2,2, Tétel
-1
Ha az f egyrétii komplex fliggvényre f(zo) =W akkor f fligg- -

ényre f“1 =2
vényr (\&O)- o

Azaz: £ értelmezési tartominyinak bidrmely z pontjira

(Floﬂ@)=flﬁ@n=z.

1,3. KIDOLGOZOTT FELADATOK
1. Hatdrozzuk meg az
4 o0
f(z) = y [e_mdt +] Z vl
n=o
o

fliggvény értelmezési tartoményit és értékkészletét.

E fiiggvény értelmezési tartomanya a z sik
x>0
-1<y<1
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végtelen sdvja (id. 13. dbra), mert csak ebben az esetben konvergens a fligg-
vény valés részét értelmezé improprius integril, illetve a képzetes részét ér-
telmezo végtelen sor. Ebben a tartominyban az adott fiiggvény felirhaté

S S
f(Z) - X + 3 1 -y
alakban.
2. Allapitsuk meg, hogy hény rétii fiigg- v
vények, ill, reldciék az
W o= ——t—
a) B z + 1 1 /
7
) w=z°+2 —%Z%Z% —x
X A VLLLLL
c) w= z~1 |
4 .
d w= \f22+15 13. dbra
6sszefﬁggések.
a) Mivel a
_ 1
Ve

dsszefliggés minden - z értékhez egy w értéket rendel, ezért fiiggvény, és
mivel minden w-hez egy z érték tartozik, ezért a fiiggvény egyrétii.
by A

2
w=2z + 2

tsszefliggés kétréti fliggvény, mert minden véges z értékhez pontosan egy
w értéket rendel, ugyanakkor két-két 2z értéknél veszi fel ugyanazi a w
értéket (kivéve a w = 2 értéket, amelyet csak a z = 0 helyen vesz fel).
c) A
3

w=Vz-1

dsszefiiggés hdromértékii-egyréti reldcis, mert minden véges z értékhez
hdrom kiilénbsz8 w  értéket rendel (kivéve a =z = l1-et, amelyhez csak a
w = 0-4t rendeli} és ugyanakkor kiilonboz6 2z értékekhez Kilonbozé w ér-
tékek tartoznak.

dy A

w + 15

]
[y ]
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bsszefiiggés négyértékii-kétrétil relicis, mert minden véges z értékhez négy .
w értéket rendel (kivéve a z = + V15 értékeket, amelyekhez csak a w=0-
it rendeli) és ugyanakkor ké{-két =z értékhez ugyanaz a négy w érték tar-
tozik (kivéve a w = + V15 értékeket, amelyeket csak a z =0 helyen vesz
fel).

3, Adjuk meg az

f(z) = _Jz_zt_Z-
Izl

filggvényt poldrkoordindtdkkal kifejezett valés és képzetes résszel.

Felhasznédlva, hogy jz +Z = (x - y) +j{&x - y) és bevezetve polérkoori-
nétakat

}zz-i'zz_= -—:_- {fcosP -~ sinP ) + -i— {cos P -~ siny ).

4, Adjuk meg az

12l .2 %0
Z

f(z) =

figgvényt derékszogii koordinitédkkal kifejezett abszolutértékke! és arcus-
sal.

Mivel a kérdéses fliggvény esetén ffl =1 és arc f = arclg L ezért

X
2L
lEL = ej arctg °y
Z
(ahol arctg:% tébbértékilségébdl az kﬁvetkezrie, hogy l—-:—l tobbértéki reld-
ci6, de ‘L—Z-—I' = —I%I_ = ej(‘P"LZMT) = ewmiatt f fiiggvény).

5, Allapitsuk meg, hogy a

1
w=lzl| + D) (z - 2)

fiiggvény mire képezi le a
a) a z sik
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X +y =¢ c=0)
kireit;
by a z sik
< 4 y2< R2
tartoményit;

c) a teljes z sikot?

A kérdéses leképezések az aldbblak:

a) Mivel
1 2 2
!ZI+—2-(Z"Z)=UX +y -y

ezért

2, 2 2 u=c
X +Yy =¢ {-uévéu

Azaz: a z sik origé kizéppontu kireinek a képe a w sik v tengelyével pir~
huzamos egyeneseinek a v = u é v = -u egyenesek kijzé esd szakasza (ld.
14, dbra).

by A z sik x2 + y2<R2 tartoménya ekvivalens az x2+ y2 = c2<R2
egyenletii kirsk (0=c<R) halmazdval. Igy - figyelembe véve ¢ kiroknek a
feladat a} részében meghatirozoft képgdrbéit -

0= u<R
~uavéau

x2+y2<112@{

14, 4dbra
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Azaz: a kérdéses kirtartomdany képe egy w sikbeli, hdromszog-tartomany (id.
15. 4bra). 9 9 2

¢) A teljes z sik felfoghatd, mint az x + y = ¢ c=20 korok pont-
jainak halmaza, igy

u=10
z sik

{—uévéu

Aczars a z sik képe egy w sikbeli szdgtartomdny (ld. 16. dbra).

15, édbra




2.§ KOMPLEX FUGGVENYEK HATARERTEKE

2.1. HATARERTEK A VEGESBEN £S A VEGTELENBEN

A valés fiiggvényekével analég médon komplex fiiggvényekre, ill.
tobbértékii reldcick egyértékii dgaira) is értelmezhets - akir véges, akir
végtelen tdvoll pontban -~ véges és végtelen hat4rérték, E kiilsnbéz§ tipu-
su hatdreértékek egyiittes értelmezésére két ekvivalens definicid adhaté;

Definicié I,
(Kdrnyezetes értelmezés)

A K @ )—ban értelmezett f komplex fiiggvényre
o .
lim f(z) = v

Z—=27
0

ha tetszdleges € > 0-hoz létezik olyan d(£), hogy

fz)= KJ'(W X

4]

ha

z€ K .
€.}

Definicié II.
{Sorozatos értelmezés)

A K(z )-ban értelmezett f  komplex fiiggvényre
o o

lim f(z) = W
Z——Z .
o

ha f értelmezési tartomdnydnak tetszSleges - de z -t6] kiildnbsz8 ele-
mekb8l 4ll6 - ©

Z —=Z

n o

pontsorozatira a'megfelelﬁ fiiggvényértékek sorozata
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f(zn) —= W

Mindkét definicidban 2, és v, egy-epy komplex szdmot jelent, de
barmelyikiik,vagy mind a kettd,a o© szimbdlumot is jelentheti.
A hatdrérték létezésének szilkséges &s elégséges feltételét fejezi ki

2.1.1, Tétel
Az

f(z) = u{x,y) +jviy)
komplex fiiggvény esetén

lim f(z)_ =u + jvo
2=z

akkor és c¢sak akkor, ha

lim u{x,y)

= uo
(%,9)= (% y )
és
lim v{x,y) = vo .
(®Y)=@ Y ) -

Bizonyités

megegyezik a komplex szdmsorozatokra vonatkoz6 - elsd fejezetbeli -
2,3.4. Tétel bizonyitdsdval.O

2.2. ALGEBRAI MUVELETEK £S HATARERTEKKEPZES.
OSSZETETT FUGGVENY HATARERTEKE

A komplex fiiggvény hatdrértékére vonatkozé definicid alapjdn egysze-
riien igazolhaté a hatdrértékképzés és algebrai miiveletek felcserélésére
vonatkozé - a valés analizisbGl ismert -

2,2.1, Tétel

Ha az f és g fliggvényelknek - értelmezési tartoményuk kozos =z
torléddsi pontjdban ~ van véges hatdrértékiik: A és B (ahol A & B
lehet valés vagy komplex szdm), akkor
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(1) lim [fz) + g(z)] = lm fz) + lim gz) = A + B

Z—7 Z =7 Z—~2Z
L8] o - 0

@ tm [f@) - g(zﬂ lm f{z) -~ lim gz) = A - B

Z—Z Z—~Z Z—Z
¢} o o

@) lim [f@z) - g(z)] lim f(z) - lim g(z) = A * B

Z—-1Z Z—Z Z—2
o] 0 3]
lim f(z)
f@) %, _ A
@ M e T Timew T B ®# 0
o] Z""'zo

Egy komplex fiiggvénynek &s konjugéltjinak azonos pontban vett ha-
tArértéke kozti kapesolatira utal:

2.2,2, Tétel
Ha f értelmezett K (z )-ban és

lim, f(z) = W,
Z—=2
o
akkor
lim f(z) = wo o
Z——Z
0
Bizonyitds
Mivel

lim fz) =w_,
< Z—=Z
(3]

azért a hatirérték kdrnyezetes definicidja értelmében
[tz) ~w | <€,

ha
|z - Zol< die).

Felhasznilva, hogy a konjugélds .&s kivonis miivelete feleserélhets,
tovdbbi, hogy egy komplex szdmnak és konjugiltjinak abszolutértiéke meg-

egyezik:
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I@ -?0, = If(z)_ - wo'I = If(z) —’wol
& igy |z -z|< d(E)  esetén |f) - w | -kel egyiitt a -
l.sz_)- _WOI<€ 3
ami a téfel Allitdsdt jelenti.D

Az Osszetett val6s fiiggvény hatdrérték-tételével analég:

2,2.3, Tétel

Ha a g(z) komplex fiiggvény értékkészlete reszhalmaza az f(g)
fliggvény értelmezési tartomény4nak és

lim gz) =
Z—2z
o

ugy, hogy =z —nak van olyan K( ) kérnyezete, hogy ott g(z) # B to-
viabb4 —'0 ;

lim f(;) = WO,
578

akkor létezik az f o g = f(g) Osszetett fliggvénynek is hatfrértéke a &z
pontban és e

lim (fog) () = w o
z-2_

Bizonyitas

Az f és g komplex fiiggvényeket valés és képzetes részre bont- k
va, a bizonyitds megegyezik a kétviltozés Gsszetett fiiggvényekre vonatkozs
megfeleld tétel bizonyitisdval.D) :

Megjegyzés

Amennyiben a 2.2.1. tételbeli A és B hatdrértéhek 2 0 6s -0 szim-
bélumok valamelyikét jelentik, akkor a

2] o o o
P e 5 g 0w

esetekben hatdrozatlan kifejezések adédnak. Az ilyen tipusu hatérértékek
- amennyiben g z, pont kirnyezetében az f és g filggvények differenciil-
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haték - a valés analizisbél ismert L'Hospital szab:ily anal6gidjdra hatirozhaték
-meg {Id. harmadik fejezet 1.5.1. Tétel),

2,3, KIDOLGOZOTT FELADATOK

1, Igazoljuk a

Z—-—l Z-l

hatirérték létezését,

2
Az f(z) = zz_-Tl fliggvény a z = 1 helyen nincs értelmezve, de ha
z #1, akkor f2) =z + 1 és igy
[f@) - 2] =]z +1-2] = |2 - 1]

miatt

i - 2l< € .
ha

o<z - 1gE),

ami azt jelentl, hogy a fliggvényértékek 2-t8l valé eltérése tetszdleges kis
€ > 0-ndl kisebb 2 z = 1 hely €= 4 sugaru kirnyezetében. Tehét a flge-
vénynek valéban 2 a hatdrértéke,

2, létezik-e hatdrértéke az

fiiggvénynek a z = 0 helyen ?

A fiuggvényt meghatiroz6 kifejezés Atalakitisa utén a komplex szfm ex-
ponenciilis alakjat, majd az Euler formul4t felhasznélya:

2 .2 2 2 -2jy
1 - -
f(z) = Zoz _Ife 2 = gin 2

9 r’
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Ebb6l 1dthatd, hogy a z, = 0 hely tetszOleges kis kirnyezetében a fiiggvény
felvesz minden [—1, 1} intervallumbell értéket. Izy, ha pl.&£< -%, akkor
semmilyen wo szdm, mint hatdrérték mellett nem teljesiilhet minden

z Ef((z )—ra a hatdrérték létezéséhez sziikséges
o

|fz) - w0| <E

egyeniStlenség., Tehdt az f fuggvénynek a z°=0 helyen nincs hatérértéke.
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3.§ KOMPLEX FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA

3.1. FOLYTONGCSSAG, EGYENLETES FOLYTONOSSAG

(a) Pontbeli folytonosséag

A komplex fiiggvények (ill, a tidbbértékii komplex reldcidk egyértékii
dgai, amelyek ugyancsak fiiggvények!) egy pontbeli folytonossdgira hirom
egymissal ekvivalens definicié adhaté:

Definicié L.
{"Kbrnyezetes" értelmezés)
A H halmazon értelmezett f{ fiiggvény folytonos a zE H pont-

ban, ha tetszlleges & > 0O-hoz létezik olyan d(£)>0, hogy

lt@) - fe)| < C,

ha
|z -z |<d-(6)
o
és z€H.
Definici6 IL
("Sorozatos! értelmezés)
f folytonos a z €H pontban, ha tetszoleges z €H &
Z — 2
I o
szdmsorozatra

f(zn)_—f(zo) .

Definicié IIL
(""Hatirértékes" értelmezés)

f folytonos a ZOGH pontban, ha:
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a) f(zo) létezik,

by lim f(z) létezik és véges,

Z—=Z
O

c¢) lim f(z) = f(z ).
z+z ©

E hirom definicié ekvwalencla_]anak igazoldsa megegyezik a megfele~
18 valésbelivel,

Mivel a komplex fliggvények folytonossédgit csak értelmezési tartombnyuk
torlsddsi pontjaiban vizsgéljuk, ezért itt nem adjuk meg a folytonossig "izo-
141t" pontra is vonatkozd (a tobbvédltozés valés analizisb@l ismert} 4ltalinosabb
értelmezését, h '

{b) Halmazbeli folytonossig

Az f komplex fiiggvény értelmezési tartomédnyfnak H részhalma-
zén folytonos, ha annak minden pontjiban - legaldbb a H hal.mazra sSzo-
ritkozva - folytonos. Ennek "kornyezetes" megfogalmazfsas

Definicid I.
f folytonos a H halmazon, ha birmely ZOEH esetén tetszlleges

& > 0 szémhoz 1étezik olyan d (£, z.)>0, hogy

[iz) - fz }|<E,
ha
|2 -2, < dHE 2 )

és zeH.
Megadhatd ezzel ekvivalens definicié "sorozatos™ és "hatdrértékes'
megfogalmazdsban is.

A pontbeli, ill. halmazbeli folytonossig szlikséges és elégsépges fel-
tételét adja:

3.1.1, Tétel

Az f komplex fliggvény értelmezési tartoméanydnak egy Z pontjd-

ban, ill. egy H részhalmazin, akkor és csak akkor folytonos, ha ott
mind a valds, mind a képzetes része - mint kétviltozés fiiggvény - foly-
fonos.
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Bizonyitds _ _

A tétel 4llitdsa a pontbeli ill. halmazbeli folytonossig definicigjanak
és a hatdrérték szukseges és elegseges feltetelet ads, 2. 1 1, Tételnek a
ktvetkezménye.d

{c) Egyenletes folytonossig

Definicio
("Kornyezetes' me gfogalm azfisban) -

Az f komplex fiiggvény egyenletesen folytonos értelmezési tartoms-~
nydnak egy H részhalmazén, ha tetsz8leges € > 0 szAmhoz 1étezik
olyan z, € H-t6l fiiggetlen d(€)>0 szém, hogy

[izy) - fz]<E
ha 7 .
‘zz- Z1|<d(£)

‘(zl, zz)EH. o
Az egyenletes folytonossdg elégséges feltételét fejezi ki a

3.1.2. Tétel

Ha f folytonos értelmezési tartoménysdnak egy korldtos, zdrt H
részhalmazédn, ugy oft egyenletesen folytonos.

Bizonyitis
A 3.1,1. Tétel értelmében az f(z) = u(x,y) + jvx,y) fliggvény ak-
kor és csak akkor folytonos.egy halmazon, ha ott az u és v kétviltozés
val6s fliggvények folytonosak, Mivel a feltétel értelmében H lorlitos és
zdrt, ott u és v egyenletesen folytonos, amib&l az
- Pt - -
[fzy) - fe)] < [uxyy,) u(xl,y1)| + |v,(:,<2,y2) V(xy, ¥

egyenlﬁtlenség alapjdn f .egyenletes folytonosséga is kivetkezik.[J.
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3.2, FOLYTONOS KOMPLEX FUGGVENYEKRE VONATKOZO
NEHANY TETEL

Az alébbiakban folytonos komplex fliggvényekre ismertetiink néhfiny
késtbb felhaszndldsra keriitS tételt, amelyek mindegyikének bizonyitdsa
- a komplex fliggvény valés és képzetes részre bontisa utin - megegye-
zik az

2 2
|£)] = l/u . 3) + v (x,¥)
kétviltoz6s valds fiiggvényre vonatkoz6 megfelelS tétel bizonyitisaval,

) 3.2,1, Tétel

Ha az { komplex fiiggvény értelmezési tartoméinysnak egy Z, pont—

jaban, ill., egy H részhalmazin folytonos, akkor ott az Ifl valGs értéki
fliggvény is folytonos.

3.2.2, Tétel

Ha az f komplex fiiggvény értelmezési tartomdnydnak egy z, pont-

jéban, ill. egy H részhalmazin folytonos, akkor ott konjugiltja, az T
fiiggvény is folytonos.

Korlédtos, zdrt halmazon folytonos komplex fiiggvényekre hasonlé téte-
lek érvényesek, mint korlitos zirt halmazon folytonos kétviltozés valds
fiiggvényekre, Koziillk csak a két legfontosabbatl ismertetjlik (amelyek bizo-
nyitdsa ugyancsak a fent jelzett médon végezhetS):

3.2.3. Tétel
(I. Weierstrass-tétel)

Ha az f komplex fliggvény értelmezési tartomsnysnak valamely kor-
ldtos zért részhalmazén folytonos, akkor ott korlatos.

3.2.4. Tétel
(I, Weierstrass-tétel)

Ha az f{ komplex fiiggvény értelmezési tartoménydnak valamely kor-
litos, zdrt H # § részhalmazin folytonos, akkor ott a fiiggvény abszolut~
értékének -~ az |f| kétvaltozés valés fiiggvénynek - van legnagyobb és leg-
kisebb értéke.
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3.3. ALGEBRAI MfJ'VEI:ETEg FOLYTONGS KOMPLEX FUGGVENYEKKEL.
OSSZETETT FUGGVENY ES INVERZ FUGGVENY FOLYTONOSSAGA

A valés analizisb6l ismert tételekkel analégok, és azokkal analég
médon bizonyithatok az alibbi tételek:
3.3.1, Tétel

Ha az { és g fliggvények értelmezési tartominyuk kozss részének
Z, pontjdban, ill. H részhalmazén folytonosak, akkor ott

1) i(z) + g(2)
@ f(z) - g(2)
¢y fHz) - g@

w (ahol g(z) # 0)
is folytonos,

3.3.2., Tétel

Osszetett fiiggvény folytonossiga

legyen fog az S halmazon értelmezeit Ssszetett komplex fiigg-
vény. Ha g folytonos egy zOE S pontban és f folytonos a megfelel§

g(zo) pontban, akkor az f o g Osszetett filggvény is folytonos a z
pontban.

3.3.3. Tétel

Inverz fiiggvény folytonossédga

Ha az { egyrétil komplex fiiggvény folytonos a z sik egy H hal-
mazin és azt kilestnésen egyértelmiien kggezi le a w sikegy H® hal-
mazira, akkor H"E -on f Inverze, az f fiiggvény folytonos,

3.4, KIDOLGOZOTT FELADATOK

1. Vizsgéljuk folytonossig szempontjdb6l az
a)

21 ha z #0

f(z) =
1] ha z =0



b} z

12) ha z £ 0

g(z) = ,
0 .. ha  z=0
fliggvényeket a z = 0 helyen.

a} Az [ figgvény a =z = 0 pont kivételével mindeniitt folytonos, :

Ugyanis: ¥z # 0 pontban - mint Két folytonos [fiiggvény hinyadosa - foly~ -
tonos; a z = 0 pontban nem folytonos, mert oit nem létezik f hatdrértéke,
hiszen o

Z—=0 r-=o Lm0
ami P -t8l fiiggd érték.

b) A g fiiggvény mindeniitt folytonos,
Ugyanis: ¥ z # 0 pontban - mint két folytonos fliggvény hinyadosa -
folytonos; a z = ¢ pontban is folytonos, mert ott a
z r2 ezm.J 2jv

- lm === lm ———— = lim re = 9.
z—=o lzl r—=o0 r r—=0 )

hatdrérték megegyezik a fliggvény helyetﬁésitési értékével,

2, Allapitsuk meg, hogy hol folytonos az alibbi fiiggvény

0 ha =z =10 & 1zl irraciondlis
f(z) = | o
£ ha Iz} = & raciondlis -
q q

{(p és q relativ primszimok).

Az f fiiggvény folytonos a z = 0 ponthan és minden olyan pontban,
ahol |z| irraciondlis. Minden mis pontban nem folytonos.
Ugyanis: ha z, = 0 vagy -Izol- irraciondlis, akkor fetszdleges ¢ > 0

szdmhoz talilhaté a z_ helynek egy olyan kis kidrnyezete, hogy minden olyan
p O 1 - -
z, amelyre |z| = q raciondlis szdm és q<3— ezen a kdrnyezeten Kiviil

fekszik, Igy e kirnyezetbe esd bidrmely z pontra
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|f(z) - f(zo)l < €,

ami éppen az f fliggvény z -beli folytonosségit jelenti.
° P |
9%

Ha ellenben |zo| raciondlis és Izol =
hogy
1

%

0 < EL

és € -t ugy viélasztjuk,

akkor minden Z, kiozelében levé z pontra (amelynek abszolut értéke irracio-

nilis)

[tz) - f@)] > €

ami azt jelenti, hogy ezekben a pontokban f nem folytonos.

3. Dintsiik el, hogy az

1
- e lz) ha z #0
f ()=

0 ha z =0

fiiggvény a Izl <1 kdrtartoményban egyenletesen folytonos-e ?

Az f fliggvény egyenletesen [olytonos az adott kirtartomanyban,

Ugyanis: f értelmezéséhdl kivetkezik, hogy ¥ z # 0 pontban folyto-

nos; a z = 0 pontban is folytonos, mert ott a fliggvény hatdrértéke meg-

egyezik helyettesitési értékével:
1

lim e l| = 0

=0

Igy f az egész z sikon, tehdt a korlitos és zirt |z|& 1 kirtartoméinyon
is folytonos, amibol kivetkezik a fiiggvény [z| <1 kortartoméinybell egyenle-

tes folytonossiga.
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Harmadik fejezet '
KOMPLEX FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

1.§ KOMPLEX FUGGVENYEK DIFFERENCIALHATOSAGA

1.1. PONTBELI DIFFERENCIALHATOSAG, DIFFERENCIAL

A valés viltoz6ju fiiggvényekével megegyez8 médon a komplex fiigg-
vények - ill. tobbértékii reldcidk egyértékii 4ga - pontbeli differencislhaté-
sdgdra két egymdéssal ekvivalens definicié adhaté:

Definicié 1.

Az f komplex fiiggvény értelmezési tartomanyanak zo'# e«  torlé=
dési pontjiban differenciilhaté, ha ott létezik a

f(z) - f(zo) f(zo+Az) -f(zo)
lim e = lim N
z—--zo o Az—=0

véges hatdrérték, amelyet f’(zo)-lal jeloliink és az f fiiggvény z,, pont-
beli differenciilhinyadosénak nevezziik,
Definicié II,

Az f komplex fiiggvény differencislhaté a z_#o0 pontban, ha ott
" , i1 o
a filggvény-megviltozds folirhaté.

f(z0 +Az) - f(zo) = D(z0)~ FAY 1 +C{zo, FARARYAY

alakban, ahol

lim €z ,Az) =0
Az—-p °

D(zo) = f (zo)

a fliggvény z pontbeli differencidlhanyadosa.

A k&t definicié és az 4ltaluk értelmegzett differenciflhényadosck ekvi-
valencidjdnak igazolisa az egyviltozdés valés fiiggvényekével analég médon
torténhet,
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riai jelentése;

Megjegyzés

(1) Definici6 II f5lirhats
f.(z.0 +0z) - f(zo) = D(zo)Az + .f,‘(zo, O z)
alakban is, .ahol

D(zo) =f (zo)

lim L =
- Dz—=0 1Azl

(2) Definici6 II-b8l kovetkezik a differencifil értelmezése;

Definicid
a z_ pontban differencidlhaté” f komplex fiiggvény differencidlja a z,
pontbeli fiiggvénymegviltozds 8 része, azaz a ' ' ‘
dw = f'{zo) FAN')

kifejezés.

(3) Definicié I-bol egyszeriien kivetkezik a differencidlhdnyados geomet-
a K(zo)—ban differencidlhaté f komplex fliggvény 4ltal létesitett leképe~
zésnél
|f' (zo)l : a z_ pontbeli nyujtasi egylitthat,
arc f z): a z, pontbeli elforduldsi szdg, (feliéve. hogy { (zo) #0).
Hogy ezt illusztrédlhassuk, az f' (zo) meghatiroziséhoz szilkséges kiilinb-
ségi hdnyados hatirértékét ugy képezziik, hogy egy z§ ponton dtmend, a Z,

pontban ot irényszogii érintvel rendelkez8 C girbe pontjai mentén tartunk
zo—hoz. Ekkor a w = f(z} leképezésnél a képpontok a C girbe w sikbeli

képén, a W= f(zo) ponton Atmend c* gbrbén tartanak f(zo)-hoz (id. 17.

dbra). Hyen pontok segitségével elééllitva a z, pontbeli kiilénbségi hinyadost,
f (zl_)-ra az aldbbiak adédnak;
3

a) A z_ pontbeli differencidlhdnyados abszolutértéke;
L o

lim -

—_—

I - 1
| (zo)l ] llmz
‘o

f(z) - f(zo) lw - wol

- —
Z -z |
0 [¢]



17, 4bra

ami azt jelenti, hogy ha z elég kozel van zo-hoz, akkor
|w - onN’f (zo)] ‘Z - Zol.

vagyis a leképezés a z, pont elég kis kirnyezetében |f’ (zé)l -SZOrosSra na-
gyit. Az If’ (z(‘))‘ ardnyossdgi tényez8 ~ az un. nyujtdsi egyiitthats - nem fliigg
sem C alakjatél, sem C irdnyitél, csak a z ponttél és igy minden, a

z  pontot tartalmazé, gorbeszakaszra azonos.
Tehdt: I'f' (zo)l az a szimérték, amellyel a z, pontot tartalmazé kis

gorbeszakasz a w = f(z) fliggvény 4ltal létesitett leképezés sorén megnyuhk
tha ]f’ (2 )[ >1) ill. sszezsugorodik (ha [f‘ (@ )I< 1).

by A_z_ pontbeli differencidlhinyados arcusa:’
a hinyados arcusdra és a klilonbség hatdrértékére vonatkozd tétel felhaszndldsdval:

fz) -f(z ) w-w
’ : [*) ; 2]
arc f'(z ) = arc lim -—————— = lim ar¢ ——— =
. o zZ -z Z -2
Z—=Z o] Z—'—'Zo o
Q

= lim arc (w - wo) = lim arc (z - 2 ),
Z—=Z z—=Z °

o o

ami 27 egész szdmu tobbszérdseinek hozzdaddsitél eltekintve egyértelmd,

Mivel lim [arc (z - zo)] = ol létezik (ahol oL a C pgorbe z, pontbeli érin-
z—-—zo’ . ' ’

tojénel irdnytanpense), ezért arc (w - W )-nak is van hatdirér tel-.e a W pont-

ban;

lim |arc (w - w =o + are '@ ).
W



Ez geometriailag azt jelenti, hogy a ol képgérbének is van érintSje a w
ponthan és ez az érint6 a w sik valés tengelyével ol + arc ' (zo) szdget

zdr be. Azaz: a 'C girbének a w = f(z) leképezéssel adéd6 képe, a_ c*
gorbe, C-bdl az f(zo) pont koriili are f (zo) szoggel valé elforgatassal 4il

els. Minthogy are f’ (2,) nem figg sem C aIakjéiél, sem C iranyétél,
csak a z, ponttsl, igy az elfordulds minden z ponton dtmend, zo—ban

érintdvel rendelkez8 géirbére ugyanaz.
Tehdt: arc f’ (zo) az a szdg, amellyel a z, pontban érintSvel rendel-

kezl tetszlleges C girbe az f fiiggvény 4ltal létesitett leképezés sordn el-
fordul.

A pontbeli differenciflhatésdg definiciéja kiterjeszthet8 a végtelenre
is: :

Definici6:

Legyen H a oo kirnyezete Zf°°—ben és f:H—Z,

Az f(z) komplex fliggvény differencidlhat6 aoc -ben, ha f (i—)
differencidlhaté a 2z = 0 pontban,

1.2, HALMAZBELI DIFFERENCIALHATOSAG, DERIVALT FUGGVENY

Definicié )
Az { komplex fiiggvény értelmezési tartoményinak H részhalma-
zén differencilhaté, ha annak minden pontjiban differenciilhaté.

E definiciébél adédik a derivélt fiiggvény értelmezése;
Definicié
A H halmazon differencidlhaté f komplex fliggvény derivalt fiigg-
vénye az a H halmazon értelmezett fliggvény, amely % z€H-hoz £ {z)-t
rendeli.
1.3. A DIFFERENCIALHATOSAG NEHANY FELTETELE

Az aldbbiakban ismertetiink néhdny - a valés fiiggvényekével megegye-
z6 - alapvet$ feltételt komplex filiggvény differencidlhatésdgéra. 5
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(a) Szilkséges feltétel

1.3.1, Tétel

Ha f differenciithaté egy z, pontban - ill, egy H halmazon -
ugy ott folytonos.

Bizonyités

megegyezik az egyviltozés valés fliggvényre vonatkoz6 megfelels té-
tel bizonyitdsdval,ld

(b) Sziikséges és elépséges feltétel

1.3.2, Tétel

Az f(z) = ufx,y) + jv{x,y) fiiggvény akkor és csak akkor differen-
cidlhaté a z = x + jy pontban, ha oft az u és v kétviltozés valés fiigg-
vények differencidlhaték és parcidlis deriviltjaik kielégitik az

wo=v
x ¥

? »

u = =-v
Y X

Cauchy-Riemann féle parciilis differencidlegyenleteket, Ekkor a differen-
cidlhdnyados: '

] _— H '- H
7 {z) = u + .

Bizonyitds

a) A feltétel sziikséges:
ugyanis, ha f{ differencidlhaté a z = x + jy pontban, akkor ott

fz +Az) -fz) =D@)Az + £{g,Az)A z,
ahol D =f(z) és &—=0, ha A z—=0. Alkalmazva a ‘

Hz =Ax+jAy,
f'(_Z)=D1 +] Dy,
& =61+j62

jeloléseket, az f(z) = ux,y) + jv(x,y) figgvény differencidthat6sdgat kife~
jezG Usszefliggés részletesebben felirt alakja:
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[u(x +AX, y+AY) + v +A Ry +Ay)] - [u(X.y} + jV(X,y)] =
= @; +] Dy) (Ax+jAy) + (€1+j€2) (Ax+ jAy,

ahol D é D, A4llands és €, €,~0, ha Ax,A y—= 0.

2
Rendezve:

[ux+Axy +Ay) - ufx,y)] + j[v(x +Ax,y +Ay) - v(x,y)] =
= (Dpx - DZAy +£1Ax -EZAy) + j(D2Ax+D1Ay + {,2Ax + CIA.V).

Ez a komplex egyenlet ekvivalens az u és v kétviltozds valés fiiggvé-
nyek differencidlhatésdgit jelentd:

u(x +A:I;,'y +Ay) - ulg,y) = DIA’X - DZ.AJ;;% Cle - £sz.
vix +A X,y +4y) - v;(x,y) = DzAx'+ DIAy + CZAi + €1Ay

valés egyenletrendszerrel, Ezért az elsd egyenletben;

Dl =u x,¥) és D2 - uy =5},

a misodik egyenletben:

D, =v,®y) & D=V &)

amib8l kivetkezik, bogy az (x,¥) pontban teljesiilnek az

un. Cauchy-Riemann-féle parciilis differencidlegyenletek.

Tehdt ha f differencidlhaté a z = x + jy  pontban, akkor ott az
u és v fliggvéenyek is differencidlhaték és parcidlis deriviltjaik kielégi-
tik a Cauchy-Riemann-féle parcidlis differencislegyenleteket.

b) A feltétel elégséges:
ugyanis, ha az u és v fiiggvények differenciilhaték a z = x + jy pont-
ban, akkor ott :

Qu = u’x(x,y)Ax+ u’y(x,,?)A_y + éle + Csz
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Av =ViENAX+VEY) Oy + 9 Ax+ QA
ahol Cl,ﬁz, 21 7,0 bha Ax, Ay—0. Igy
Du+jhv =@ +jv)ox+ {V’y - iU'y) by + 9.

ahol

191<(€ 1] +[2al) 125 + (lea]+ |ag)|29]

Mivel a feltétel értelmében az u és v fliggvények parciilis de-
rividltjal kielégitik a Cauchy~Riemann féle parciilis differencidlegyenlete~
ket, ezért a jobb oldali mésodik ziréjelben v’y helyett u’x-et, u'y he-

lyett pedig (-v’)-et irva, majd az egyenl&séget rendezve, a fiiggvény-
megvialtozisra a

Du + jAV = (u’x + }v’x) Az + jhy) + g
Ogszefliggés adodik, Alkalmazva a
Du + jAv = Hz+Dz) - £(z)

és a
LAx+ijAy=»_A2

jelsléseket::

fiz +Az) - f(z) = (u’X + jv’x)Az + Tg?- Nz,

Mivel itt |Az| —=0 esetén

_ %
P AR I RN R TR

ezért ez az Osszefliggés az f fiiggvény z = x + jy pontbeli differenci-
dlhat6sdgit jelenti, ahol a differencidlhianyados

f (z)=ux+3vx,

az illitdsnak megfelelGen.Od
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Megjegyzés
Az 1.3.2, Tétel igazoldsa sordn adédé

]

f(z):ux+jvx

derivdlt - a differencialhaté fiiggvényekre fennillé Cauchy-Riemann tssze-
figgések felhasznildsdval - még az

Fz)=v_ - .
() y iy

tlletve

£z oo~ gu
(z) Jy

illetve

|
-

£ (z} = +vy

formuldk birmelyikével is- felirhaté.

(c) Elégséges feltétel

1.3.3. Tétel

Ha egy 2z _  pontban - ill. egy H halmazon - az f komplex
fliggvény valés, &s képzetes részének elsOrendii parcidlis derivaltjai 18-
teznek, folytonosak és kielégitik a Cauchy-Riemann parcidlis differencisl-
egyenleteket, aklor ott a fiiggvény differencidlhatd,

Bizonyitds

Az f(z) = ufx,y) + jv{x,y) komplex fliggvény valis és képzetes ré-
sze parcidlis deriviltjainak folytonossiga e fiiggvények differencidthat6sa-
ginak elégséges feltétele. Ezért e tétel bizonyitdsa megegyezik az 1.3.2.
Tétel elégséges részének bizonyitdsaval.Od

1.4, DIFFERENCIALASI SZABALYOK
OSSZETETT ES INVERZ FUGGVENY DIFFERENCIALASA

A valds vdltozds fiiggvények differencidldsi szabdlyai érvényesek
komplex viltozés fiiggvényekre is, hiszen azok a definicidk és tételek,
amelyeken e szabdlyok alapulnak, valés és komplex viltozd esetén meg-
egyeznek,

Ervényes tehit:
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1.4.1, Tétel.
Amennyiben az £ é g komplex fiiggvények a Z, pontban - ill.

a H halmazon - differencidlhaték, ugy ott ssszegiik, kiitonbségiik, kons-
tanssal valé szorzatuk, szorzatuk, hényadosuk (feltéve, hogy a nevezfbeli
fiiggvény # 0) differenciilbaté és

frg) =1 +¢g
e f) =¢c-f
(f-gy=f.g+f-¢

(é_) - Lg_ig_ (g # g)

Ugyancsak a valés analizis megfeleld tételeivel analég médon igazol-
haté az aldbbi két tétel:

Az inverz fiiggvény differencidlisfira vonatkozé

1,4,2, Tétel
Ha az egyrétii f komplex filggvény differenciilhaté a z,, pontban és kor-
nyezetében és f'(z ) # 0, akkor inverze az f-1 fiiggvény differenciflha-

té f(zo)-ban és
-1’ 1
[
f(zo) f(zo)

Az Osszetett fiiggvény differencidldsira vonatkozé

1.4.3. Tétel

Ha fog "az S halmazon értelmezett Gsszetett komplex fiiggvény,
ahol g valamely zoes ponthan és f a megfeleld g(zo) pontban dif-

ferencidlhats, akkor az f o g Osszetett figgvény is differencidlhaté a z,
pontban és

(fog) 2 ) = [f(g(z))]z =@k ) - g E).

o
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1.5. MAGASABB RENDU DERIVALTAK.
L’ HOSPITAL-TETEL

A komplex fliggvények magasabbrendii derivéltjai a valés fiiggvénye-
kével analég médon értelmezhetdk: ' I

Definicid
Ha £ differenciilhaté egy z, pontban és kidrnyezetében, ugy

£@ - £

@ )= lm
o Z-z
z—e2 o
o
és tetszfleges k pozitiv egész szimra:
{k-1} (k-1)
f (z)-f z )
fPe )= uim — —.
o £ -2
Z—~Z o

o

A definislé kiilonbségi-hdnyados hatdrértékek a zZ, pontbhan és kb'rnyezetfEi

ben differencilhaté komplex fiiggvények esetében mindig léteznek, Fennall
ugyanis a késébb (V. fejezetben) bizonyitdsra keriilS:

1.5.1, Téiel |
Ha az f komplex fliggvény differencidlhat6 egy z ponthan és kﬁrnyezcg

tében - ill. egy H nyilt halmazon - akkor ott akdrhényszor differencifl-
haté. :

Megjegyezzilk, hogy ezzel a tulajdonsaggal a valés viltozés fiiggve-
nyek nem rendelkeznek. Ha egy valés vialtozés fiiggvény differencidlhats
egy ponthan és kdrnyezetéhen, abbdl még nem kbvetkezik a fiiggvény ottani m4:
sodik differenciilhinyadosénak létezése - s@t elsd differenciflhdnyadosénak
folytonossiga - sem, _ :

A valés fiiggvényeknél megismertekkel azonos médon, komplex fiigg- :
vények esetében is az elstrendii deriviltakra vonatkozé differenciilisi :
szabdlyok ismételt alkalmazédsdval kapjuk a magasabb rendii derivéltakra
vonatkoz okat.

Az, ponibian és kisrnyezetéhen differencidlhaté komplex fiiggveényck ha-
(8] f”
nyadosdnak - —=— ill. —‘;;— tipusu - hatirérték-meghatdrozisat segiti elo

o valos analizish8l ismert, ott dltalinosabb esetre is kimondott
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L’ Hospital-tétel

Ha az f és g komplex fiiggvények egy z, Dpont kérnyezetében
differencialhatdk, tovabba :

f(zo) = g(zo) =0 (ill, o= )
és
g' @) # 0,
akkor
@)
1im f(Z) = Y o »
2z lg(Z) g

feltéve, hogy a jobb oldali hdnyados létezik,
Ha P (zo) =g (zo) =0 (ill,eo ) és g (zo) # 0, akkor a tétel

ismételfen alkalmazhats.
Bizonyitds
a) L esetre:
0
A tételbeli feltételek miatt

1}

f(z) = f(zo) + £ (zo) Nz + C]_Az [f’(zo) + 61]Az

[g’ (Zo) + 62] FAY

g) = gz ) +g @)Dz + € Nz

ahol lim Cl = lim 62 =0 és igy
72—z Z—2z
o o

- iz - [f’ (zo) +€1j-'\z f’(zo)
llm = ]-ln] s + A = ) )
— e() — [8' ) +E,]Be &

feltéve, hogy a jobb oldali hinyados létezik,

b} z: esetre a bizonyitis a % alakra vonatkozébél kizvetleniil
1 p

@) © e

dtvihets, ha feltételezzilk az

fliggy el K(zo)-beli dif-
ferencidlhatésagat.O
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1.6, KIDOLGOZOTT FELADATOX
1. A Kkiilonbségi hényados hatfrértéke segitségével vizsgéljuk az
f(z) =z Re =z
filggvény differencidlhatésigat.

A fiiggvény kiilonbségi hé.n_yadosé.nak hatdrértéke:

lim 2“? - Um & +Az}(xA+Ax)- ZX_ _
Dz—=0 z Dz—e0 z
= lim xhg + ZA;:AZAX = lim (x+A x4z __gx ).
Nz—=0 Dz—0 z

Ez a hatfrérték csak a z = 0 helyen létezik, mert méashol A z—0 ese-

tén a 2: hényadosnak nincs hatdrértéke. Ezért a fiiggvény csak a z = 0

helyen differencidlhat6é és oft

[ lim (x+Ax+zg:ﬂ =0
Az—0 {0, 0).
miatt
£(0) =0,
2, Nlusztriljuk a
w o=z

fiiggvény segitségével, hogy a folytonossdg a komplex fliggvény differenci-
dlhatdsiginak csak szitkséges, de nem elégséges feltétele,

A w =7 fliggvény - mint a mindeniitt folytones w = z fiiggvény konju-
géltja - mindeniitt folytenus, de sehol sem differencidlhaté, mert kiilénbségi
hinyadosénak, a

Aw _AZ ~ Arfcos¥® -j sin¢g)
Az Az Ar{cos¥ + § sing)

=cos 2¥Y - j sin 2V

fiiggvénynek |Az] = Ar——0 esetén nem létezik hatdrértéke (értéke o -tél
figg"



3. Illusztriljuk az

i(z) = Ix - yl

komplex fliggvény segitségével, hogy a parcidlis deriviltak létezése és a
Cauchy-Riemann parcidlis differencislegyenletek teljesiilése a komplex
fiiggvény differencidlhatéségénak csak sziikséges, de nem elégséges felté-
tele.

Az f(z) =\ |x.y| fiiggvény esetén

Re f(z} = ufx, y)

Vix.yl

0

Im f(z) = vix,¥)

A v fiiggvény mindeniitt, az u pedig az x és y tengelyek mentén par-
cidlis derivdltjaival egyiitt eltiinik, A Cauchy-Riemann egyenletek a z = 0
pontban teljesiilnek, a fiiggvény itt mégsem differencidlhats, mert a

[&} ViAxAy]
z=0

Az T OAx+ jAy

killonbségi hényadosnak itt nem létezik hatirértéke. {pl. Ay =A x esetén
).

a hatdrérték Ax—-0+°-ra: . rhig A x—=0 %-ra; -

1
1+ 1+j

4, A differencidlhat6ésdg Cauchy-Riemann egyenletekkel megfogalmazott
szilkséges és elégséges feltétele. alapjdn dbntsiik el, hogy hol differencidl-
haté az

a) ffz)y=sinxchy +~jcosxshy
és 2

by f(z) =% + 3z

filggvény.

a) Az

f{z) =sin x chy - jcos x shy

figgvény valds és képzetes része mindeniitt differencidlhaté, de parcidlis de-
rivaltjaik:

cos x ch y. vx=sinxshy,

=
it

sin x ¢h y, v' =-cos xch
Yy y Yy _ y

nem mindeniitt elégitik ki a Cauchy-Riemann differencidlegyenleteket. A:

=
h

75



egyenldség csak
il

cos X = 0, azaz x=(2k+1)l—2—-'

esetén, mig ezekre az x-ekre az

egyenllség csak
shy =0, AZazZ y =0

esetén ill fenn, Igy a Cauchy-Riemann féle parciilis differenciilegyenletek
csak az

x = 2k + 1)—%—,

y==0

pontokban teljesiilnek, a fiiggvény csak ezekben a pontokban differenciilhaté
és e pontokban deriviltja zérus.

b) Az f(z) =% + 322 figgvény seholsem differencidlhaté. Bar valés és
képzetes része: :

u{x, y) 3x2 - 3y2 + X

it

VX, ¥) = bRy -y

mindentitt differenciilhaté, de parcidlis derivdltjaik nem elégitik ki a Cauchy-.
-Riemann egyenleteket. Ugyanis :

u = - By N o
y mindeniitt egyenld,
-v’ = - 6y
X
de
u =6x ¢ 1
X sehol nem egyenld,
vi =6x -1
¥
5, Mlusztriljuk az
1
1z]” sin 3 ha z # 0
f(z) = (A
0 ha z =0
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komplex fliggvény segitségével, hogy a valés és képzetes rész parcidlis
deriviltjainak folytonossiga és a Cauchy-Riemann differenciflegyenletels
teljesiilése a komplex fliggvény differencidlhatésaginak (elégséges, de)
nem sziikséges feltétele,

Az

2
f(z) = (x2 + ¥ ) sin —2———-—2—+j.0

fiiggvény valés és képzetes részének parciilis derivaltjai

1 2X 1

’ 2x sin 5 2 "3 3 %% 53 ha (x,¥) # (0,0}
W= X +y X +y X +y
0 ha {x,y) = (0,0)
. 1 2y o 1 R
, 2y sin 5.2 - 2 3% 3 3 ha X,9) # (0,
uy = X +y X 4y X +y
0 : ha (x,¥) = (0,0)
vio=0
X
v =0
¥

Ezek a z = 0 pontban kielégitik a Cauchy-Riemann parcid.is differencidl-
egyenleteket, de ott u’x és u'y nem folytonos. A z = 0 pontban tehatn..a

teljesiil a differencidlhatésdg 1.3.3. Tételben megfogalmazott elégséges felté~
tele. A fiiggvény oft mégis differencidilhats, mert iétezik a

2 1
A2 sin,—
lien [2{} — fAzA—fO — A!Azm )
D z—=0 z Dz=-0 z Az—0 z

z={
hatdrériék.
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2.§ KOMPLEX FUGGVENYEK REGULARITASA

2.1, REGULARITAS PONTBAN S HALMAZON

A komplex analizisben fontos szerepe van a pontban és kdrnyezeté-
ben, valamint a nyilt halmazon differencidlhaté fliggvényelnek, éppen ezért
ezeket kiilon elnevezéssel lattdk el:

Definicid

f reguliris a z pontban: ha z -ban és kirnyezetében differen-
ciflhats; 0 °

f_ reguliris a H nyilt halmazon; ha annak minden pontjdban diffe-
renciilhaté.

Lathaté:

a pontbeli regularitdsnak tsbb feltétele van, mint a pontbeli differenci-
dlhatésdgnak. Lehet, hogy egy fliggvény egy pontban differencidlhaté, de
ott nem reguldris, mert a pontnak nincs olyan kirnyezete, amelyben a
fiiggvény differencidlhaté (1d. 2.4, fejezet 1/b, példa).

Ezzel szemben a nyilt halmazbeli regularitdsnak és differenciilhaté-
sdgnak azonosak a feltételei: ha f differencidlhat6 egy H nyilt halma-
zon, akkor ott egyszersmind reguldris is. Ennek kiovetkezménye, hogy
nyilt halmazon reguldris fliggvényekre ugyanazok a tételek érvényesek, mint
nyilt halmazon differencidlhaté filggvényekre, A tovdbbiakban a "'halmazbeli
differencidlhatfsdg" és a "halmazbeli regularitds™ kifejezéseket nyilt hal-
mazok esetén azonos értelemben fogjuk hasznilni,

2.2. REGULARIS KOMPLEX FUCGVENY ES HARMONIKUS VALOS
FUGGVENY KAPCSOLATA. HARMONIKUS TARSFUGGVENY

Szoros kapesolat van egy adott tartomdnyon reguldris xomplex fiigg-
vény és e tartomdnyon értelmezett valds harmonikus fliggvény kozott,
E kapcsolat kivetkezményei eredményesen hasznélhaték a fizikéban és az
alkalmazott matematika minden olyan teriiletén, ahol harmonikus fuggveé-
nyek szerepelnek,
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Definicié _

Az n villozés f{r) = f(xl, xz,...xn) fiiggvény egy T tartominy-
ban harmonikus, ha ott kétszer folytonosan differencidlhaté és tiszta méscd-
rendil parciilis derivaltjai kielégitik a

Lf=1"  +1" +oo.0+ £ _
x:lx:l "2"2 ann =0
un. Laplace~-féle parcidlis differencidlegyenletet,

A kétviltoz6s harmonikus fiiggvény és a reguldris komplex filggvény
kapcsolatat fejezi ki a

2.2.1, Tétel

Egy T tartominyban reguliris komplex fiiggvény val6s és képzetes
része T-ben harmenikus fiiggvény,

Azaz: a T-ben reguliris f(z) = ux,y) + jv(x,y) komplex fiiggvény
val6s és képzetes részére teljesiilnek a

Hu=v" +u = 0

és

av v!l + v!) = 0
XX ¥y

sikbeli Laplace-féle differencidlegyenletek,

Bizonyit4s

Az 1.5.1, Tétel értelmében egy T-ben reguldris komplex fiiggvény
valés és képzetes része ott akirhdnyszor differenciilhaté. Igy az

Cauchy-Riemann differenciflegyenletek koziil az elsft x és a méasodikat

y (ill. az els6t y és a méasodikat x) szerint differencidlva, majd a ka-
pott differencidlegyenleteket Bsszeadva (ill. kivonva); tovdbbi a vegyes par-
cldlis derivdltak egyenlOségét felhasznilva a

Au=u’_ +u’ =0
XX yy

Av=v" +v’ =0
XX Yy

I.aplace-féle differencidlegyenletek adédnak.Dd
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Egyszeresen sszefiiggd T tartomdny esetében a 2.2.1, Tételben
kimondott 4llitis megfordithats, vagyls érvényes a

2.2.2. Tétel

Ha az u & v kétvaltozos valés fliggvények, az egyszeresen osz-
szefilgg@ T tartomédnyban harmonikus fiiggvények és ott parciilis deri-
valtjaik kielégitik a Cauchy-Riemann féle parcidlis differencidlegyenleteket,
akkor a velilk képezett

fz} = u(x,y) + jvix,y) »
ill.
@) = vix,y) - jux,y)
komplex fiiggvény regulfris.l]
Bizonyitis
Mivel az u és v fliggvények az egyszeresen dsszefiiggé T-ben
harmonikus fiiggvények, ezért ott differenciilhaték; mivel parciilis deri-

valtjaik T-ben kielégitik a Cauchy-Riemann féle parciilis differenciil-
egyenleteket is, ezért ott az

f(z)

ufx, y) + jvix,y),

ill. az

I}

(z)

fiiggvényre teljesiilnek a differencidlhatésdg sziikséges és elégséges felté-
telei, Tehst az { és az ©° filggvény T-ben differenciilhats, illetve re-
guldris,

vix,¥) - jux,y)

A 2,21, és 2,2,2, Tételek kivetkezménye a

2.2,3, Tétel

Az egyszeresen Osszefliggd T tartoményban harmonikus u kétvil-
tozés valos fliggvényhez mindig taldlhaté - additiv konstanstél eltekintve
egyértelmiien - olyan, T-ben harmonikus v kétvaltozds valés fliggvény
(un, harmonikus tarsfiiggvény), hogy a ve.ilk képezeft

Hz) = ux,y) + jv(x,¥)
ill,

£)= vxy) - jues,y)
komplex fiiggvény T-ben reguldris fiiggvény.
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Bizonyitds

Az u kétviltoz6s fliggvénynek és v harmonikus tdrsdnak T-ben
ki kell elégitenie a Cauchy-Riemann-féle parcidlis differenciélegyenleteket
Igy ismert a keresett v filggvény teljes differenciélja:

dv = - u dx +u dy
y X

amib8l - korédbbi ismereteink alapjdn - a v - fiiggvény integrdldssal meg-
hatdrozhat6. Espedig

x,¥)
v{x,y) = -/ (-u'ydx + u’xdy),
(xo’yo)

ahol az integrédlds a T-beli rogzitett (xo, yo) és a viltoz6 (x,y) pontokat

Gsszeksts, tetszfleges T-ben haladé L rektifikdlhaté gérbe mentén vé-
gezhetd,

Az igy el8illitott v fiiggvény nem egyértelmii, fiigg a T-ben tet-
szllegesen rigzitett (xo, yo) pontt6l. Tehdt az adott u fliggvény végte-

len sok - a feltételeknek eleget tevs - v fliggvényt hatdroz meg, amelyek
azonban csak additiv konstansban kiilonbdznek egymdstél.

Az eléallitott v fliggvények harmonikusak, mert barmelyikiikkel és
az adott u fiiggvénnyel képezett

f(z) = ux,y) + ivEy),
i,
Fe) = vix,y) - juxy)
komplex fiiggvény réguldris (hiszen a v [fiiggvényt ugy hatdroztuk meg,

hogy T-ben az u és v parcidlis deriviltjai folytonosak legyenek és ki-
elégitsék a Cauchy-Riemann féle parciilis differenciflegyenleteket).[

Megjegyzés

A T-ben harmonikus u kétvaltozés valés fliggvényhez a v harmonis
kus tarsfiiggvény mds médon - példdul az aldbbi médon - is meghatdrozhato:

A feltétel szerint szilkséges, hogy az u 6s v fliggvények T-ben k-
elégitsék a Cauchy-Riemann differenciflegyenleteket. Koziilik példaul a
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ami azt jelenti, hogy az adott u harmonikus fiiggvénnyel egyiitt jsmert a
keresett v fiiggvény x szerinti parcidlis deriviltja is. Ezért a v fligg-
vény - egy T-ben y szerint differencidlhaté ¢ (y) fiiggvény hozzdadfsatel
eltekintve egyértelmilen ~ meghatirozhat6 a vele ekvivalens (-u’ ) fliggvény
x szerinti integréliséval:

X
vix,¥) =[f - U’y) dx] + P ).

X
o

Az fgy nyert v fiiggvény y szerinti differencidlbdnyadosfinak a m4-
sik Cauchy-Riemann féle parcidlis differencidlegyenlettel vals egybevetésébdl -
vagyis a

b4

elsGrendii differencidlegyenietrendszerb8l P (y) és vele egyiitt a keresett v
fiiggvény - ugyancsak egy additiv konstantél eltekintve egyértelmilen - megha-

s

tirozhat6. Az igy eldillitott v filggvényekrSl - az eldzd eljirdsnil ismerte-
tett mdodon - kimutathats, hogy T-ben harmonikus fiiggvények.

2.3. REGULARIS KOMPLEX FUGGVENY £S VEKTORFUGGVENY
KAPCSOLATA. KOMPLEX POTENCIAL

Egyszeresen dsszefiigg T tartoményban a reguldris komplex fiigg~
vények, valamint a divergencia- és rotdcidmentes sikbeli vektorfiiggvények
bizonyos vonatkozisban azonos tulajdonségokkal rendelkeznek,

Egyrészt ugyanis:

minden reguldris komplex filggvény valés és képzetes része harmo-
nikus (1d, 2,2.1, Tétel);

mésrészi:

minden divergencia- és rotici6-mentes vektoriér skaldr potenciil-
fliggvénye harmonjkus (ugyanis: rot y = 0 —van ¢ (x) skaldrpotencial-
fiiggvény, amelyre grad ¢=v egy egyszeresen Usszefiigg§ T-ben; ezt
egybevetve a div v = 0 feltétellel, adédik a div grad ¢= A= 0 4lli-
tas),
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E tulajdonsagok kovetkezménye az aldbbl két tétel:

2.3.1 Tétel

Egyszeresen sszefliggd tartomdnyon reguldris komplex fuggvény akédr
val6s, akdr képzetes része( additiv konstanstol eltekintve egyértelmiten)
meghatdroz divergencia- és rotici6-mentes sikvektorteret (vektormezgt).

Attol fuggben, hogy a komplex fiiggvény u(x, v) valds, vagy v(x,y)
képzetes részét vilasztjuk a sikvektortér skaldrpotencidl fuggvényének a

grad u + ¢

w(r)

ilt.

® &
Wi =gradv +¢

a kivant tulajdonsdgu vektorterek.

Bizonyitfs

A reguliris komplex fiiggvény u(x,y) valds részével el8illitott
w (r) = grad u+c

sikvektortér divergencia- és rotdci6-mentes.
Ugyanis

div w = div grad u = A u = 0,
mert u(x,y) mint reguldris komplex fiiggvény val6s része harmonikus;
rot w = rot grad u= 0

a rot grad u= 0 azonossig miatt. <
Hasonléan lithaté be a tétel 4llitdsa a w (r) vektorfiiggvényre is.J

E tétel megforditdsa:

2.3.2, Tétel

Egyszeresen Osszefliggd T tartomédnyban divergencia~- és roticis-
mentes sik-vektortér - additiv konstanstél eltekintve egyértelmiien - meg-
hatdroz T-ben reguldris komplex fiiggvényt,

Espedig a

fz) = ¢, y) + Y,y
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ill,
@) = TEy - &, y)

reguldris komplex fliggvényt, a szerint, hogy a vektortér ¢ skaldrpoten- |
cidlfliggvényét a komplex fiiggvény valés részének, ill. képzetes része (-1)- -
szeresének vilasztjuk. |

Bizonyités

A rot v =0 feltételbSl kivetkezik, hogy az egyszeresen Osszefiig-
g8 T-ben a sikvektortérnek van ¢ skaldrpotencidlfiiggvénye, annak pedig
mint harmonikus fiiggvénynek van P harmonikus tirsfiiggvénye, Ezekkel
a fiiggvényekkel a fenti médon képezett £(z) ill. (z) fliggvények a
2.2.3. Tétel értelmében regulirisak,.0

A divergencia- és roticiémentes sik-vektiortérhez a fenti mddon konst-
rudlt f reguldris komplex fliggvénynek az alkalmazisokban fontos szerepe -
van, ezért kiilon elnevezést vezettek be szdmdira.

Definicid

Komplex potenciilfiiggvény

a divergencla- és roticiémentes sikvektortér ¢ skaldrpotencislfiigg-
vényével és annak T harmonikus t4rsfiiggvényével képezett

fz) = ¢ &y +i P&y

reguldris komplex fiiggvény.

A komplex potenciilfiiggvény (ill. roviden komplex potenciil) képze-
tes részét erl- vagy dramfiiggvénynek szokfis nevezni, mert - mint azt a
2.3.4, Tételben igazolni fogjuk - a P (x,y) kétvaltozés valés fiiggvény
szintvonalai pdrhuzamosak a sikvekiortér (az erdtér) erdvonalaival. Ez in-
dokolja

¢ (x,¥) = c : ekvipotencidlis vonalak

P (x,¥) = k : er§- (ill, 4ram-) vonalak

elnevezéseket is. 7

A komplex potenciil ismeretében meghatdrozhaték a divergencia~ és
rotdci6~mentes sikvektortér jellemz6i: a tér vektorainak irdnya és nagysi-
ga. Bzt fejezi ki a
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2,3.3. Tétel

A komplex potenciil differencidlhdnyadosénak konjugdltja minden pont-
ban "ekvivalens a divergencia~ és roticidmentes sikvektortér vektorival';
differencidlbdnyadosédnak (ill. konjugAltjdnak) abszolutértéke minden pontban
megegyezik a sikvektortér vektordnak abszolutértékével.

[Egy "komplex fiiggvénnyel ekvivalens kétdimenzids vektortér':

PE,Y) + A, D) e, V) L + (5, 3)] ]

Bizonyitds
Ha a divergencia- és rotici6-mentes v = p(x,y)i +q(x,y}j sikvek-

tortér komplex potencidlfiggvénye f(z) = ¢ (x,y)+} P (x,y) akkor ezek
kapcsolatit, valamint regularitdsit figyelembe véve:

P = ¢ +iP = py) - awy)
ugy, hogy

£ (@) = plx,y + jax,y)=2v

|F@-|r @) - \/pz(x,w r@@y) = | ¥|
az 4llitdsnak megfelelden.C]

A komplex potenciil ismeretében meghatdrozhaté a divergencia- é&s
rotici6-mentes sikvektortér szerkezete is. Ha ugyanis f(z) komplex po-
tencidl, akkor a Re f(z) = ¢ 4llandg, ill. Im f(z) = k 4llandé vonalak
és a veltormez§ ekvipotencidlis vonalainak, valamint erdvonalainak kapcso-
latdt fejezi ki a

2.3.4. Tétel

A divergencia- és roticié-mentes sikvektortér 4ltal meghatirozott
komplex potenciil valés és képzetes részének szintvonalai merflegesek
egymiéisra; képzetes részének szintvonalai pirhuzamosak a vektortér ert-
vonalaival.,

Bizonyitds
Legyen a divergencia- és rotdci6é-mentes vektortér

vir) =p,y)i+a@Eyj
és ennek komplex potencidlja:
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fz) = ¢y +j P&y,

‘akkor
a) by =cl Py =k
mert
grad § - grad P= (L 1+ 9\ 9 (Pl+ Pyb =
= (pi+qj)(~qi+ pj} =0
b) Yy =kl v,
ugyanis
¢ xy)=clP ==t
= Y&y = kv
¢ixy)=c | v

az 4llitdsnak megfelelen.O]

Megjegyzés

A komplex potencidilal kapesolatos tételelben feltételeztiik, hogy a sik-
vektortér egy egyszeresen dsszefliggd tartomdnyban divergencia- és roticié-
mentes, amib8l kivetkezik - bir nem hangsulypztuk - hogy a potenciilfiigg-
vény és az erdfliggvény, valamint veliilk egylitt a komplex potenciil is egyér-
tékii, tehat filggvény.

Tébbszorssen dsszefiiggd tartoméfnyban a komplex potencidl idltalidban
(valés része tobbértékiiségének kivetkeztében) tobbértékii reldcis. Azonban a
tébbszordsen Osszefilggl tartomdny bdrmely egyszeresen Gsszefiiggl részében
kivdlaszthaté a komplex potenciil egyértékil és igy reguldris dga.

2.4, KIDOLGOZOTT FELADATOK

I, Vvizsgéljuk regularitis szempontjibsl az

1
a) f(z} =
zz+1
b) f(z) = =z |z
c) f(z) = 1+z2

fiiggvényeket.
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a} A Cauchy-Riemann egyenietek alapjin igaz'olhatﬁ, hogy az

f(z) = 1

z +1

fiiggvény a 2z =+j és z = ~j pontok kivételével mindeniitt differencidlha-
t6 és igy e pontok kivételével mindeniitt reguléris.
b) Az '

2 2 2 2
t2) = 21z = oty Ve y® = x Vg o gy Vley

fliggvény valSs és képzetes részének parciflis derivéltjal csak a z = ¢ pont-
ban elégitik ki a Cauchy-Riemann parcidlis differenciflegyenleteket. Igy e
figgvény csak a 2 = 0 pontban differencidlhat, de ott nem reguliris, mert
a z = 0 pontnak nincs olyan kiirnyezete, amelyben a fiiggvény differenciflha-
té volna.

c) Az
f{z) = Vi + z2
fiiggvény a
gz)= 1+ z2
és az

5

Ke)
fliggvény szuperpondldsfval addé sszetett filggvény.
A g belsd fiiggvény az egész z sikban; sz f kiils§ figgvény pl. az
Im g >0 félsikban egyértékii és differenciflhaté, tehdt reguldris. Mivel
Im g = Im (1+z2)= 2xy >0

az
x>0 x<0
és
y>0 ¥y<o0
negyedsikokban, ezért ezekben a tartoményokban reguliris az
2
fog)(z) = fgz)) =V1+z

osszetett fiiggvény.
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2, a) Igazoljuk, hogy van olyan tartomény, amelyben az

u=x+In \/x2+y2

fliggvény harmonikus,

b) Hatdrozzuk meg e tartomény valamely egyszeresen Osszefiiggl
részében az u fiiggvény harmonikus tdrsét.

¢) Allitsuk el azt a legéltaldnosabb reguliris komplex fiiggvényt,
amelynek valés része az adott u fliggvény.

a} Az adott u flggvény az origd kivételével az egész sikon harmoni-
kus, mert parcidlis derivaltjai

az origd kivételével mindeniitt folytonosak és kielégitik a

y2_x2 x2 yz
Au=—F—"g0+ 5535 - °
x +y) x +y)

Laplace-féle differencidiegyenletet.
b) Az adott u(x,y) flggvény harmonikus térsfilggvényei mindazok a
v{x,y) fiiggvények, amelyekre

v o= ow =l
X y 2 2
X +y

1 X
vy—ux—‘u 3 5
Xty

A feltételeknek eleget tevd fiiggvények megadhatsk

x,¥)

v(x,y) = [ [—-—2-L—dx+(1+ > 2):@
(X ’yJ X +Yy X +y
o]
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alakban, ahol az integrilds az origét nem tartalmazé bdrmely egyszeresen
tsszefiiggd tartomény tetszbleges két pontja kozt, tetszlleges pirbe mentén
végezhetd,

Tartomdnynak az x>0 félsikot, rogzitett pontnak az (i, 0) pontot va-
lasztva €s az integraldst a 18. dbra szerinti tértvonal mentén vigezve, har-
monikus tarsfiiggvényiil a

X ¥
ViX,y) = -t dz + 1+ % } dy =y+ arciyg <.
2 2 x2 .2 N
X +y +y
x=1 y=0
(y=0)
fliggvények adddnak.
"
{X,¥)
i
— X
j(10)

18. dbra

¢y Az x>0 [félsikon az

f(z} = x+1n )/x2+y2) + j{v + arctg L c)

s
illetve ~ amint azt az In z fuggvény tdrgyalisindl limi fogjuk - az
flz) =2 +lnz +c
a legaltaldnosabb olyan reguldris komplex Figgvény, amelynek valé része az

2 2
adott u=x+ In Vx%+y kétviltozds valés fiiggvény,

3. a) Mutassuk meg, hogy van olyan egyszeresen Osszefliggd T tarto-
mény, amelyben az

X X R
fiz) = 3 g t& Ccosy +je siny-

X +y _ X +y



flletve - amint azt késdbb litni fogjuk, az

1,2

fiz) = z te

komplex fiiggvény reguliris.

b) Hatdrozzuk meg ebben a T tartoményban az adoit komplex fiigg-
vény valés, ill. képzetes részével konstrudlhaté divergencia- és rotdci6-
mentes vektortereket. '

a) Az adott komplex fiiggvény az origét nem tartalmazé birmely egysze-
resen sszefiiggd tartoméanyban reguldris. Ugyanis valés és képzetes része az °
origé kivételével a teljes z sikon differenciilhaté és ott parcidlis derivilt- -

jaiks
2 2
f Yy =-x X
W = = ¢ cos Yy,
X 2
x +y)
[y ____Z_xLz__ex sin
y_ P 2 Y.
(x +y)

v’ exsiny+——2—g&—§—
x+y)

i

2 2
! excosy+—-—H-?-
x +¥)

<
[

kielégitik a Cauchy-Riemann differenciilegyenleteket.
b) A kérdéses divergencia- és rotdiciémentes vektorterek:

2 2

grad u = — X s ecos y i-—2—xL+exsinyl
2 22 - 2 22
x4y =2y

22 22

2 2 .
grad v = [Tz“l——-+ e® sin y]l+ [-%-L—+ excosy}i
x +y) x +y)

4. Hatdrozzuk meg az XY sikra merdleges, az origén 4thalad6 egyenle-:
tes toltésii (@ toltéssiiriiségi) vonalszerd tsltés XY sikbeli komplex po-
tenci4ljat, ekvipotencidlis vonalait és erdvonalait. '
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a} Mint ismeretes, a vonalszerii tiltés erbtere:

_ 29x :
E= 55 i+ 5731
Xty X +y

Ez az origé kivétetével az egész sikon divergencia- és roticiémentes, ezért
egyértékii komplex potencidljit csak az origét nem tartalmazé valamely egy-
szeresen Usszefiiggd tartominyban lehet meghatdrozni, Vilasszuk egyszere-
sen 6sszefiiggh tartomanyul az x>0 jobb félsikot. Ebben a sikban a ska-

lirpotencislfiiggvény
x,¥) X y
1
¢ (x,3) = f Edr = 2 f‘x—d’””‘* — & =
: X +y .
(1, 0) x=1 y=0
X . ¥y
= 2q {ln fx| } +q [1n (x2+y2)] =qln (x2+y2) =29 In |2|,
%=1 y=0
harmonikus tirsfiiggvénye pedig:
(xy)
- 2y 2x _
Y&y =q f[- 75 &+ 3 z]dy =
X +y X +y
1,0}
y
-2q[ x2+ 2 dy = 2q arctg p 2q arc z
y=0 ¥ 77

Tehit az origén Athaladd vonalszerit t5ltés erdterének komplex potencidlfiigg-
vénye a jobb félsilon:

fiz) =29 In |z| +j 29 are z,
ill. egyszeriibben
fiz) =29 In z.

(Itt felhaszndltuk az Injz{+ j arc z = In z Hsszeliiggést, amit a fogaritmus-
fliggvény targyaldsa sordn fogunk beldtni.)
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b) A tér ekvipotencidlis vonalai a
fz] = ¢
koncentrikus kérok és erdvonalai az
arc z = ¢

origébol kiindulé félegyenesek (lasd 19, dbra).

19, dbra
Vonalszerii toltés erdterének ekvipotencidlis - és Aramvonalai

Megjegvezziik, hogyha a vonalszerli g t5ltés nem az origén, hanem
egy tdle kiilinbdzd z nponton halad at, akkor erdterének komplex potencil-

fliggvénye a felso félsikban:
ffz) = 2q ln‘z - zO|+ 2qj arc (z - z.o) ,
illetve egvszeriibbhen:
f{zy = 2 - .
{z} 29 e (z zo)
Ennek a térnek az ekvipolencailis vonalai a z, kbzéppontu koncentrikus ké-
rok, és erdvonalai a , -hdl . :indulé félegyenesek.
6. Igazoljuk, hogy az
f(z) = cos x ¢h y - j sin x sh y
komplex viltozés fliggvény folfoghaté egy sikvektortér komplex potencidlji-

nalk, Hatirozzuk meg a vektorteret.
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Mivel az I komplex fiiggvény valés és képzetes része a teljes sikon
harmonikus, ezért f mindeniitt reguldris, és igy tekinthetd egy mindentitt
divergencia- és rotici6-mentes sikvektortér komplex potenciiljdnalk.

Mivel a 2.3.3. Tétel értelmében, ¢ = Re f esetén:

v=r (@),
ezért a kérdéses vektortér:

v=-sinxchyi+cosxshyj.
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Negyedik fejezet

KOMPLEX FUGGVENYEK ALTAL LETESITETT LEKEPZESEK
ELEMI FUGGVENYEK

Igen sok matematikai és fizikai probléma vezet komplex fiiggvények
- és elsGsorban reguldris komplex filiggvények - dltal létesitett leképezé-
sekre. Igy tobbek kozitt ez is sziikségessé teszi a leképezések részlete~
sebb ismertetését,

Geometriai tulajdonsdgaik alapjdn a leképezéseket kétféle értelemben;
""globdlisan” és " lokdlisan" fogjuk vizsgélni. A lokills vizsgélat annak a
vizsgdlatat jelenti,hogy az f komplex fliggvény mire k3pezi le a =z
sik bizonyos giirbeseregeit, tartoményait, A globilis vizsgdlat annak a
vizsgalatit jelenti,hogy az f komplex fiiggvény a 2z sikban rogezitett zoér-

ték A z-vel valé megviltozisdnak milyen Aw = f(z + Az) - f(z )} meg-
. . o o
viltozdst feleltet meg a w sikban,
Ezekhez a vizsgilatokhoz a kiilcsiiniisen-egyértelmii és a konform le-
képezés ismerete sziilkséges, ezért az aldbbiakban ezek értelmezését, fon-
tosabb tulajdonsfigainak rovid Ssszefoglaldsit adjuk,
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1.§ KOLCSONOSEN-EGYERTELMU LEKEPEZESEK

Definicié
Az f komplex fiiggvény, ill. az F komplex reldcié értelmezési
tartoménydnak egy H részhalmazat kdlcsonosen egyértelmilen képezi le

értékkészletének egy részhalmazdra, ha minden z¢& H-nak egy és
csakis egy we H® ‘értéket feleltet meg és megforditva,

Gyakorlati szempontbél fontosak azok az f: HE> U kélestnosen
egyértelmii leképezések anglyek egyben folytonosak is., Azaz: minden
LCH sima gorbét L CH sima gbrbére, G CH sima zart gorbét
ch HY sima zart gorbére képeznek-le. Ehhez sziikség van a ttbbszd~
ros pont nélkiili sima gtrbe, az un, "“Jordan-féle sima gorbe'" értelmezé-
sére, fonfosabb tulajdonsigainak és leképezésének ismeretére. Ennek ro-
vid ismertetését adjuk az aldbbiakban.,

1.1, SIMA GORBEK ES AZOK KOMPLEX”FUGGVENNYEL TORTEND
KOLCSONGSEN EGYERTELMU LEKEPEZESE

Definici6
(Jordan gdrbe)

A valds paraméterii
) = x(6) + jy(t); &L &fd

komplex fliggvény &ltal meghatdrozott sikbeli ponthalmaz Jordan g'b'rbe, ha

a) () folytonos te& [o(,,/}:l ~ban,
b) f{t) kblestnbsen egyértelmiien képezi le [:o(_,/j] birmely nyilt
részintervallumét a komplex sik egy ponthalmazdra (azaz r (tl) =

= Y‘(tz) esak akkor, ha tl = tz)

(id. 20. dbra),

A Jordan-gorbe zdrt, ha yee) = y’(p), ellenkezG esetbe a gérbe
nyilt,
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2¢, fbra
Jordan gidrbe - nem Jordan gérbe
Definicié
Sima Jordan-girbe)

A sikbeli Jordan gorbe sima, ha megadhaté olyan

Y = x0) +jye) a Lt &/
valés paraméterii komplex fiiggvénnyel, amely az [c(,,/b] intervallum
minden pontjiban differencidlhat6é és differencidlhidnyadosa folytonos,

A Jordan-girbe szakaszonként sima, ha véges szimu, végpontjaiban
egymissal érintkez6, sima gdrbeszakaszbél all. (Az érintkezési pontokban
a gorbét elB4llits fiiggvény nem feltétleniil differencidlhaté, )

Megjegyezziik, hbgy minden szakaszonként sima (és igy minden si-
ma) grbe mérhetS ivhosszusdgu és

p P —
Sec.p) :{ | yof @ i[ \/[*(tﬂz [y,

Egy sima (ill. szakaszonként sima) gorbe ugyanilyen tulajdonsdgu
gbrbére vald leképezésére vonatkozik:
1,1,1, Tétel

A 2z sik sima gbrbéjét az f komplex fiiggvény a w sik sima’
gorbéjére képezi le, ha

a) a =z - sikbeli gorbe benne van { értelmezési tartomédnyédban;
b) f valés és képzetes részének parcidlis derivéltjai folytonosak.
Bizonyitis
Legyen

f(z) = ux,y) + jv{x,y}
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olyan komplex fiiggvény, amelynek val6s és képzetes része T-ben folyto-
nos parciflis deriviitakkal rendelkezik és

y® =@+ iy X ==
olyan val6és paraméterii komplex fiiggvény, amely olyan z sikbeli sima
Jordan-gbrbét hatiroz meg, amely beleesik T-be., Ekkor a w sikbeli
képgbrbét a differenciilhato
#®

770 = doy)t) = £(y @) o £ t&0

ill. - valés és képzetes részre bontva - a
750 = u[x®, vl + 5[ xw, vl

Usszetett komplex fiiggvény 4llitja el6, Fnnek ieriviltfiiggvénye:

ar*® Qu . v\ & du . Bv\d
d ox ) oy /) @ . Oy i oy / dt

az f-re &s j -ra vonatkozé feltételek miatt az a4 t< B intervallum-
ban folytonos, ami - az 4llitdsnak megfelelfen - a képgdrbe simasagat je-
lenti.d

Ezek utan ratérhetiink annan ismertetésére, hogy a kiilonbsz8 tipusu
komplex fiiggvények &s reldcidk értelmezési tartominyuk és értékkészletiik
mely részhalmazai kozt 1étesitenek kolcsontsen-egyértelmii és folytonos
leképez ést.

1.2. KOMPLEX FUGGVENYEK ES RELACIOK ALTAL LETESITETT
KOLCSONUSEN-EGYERTELMU £S FOLYTONOS LEKEPEZESEK.
RIEMANN-LEVELEK

{a) Egyrétii fiippvények leképezése

Az egyrétii komplex fiiggvények értelmezésébdl kivetkezik, hogy azok
a teljes értelmezési tartomdny és értékkészlet kozitt létesitenek koleséns-
sen egyértelmii leképezést, Az 1,1 1, Tétel értelmében ez a leképez és
folytonos is, ha a fiiggvény az értel .z6si tartoményon ..guldris (id, 1.3.
fejezet, 1.pl.).

{b) Tohbrétii fiiggvények leképez ése
(w sikbeli Riemann feliilet)

A tobbréti komplex fliggvények értelmezésébdl kivetkezik, hogy azok
értelmezési tartominyuknak csak egy részhalmazat képezik le kilesonisen-
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egyértelmiien teljes értékkészletiikre (ti. az: a részhalmazét, amely nem
tartalmaz olyan =z értékeket, amelyekhez azonos w é&rtékek tartoznak),
Reguliris tobbrétii fiiggvények esetében van olyan részhalmaz, amelyen
ez a leképezés folytonos is,

A teljes értelmezési tartomény és értékkészlet kozti leképezést ugy
valésitjuk meg, hogy az értékkészletet tartalmazé w sik annyi példdnyit
vessziik, ahdny réti a fiiggvény és ezeket ugy helyezziik egymis f51€, hogy
az azonos koordinitdju pontok egymis fvlstt legyenek (Id, 21, dbra, ahol
a fiiggveény 3-réti). Minden egyes példiny az értelmezési tartomdny egy
olyan részhalmazdnak képpontjait tartalmazza, amely részhalmaz minden
pontjdhoz killonbozd w értékek tartoznak, A leképezés egyértelmiiségét
ugy hiztositjuk, hogy az egymdis ftlé helyezett sikokat "Gsszeillesztjiik"
azokban a w pontokban, amelyeknek "Gsképe" a z sik egyetlen pontja.
Ezek a w sik un, '"eldgazdsi pontjai", amelyek annyiadrendiiek, ahdny
réill a fliggvény. (Ezeket a pontokat annyiszor koriiljirva, ahdny réti a
figgvény, a megfelelS "Gsképek" egyszer lesznek kiriiljarva.)

A leképezés egy-egyérielmiisége érdekében az egymés f6lé helyezett
w sikokat bemetssziik az eligazdsi pontokat "alkalmasan" Ssszekstd egye-
nes-szakaszok mentén. Hogy a leképezés folytonosséga is biztositva le-
gyen, a bhemetszések alsé és felsd partjait ugy illeszijiik dssze, hogy az
egyik laprél a mésikra folytonosan lehessen 4tjutni, Egt ugy valésitjuk
meg, hogy a bemetszések mentén az I lap alsé partjdt a IL lap felsd
partjihoz; a IL lap alsé partjit a III. lap fels§ partjshoz..., az L lap
fels8 partjit az utolsé lap alsé partjshoz illesztjiik (id. 21, dbra, ahol a
fliggvény 3-rétii és az eldgazdsi pontok w = 0 és w = oo Y

v
¥
/
. /
/
— optianipdipadnd suladieiimpurin
A f
; /N
! l}[ o\ - u
g ,r'H X !y
3 J L I.
! T .
21, #bra

3-rétil fliggvény Riemann-feliilete
(eldgazdsi pontok: w =0 &s w =)

Hogy az Osszeillesztett sikokon a bemetszések pontjaiban is megma-~
radjon a leképezés kilesionds ~egvértelmiisége, ezért az Ssszeillesztett
partokat kiilonbozdknel tekintjiik, annak ellenére, hogy a térben ezek egy-

99



beesnek, Az igy bemetszett és Gsszeillesztett tsbbréti w sik a tobbréti
komplex fiiggvény un. tobblevelii Riemann-feliilete,

A tobbrétii reguldris komplex fiiggvény tehidt teljes értelmezési tar-
tomanyat kolcstnisen egyérielmiien és folytonosan képezi le a w sikbeli
ttbblevelli Riemann-feliileten levl értékkészletére (1d. 1.3.fejezet, 2,pl.),

{c) Egyréti relicidk leképezése

Az egyréti komplex reliciék értelmezésébil kivetkezik, hogy azok
értelmezési tartoményukat értékkészletitknek csak egy részhalmazédra ké-
pezik le kblecsbndsen egyértelmiien, Egyértékii reguldris Agakkal rendelke-
z0 reldcitk esetében ez 2 leképezés folytonos is,

Mivel az egyrétii reliciék a tobbrétii fliggvények inverzei, ezért ér-
telmezési tartoményuknak a teljes értékkészletre valé kilestnésen egyér-
telmii és folytonos leképezése inverz fliggvényilk =z sikon kialakitott
Riemann-feliilete segitségével torténik, Ez a Riemann-feliilet annyi leveld, -
ahdny értékii a reldcié és eldgazédsi pontjai azon z értékeknek megfelels :
pontok, amelyekhez nem tartoznak kiilénbsz8 w értékek (id. 22.4bra
- mely a 21, dbrabeli fliggvény inverze - és ld. 1,3.fejezet, 3.pl.).

<
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Y /

ut.

i

|

b

:l
i
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i

:
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wf fdty \

=
h
1

22. &bra
'3 &rtékii reldcié z sikbeli Riemann-feliilete
(eldgazdsi pontok: z = 0 és z =00 )

A z sikbeli tébblevelli Riemam-feliilet alkalmas az egyrétii rela-
cié egyértékii reguléris dgdnak kivélasztdsdra. Ilyen 4g a 2z sik minden
olyan T tartoménya, amely szakadds nélkiil - legfeljebb egy egész csa-
varmenetben - fektetheto fel a tobblevelii Riemann-felilletre, Aszerint,
hogy a T tartomdny Riemann-feliiletre helyezését melyik levéle.. kezd-
jik, a reldcié kiilsnbdz6 reguldris dgait kapjuk. A tébbértékii relacié re-
guldris g4t tehdt T helyzetének és a Riemann-feliiletre valé helyezésé-
nek megaddsa jeldli ki egyértelmiien.
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(d) Tobbrétii relaciék leképezése

A tobbréti komplex reldciék - definiciéjukbél ksvetkezGen - esak ér-
telmezési tartoményuk egy részhalmazat képezik le kiolcstnidsen egyértel-
miien értékkészletiik egy részhalmazdra, Birmely egyértékii reguliris
dgukon ez a leképezés folytonos is.

A teljes értelmezési tartomdny és a teljes értékkészlet kozotti kol-
csonosen egyértelmii és folytonos leképezés a reldcid tobbértékiiségével
egyez8 szému levéllel rendelkez8 z sikbeli Riemann-feliilet és a relécié
tébbrétiiségével megegyezd szdmu levéllel rendelkez8 w sikbeli Riemann-
feliilet segitségével valésithaté meg (Id. 27,4bra és 1.3.fejezet, 4,pl.).

1.3. KIDOLGOZOTT FELADATOK
1. Allapitsuk meg, hogy a

w =22z +j

fiiggvény mely tartoméinyok kozott 1étesit kblesonosen egyértelmii és foly-
tonos leképezést.

Az adott fiiggvény mindenliitt értelmezett, egyrétil reguldris fiiggvény,
amely minden értéket felvesz. Igy az 4ltala létesitett leképezés kilesdndsen
egyértelmii és folytonos a teljes z é&s a teljes w sik Kozott.

2, Vizsgiljuk a

fliggveény 4ltal létesitett leképezést kolestnis egyéritelmiiség és folytonos-
sfg szempontjibél,

Az adott fiiggvény a teljes z sikon értelmezett kétrétii fiiggvény, amely
minden w értéket felvesz és mindeniitt reguldris. E tulajdonsigok kivetkez-

ménye; .
a) kdlcsonisen egyértelmiien képezi le a z sik minden olyan részhal-
mazit a w sik egy részhalmazéra, amely neni tartalmaz z, és Zy= =2y

pontpirokat. Ilyen részhalmaz példdul az Im z>0 vagy az Im z0 fél-
sik. Ezek bdrmelyikét a teljes w sikra képezi le (ld. 23. abra);

b} A teljes értelmezési tartoményt, a =z sikot, kilcstnisen egyértel-
miien és folytonosan képezi le a w sikbeli két-levelii Riemann-feliiletre. Ez
a w=0 és w =oo eligazdsi pontokat &sszekité egyenesszakasz (azaz pl.
a pozitiv, vagy a negativ val6s tengely) mentén bemetszett és a bemetszés
partjai mentér kereszibe Gsszeillesztett kétszeresen lefedett w sik (ld. )
24, #ébra). : N
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23, é4bra

24, dbra
w = z Riemann-feliilete

3. Vizsgiljuk a

w= Yz

altal létesitett leképezést kilesénids-egyérielmiiség és folytonossdg szem-
pontjibal.

102

A w=¥Z relici6a z = w2 fiiggvény inverze., Ennek kivetkezménye,
hogy: a teljes =z sikon értelmezett, z = O-ban és z = o0 -ben eligazdsi pon-
tokkal rendelkezd, minden értéket felvevd, egyrétll - kétértékii reldcis, amely-
nek minden egyértékii dga reguldris,

Az dltala létesitett leképezés tulajdonsigai:

a) kblcsdndsen. egyértelmii a teljes z sik és a w sik barmely T nyi-
lasszogli szdgtere - pl. a z sik é az Im w<0 félsik pontjai - kézt (1d.
25, fbra); '

b} kilestndsen egyértelmii és folytonos a leképezés a z sikbeli két-
levelii Riemann feliilet (a z = 0 és a z = eligazdsi pontokat Ssszekstd



), * 7 7
T )

25. &bra
w = Yz kolcsonosen egyértelmii leképezése

7.1

egyenes~szakasz mentén bemetszett és a bemetszések partjai mentén kereszi-
be Gsszeillesztett kétszeresen lefedett z sik) és a teljes w sik kozott, A
Riemann-feliilet I-es sikja {melynek pontjai = -f[&arc w< @
{melynek pontjai =>0=arcw<la =z
(ld. 26, fbra).

) és ll-es sikja
ketértékti reldci6 reguliris sgai

v

AL
X ( / o
u

L
[

26, fbra
Vz fiiggvény z sikbeli Riemann~feliilete

w

4, Vizsgéljuk a

2
w o= VZ -1= \/(24'1)(2‘ 1)
leképez ést kolestnos-egyértelmiiség és folytonosség szempontjihol,

A w-= \lz‘z -1 ateljes z sikon értelmezett kétrétii-kétértekii rela-
ci6, amely minden értéket felvesaz. {Ugyanis: minden z-hez két w érték
tartozik - kivételt képez z = 1 s = =1 elyekhez csak egyetlen ér-
ték, w = 0 tartozik -; inverze a z = Yw2 + 1 = Viw+j) (w-j) is minden
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w-re Srtelmezett és kétértékil - kivéve a w

=j és w = - értékeket,
amelyek mindegyikének csak egyetien érték, z =

0 felel meg).

E tulajdonsigok kivetkezménye, hogy a w = z2-1 kilcsénbsen egy-
értelmiien képezi le a z sikbeli kétlevelli Riemann-felilletet a w sikbeli
kétlevelii Riemann-feliiletre. :

A z sikbell Riemann-fellilet; a z = 1 és 2z = -1 wiasodrendil el-
4gazdsi pontokban Ssszeillesztiett, a [—1, 1] egyenesszakasz mentén bemet-
szett 65 a bemetszések partjal mentén keresztbe Usszeillesztett kétszeresen
iefedett =z sik,

A w sikbeli Riemann-felillet: a w =J és w = ~j misodrendd el-
dgazasi pontokban Usszeillesztett, a [—j,j] egyenesszakasz mentén bemet-
szett és a bemetszés partjal mentén keresztbe Usszeillesztett kéiszeresen le-
fedett w sik (ld. 27. é4bra).

_ 27, 4bra

w=Y 22 -1 Riemann-feliiletei

Mivel a w = sz -1 relacié egyértékii Agai az egész =z sikon regu-
larisak, ezért a z & w sikbeli kétleveli Riemann-felilletek kozti kolest-
nésen egyértelmii leképezés egyben folytonos is.

A folytonossigot illusztrélja, hogy a 'z sikbeli Riemann-feliilet bar-
mely zirt gorbéjének képe a w sikbeli Riemann-felillet egy zart gbrbéje
és megforditva,

Ugyanis a

alaku, amibdl lathaté (28. dbra), hogy



28, dbra
a)a z=-1 & =z=1 pontok egyikét sem tartalmazé bdrmely zdrt
girbe (pl. G gorbe) koriiljardssnal a P, é P_  argumentumok nem vil-
1 @+ P 1 2
1
toznak, és igy —zi sem valtozik, tehdt w visszatér eredeti értéké-

hez, ami azt jelenti, hogy a C’li képgirbe zdrt;

b)a z=-1 & =z =1 pontok mindegyikét tartalmazé barmely zart
gorbe (pl. C2 gorbe) korilljirdsandl mindkét argumentum 271 -vel viltozik,
1t P
ugy hogy 1 5 2 is 2T -vel viltozik. Tehdt w visszatér eredeti érté-

kéhez, ami azt jelenti, hogy a C; képgbrbe zdrt;

€ja z=-1 é z =1 pontok egyikét tartalmazé birmely zart gor-
be (pl. a z = l-et tartalmazé C3 gorbe) koriiljardsdnal az egyik argu-

mentum (pl. itt a ) 4T -vel viltozik (mert a z = 1 eligazisi pontat

2-szer kell kdriiljarni, hogy a gorbe z4rt legyen), a misik argumentum val-
Py
2

tér eredeti értékéhez, ami azt jelenti, hogy a C;

Hasonlé médon l4thaté be, hogy a w sik birmely zdrt gorbéjének =z
sikbeli "Ssképe" ugyancsak zart giirbe.

tozatlan marad, ugy hogy is 2T -vel véltozlk. Tehdt w vissza-

képgirbe zirt.



2.§ KONFORM LEKEPEZESEK

2.1, LOKALIS KONFORMITAS

Definicié
Az f komplex fiiggvény 4ltal létesitett leképezés a z pontban lo-
kilisan konform, ha oft

(a) irfnytartéan szogtarto

(b) kismértékben aréinytartd.

E definici6é - Z, # oo é8 2, = pontra vonatkozé - részletesebb

értelmezését adjuk az alabbiakban.

(a) A Z, # oo pontbeli szogtartis
azt jelenti, hogy a z, pontbél kiindulé, zo-ban érintdvel rendelke-

z8 barmely gbrbe képe az f(zo) =W, ponton 4tmen8 olyan - érintével

rendelkez8 - grbe, amely az eres -  _ ..uéhez képest azonos irédnyban,
azonos szoggel van elforgatva. Igy a Z, ponton dthaladé gdrbék zo—beli

hajldsszige a képgorbék W, pontbeli hajlisszogével megegyezik (1d. 29,
abra).

29, dbra
Szigtartds a végesben

A z = o pontbeli szogtartist:
O
eo pontban egymist metszG gorbék érintSegyeneseinek, il-

a 2 =
[¢]
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letve azok gombi kepemek - a Riemann-gémb £ északi pélusan dtmend
f6korolnek - az E pontbeli szogtartdsdval erbelmezzuk (ld. 30. abra).

30. #bra
Egymést a z = -ben metsz6 gbrbék szige
(b)y A z # oo pontbeli ardnytartis
o
ponton Athaladé kiilsnbézd gorbék z pont-

azt jelenti, hogy a Z,
t6l szdmitoft - K(z )-ba es6 - ivhosszusdgai a leképezés sorin azonos

ardnyban "torzulnak' (megnyulnak vagy zsugorodnak)

A 7z = co pontbeli ardnytartédst
co  ponton 4thaladé kiilonb6zd gorbék gombi képeinek - a

v

a z_ =
\ .
Riemann-gémb Ik é&szaki pélusin dthalad6é gorbéknek - az & pontbeli

ardnytartdsédval értelmezziik
Regularis komplex fliggvény esetén a lokilis konformués szukseges

és elégséges feltételét fejezi ki a

2.1.,1, Tétel
f reguliris komplex fiiggvény akkor és csak akkor képezi le a
sik W, = (= )

Az i
pontjanak egy kirnyezeiét a w
ha

z sik valamely z
pontjdnak egy kbrnyezetére kilcstndsen egyértelmilen és konfornnsan

£ (z ) # 0.
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Bizonyitds

1. A feltétel sziikséges és elégséges ahhoz, hogy a leképezés a z,
pont kirnyezetében kilesénbsen egyértelmii legyen,

Ugyanis az f(z) = ux,y) + jv(x,y) komplex fiiggvénnyel ekvivalens

u=ug,y)

vV =V (x,Y)

kétviltoz6s valés fiiggvényrendszer - ahogy ez a valés analizisb8l ismert -
akkor és csak akkor képezi le kilestndsen egyérielmiien az x,y) sik
valamely (x0 yo) pontjinak egy kilrnyezetét az (u,v) sik megfelel§

(1'.10 vo) pontjdnak egy krnyezetére, ha:

{a) u és v folytonosan differencislhaté az (xo,yo) pont kdrnyezeté-
ben;

(b} u és v parcidlis deriviltjaibdl képezett Jaccbi determindns ér-
téke az (xo,'yo) pontban zérustél killsnbozd,

Az (a) feltétel f regularitdsa miatt; a (b) feltétel pedig f regu-
laritdsa és f (zo) # 0 miatt teljesiil,

Ez utdbbi a Jacobi determindns kifejtése alapjsn az aldbbi médon
lathat6 be: )

W) vt

[ ey ] = = ju_.v -u .V
a(x-Y) v’ () v’ {z ) X y ¥y X
. z xo y o 2

itt felhaszndlva a regularitds miatt fenn4llé Cauchy-Riemann féle osszeflig-

géseket:
__(_L_lauv} = u’(z)2+ v’(zilz—'f’z)
A, ¥ x"o L il N

A
s}

2

adedik, ami f (zo) # 0 miatt zérustdl kiilénbbzd Sriék.,

2. A feltétel sziikséges és elégséges ahhoz is, hogy a leképezés
K(zo)—ban konform legyen.

Ugyanis a komplex fiiggvény differencislhinyadosanak (Harmadik rész
1,8 1,1,fejezetében taldlhaté) geometriai értelmezésébil nyilvénvalé, hogy
a tételbeli feltételek - és csak azok - teljesiilése esetén a leképezés szog-
tarté és ardnytarts, azaz konform. D
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A lokélis konformitds fogalma kiterjeszthetd siktartomanyra is, A
kiterjesztés és fontosabb tulajdonsigainak rovid ismertetését adjuk a koévet-
kez$ fejezetben, :

2.2, TARTOMANYOK KONFORM LEKEPEZLSE
Definicid

Agz f komplex fliggvény 4ltal létesitett leképezés a T tartomdnyon
konform, ha annak minden pontjsban lokélisan konform.

A tartomanyok kozti konform leképezés feltételének megadisa el6tt a
"tartoményt-tartomanyra" leképezd komplex fiiggvényre vonatkozé feltételt
ismertetjiik az aldbbi - bizonyitds nélkiil kizolt - tétellel:

2,2,1, Tétel
(Tartomény megmaraddsinak elve)

Ha az f # konstans komplex filiggvény reguléris egy T tartoméi-
nyon, akkor az a ponthalmaz, amelyre f a T-t leképezi, ugyancsak tar-
tomény,

"Tartoménynak-tartoményra" vonatkozé konform leképezését az aldb-
bi tétel feltételei biztositjak:

2,2,2, Tétel

Ha az f komplex fliggvény egy T tartoményon egyrétii, reguliris
és f'(z) #0, akkor f a T 1I;*zrnrtoményt kélestnisen egyértelmiien és
konform médon képezi le egy T tartoményra.

Bizonyitas

A tétel dllitdsa a tartoménybeli konformitis definici6jdnak és a loka-
lis konformitds sziikséges és elégséges feltételét adé 2.1.1. Tételnek a
kovetkezménye. Ennek részletezését az olvaséra bizzuk,[]

Gyakoriati szempontb6l fontos a tétel bizonyos értelemben vett meg-
forditdsaként felvet6dd kérdés: konstrudlhaté-e olyan komplex fiiggvény,
amely 'adott tartoményt - adott tartoményra" képez le kilesnssen-egyér-
telmiien és konformisan, Tetszdleges tartoméanyok kozt ilyen leképezés
nem mindig valésithaté meg (példdul nincs olyan komplex fiiggvény, amely
tébbszrisen OsszefliggS tartominyt egyszeresen Osszefliggre képezne le
kilestnbsen-egyértelmiien és konform moédon), de egyszeresen Gsszefiiggh
tartominyok kozt igen. Az ilyen leképezést létrehozé fiiggvény egziszten-
cidjanak és unicitdsdnak feltételét fejezi ki:
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2,2.3. Tétel
(Riemann-tétel)

Ha adott

T és T

a z és w sik egy-egy tetszlleges, egyszeresen Usszefiiggd tartomanya:

P

Z es w
(o] o

e tartoményok egy-egy tetszfleges belsd pontja és

OCO

egy tetszdleges valés szdm, akkor létezik egy és csakis egy olyan
w = f(z)

reguldris komplex fliggvény, amely kielégiti az

o5 f(zo) =W,

arcf’(z0) = o
feltételeket.

E tétel bizonyitisdval - annak terjedelmes volta miatt - itt nem fog-
lalkozunk.

Megjegyzés
A 2.2.3 tételben kimondott feltételekbol nyilvdnvald, hogy egy adoit egt—
szeresen Gsszelilggh T tartomdnynak egy adott egyszeresen Bsszefliggd

tartomdnyra valé kilecsondsen egyértelmii és konform leképezése 3 valés pa-
ramétertdl fligg:

w = Ref(z)
o o

vo = Im f(zo)

o, = arc f (zo)

Ezek helyett mds - de ugyancsak 3 valés paramétert tartalmazé - feltételek
is adhaték, Igy példdul a vizsgdlt konform leképezést "normilja'’

a) a T tartomény egy belsS - és egy keriileti pontjinak a képe:

W, f (zo)

1 - f(ﬁl};

W
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{ahol z, iil. v, bels8 pontja 31 itll, w, keriileti pontja ‘T-nak, ill,

1
Tﬁ—nak), vagy

b) a T tartominy hirom Kkeriileti pontjanak a képe:

wk = f(>k); k=1,2,3

(ahol a 5k ill. a w, pontok keriileti pontjai T-nek, ill. Tx-nak,- minde-

k
gyik pontnak a tartomény keriiletén elfoglalt helyzetét egy val6s paraméter,
példaul a pontnak egy bizonyos rogzitett keriileti ponttél valé tévolsdga hatd-
rozza meg).

A 2.2.1,; 2,2.2, 68 2,2,3. tételek tartoményok belsejének leképe-
zésére vonatkoziak. Kérdés, milyen a tartomanyok keriiletének kapesolata
az ilyen leképezéseknél., Erre adnak vdlaszt az aldbbi - bizonyitds nélkiil
ismertetett - tételek: :

2.2.5. Tétel
(Keriiletek kélestnds megfeleldsége)

A T tartoménynak a ™ tartomdnyra vald }liib'lcsb'n'dsen egyértelmil
és konform leképezésénél e tartominyok C és ¢ keriileteinek leképe-
zése kolesonosen egyértelmii és folytonos, ha

a) T korldtos és keriileti pontjait annyiszor vessziik figyelembe,
ahényszor azokon a kerlilet teljes kbriiljairdsandl 4t kell haladni;

b) T és ™ teljesen a végesben fekszenek és kertliletiik sima
- vagy szakaszonként sima - Jordan gorbe., Ilyenkor a leképezést meg-
valésits fliggvény T keriiletén folytonosan vagy szakaszonként folytonosan
differencidlhaté (amennyiben a kerililetnek vannak csucsai, ugy ott a deri-
valt vagy nem létezik, vagy 0, vagy « ).

2,2,8, Tétel
(Keriiletek irdnytartdsa)

AT é T tartomanyok kilesondsen egyértelmii és konform le-
képezésénél kerilleteik kbriiljardsi irdnya valtozatlan marad.

Ennek kovetkezménye: hogy ha a T tartomany keriiletének koriilja~
rdséindl a tartomény példaul balkéz felé esik, akkor a T képtartomany
keriiletének azonos irdnyu koriiljadrasandl T is balkéz felé esik.

A konform leképezések gyakorlati alkalmazidsainil nagy jelentSségii
a 2,2.5, Tétel megforditésa:
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2.2.7. Tétel
{Keriiletek kolesdnss megfeleltetése)

Legyenek ng 6 T egyszeresen Osszefliggs tartomanyok, amelye-
ket a_C és C° gorbék hatirolnak; legyen f reguldris T-ben, folyto-
nos T-ban (T: a C-vel lezirt T) és képezze le kilestnssen-egyértel-
mien és irdnytartéan C-t a C -ra, Ekkor f kilestnisen-egyértelmliien
és konform képezi le T-t a -ra,

E tétel bizonyitisa is meghaladja a jegyzet kereteit.

2.3. KIDOLGOZOTT FELADATOK

1. Hatdrozzuk meg a =z sik azon tartoményit, amelyben a

2
W=z

figgvény konform leképezést létesit. Allapitsuk meg ott a lokilis nyujtisi
egylitthatot és az elforduldsi szoget.

A w =1z fliggvény mindeniitt differenciilhats és differencidlhdnyadosa
s (z) = 2z,
ami az origd kivételével sehol sem 0. EbbSl kivetkezil, hogy az 4ltala léte-
sitett leképezés a z = 0 pont kivételével a teljes z sikon kélcstndsen
egyértelmii és konform,
Az sik bdrmely pontjdban - kivéve a z = 0 pontot - a lokilis nyuj -
tdsi egylitthats:

[e @ = 2]

és ez az érték anndl nagyobb, minél tdvolabb van a leképezendd pont az ori-
gétol; a lokdlis szogelfordulis:

are f'(z) = are 2z

amely annil nagyobb, minél nagyobb a kérdéses nont arcusa,.

2, Tllusztriljuk a

leképezés z = 1+ j pontbeli irdnytarté szogtartdsit az e pontban egy-
T

2

mdst szioghen metsz @
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epyenletii kor és

arc z =

a
4

egyenletii félegyenes leképezésével és a =z = 1+ pontbeli ardnytartdsat
az e ponton Atmens

z = (l+j)t 15tE1 + £
egyenesszakasz leképezésével,

A leképezés z = 1+ j pontbeli szdgtartdsat illusztrilja, hogy:
az adott kiér és egyenes w sikbeli képe a w = 2j pontban egymést

i1 .
ugyancsak 5 szoghen metszo

i R TIL

o = |

egyenletii kor és az T
arc w = arc 2z = 5

egyenletil félegycenes (. 31 tbr)
A leképezés z - 1+ ] pontbeli ardnytartisat illusztrdlja, hogy:

az adott V2¢ hosszusdgu egyenesszakasz a leképezésnél dtmegy a
w = 2j ponton dtmend

2
w=[arng? = an €141 +€
egyenesszakaszba, amelynek hossza:

s* = [ziaee)? - 25 = 2 |aeeyPa] = a6 + 2¢®

31. dbra
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Elég kis ¢ >0 esetén jo kizelitéssel:
she4¢ =2Vz - Vo€ =2V2s,

ami azt jelenti, hogy a =z = 1+ j pont kis kbrnyezetében az egyenessza-
kasz kb. 2V 2-szeresére nyulik.

Eredményeink tsszhangban vannak az elmélettel, Ugyanis - az el8zé
feladatban lattuk - hogy a w = z2 fiiggvény a z = 0 pont kivételével min-
denlitt, igy a =z = 1+ j pontban is, konform leképezést létesit, E pont kor-
nyezetében a szdgelfordulds:

T
fare (z)] = [are 22 = arc(2¢2) = -
z=1+] z=1+j
és ar egyiitthaté:
£ @) = 2] =2V2,
z=1+} z=1+j
teljes megegyezésben szimitasainkkal.
3. Az origé. atu.ond
arc z = és = .
o, arc z = oC, (o, >0)

félegyenesek ercpczésével illuszirdljuk, hogy a w = z2 fliggvény 4ltal
létesitett leképezés a z = 0 pontban nem konform,

Az adott félegyenesek hajlasszige:

P=oy - oy s
képgorbéiknek az

arec w = 20(,1 és arc w = 20(,2

félegyeneseknek a hajlasszige:
d=2 oL, = 2.,
ami kétsrerese az eredeti félegyenesek hajldsszigének. Tehdt a z = 0 pont-

ban a v = z2 fiiggvény 4ltal létesitett leképezés nem szdgtarté és igy nem
konform
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4. Hatdrozzuk meg azt a w sikbeli tartomdnyt, amelyre a w = z2 fiigg ~
vény az  x = 1,
y=1
X+y=1
egyenletii egyenesek 4ltal hatdrolt hdromszogtartomanyt 2képezi.

Az adott
2 .
w=2z = % -y +2jxy
fiiggvénnyel ekvivalens
2 2
u = - y 3
v = 2X7

valés egyenletrendszer segitségével beldthats, hogy

2
az x =1 egyenes képe az u=1- _‘%1_
parabola,
2
az ¥y =1 egyenes képe az u = —va—- -1
parabola,
- 1 2
az x + y =1 egyenes képe a v=—2—(1-u)
parabola.

Tehat a =z sikbeli hiromszogtartomdny képe a w sikban ezen para-
bolaivek &ltal hatdrolt "grbevonalu hdromszogtartomany" (1d. 32, dbra). Iga-
zolhat6é az is, hogy az ABC hiromszig szdgel megegyeznek az A’B' ¢ gor-
bevonalu hiromszig megfeleld szigeivel, ami a w = z2 fliggvény konform
leképezésének kivetkezménye,

X+y=1 N, A

32. dbra




3.§ LINEARIS LEKEPEZESEK

A leképezések koziil legegyszerilbbek a lineadris egész- és linedris
tortfiiggvények 4ltal létesitett un, linedris leképezések, Ezek fontos sze-
repet jAtszanak szdmos matematikai és fizikai probléma megoldisinél,
igy tobbek kbzott: a szdmelméletben, a nem-euklideszi geometridban, a
relativitiselmélethen, a kvantumelméletben stb. Gyakorlati fontossigukra
valé tekintettel kiilon foglalkozunk e leképezések fontosabb tulajdonsigai-
val,

Definicié

Linedris leképezés: a

_az+ b
cz + d

fiiggvény 4ltal létesitett leképezés, ahol a, b, ¢, d tetszoleges komplex
konstansok, amelyekre ad -be # 0 (ellenkezd esetben ugyanis a tért ér- -
téke allandg).

E leképezést meghatirozé konstansok megfeleld vilasztdsdval adédik
a fenti fiiggvény - az un., linedris tortfiiggvény - két specidlis tipusa: a
w = az + b linedris egész fliggvény, és a w = - reciprok fiiggvény. Az

iltalanos eset tArgyaldsa elcit eldszbr ezeket ismertetjiik,

3.1. LINEARB EGESZ FUGGVENY LEKEPEZESE
Definicié
Linedris egész fiiggvény a
w=az +b
fiiggvény, ahol a # 0 és b tetszdleges valds vagy komplex dllandé,
Az altala létesitett leképezés fontosabb tulajdonsigai:

116



(1} KolesOnbsen-egyértelmii a teljes z és a teljes w sik kdzott

mert az egész z sikon értelmezett, minden #4rtéket felvevd egy-
rétii fliggvény.

(2) Hasonlésigi transzformici6t létesit a teljes z sikon

Ugyanis a 2z sik birmely vektorit azonos mértékben nyujtja (ill.
zsugoritja), elforgatja és parhuzamosan eltolja. Espedig minden sikvektort

Jal-szeresére nyujt (ill. zsugorit) az 0 kozéppontbsl;
(arc a) szodggel elforgat az 0 pont koril;
b komplex szdmnak megfelel8 sikvektorral parhuzamosan eltol,

mint ahogy ez a komplex szémokkal vépzett miiveletek geometriai interpre-
taci6jdbdl kovetkezik,

Ebbdl adédik, hogy a linedris egész fiiggvény a =z sik barmely T
tartomdnyit a w sik egy hozzd hasonlé T* tartomédnyidra képezi le,
amely a T-bOl nagyitdssal (vagy kicsinyitéssel) elforgatdssal és pérhuza-
mos eltoldssal jon létre (ld. 33, dbra).

TENG g @
: |
. BZ |

i et

33. dbra
Hasonlésdgi transzformécio

3} A leképezés kirtarté a teljies z sikon

Ugyanis: - mint a teljes z sikon hasonlésdgi transzforniciot iow -
sit0 leképezés ~ a =z sik kireit a w sik kireire, a » sik egyeneseit
a w sik egyeneseire képezi le.

(4) A leképezés konform a <0 -nel lezirt teljes z sikon

z # © esetén a konformitis nyilvdnvalé. Ugyanis tetszdleges
z # oo -re teljesill a lokilis konformitds sziikséges és elégséges felté-
tele: f reguliris és f'(z) = a # 0,

A z =oo -hen egymist metszd girbék sz8gén, érintd egyeneseik
gombi képeinek - a Riemann-g&mb északi pélusdn itmend fOkorsknek - a
sz0gét értve, valamint a sztereografikus leképezés szog- és aranytartdsat
figyelembe véve, 'a linedris leképezés konform volta a z - -re is kiter-
jeszthetd,
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(5) A linedris egész fliggvény 4ltal l8tesitett leképezés fix ponljai;

a z sik azon pontjai, amelyeket a leképezés Gnmagukba visz 4t.
Ilyen pontok:

w=2z + b esetén Z = oo

w=az + b esetén Z =00  £§ z=-l-)—-
lag
feltéve, hogy a # 1

A linedris egész filipgvényt epyértelmilen meghatdrozé adatok

A w = az+ b linedris egész fiiggvény két komplex param étertdl
fligg, igy két kiilénbéz4 =z sikbeli pont és azok w sikbeli képei &ltal
egyérteimilen meghatdrozhatd. Ezt fejezi ki:

3.1.1. Tétel

Létezik egy és csakis egy olyan linedris egész fiigpvény, amely a
zy pontot a wl—be; a z, # zl—et a W, # Wy pontba viszi 4t.

Bizonyités

A w =az +b; k=12 tsszefliggésekbtl az Ma" és '"b" is-

meretlen konstansok egyértelmiien meghatdrozhatsk.

E tétel bizonyos érielemben vett megforditdsa:

elddllithat6 olyan linedris egész fiiggvény, amely a z sik adott
egyenesét a w sik adott egyenesébe, ill, a =z sik adott kiirét, a w |
sik adott korébe viszi 4t. Ehhez elegendd megkeresni azt a linedris egész |
filggvényt, amely

a) a z sikban adott egyenes két tetszOleges pontjdt a w silban
adott egyenes két tetszdleges pontjdba viszi 4t (ld. 3.5. fejezet 3.pl.);

b) a z sikban adott kor kizéppontjit, ill. egy tetszdleges keriileti
pontjit a w sikban adott kor kiozéppontjdiba, ill. egy tetszdleges keriileti
pontjdba viszi 4t (ld. 3.5.fejezet, 4.pl.).

3.2. RECIPROK FUGGVENY LEKEPEZESE

Definicid

Reciprok fliggvény a
we L
Z

legegyszeriibb lineiris tdrtfiiggvény,
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Az 4ltala létesitett leképzés fontosabb tulajdonsagai:

{1) Kblestnisen egyértelmii a teljes z &és a teljes w sik kozott

Ugyanis: mindeniitt értelmezett, minden értéket felvevd egyréti fiigg-
vény, ha értelmezését kiterjesztjiilk ugy, hogy w(0) =co és W{oco } = 0
legyen,

2) A w= —;— leképezés a |zl= 1 egységkirre és a valds tengelyre

vonatkozé_inverzié (tikrozés) egymésutanja

Definicié
A z kbzéppontu, R sugaru K korre inverz pontok azok a z

és g pontok, amelyek a K kir valamely sugardn A« annak meghosszab-
bitasdn ugy helyezkednek ei, hogy

Iz-zol ]S-zol =R2

legyen. A z = 2 kiszéppont inverze a §=oo .
Az egyenesre . ~zve inver. .untok az cpyenesre tiikeds pontok,

A kirre vonatkozé inverzié specidlis esete: a |z| = 1 kirre vonat-
koz6, amikor is R =1 és a z kizéppont egybeesik a koordindtarend-

szer kezdGpontjaval, Ekkor a definicié értelmében az inverz pontokra az
arc z = arc S

egyenldség mellett az
lzil§1 =1

osszefiiggés érvényes, amibél

1§)= =

]

Mivel

Nllo—- I

- (3)

ezért a reciprok leképezés Ssszetehetd a
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W, = — - es a W =W

leképezésekbol, Kozilliik az elso tet-
szoleges |z|# 0 pontnaka z =1
‘kisrre vonatkozdé inverzidja, mert

wl = L
™| = T
és
o arc w, = arc z.
A misodik - ami egyszerii kon-

jugdlds - a kirre inverz pontnak a
valss tengelyre tilkrbzése, Erre a

34. 4bra pontra

1 | w| = L
W= leképezése izl

arc w= - arc z

(1d. 34, dbra),

{z és w sik egybeesik)

1
(3) A w = leképezés kortarté a teljes z sikon

Ugyanis az inverzié kovetkeztében a 2z sik bArmely kérét a w sik
egy korére vagy egyenesére, a z sik birmely egyenesét a w sik egy
egyenesére vagy kirére képezi le.

Allitdsunk az aldbbi médon is belathats: :
Az 1. fejezetben lattuk, hogy a =z sik kirvonalainak é&s egyenesei-
nek komplex viltozév 1 kifeiezett egyenlete:

azz+f32+[b'i+c=0,

ahol "a™ és ''¢'' valés, [b komolex konstans.
1 . - ;
A w= r leképezés - %1 ez az egyenlet dtmegy a
c";+/—3;\_w+/jw+a=0

alakba, amely korék ~ . ¢ = 0 esetén egyenesek - egyenlete a w
sikban; a = 0 eseté a kordk, ill. egyenesek dtmemnek a w = (¢ pon-
ton.

Az egyenlet diszkutdldsival belathaté:
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3.2.1. Tétel
A w= —;— fliggvény 4ltal létesitett leképezés

a) a z sik origén d4tmend egyeneseit a w sik origdn dtmend
egyeneseibe (lisd 35/a. #bra),

b) a z sik origén it nem mend egyeneseit a w sik origén at-
mend kireibe (lisd 35/b. dbra),

¢) a z sik origén 4tmend kéreit a w sik origén At nem mend
egyeneseibe (lasd 35/c. 4bra),

d) a z sik origén 4t nem mens koreit a w sik origén it nem
wmend kireibe (ldsd 35/d. 4bra)

viszi 4t.

a)
vy @
N
X
— g ]
b.}

I ‘)
35. dbhra
1 .y .
w o= > kértartisa
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(4) A leképezés konform a teljes =z sikon

A z #0 é z #oo esethen az dllitds a w = % fiiggvény dif-

1
ferencitlhatdsdginak és ' (z) = - —2—;-‘ 0 voltdnak kivetkezménye.
Z
A z=10 és z =oco pontbeli konformitis e pontokon dtmend gir-
bék gombi képeinek irdnytarté szogtartdsaval és kis kornyezetbeli ariny-
fartdsdval - a linedris egész fiiggvénynél vizolt modon - lathatd be {id.
36.4bra).

T o
IL. wEi @
T | TS
1.
~A

hd x v
P ¥
o (M
n*

u

36. dbra
1 " .
w = - szigtartisa a z = O-ban

(Megjegyezzilk, hogy a szdgek forgdsi irdnydt az egységkdrre vonat-
kozé inverzid és a valés tengelyre tiikrdzés kiilsn-kiilén megforditjik,
egyiitt azonban megtartjik,)

() A w = -z%- leképezés fix pontjai:

1 s
a z=-- osszefiiggéshol adédé

pohtolk.
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3.3, ALTALANOS LINEARIS TORTFUGGVENY LEKEPEZESE
Definicig
Az dltaldnos (valédi) linedris tortfliggvény a
_az +b
T ez+d
alaku fliggvény, ahol a,b,c,d teisz6leges konstansok, de ¢ # 0 (mert
akkor a w = % z + —3— linedris egész figgvény adédna) 6s ad -bc # 0

(mert akkor a w = — = — = konstans adédna).
Mivel ¢ # 0 és ad - be # 0 esetén osztissal beldthats, hogy

w=-22th -2, be ~ad 1
T az+d e 2 d
¢ z+ —

ezért a linedris tortfiiggvény elBillithaté az

d
] wy=z+ =
1
(1I) w, =
2 w,
a be - ad
(11T W= o 5 9

egyszeribb figgvények (két linedris egész fiiggvény és egy reciprok fligg-
vény) lancolataként. EbbGl kivetkezik, hogy az 4lfaldnos linedris tortfiigg -
vény leképezése rendelkezik mindazon tulajdonsigokkal, amelyekkel ezen
egyszeribb fliggvények leképezései rendelkeznek. Tehst:

1. Kolestnsen-egyértelmilen képezi le a teljes z sikot a teljes w sikra

ha a fiiggvény értelmezését kibOvitjiik a w -("(dT): © €5 w(w)= %

értékekkel.

2. Konform a teljes =z sikon

d | R P
A z # - ; &z # 00  esetben az 4llitds a tortfiiggvény differenci-

ad - he

dlhatésdginak és f*(z) = 3 # 0 voltdnak a kovetkezménye, A z=—g
ez + dy ¢
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és z = co pontokra a konformitds a linedris egész fiiggvénynél megis-
mert médon terjeszthetd Ikd.

3, Kortarté a teljes z sikon

Espedig:

a) a z sik z=-—§- pont-

jdn 4dtmend egyeneseit a w sik
-4 a . . .
\ W= pontjdn dtmend egyenesei-
u
be (lasd 37/a. 4dbra);
a) b) a z sik z=——cd—pont-

\
jdn 4t nem menG egyeneseit a w
/_w sik w = % pontjin dtmend kirei-
/ ( be (lasd 37/b. dbra);
/ \./ ¢} a z sik z=——2 pont-
b)
pontjit nem tartalmazé egyeneseibe

{lasd 37/c. &bra);
dy a z sik z=—i pont-
u c
-7 jdn 4 nem mend kéreit a w sik

w = —2— pontjdn &t nem mend ki-

reibe (lisd 37/d. dbra) viszi 4t,

4, Koérre inverz pontpirt kirre
inverz pontpirra képez le
\_/ P r—‘——u-.

Azaz: a z sik birmely K
kérére vagy egyenesére inversz
pontpidrt a w sik olyan pontpar-

jén 4tmend kireit a w sik w=—

nlﬂ.

4
=
olo

—__T
o)

37. dbra jara képezi le, amely inverz a K
W = az+b Kkértartisa kor, vagy egyenes w sikbeli kép-
cz + d gorbéjére.

5. Az Altalénos linedris ttrtleképezésnek fix pontjai a

az + b
cz + d

Ssszefiiggésbdl adéds
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c:z2 +{d-a)z-b = 0

misodfoku egyenlet gyokeinek megfelelé pontok, vagyis a

= (a-d) + V(:-d)2+ 4he
2c

pontok, Igy attél fiiggfen, hogy a diszkrimindns 0-tél kiilsnbozik-c vagy
sem, a leképezésnek 2 fix pontja van, vagy csak 1,

6. Az iltaldnos linedris tirtleképezést egyértelmiien meghatirozé adatok

A linedris tortfliggvény 4ltaldnos formuldjdban szereplS 4 egyiitthaté
kiziil barmelyik 0-tét kiilonbszovel - pl, ¢ # 0 ~val - 2 szamlilét és ne-
vezot elosztva, az az egyiitthaté 1 lesz, ugy, hogy a fliggvény tulajdonkép-
pen csak 3 konstansot tartalmaz. Igy egyértelmii meghatirozdsshoz 3 kii-
1onboz8, egyméstol fiiggetlen komplex (ill. 6 kiilonbsz8, egymdstél fiig -
getlen valds) egyenlet megaddsa szilkséges.

Az egyértelmii meghatirozas legegyszeriibb esete: amikor a2 z szam-

sikon meg van adva 3 kiilénboz8 {zl, 2, z3] és a w szamsikon 3 kii-
l6nbsz6 {wl, W WS} pont és keresiink olyan linedris tortfliggvényt,

amely a LI pontokat a megadott sorrendben a Wy pontokba (k=1, 2,3) vi-
szi at.
E feladat megolddsdnak létezését és annak egyértelmiiségét fejezi ki:
3.8.1, Tétel

Létezik egy és csakis egy olyan € linedris torifiiggvény, amely a
z sik hdrom tetszfleges, egymiastsl kiilonhozd {7‘1’ 2 g 23} pontjit a

w sik hirom tetszfleges egyméstdl kiilsnbszd {wl, W, ws} pontjba
viszi dt, vagyis

P (zl) = wl,- 4 (22) = wz; ¢ (23) =w3.

Bizonyitis

a) Létezik a feltételelmek eleget tev§ tortfliggvény.

Kotnnyen eldallithaté olyan El(z) linedris tortfiiggvény, amely a kii-
16nbsz6 {zl; 2 ZS] _pontokat a {0,00 , 1} pontokba viszi 4at. Espe-
dig, ha a z); k=1,2,3 pontok egyike sem oo , sakkor - mint az be-
helyettesitéssel ellendrizhetS - e feltételeknek eleget tevd fiiggvény az
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Ql(z) =

Zs-Zl Z -2

linedris torifiiggvény. Ha pedig a z) pontok (k=1,2,3) egyike oo , ak-
kor aszerint, hogy melyik o , az [ fiiggvény a

i
2.3 - Z2 . Z - Zl . Z - Zl
Z - Z2 Z3 - Zl A Z2

linedris tortek egyikére redukédlédik. Ezek a tortek ugy adédnak, hogy l-et
irunk azon kiilonbségek helyére, ahol Z, = (k=1, 2,3} szerepel, Igy
példdul, ha

akkor a feltételeknek eleget tevd linedris tortfiiggvény

)@ = "3 "%z -w P37
19 = 3 -

- oo Z -7 Z -z
2

alaku, (Ui, ez a fliggvény a z =e0 -t a w = O-ban, a z =z -t a

2
W =oco -be és a z = z3—at a w = l-be viszi it.)
Az

ey {Zl’ 2o 23} = {O’w ’ 1]

leképezést megvaldsitsd linedris tortfliggvényhez hasonléan konstrudlhaté
- w fiiggvényében - olyan 82 linedris tortfliggvény, hogy

82 : {wl, w,, ws};:%{o,oo , 1};

E flggvény inverze (ami ugyancsalk linedris 'litfliggvény):

2 j= 1
92 : 0,0 | 1! > wl?wz, WS]
Ugy, hogy az

-1

2:?2 091
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Osszetett fiiggvény, olyan lineris tortfiiggvény, amely a {zl, Zy 23} pon=-
tokat a {wl, W WS} pontokba viszi 4t,

Valdban:

-1 -1
e ) =E1 0 Pl(zl) = 22 ) =w,

w

-1 -1
P(zz)=92 o ?1(22):92(;:0) 5

- -1
B(z3) ={ 21 o 91(z3) = 22 1) w,

b) A feltételeknek eleget tevs linedris tb;:tfiiggvény egyértelmii,
Tegyiik fel ugyanis, hogy [ -en kiviil £ is olyan linedris tortfiigg-
vény, amely eleget tesz az

®
9 (z.k)—wk k=1,2,3

feltételeknek. Képezziik ezzel, valamint az @ fliggvény inverzével, az E’-I

linedris tortfliggvénnyel az el o tsszetett fliggvényt. Ez a fiiggvény a
hirom kiilonbdz6 Z) pontot Smmagiba viszi 4t, ugyanis

0 0 0%y = 17 0% = 1w = u

Mivel - amint littuk - a linedris tortfliggvény 4ltal létesitett leképe-
zésnek legfeljebb két fix pontja lehet, ezért ha a leképezésnek 3 vagy en-
nél tobb fix pontja van, akkor az csak az

E(z) = z

identikus leképezés lehet, Azaz

P=00E="Ro(0  0l%=(lol Y op*=xop*=p"

ami azt jelenti, hogy
e=0%,

Tehit az
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-1
?= [’2 0?1

az egyetlen olyan linedris tortfiiggvény, amely az egymdstél kiilonbsz§
{zl, 2y, 23} pontokat az egymdstél kiilonbozd {wl, W, w3} pontokbha vi-
szi at.;d

A 3.3.1. Tételbeli leképezést biztosité egyértelmii linedris tirtfiigg-
veény meghatdrozdsa torténhet az un. "kettGsviszony' segitségével is.

Definicio

A komplex sik négy tetszdileges pontjdnak a kettSsviszonya (a valds
esettel megegyezben);

(2., 2., 2,, 2 )= 1 2
1’ 72 73 4 23—22 24-—z1
ha a pontok kdzoit nines a oo, és
— — —z -
(2., Z_, 2_, Z )= z4 22 vagy : zl vagy 24 2 vagy - zl
1" 2 3 4 3-z2 z4-z1 z4-z1 23-22

ha a négy pont egyike oo ,

Mint lathat6: komplex szamok kettSsviszonya 4ltaldban maga is komp-
lex szam, .

Bebizonyithats, hogy birmely linedris tortleképezés a kettGsviszonyt
viltozatlanul hagyja. Azaz: ha zl, 22’ 23, Z, 2 z sik négy kiilonbsz8

pontja, és Wi, Wy, w3, w, & linedris tort leképezésnél ezeknek megfe~

4
lelo pontok a w sikban, akkor

(wl, wz, w3, w4) = (zl, 22’ 23, 24) .

Ez az 4llitdas konnyen igazolhaté a
1
w =2z + b; W = az ; w=—z—
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specidlis linedris leképezésekre. Az dltaldnos eset pedig ezekre visszave-
zethetd.

Ennek - vagy a 3.1.1. Tételnek - felhaszndlisdval igazolhaté:

3.3.2, Tétel
A {zl, 2o z3} pontokat a {wl, Wy, w3} n okba atvive egyet-

len linedris tortfliggvény a kett8sviszonyok kézbtti
#3022, Zg) = Wy, Wy, W,
egyenlGséggel megadott és

az + b
w = pe— ad - bhec ¥ 0

alakra hozhaté fliggvény.

Bizonyitds
A 3.3.1, Tétel értelmében a {Zl' 2, 23} pontokat a {wl,wz,w3}

pontokba dtvive egyetlen lineris tortfiiggvény:
~1
alaku, ahol
s fo 2p %) == {oe, 1]
Pt {000 1} —_ {w w,, W
2 . 3 r 1) 2! 3
Azonos atalakitdssal az
b,ob =10 o ol)=(0, 0 p-h o b =0
2 2 2 1 2 2 1 1

egyenlGség adédik, ahol - amennyiben a oo nem fordul eld egyik ponthar-
ntashan sem - '

w - W‘1 W3 - W2

Wl- W2 W3 - Wl

(0, 00) (W) =
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Z - Z z, =2

B,(2) =

Z -2 Z, - 4

Igy a feltételeknek eleget tevd egyetlen fliggvény a

W"Wl WS-WZ Z-Zl 2.3-22

2 W3 TW; &= 2 By T %

w - W

ami nem méis, mint a
(“vli wzs w! ws) = (zl’ zzl Z! 2‘3)

kettdsviszonyokkal kifejezett linedris tortfiggvény, amib&l dtrendezéssel
w kifejezhetd z-vel,

A leképezd fiiggvényre kapott formula akkor is hasznilhaté, ha a
ponthirmasban szerepel a co ., Ilyenkor a megfelel8 tényezdket 1-gyel he-
lyettesitjiik. O

3.4, LINEARIS TORTFUGGVENY ALTAL LETESITETT
NEHANY SPECIALIS LEKEPEZES

Gyakorlati szempontbél fontosak azok a linedris tortleképezések, ame-
lyek félsikok és kortartominyok egymésra, ill. dnmagukra vals leképezé-
seitval6sitjdk meg. Az aldbbiakban ezek koziil ismertetjiik a legegyszerib-
beket,

(a) Felsd félsik egységkorlemezre val6 linedris leképezése

3.4.1, Tétel

A legidltaldnosabb linedris tortfiiggvény, amely ktlesondsen egyértel-
miien képezi le az Im z>0 félsikot a |w|< 1 Kkoértartoményra, ugy hogy
az Im z>0 félsik egy rogzitett z  pontjit a kértartomdny w = 0
pontjdba viszi 4t: ©

alaku (ahol Im Zo>0 és of tetszOleges valés értéi),
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Bizonyités

Mivel a kivant leképezést létrehozé linefris tortfiiggvény - a feltétel
értelmében - az Im z >0 félsik rogzitett Z, pontjit a w = 0 pontbha
képezi le, ezért a valés tengelyre vonatkozé inverzét: Zo—ét a w=0

pontnak a {wf= 1 kirre vonatkozé inverzére; w =oo -re kell leképeznie.
Ezt biztositja minden

% - Z

o

w=k P—
%o

alaku fiiggvény, ahogy az a z = z, ill. a z = Eo helyettesitéssel kiny-

nyen ellendrizhets, E fiiggvényben k értékét ugy kell meghatdrozni, hogy
a leképezésnél az y = 0 valés tengely pontjai a lw| =1 korvonal pont-
jaiba menjenek 4t. Tehét kell, hogy

X~z
o
X -7
o

[wl = [x]

legyen. Mivel a tért abszolutértéke 1 (mert a szdml4lé a nevezd konju-
giltja), ezért szilkségképpen |k| = 1, azaz k = )X, ahol « tetszfle-
ges val6s szim ( oo viltoztatdsa a leképezést nem befolyisolja, az csak
az egységkirnek a w = 0 pont kiriili elforgatdsait jelenti),

A kapott fliggvény egyben megvalésitja a felsé félsiknak az egységkor
belsejére és az alsé félsiknak az egységksr killsejére valsé leképezését is,
Ugyanis a z =x +jy, z_=x +jy (ahol y D0) jelslések alkalma-
zésaval © ° © ©

2 2
|w’2= fz-zol _ (x—xo) +(y+y0) -4yy0

- (2 2 2
|2 -2 (K =x )"+ (v +y )

amibdl nyilvdnval6, hogy az y>0 esetben |w|<1; y = 0 esetben
lwl = 1; y<0 esetben pedig [w|>1 (ld. 38,4bra).

Tehat a
.. Z -7
= 0o
w=e - __Z_O : o, valdés, Im zo>0

alaku fliggvények, a kivdnt leképezést hozzik létre.lJ
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38. 4bra

(b) Egységkirlemez Onmagdra valé linedris tort leképezése

3.4.2. Tétel

A legaltalanosabb linedris tortfiiggvény, amely kSlestnésen-egyériel-
milen képezi le a |z| <1 kirtartomanyt a |[w] <1 kortartomanyra, ugy
hogy a |z[ <1 kortartominy egy rogzitett z  belsd pontjat a |w| <1

" 2 . .2 Pk G
kértartomdny w = 0 kizéppontjdba viszi at:

alaku (o tetszdleges valss, |20[ <1y,

Bizonyitds
Egyszeriien belithaté, hogy a

linedris tortfiiggvény (ahol k és -
k1=-k20 konstansok) a |zf=1 !
kérre invarz
. 1
z &8 —

o z

o
39, dbra pontokat a |w| = 1 korre inverz |

w=0 és w=o0

pontokba viszi 4t (ld. 39, 4bra),
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Hogy a kivént leképezést létrehozzuk, kl értékét ugy kell megha-
tdrozni, hogy a [|z|=1 kirvonal z = &Y pontjai (ahol P valds érték),
a |wl =1 kiérvonal pontjaiba menjenek 4it, Tehdt kell, hogy

ejLP -2, i 1 -zoe—j(P
Wl = |k ||————=2| = |k,| & |————|=1
’{ll 1 _EO 7 | 1| I—EOeJ(P

legyen, Mivel itt |e]‘PI =1 §&s a tort abszolutértéke is 1 (mert a tort
szdmldléfa a nevez8 konjugédltja) ezért kell, hogy [kll = 1, azaz, hogy

kl =" (ahol ov valds érték) legyen., A kapott fiiggvény egyben a |z} <1
korbels8t a |w| <1 korbelsébe; a Jz|>1 kdrkilsét a [w] >1  kirkiilsdbe

képezi le.
Ugyanis a
2
9 Iz - zol
ol * = -5~
]1 -z zl
o)
dsszefiiggésben minden z-re
2 1-2 2 Z 1-z 1z 2) =
Iz-zo, - I -zozl = (z-zo) (E—zo) - —zoz)( -zoz) =

2 2
= @ -z (2 - b

gy
|z -2, < |1 -Egz, aszerint, hogy |z| &1,
vagyis
Iz -2 |
o = zer =
lw| = |1 = ZI =1 aszer.nt, hogy |z| = 1.
0
Tehit a
o z- z0
W e ST _E.oz ' ahol i'z.ol <1

alaku fiiggvények val6ban u kivint leképezést hozzdk létre,
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Megjegyezziik, hogy a
lzo|<R

figgvények a  [z{<R kortartomanyt képezik le a [w] <1 kirtartomény-
ra ugy, hogy a |z|<{R kortartomdiny rogzitett Z, belst pontjdt a w = 0

pontba képezik le. (Ez az &sszefliggés az el8z6b6l ugy adéadik. hogy z he- -
z .

e B Lo . .
lyébe R et, Z helyébe R et irunk).

(c) Fels§ félsik Snmapdra valé linedris leképezése

3.4.3. Tétel

A legéltaldnosabb linedris tortfiiggvény, amely a fels§ félsikot Snma-
pira képezi le: a valés egyiitthat6ju

az + b

o +d ¢ ad ~ be # 0

W=

fliggvény.

Bizonyitds
Az Im z>0 félsikot az Im w>0 félsikra a

(w1 w2 w w3) = (z1 Z, % z3)

kettds viszonyok 4ltal meghatdrozott linedris tortfiiggvény képezi le, ha a

2 ill. a W pontok (k =1,2,3) a valés x tengely ill. a valés u

tengely pontjai azonos befutdsi sorrendben. Mivel a Zy és a W érté-
kek valésak, ezért a

az + b
cz +d

linedris tortfiggvény a,b,c,d egylitthatéi is valésak,
Megforditva:
Minden valés egyiitthatéju

az + b

w o=
cz + d
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linedris tortfiiggvény az Im z = 0 valés tengelyt az Im w = 0 valés
tengelyre, az Im z>0 félsikot az Im w>0, vagy Im w<0 félsikra
képezi le. Az Im z>0 félsikot akkor képezi le az Im wD0 félsikrn,

ha az x tengely bérmely pontjdban - a z = ::— pont kivételével - a

[g::] - ad—bcz>0’
Z=X fex + d)

ami akkor 41l fenn, ha az egyiitthaté-determindns:
ad ~ be >0,

Ha ugyanis ad - nc<0 volna, akkor a tekintett linedris tortfiiggvény a
valés tengelyt 180 -kal elforgatni és vele egylitt ~ a konformitis miafl -
az Im z>0 felsd félsikot az Im w<0 alsé félsikra képezné le.[3

Megjegyzés
Korlemez vagy félsik dnmagira valé leképezése megvaldsithaté - a li-
nedris tortfiggvénynél egyszeriibb - linedris egész fliggvénnyel is.

3.5. KIDOLGOZOTT FELADATOK
1, Hatdrozzuk meg, hogy a
={1l+jz+2-~j

linefris egész fliggvény mire képezi le az A = 0,0, B = (1,0), C = (1,7,
D = (0,2) csucspontu négyszig tartomdnyt.

Mivel ez a fiiggvény arc(i+j) = }—I- szoggel elforgat |1+j| = 2-szere-

sére nagyit, b = 2 ~j sikvektorral pirhuzamosan eltol, ezért az adott négy-
szogtartoméinyt olyan négyszigtartominyra képezi le, amelynek csucspontjai
az A’= (2,-1); B'= (3,0); C' = (1,2); D' = (0,1) pontok (ld. 40.%bra).

2. Adjunk meg egy olyan linedris egész fiiggvényt, amely a z sik-
beli y =2x egyenest a w sikbeli v=1-qy egyenesre képezi le,

Feleltessiik meg egymésnak az y = 2x ésa v = l-u egyenesek két-
két tetszbleges pontjit. Péld4ul:

a z_ =10 pontnak feleltessiik meg a W, 1,

a z, = 1+2] pontnak feleltessiik meg a Wy

2 j



Y v

2
g ¢ (12)

7 ¢

/ )
A /B X — ] B u

1 7
A(2-1)

40, dbra

pontot. Ezeket a keresett w = az + b Osszefliggésbe helyettesitve:

1=0
j =all+2j) +b,
amibdl
3 . 1
a=-5—]+?:
b =1

Igy, egy a feltételeknek eleget tevl linedris egész fiiggvény:

Jes

+

=

1]
-
o i

j 1,
5 jlz+

3. Irjuk fel mindazon linedris egész fliggvényeket, amelyek az egy-
ségsugaru origé kozéppontu kir belsejét a (2,1) kizéppontu R =3 su-
garu kor belsejébe képezik le.

A keresett linedris egész fiiggvényeknek olyanoknak kell lenni, hogy tet~

szlleges ol szoggel elforgassanak (ami elérhetd a W, o= ™.z leképezés-~

sel), 3-szorosdra nyujtsanak (ami elérhetd a W, = 3w1 =3¢z leképezés-~

sel) és a [2,1] sikvektorral pirhuzamosan eltoljanak (ami elérhetd a wy =
=Wyt {2+j) leképezéssel). Igy a feltételeknek eleget tevd linedris egész

fiiggvények:
w=3%. 24 2+7)

alakuak,
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4. Hatirozzuk meg, hogy a

linedris tortfliggvény mire képezi le az
Yy =X
egyenest ?
A képgbrbe ﬁeghatérozéséhcz célszerii z-t kifejezni w fiiggvényében

€s az igy ad6dé x =x (W,v); ¥ =y (u,v) transzformdéciés formuldk alapjén
meghatdrozni az y = x egyenes (u,v) sikbeli képgorbéjének egyenletét, A

2z
w = -
zZ -]
Gsszefiiggéshbl
iw
zZ =
w -2

Mindkét oldalt valés és képzetes részre bontva:

NN TR
=T jv ~ 2 '
amibdl rendezéssel az
x = 2v
-7 2 2
(u-2} + v

u2 - 2u + vz
2
(u-2)2 + v
transzformdcids egyenletrendszer adédik. Ennek felhaszndldsaval 2 z sik-
beli y = x egyenes w sikbeli képgirbéjének egyenlete;

.2 2
u - 2u + v - 2y

(u-2)2 + \.'2 (u—2)2 + v

illetve

(Ll-l)2 + v—1)2=2,
ami (1,1) kbzéppontu, V2 sugaru kiir egyenlete,
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Miasik (egyszerilbb} mdédszer:
A lineAris tortfiiggvény 4ltal 1é&tesitett leképezés kirtartdséga miatt az
y = x egyenes képe vagy egyenes, vagy kbr. Mivel az y = x egyenes nem

megy 4 a w = " -2-zj filggvény z = j szinguldris pentjdn, aminek a képe

a W =oo pont volna, ezért a képgbrbe nem lehet egyenes, csak kir, ame-
lyet egyértelmiien meghatéroz az y = x egyenes 3 tetszGleges, de egy-
mrast6l kiilonbszd pontjinak a w sikbeli képe,

Igy példéul
z, = 0 pont képe w, = 0
22=1+j pont képe w2=2+2j
Zg =@ pont képe W, = 2
E hdrom ponton 4tmend kor kozéppontja a W, és Wa, valamint a Wy és
Wy pontokat Gsszekotd hurok felezd merdlegeseinek - az u=1 €& v =1

egyeneseknek - a metszéspontja: P (1,1); sugara pedig ennek a korpontoktél
valé tdvolsdga; Va. °
Igy a képgbrbe az

w-1%+ w-1 =2,

ill. a

lw-1-3]=Vz

Py

egyenletii kbr, ami megegyezik elozd szdmitédsunkkal.

5. Adjunk meg egy olyan linedris tortfiiggvényt, amely. adott egye~
nest adott kdrbe visz 4t.

Felvesziink az egyenesre inverz z; és z4 pontokat. A
) z -z,
v z -z
1

linedris tortfliggvény az adott egyenest az egységktrbe viszi 4t és ebbdl a ki-
vint tulajdonsdgu linedris tortfiiggvényt az adott kir sugarival egyez§ R-sze-
res nyujt4ssal és kozéppontjdhoz vezetd z, sikvektorral pirhuzamos elto-

14ssal nyerjilk., Tehit a keresett linefris tértfiiggvény




(ld. 41.4bra).

1 i
[ i \ }1 u
Nl
41, fbra

6. Vizsgiljuk a linefris egész és a reciprok fiiggvény speciilis &sz-
szetételébdl adéds

1 1
w=?(z+-;)

un. Zsukovszkij-féle fiiggvény 4ltal létesitett leképezést kdlesonds-egyértel-
miiség és konformitds szempontjibél,

Az adott fiiggvény leképezése Iblcsondsen egyértelmli a Jz| <1 egység-
kirbelsd (vagy a |z] >1 egységhorkiilsG) és 2 w sik val6s tengelyének
[—1, 1] szakasza mentén beinetszett teljes w sik kdzott,

Ugyanis a fiiggvény ¢ 2z sik olyan tartoményét képezi le kilcsdnisen
egyértelmien a w sikra, amelynek zZ, # 2, pontjaira:

z +—]:-#z +i

z zl 2 z2
illetve
1
‘a2, -z (1= Y £ 0.
= 2 zlz2

Ennek pecig zy # z, ezsecén szilkséges és elégséges feltétele, hogy

3

zlzz#l,

vagyis, hogy
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Ezt a feltételt az egységhtr belsejének (vagy kiilsejének) pontjai (de magéinak
az egységhkirnek a pontjai nem!) teljesitik., Az egységkbrvonal képe a w
sik valss tengelyének kétszeresen lefedett [—1, 1| szakasza (1d, 42/a. és b.
abrik).

A komplex szdm trigonometrikus zlakjdnak felhasznildsaval beldthato,
hogy ez a fiiggvény a

lz2] = r
o
kirsereget a z =1 és z = -1 fbkuszu
2 2
-"-‘-2— T A
a b

ellipszisseregre; az

arcz:l.Po

félegyenessereget a z =1 és =z = -1 £6kuszu
2 v2
u_z . S |
a b

hiperbolaseregre képezi le,

A teljes =z sikot a fiiggvény kilestndsen egyértelmiien és folytonosan
képezi le a -1£usl; v = 0 egyenesszakasz mentén bemetszett, a bemet- .
szés partjai mentén keresztbe Osszeillesztett, kétszeresen lefedett w sikra,
a filiggvény kétlevelli Riemann-feliiletére, A w =1 és w = -1 pontok a
fliggvény misodrendil eldgazdsi pontjai (1d. 42/c. 4bra).

A w= % (z + zl) fliggvény 4altal létesitett leképezés a z = 0 és

z = +1 pontok kivételével a nyilt z sikon konform. _
Ugyanis a fliggvény a =z = 0 hely kivételével mindeniitt differenciflha- -

1 1
.0 (ill. reguldris) és differencidlhinyadosa f’ (z) = - I--7Fla z =11
wontok kivételével sehol sem zérus. Z



——

42/a dbra

x .«_\\‘_}}_//4/ y

(z+ =) kilcstnisen egyértelmy leképezése

N |
8-

42/b dbra

1
W= (z + Ei-) kolcsonosen egyértelmy leképezése

42/c dbra

w = —;— (z + i) Riemann felilete

Al



4.§ BLEMI FOGGVENYEK ES LEKEPEZESUK

Az elemi komplex fliggvények és inverzeik egyrészt a megfeleld va-
l6s viltozds fiiggvények Aaltaldnositdsai, méisrészt azok tovibbfejlesziései,
amennyiben az ott megismert tulajdonsigaik mellett ujabb tulajdonségoklal :
is rendelkeznek, Igy példdul: a komplex szimok halmazén értelmezett e?
exponencidlis fliggvény pericdikus; a sin z &3 cos z {fliggvény nem ,
korlitos:a logaritmus fliggvény negativ szdmokra (és minden z #0 komp-
lex szdmra) is értelmezett stb. :

Gyakorlati szempontb6l elsGsorban a reguldris komplex fliggvények-
nek van jelent8ségiik, ezért vizsgélatainkat kiterjesztjiik a tobbértékii re-
l4cisk egyértékii - s egyben reguldris - Agaira is. Ezzel lehetGvé tesz-
szilk az bsszes elemi fliggvény - mint mindeniitt reguldris fliggvény - tr-
gyaldsat.

4,1, HATVANYFUGGVENY
Definici6
A w =2z komplex hatvinyfiigevény tetszéleges n természetes
szhmra a z komplex érték onmagédval vett n-szeres szorzata, amely a
z =o0 esetén a w =co értéket veszi fel.

Az igy definialt fliggvény fontosabb tulajdonsigai:

{1) A teljes =z sikon ériclmezett n réti fliggvény

Figgvény, mert minden z é&rtékhez egy w érték tartozik; n ré-
ti, ami az aldbbi médon lathatd be:
a z és w sikon polirkoordinitikat bevezeive a fiiggvény °

n
Q fcosd + jsing ) = [r(eost? + ] sinkfii

alakjdbél,. ill. z ;¢ 0 esetér 2 7ele ekvivalens

n n
@=r azz {w = z B
b= n-.F+2kTT arc w = £ we z + 2k
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egyenletrendszerb&l (ahol k&N értékét ugy vilasztjuk, hogy
arc we [—’IT, +Tlf:| legyen} nyilvénvalé, hogy ugyanaz a w érték tar-
tozik minden olyan =z-hez, amelynek ahszolutértéke azonos, arcusa pe-

dig %1 egészszimu tobbszirdsében kiilonbozik egyméstsl. Ezek a pon-

tok a z sik r sugaru korébe irt n oldalu sokszdgének a csucspont-
jai (& =6 esetén ld. 43,4bra). Kivételt képeznek a w =0 6s w =«
értékek, amelyek csak a z =0 &s 2z =o0 értékekhez tartoznak, Ezek-
ben a pontokban a hatvényfiiggvény egyrétii,

Y

v
w, (r6,69)

43, fbra
w = z6 fiiggvény 6-rétiisége

(2) A teljes z sikon differencislhaté (reguldris) fiiggvény

Differencidlhanyadosa:

e = n2"T,

ami a valés esettel analég médon igazolhaté.

(3) Leképezésének fontosabb tulajdonsdgai - amelyek analégok a w = z2-
nél megismertekkel -:

a) A z sik minden origébél kiindulé vektorit

n-1 n-1
jz] = 1  -szeresére

nyujtja, ha |z|>1, ill. zsugoritja, ha |z|<1 és
(n-1) arc z = (-1)¥Y
szoggel elforgatja.
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b) Kolesontsen egyértelmiien képezi le
a z sik barmely

k-1)T £y (k-1)T
n

n

szbgterét a pozitiv valdés tengely mentén bemetszett teljes w sikra,
Ez specidlisan k = 0 - esetén azt jelenti, hogy a w = z leképe -

zés kblesdnbsen egyértelmii a z sik - -q—l—é Y= -%- szbgtere és a ne-

gativ valés tengely mentén bemetszett w sik kozott (1d. 44. dbra).

Y

. I
I

il

aly a3\

a 44, 4bra
w =z kolesdndsen egyérielmii teképezése

c) Kolcsoniosen egyértelmilen &s folytonosan képezi le

a teljes =z sikot a fliggvény w sikbeli n-levelii Riemann feliileté~
re (amely 2 w =0 6és W =oco eligazfsi pontokat Gsszekitd egyenes-
szakasz - pl. a negativ valdés tengely - mentén bemetszett, n-szeresen le-
fedett w sik),

d) Konform médon képezi le _
a z =0 és 2z =oco0 pont kivételével a teljes z sikot, Ugyanis

2t a teljes nyilt z sikon reguliris és differencidlhdnyadosa a =z = ¢ pont
kivételével sehol sem zérus, A z =0 és z = co pontokban egymést
metsz8 ivelemek hajldsszége a leképezésnél n~-szeresére n8, igy ezekben
a pontokban a leképezés nem konform,

4.2, GYOKFUGGVENY
Definicié
A w= I\I/_z‘ fiiggvény tetszlleges n természetes szdmra a komp-

lex szémok halmazén értelmezett n-réti w = z" hatv inyfliggvény egyré-
tii részének inverze (azaz: az YZ relicié egyértélkii & ).,
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Az I:/E reldci6 minden =z értékhez olyan n kiildnbdz8 w érté-
ket rendel, amelyekre

_ n
’wn[ = {z|
are w = 2xez + 2kT0 k=0.1,... n1
o n

{n=6 esetén ld. 45,4bra). Kivételt képeznek a z = 0 6s z =«  érté-
kek, ahol a reldcis egyértékil. Ezek a rel4ci6 n-ed rendii elagazéasi pontjai.

\J
nre) w

wa(s.l',-g-)

Wg

W,

45, dbra
w = \Vz relicié 6-értékiisége

A relicié egyértékii Aghnak - a gyvkfiiggvénynek - kivilasztisa ugy
torténik, hogy -7« arc z < T rogzitése mellett minden egyes z ér-

tékhez ugyanazon k-hoz (k = 0,1,2,,,.,n-1,) tartozé W értéket ren-
feljilk, A kivélasztott 4g fontosabb tulajdonsigai:

(1) A teljes =z sikon értelmezett egyrétii fliggv ény

(2) A_teljes =z sikon differencidlhaté (reguldris) fiiggvény

kivéve a 2z = 0 és z = pontokat, Differencidlhinyadosa:

1
, (=D
v = =t

Ugyanis - az inverz fliggvény ﬁﬂferemiélési szabdlya értelmében - z # 0
35 z # oo esetén:
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az 4llitdsnak megfelelben.

(3) leképezésének fontosabb tulajdonsigai
a) A z sik minden origthdl kiinduld vektor it

5y 1-n

-1 ——

n n
i2] = r -szeresére 1

nyujtja, ha |z|<1, ill, zsugoritja, ha [z}>1 (ui. |z| |z] k_ ]z|n b6l

k=;-—1), és

I=H

szoggel elforgatja (ui. P+ k¢ = £ s k=

- -1 ; n = 6-ra ld. 45,
ébra).

b) Kolesonisen egyértelmii

birmely egyériékii dginak leképezése a negativ valss tengely mentén
bemetszett teljes z sik és a w sik valamely .

n

2k-1)r Lare wl 25“;11 T k=0, &1, +2,...,)

szogtere kozt (Id. 46, dbra).

T
il

46, 4dbra
w = Afz leképezése
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¢) Kolestntsen egyértelmii és folytonos .

a leképerése a z = W figgvény =z sikbeli n levelii Riemann~
feliilete (a negativ val6s tengely mentén bemetszett és a bemetszés partjai.
mentén keresztbe Usszeillesztett n-szeresen lefedett z sik) és a teljes
w sik kozott {(n=2-re ld, 26, bra).

A z=0 é =z =c0 pontok az 1;l/—z' reldcié n-ed rendil eldgazési
pontjai. Ezeket a pontokat a Riemann-feliileten n-szer megkeriilve, kép-
pontjaik - w=0 &s w =09 - egyszer lesznek kiriiljarva.

d) Konform

az Altala létesitett leképezés a z = 0 és z =o0 pontok kivétels-
vel a teljes z sik és a w sik :

ir

@D, e 2!:1 (k=0,41,...,)
n

szogtere kozt. .

Ugyanis - bdrmely egyértéki 4dgon - az I\1/? fiiggvény a2 =z = 0 és
z = pontok kivételével mindeniitt reguldris és 0-t6l kiilonbsz6 diffe-
rencidlhinyadosu. A z = 0 @&s z =o pontokban egymést metsz8 ivele-
mek hajlisszige a leképezésnél n-ed részére csdkken, igy ezekben a pon-
tokban a leképezés nem konform,

4.3. EXPONENCIALIS FUGGVENY
Definicié
A w = e” (természetes alapu) exponencidlis fliggvény tetsz8leges
z = x + jy komplex kitevire a
w = e’ = eXﬂy = ex (cos y+j sin y)

tsszefliggéssel értelmeszett fliggvény,

Ez a definicié nem Onkényes, amit alstdmaszt egyrészt az a tény,
hogy z = x valés szdm esetén a fliggvény inegegyezik a valés viltozéju
exponenciilis fliggvénnyel (amely a definiilé Osszefilggésb8l y = 0 helyet-
tesitéssel adédik); masrészt az a tény, hogy az igy definidlt exponenciilis
fliggvény rendelkezik a valés véltozdju exponencidlis figgvény tulajdonsé-
gainak egész sorédval. Igy pl. - mint kés&bb l4tni fogjuk

.
lim (1 + H) = e
7N == 0O

4
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(amit szokds az exponenciilis fiiggvény fentivel ekvivalens definiciéjsnak ,j
tekinteni); tovébbi tetszlleges komplex kitevire fennilinak az

Z1 . Z2 ZI+Z.2

e = e

e
(ezl)zz i ezlz.2

alapvetd Ssszefiiggések (amelyek a 2y =X+ jyl, Zy = Xyt jy2 helyette‘:

sités utdn a komplex szdmok korében értelmezett miiveletek és trigonome
rikus &sszefiiggések felhasznildsaval kézvetleniil belsthatsk). Megjegyezzii-
még, hogy a definiflé sszefliggésb8l x = 0, y =P helyettesitéssel ad¢
dik az ;
eJ‘iJ =cosY + j siny

Euler formula, amelyet 'e' immaginirius hatvdnya definici6jdnak tekin-
tiink és amelynek specidlis esetei az

T
i ra N T 217
e =iz e =-j; e =-1; e =1

osszefiiggések.

A komplex viltoz6s exponenciilis fiiggvény definicisjabél kovetkeznel
a fliggvény aldbbi tulajdonsigai: :

A w= e’ fiiggvény a teljes ayilt z sikon értelmezett
véptelen sokrétii fliggvény

Fliggvény, mert minden z értékhez egyetlen w érték tartozik;
végtelen sokrétii, mert az

o = X. e}(y+2k'lT)

alakbél, illetve a vele ekwivalens
4 X
] =]

arc e =y + 2kT J
egyenletrendszerbdl l4thaté, hogy ugyanaz a w ériék tartozik minden
olyan z-hez, amelynek valés része azonos, képzetes része pedig 27T
egészszamu ttbbszorosében killonbozik egymédstsl. Azaz: azonos a képe a -
z =x +j(y+2kM); k=0,+1,+2,... pontoknak (Id. 47,4bra). ;
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y v
@ ®
. B w,
3m "R@ e
Tfj * P-(‘l) e*.
R x Y i u
..'ITi
*Re
an 1)
47, Ghra

w=e végtelen sokrétiisége

2) A w= e” fiiggvény a 0 & oo értéket sehol sem veszi fel, de
minden mis értéket felvesz

a) a w =0 értéket sehol sem veheti fel, mert minden véges =
értékre '

e = &>,
amibGl egyben az is kévetkezik, hogy minden més
e’ = Q(cos o+ j sin )

véges értéket felvesz (ti. a 2z = ln @ + j(®+ 2kT) helyeken) ;
( g (¢

b) a w =oo értéket sem veszi fel, mert azt csak a z = oo helyen
~ vehetné fel, marpedig

umez:e:ly limex=0

Z = 00 X—» 00
€s
. Z j X
lim e,=eJy lim e” = + o0

Z—= oo X—= 00

kiilonb6z8 hatdrértékek miatt a lim e® hatdrérték nem létezik,
Z—= O
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3) A w =e” periodikus fiiggvény, periédusa 27(j

Ugyanis
z+2kT j Z 2kMj z
[ =€ . e =g

és kimutathat6, hogy 2T j-n kiviil més periédusa nincs a fiiggvénynek,
Periodicitdsi tartomény a z sik bdrmely

~o0o < x K
{(2k - )Myl @2k + HT ; k=0,+1, +2,..,

sdvia, amelyek koziil a k = 0-hoz tartozé az un. fOperiédusséav.

“4) A w= e” fliggvény a telies =z sikon differencidlhaté (illetve reguld-
ris) és differencifilhdnyadosas '

L]

€ = &

Ugyénis a fliggvény valés és képzetes részei mindeniitt differencifl~
haté kétvaltozés valGs fiiggvények, amelyeknek parcidlis derivéltjaira min-
deniitt teljesiilnek az

X
e cos y

=
1
]
-t

=
I
I
4

X .
-e siny
Cauchy-Riemann féle parcislis differencidlegyenletek, Igy

d{ezl _ z

u’+‘v’—excos +je-siny=e
il Y+ y ;

ami azt jelenti, hogy a komplex véiltozés exponenciilis filggvény differen-
cidlhinyadosa -a valés véltoz6s exponencidlis figgvénnyel analég médon -
dnmaga.

(5) Leképerésének fontosabb tulajdonsigai

a) Kdlestndsen egyértelmii:

a z sik barmely 2T szélességi vizszintes sdvja 6s az origdéhdl
kiindulé 'megfelels" félegyenes mentén bemetszett ~ az origétél megfosz-
tott - w sik kozott (id, 48/a, dbra).




Ugyanis: z
a végtelen sokrétii e fliggvény csak olyan z sikbeli T tarto-
manyt képez le kilecstndsen egyérielmiien egy w sikbeli tartomdnyra,

amely nem tartalmaz olyan Z, és Z, pontokat, amelyeknek képzetes ré-

szei a 27 j periédus egészszdmu t8bbszdrdseiben térnek el egyméstsl.
Tehdt csak olyanokat tartailmaz, amelyekre

(zl—zz)#Zk']Tj k=+1, +2,...

Ilyen tartom#ny példdul a z sik bdrmely.

e {xHeo k=0,+1,+2...
2k - )< y< 2k + HT

vizszintes sédvja, amely a w = e” leképezéssel a negativ valés tengely
mentén bemetszett - az origdétdl megfosztott - teljes w sikba megy 4t,
(A bemetszés a =z sikbeli siv hatérainak felel meg: a fels§ part a felsé
batdrnak, az als6 part pedig az alsé hatdrnak.,)}

¥,+ 2T 7
72077 / Z

¢ X

48/a, dbra
w =e” kilestnosen egyértelmii leképezése
A k = 0-hoz tartozé
-0 L X<+ 00
& y<+T

f6periédus-sdvot kdlcsontsen-egyértelmiien képezi le a

<lwl <« o0
~flé&arc w<+T

tartoményra: a negativ val6s tengely mentén bemetszett - az origétél meg-
fosztott - teljes w sikra (Id. 48/b. fbra). 151



48/b. &bra
w=e” fOperiédus ~sdvjdnak kolestndsen egyértelmii leképezése

Megjegyezzlik, hogy ennél a kiblcstntsen egyértelmii leképezésnél a
27T szélességil bal oldali félsév képe az egysépsugaru kir belseje, a jobb
oldali félsdvé pedig az egységsugaru kor kiilseje (1. 4.10, fejezet 4, pél-
d4ja).

b) Koélcsontsen egyértelmii és folytonos
leképezést 1étegit a teljes z sik és a fliggvény w sikbeli végtelen-
-goklevelii Riemann-feliilete kozott.

e” Riemann—feliilete: a fliggvény w = 0 é w =o0 eligazisi pont-
jait Gsszekitd egyenesszakasy ~ pl. a negativ val6s tengely - mentén be-
metszett, a bemetszés partjai mentén kereszthe Ogszeillesztett, az origé-
t61 megfosztott, végtelen sokszor lefedett w sik (Id. 49. 4bra).

49, fbra
w = ez Riemann-feliilete

A w=0 és w =co pontok nem tartoznak a Riemann-feliilethez,

mert ezeket az értékeket e° nem veszi fel, Ezek a fiiggvény végtelen~
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rendii (vagy logaritmikus) eldgazdsi pontjai. Tulajdonsiguk: birmelyikizi .
végtelen sokszor koriiljdrva a megfeleld z sikbeli "8sképiik” csak egy-
szer lesz megkeriilve. Minden egyes Riemann-levél egy =z sikbeli 27
szélegségii vizszintes sdv képpontjait tartalmazza, tehit a végtelen sokre
ti e” fiiggvény egy egyrétii és reguldris 4ga.

¢} Konform: .
az dltala létesitett leképezés a teljes nyilt z sikon.
Ugyanis e  az egész sikon differencidlhaté (ill. reguldris) és dif-
ferenciilhdnyadosa sehol sem zérus.
Megjegyzés

Az "e'" alapuhoz hasonléan értelmezhetS tetszéleges a>0; a £#1 va-
16s szdmra az un. "a" alapu exponencidlis fiiggvény:
z z lna
a = e

amely az "e" alapuval azonos tulajdonsédgu.

4,4, LOGARITMUS FUGGVENY
Definicié

A komplex viltozés logaritmus fiiggvény: a komplex kitevdjii exponen-
cidlis fiiggvény egy perifdus-sdvjdba esd részének inverze. Azaz

w=1Inz ha Z =g
feltéve, hogy

2k - 1)l £ arc z2< (2k + 1HTT
k=0, +1, +2,...

E definicié ktvetkezményei a logaritmus-fiiggvény alabbi alapvetd tu-
lajdonsdgai:

In z
a) e =z,
z
b) Ine” =g,
) - a7 -
c) In(zl-zz) = In z1+1n Z,% 217,

Z
d) in—l-=lnz-lnz+2ﬁj.
Zg 1 2



Az arc z-re tett Kikotés nélkiill In z egy végtelen-sok értékii re-

ldci6ét értelmez, Ugyanis a komplex szim =z =izlej Arc z exponencidlis

alakjanak (ahol Arc z = arc z + 2 k1), valamint a logaritmus b) és c)
tulajdonsagainalk felhasznildséval

jArc z jArc z

In z = In{jzl e )y =lnjz|+ In e = Injz|+ j Arcz

ami - Arc z végielen-sok értékiisége miatt - minden z # 0 komplex
szdmra végtelen~sok értéket jelent (ld. 50.4bra), Ezt a reldcist - a fiigg-
vénytSl valé megkiilonboztetésiil ~ Ln z-vel jeldlve:

Inz=1In|z] +j Arc z

ahol In|z} a |z] valés szam "kozonséges" logaritmusa.

5N

*Pa)

*P(3)

P x ///////////P&;)f 4
7200720

- . P(t1 )

-3

50, dbra
w = Lnz reldcid végtelen-sok értékiisége

Az Arc z fBértékét - a -T[< Arc z<+'W értéket - arc z-vel je-
lolve, a relacié egyértékii dgai a

Wy = lnkz = Injz| + jarc z + 2kT); k=0,+1,+2,...)

fiiggvények, amelyek az Ln z reldciobdl k rogzitésével vilaszthatok ki,

.

Koziiliik a "fodg'" a k = 0O-hoz tartozd
w =Inz =1InJz| +j arc z.
ill, a tovabbiakban egyszeriien

=Ilnz =Injz] +jarcz
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fiiggvény, amely az exponencidlis fliggvény
g Z
-l £ are "1

foperidédus-savbeli részének inverze,

A z =0 pontban a relicié 4gai azonos értékiieit és igy nem vi-
laszthat6k szét egymistél; z =0 az In z relicid logaritmikus eldga-
zdsi pontja,

Megjegyzés

A komplex szdmok korében a fenti mdédon értelmezett logaritmus a va-
1ésbeli logaritmus -fogalom kibovitése,

Ugyanis az Inz = In[z|+ j arc z Osszefiiggésbol nyilvanvals, hogy a
komplex szdmok logaritmusa specidlis esetként tartalmazza a pozitiv - sot a
negativ - valés szamok logaritmusit., Espedig:

a) ha =z pozitiv valds szam: akkor arec z = 0, ugy hogy
Inz = Injef
ahol In|z[ a |z] pozitiv szdm "kozénséges" logaritmusa.
b} ha z negativ vai0s szdm: akkor arc z=T , ugy, hogy

lnz=tnjzl+ jT

ahol Injzl a z negativ szdm abszolutértékének "kidzonséges™ logaritmusa.
Lithatd, hogy bdrmely negativ szam logaritmusa a képzetes T additiv kons-
tansban killonbozik az abszolutértékével megegyez§ pozitiv szam logaritmusdiol.

A logaritmusdgak - a W, = lnkz fiigpvények - fontosabb tulajdon-

(1) A =z = 0 Kkivételével minden véges =z értékre é&rtelmezelt egy-
réti figgvények,

Ugyanis egy periédussivban az exponencidlis fliggvény - z = 0 kivé-
telével - minden értéket felvesz,

(2) Minden véges =z értéket felvesznek: a zérus értéket csak a z=1
helyen veszile fel,

W ) -
Ugyanis z = e minden w-re értelmezett;

hz=0<&=>yz=¢e =1,



(3) A logaritmus-dgak mindegyike a z = 0 pont kivételével 3 tel-
jes  z sikon differencidthaté (ill, reguliris) és differenciilhinyadosa;

3 1
(In z) =—;—-

Ugyanis - mint a mindeniitt differencidlhaté exponencialis fiiggvény
inverze - minden z # 0 értékre

teljes megegyezéshen a valés logaritmus fliggvény differenciélhényadosévai.;

Leképezésének fontosabb tulajdonsigai:

(a) Kolcsondsen egyérielmil
tetszdleges W, = lnkz; k=0, %1, 1%,... logaritmusdg leképe~

zése az origotél megfosztott és a negativ valés tengely mentén bemetszett |
teljes z sik és a w sik "megfelels" 27T szélességii

- <u<+ 00
@k - YT & v < @2k + 1T

vizszintes sivja kozt,
A w=1n z [64g leképezése:

az origétdl megfosztott, a a w sik

negativ valés tengely men- s oo J u +oo
tén bemetszett teljes = * ~T < vw<+T

sikot vizszintes sdvjira
(ld. 51, abra).

g

2 ////“_ “/ .

51, dbra
w = Inz kolestnisen egyértelmii leképezése

T

\"




(b) Kilcstndsen egyértelmii és folytonos

a végtrlen sok értékii w = Lnz reldcié leképezése: a z = e” fiigg~
vény végtelen-soklevelii Riemann-felillete és a teljes w sik kozott.

A =0 é z=9c pontokat (amelyek nem pontjai a Riemann-fe-
lilletnek) Riemann-feltilet végielen sokszor keriili meg, ezek az In z
reldei” - egtelenrendil (vagy logaritmikus) eldgazési pontjai.

\ z sikbeli Riemann-feliilet minden egyes levelén olyan z komp-
lex : -4mok vannak, amelyelmek arcusai ugyanazon rogzitett k egész-
szén hoz tartozé [(Zk - ), @k+ 1)T] intervallumba esnek, Egy-egy
ilyen levél az értelmezési tartomdnya az Ln z reldeis egy w, = lnkz
egyér ‘ékii, regularis 4gdnak,

{c) Konform

tetszOleges W, = In k=0,+1,+2,.., logaritmusig leképezé-

Z *

k ’
se a z =0 pont kwételével a negatw valés tengely mentén bemetszett
teljes z sikon,

Ugyanis birmely rogzitett k esetén a W, = 1nkz minden z # 0

és z #c0 esetén reg. 4ris és differencidlhényadosa 0-t6l kiilonbozé ér-
ték,

Megjegyzés
Az In z-hez uasonléan értelmezhetd tetszfleges a>0; a # 1 valss
szédmra az un. "a' alapu logaritmus fiiggvény:

=alogz ha z=aw

Ez a fliggvény In z-vel azonos tulajdonsdgu és a vele valé kapesolatst az

a 1
log z = n = In 2

osszefiiggés fejezi ki.

4,5, TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK

Az Euler formulikbél, az

eJkP: cosP + j siny és e_J?= cosY - j siny

tsszeftiggésekbl kiovetkezik, hogy tetszlleges ¥ valés szdmra

o, i9 SO 9
= cosY és _T}— = sin¢

£
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Ennek alapjin kézenfekvS a komplex vdltozés trigonomeirikus fliggvények
aldbbi értelmezése:

Definicié .

TetszOleges z komplex értékre:

&% - e—jz
(a} sin z = % )
jz —-jz
(b} cos z = ——= 8 s
2
. jz ~-jz
sin z e -e
© tgz = —— = - j—0————
cos z of? . o7i%
jz -jz
cosz . & +¢&
@ g% = Gingz ! jz _ iz

TFiiggvényértékeik meghatirozisa a definicidés formulik valés és kép-
zetes részre bontott alalkjiban torténik:

(a) sinz = sinxchy+ jcosxshy

{b) cosz = cos xchy-jsinxshy

2 2
© gz = te x- (1-th~ ) ] th y (I+tg™ x)

2 2
ls+tg xthy 1+ ctgzxthzy
clg X (l—thzy) . th y(1+ctg2 x)
(d) gz = 2 =2 1 2 2
l+ctg xth'y d+ctg " xthy
Ugyanis:
oGz JEHY) _ miey)
(a) sin z = 2] = %
_ eV T Y. T B
= 5 =

6™ (cos x + jsinx) - e (cos x - | sinx)
2j
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sin z

I
wn
=
£
+
Q
o
72
>
I

sin xchy+jcosxshy

és hasonl6an lithaté be a tobbi sszefiiggés is.

A definiciés formuldk alapjn epgyszeriien beldthats, hogy a komplex
véaltozés trigonometrikus fiiggvényekre is érvényesek a valés viltozGjuakra
vonatkoz6 trigonometrilus Usszefiiggések, Kozlilik a leggyakrabban alkal-
mazottak:

.2 2
sin” z + cos z =1,
sin 2z = 2 sin z cos z,

2 .2
cos 2z = cos 1z - sin gz,

sin (z:l izz) = sin z, cos z, + cos z, sin z,,
cos (z1 izz) = cO0s z, COS Z, + sin z, sin Zg»
. l -cos 2z
sz = »
2
2 1+ cos 2z
€0s z = — 5 ¢

Ugyancsak a definiciés formulik kovetkezménye, hogy a komplex tri-
gonometrikus fliggvények valés z értékekre azonosak a valés argumentu-
muakkal és azok szémos tulajdonsdgit megtartjik. Az aldbbiakban réviden
osszefoglaljuk fontosabb tulajdonsdgaikat.

{1) A sin z és cos z fliggvény a teljes nyilt komplex sikon, a tg z fiigg-

vény a z = (2k+ 1) -’é— ,_a ctg z filggvény pedig a z = kM helyek ki-

vételével a nyilt z sikon értelmezett véptelen sokrétii fiigevény.

Ugyanis sin z & cos z, - mint a teljes z sikon értelmezett ex-
ponencidlis fliggvények &sszege, ill, kiilsnbsége - mindeniitt értelmezett, de
a hédnyadosukkal definidlt tg z és ctg z ott nines értelmezve, ahol ne-
vezdje zérus, Tehdt '

jZ "jZ rs i1l
tgz az e + e’ = 0-nak megfeleld =5+ kTT  helyeken
ctgz az e'? - e = p-nak megfelelé =z =

kT helyeken

(k=0+1, +2,,..) nincs értelmezve,
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Az Usszes trigonometrikus fiiggvény - mint a végtelen sokrétii expo-
nencidlis fiiggvénnyel definidlt fiiggvény - ugyancsak végtelen sob. eii.

{2) A komplex véltoz6s trigonometrikus filpgvények minden ériélet felvesz-
nek,

Tehét: a valés viltozdjuakkal ellentétben nem korlitosa: se vt ab~
szolutértékiik nem mindig < 1.

Ugyanis példaul a

gih z = ———— =W

definiciés formuldbdl
e:IZ = jw + V l—w2 =] (w +Vw2—1)

ahonnan - a szorzat logaritmuséra vonatkozé Usszefliggés, valamint

Inj= —'TZLj - felhaszndldsdval a
fit
z=%—j In (w + wz—l)

kifejezés ad6dik, ami w + sz—l # 0 miatt minden w-re értelmezett,
Hasonléan lathaté be a tdbbi trigonometrikus fliggvény nem korlétos
volta is.

(3) A komplex viltozfs trigonometrikus fiiggvéhyek zérushelyei megepyez-
nek a megfeleld val6s viltozés fiiggvényekével és kivillilk més zérushelyiik
. nines,

Ugyanis a definidlé Osszefliggésekkel igazolhaték, hogy

sin z zérushelyei a z = KTf helyek,
cos z zérushelyei a z = %— + kT helyek,
tg z zérushelyei a z = kT helyek,
ctg z zérushelyei a z = %-+ KT helyek,

k=0, +1, #2,... .

{4) A komplex véltozds trigonometrikus fliggvények periodikusak.

A megfelel§ valés viltozdju fiiggvényekkel megegyezbens
sinz és cos z periddusa: 29
tg z és ctg z  periddusa: 5
Ugyanis példaul:
: j+2kT ) o7 @+2Kk07 Y 7 _oi2

s 6y . s
sin (z+2kll') = % i = sin z.
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(5} A komplex viltozés trigonometrikus fliggvények értelmeszési tartoményu-
kon mindeniitt differencidlhat6k (ill. reguldrisak) és differencidlhinyadosuk:

(sin z)’ cos z,

{cos z) = -gin 2z,

{tg z) = 12 ’
cos z
fotg 2)’ = ~ —=
sin z

teljes megegyezéshen a megfeleld valés viltozdsakéval,

Ugyanis a definidlé Osszefiiggés és a komplex kitevsjii exponenméhs
fiiggvény differenciildsi szabdlydnak felhasznélssdval:

d(sin z) d el? _ e-JZ e)? + e_Jz
= ———— " = = COS Z
dz dz 2j 2

és hasonléan lithaté be a tibbi trigonometrikus fiiggvény differencislasi
szabdlya is.

(6) A trigonometrikus fiigpvények leképezésének fontosabb tulajdor-ségal az
aldbbiak:

a) KolesOndsen egyértelmii

- mint minden tobbrétii fiiggvényé -~ a z sik egy résztartoménya és
a teljes w sik kizott.
" Espedig:

A w =sin z kilcstndsen egyértelmlien képezi le a z sik bArmely
&-1) 7 & x <(k+1) G }
y=0
félsavjat (k=0, #1, $2,...), a
v=0; -l us1l
egyenesszakasz és az
u = 0; -0 < V<0

félegyenes mentén bemetszett teljes w sikra,
A k= 0-~hoz tartozé fOperiédussév leképezése az 52/a. fbran lithaté.
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v ® v ®

T \w \\

52/a. fbra
w = sin z kolesdndsen egyértelmii leképezése

oy
il

52/b, dbra
w = sin z leképezése

A w = cos z_leképezése

(k-1 = x &+ )T -0 L u&-1l; v =0 félegyenes ésa

y20 S -1<u1; v = 0 egyenesszakasz

k=0, +1, £2,... mentén bemetszett teljes w  sik

A k=0-hoz tartozé fépericdussév leképezése az 53. dbrin l4thatd.

L

N

)

53, dbra
w = cos z kdlestndsen egyértelmii | -xépezése



A w=tg z leképezése

(1) Laxcoony T w=0; v>1
720 < : u=190; v -1

k=0,+1, +2,... teljes w sik.

félegyenesek mentén bemetszett

A k= 0-hoz tartozd flperiddussév leképezése az 54. dbrédn lithats,

b @ v

\

P‘

2=
W

=
J

»

N\
DO

54. dbra
w=tg z kblcsbnisen egyértelmii leképezése

Koziiliik esak a sin z lek3pezéséf részletezziik,

A sinz =

leképezés elSillithaté a mar ismertetett

(1) z' = jz
(1) 2" = e
(III) 2’ = "‘jZ”

vy w

!
o
=
+..
N"l’_‘
L

leképezések szuperpozicisjaként,

Keresslik ezen lekipezések kilesonss egyértelmiiségének feltételeitl.
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Az () leképezés mindeniitt kilestndsen egyértelmii és birmely D.

~
tartoményt az o°rig6 kiriil -{"3- szdggel pozitiv irdnyban elforgatott D

tartomdnyba visz 4t (1d. w = az leképezés).

1

A (I} leképezés kilesdnos egyértelmiiségének sziikséges és elég-
séges feltétele, hogy D1 ne tartalmazzon olyan z'1 és z’2 pontokat,
amelyekre

z’l—z’2=2k'lTj k=+1, +2,...)

gy Dl—nek megfelel birmely 27 szélességii vizszintes sév, ill. annak
egy résztartominya (ldsd w = e” leképezés), amelyet e” egy D2 tar-
tomédnyra képez le kolcstndsen egyértelmiien, Mivel z° =jz, ezért D
nem tartalmazhat olyan z, és z, pontokat, amelyekre

— (" =
z) -z, = 2 kT, k=0, £1, +2,...,)
ami azt jelenti, hogy D csak egy 2 szélességil fiiggbleges sdv, ill,
annak egy résztartominya lehet,

A (II) leképezés mindeniitt ~ igy a D, tartoményban is ~ kdlesé-

2
nosen egyértelmii, azt csak (--ﬁ;—) szoggel elforgatja az origé koriil, Igy

ill eld D2~b61 a D3 tartomény,

A (IV) leképezés kolcsonds-egyértelmiiségének sziikséges és elégsé-
ges feltétele, hogy D3 ne tartalmazzon olyan z’l" és z’2” pontokat, ame~
lyekre

z' 4 1 = g' 4 1
1 11y - 2 1
z Z2
ill. amelyekre
3 Zg = 1

Mivel ennek a feltételnek a z'"" sikon az egységkor belseje vagy kiilseje
tesz eleget (lasd w = % (z + %) leképezés), ezért D3 vagy egység-

kor-belsd vagy egységkir-kiils§ lehet, amelyet a (IV) leképezés a megfe-
lelden bemetszett teljes w sikra képez le kolestndsen egyértelmilen.,
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Mivel

3 3

13 T & . ]2
z = ~jz = -je = -je’ ,
ezért a
Zl . z2 =3
feltétel ekvivalens az
le JZz ](Zl + zz)
e e =g = -1

feltétellel, Ez azt jelenti, hogy D nem tartalmazhat olyan Zy és z
pontokat, amelyekre =

z)+ 2, = 2k + DT . k=0, +1, +2,..

Ennek a feltételnek a =z sik barmely 27 szélességli fiiggbleges sdvja
eleget tesz,

Mindezt egybevetve:

a W = sin z fliggvény 4ltal létesitett leképezés.egy D tartomi-
nyon akkor és esak akkor kblecséndsen egyértelmii, ha D nem tartalmaz
olyan pontokat, amelyekre akir a

z = 2k,

17 %
akir a

2, + 2, = 2k + T
(k=0, +1, +2,...) feltétel teljesiil. Ezt kielégiti példdul a z sik

T < x4+
y=0

fiiggGleges félsdvja, az un. f8perisdussav, amelyet az (I} leképezés a z’
sik

~T j&evi<+ T §

X£0

félsdvjdra; a félsavot a (I) leképezés a z'' sik negativ val6s tengelye
mentén bemetszett egységktrének belsejére; a kirbelsSt a (1IN leképezés
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a 2’’’ sik pozitiv képzetes tengelye mentén hemetszett egységktrének bel-
sejére; ezt pedig a (IV) leképezés a

~l=u<=l v=20
egyenesszakasz és a negativ képzetes tengely mentén bemetszeil teljes w

sikra képezi le (1d. 52/b. gbra),

Hasonlé maédon végezhetd el a tobbi trigonometrikus figgvény kiless-
nosen egyérielmii leképezésének vizsghlata is.

(b) Kbélecstngsen egyértelmii és folytonos
a trigonometrikus [liggvényelk leképezése a teljes =z sik s a meg-
feleld trigonometrikus fiiggvény w sikbeli Riemann-feliilete kizit.

A w = sin z Riemamn-feliilete:

a -l%u<l; v =0 epyenesszakasz 6s a =~-o <v£0; u=0 fél-"
egyenes mentén bemetszett; a bemetszések partjai mentén keresztbe bssze- ;
illesztett végtelen sokszor lefedett w sik. A w = +1 pontok a Riemann-
feliilet masodrerlii ~, mig a w =co pont logaritmikus eldgazdsi pontja '
(ld. 55, dbra).

55. dbhra
w = sin z Riemann-feliilete

Hasonléan @rtelmezhett a tébbi trigonometrikus fliggvény Riemann-
~[eliilete is.

{¢) Konform :

a trigonometrikus {iiggvények leképezése érielmezési tartominyuk min-.
den olyan pontjdban, aho!l dillerencidlhdnyadosuk # 0. Igy '
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sin z és tg = a z=
cOoS z és ctg z a z=

{(k=0, +1, +2,...) pontok kivételével a teljes értelmezési tartomdnyukon
konform leképezést létesitenek,

4.6, ARCUS FUGGVENYEK
Definicid

A komplex viltozés arcus-fiiggvények a komplex viltozés trigonomst-
rikus fliggvények egyrétli részeinek inverzei.

Mivel a trigonometrikus filiggvények végtelen-sok-rétiiek, ezért inver-
zeik a

w = Aresin z ha Z = sin w
w = Arccos z ha Z = COS W
w = Arcig z ha Z =1igw

w = Arcetg z ha z =cigw

reldeidk végtelen sok értékiiek,

Mivel minden trigonometrikus fliggvény kifejezhet8 az exponenciilis
fliggvénnyel, ezért inverziik kifejezhet§ a végtelen sok értékii logaritmussal;

Arcsinz=-!;f-—j1n (z+\/z2—1),
Arccosz =j Ln (z + V z2—1),

1 1 j
Arcig z =-.—'1n—+—1.-z—

a i 1+ jz
Avcetg z ) 2 1<z

(Példaul az Arcsin z definicisja értelmében:
o v JV - TV
= e .
i %
amibol az ;
er=j(z+ zz-l)
végtelen-sok értékii relicié adédik,)
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Az Arcus reldcibk Ln-nel valé kifejezése egyrészt végtelen sok
értékilk meghatirozdsdira, mésrészt egyértéki 4gailmak, az arcus -fiiggvé-
nyeknek a kivélasztdsira szolgdlnak., A kivdlasztds az In reldci6 egy-
értékll dgaival torténik. Igy példdul tetszbleges k = 0, +1, +2,... esetén

W = arcsinkz = ro—z--t-j lnk (z + sz-l)

feltéve, hogy
(k - 1) < Re (Aresin z)<(k+ )T

és
Im (Arcsin z)>0,
Hasonl6é médon térténik a tBbbi arcus-fiiggvény kivalaszifsa is, Koz-

zlilik a k = 0-hoz tartozék a reliciék "f84gai", amelyeket a tovabbiak-
ban index néikiil jeldliink.

Tehat;
( | . Re (Aresin z)< T
w = arcsin z ha
Im (Arcsin z)>0
-TT4 Re (Arccos z) [
W = arccos =z ha
Im (Arccos z) >0
T
4—Re Arctg z)<—
w = arctg z ha ¢ & )<
- o0 <Im (Arctg z} + oo
’T,_ .
w = arcecig z ha Re (Arcolg z)<
~00 < Im (Arcectgz)< + o0

frtékeik meghatdrozdsa az

po

arcsin =z J—é—-j In (z + sz-l),
\/2

iln@E+ V.o -1,

Il

arceos z =
- g, Ltz
arctg z = 2] in 1-jz

Tl ltis
arcetg z 7 " 3 In 1-iz

il

osszefiiggések alapjin torténik. A nem fd4gbeli arcusfiiggvények értékei a
{64z megfeleld értékeibdl, 2T LT egész szdmu tobbszortseiben térnek el.
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Az arcus fliggvények értelmezéséb&l kivetkeznek azok aldbbi tulaj-
donségai:

(1) Az arcsin z és arccos z fliggvény mindealtt, az arctg z
és arcctg z fliggvény pedig a Xj hely kivételével a teljes komplex sikon
értelmezett.

(2) Az arcus-filgpvények - birmelyik dgon - értelmezési tartoms-
nyukon mindeniitt differencidlhaték (ill, regulérisak) és differencislhanya-
dosulk;

(aresin z)' = —————

1
+ \/1—22
{arccos z)' = —1
t\/l—zz

(arctg z)' =

(arcctg z) =

(Az arcsin z és arccos z differencidlhdnyadosdban a gytk értékét po~
zitiv vagy negativ elSjellel kell venni aszerint, hogy a differencidlds me-
lyik 4gon térténik,)

() Az arcus-fiiggvények leképezésének fontosabb tulajdonsdgai;

a} Kblestnisen egyértelmiiek:

a "megfelelGen” bemetszett z sik és a w sik egy résztartomanya
kozt (ami inverziiknek a "megfelel§" trigonometrikus fiigpvénynek kilessnis-
sen egyértelmil leképezésébSl a z és w sik feleserslésével adédik),

b) Kolestndsen egyértelmii és folytonos a leképezésilk; inverzik (a
"megfeleld" trigonometrikus figgvény) z sikbeli Riemann-feliilete és a
teljes w sik kozstt,

c} Konform
a leképezésiik értelmezési tartomanyukon mindeniitt,
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4.7. HIPERBOLIKUS FUGGVENYEK

Definicid
A komplex viltozés hiperbolikus fiiggvények - a valés véltoz6jualkal
analég médon - az exponencidlis fiiggvénnyel kifejezett aldbbi fiiggvények:

ez'e-z
shz = ——
2
ez+e"z
ch z = 5 y
Z -Z
sh z e -e
th z = = 3
chz z -z
e +e
A -Z
ch z e + e
cth z = =
sh z. b A -7
e -e

Ezek a fliggvények igen egyszeriien fejezhetSk ki a komplex valtozés
trigonometrikus fiiggvényekkel, amelyekidl nem lényegesen Kkiilonbdznek,
Espedig:

sh z = ~j sin jz,
ch z = cos jz,
th z = ~jtg iz,
cthz = j ctg jz.

E kapcsolatokbsl adédnak a hiperbolikus fiiggvények aldbbi tulajdon-
ségali:

‘ . : ¥

(1) Az shz és chz fiiggvény mindeniitt, a thz,a z=j (2k+ 1) T3

hely, a cthz a z =kT hely (k=0, 4, £2,...) kivételével mindeniitt

értelmezett, végtelen-sok rétii figgvény,

(2) Periodikus fiiggvények: sh z és ch z perisdusa 2Tj, thz
és cth z periédusa Tj.

(3) Ertékeik az

sh x cos ¥ + j c¢h x siny,
ch x cosy + j sh x siny,

sh z
ch =z
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Ex+itey
l+j thx tgy

th z =

chx+jtgy
l1+jethxtgy

cth z =

dsszefliggések alapjdn szdmithaték,

(¢) Ertelmezési tartomanyukon mindeniitt’ differencidlhatsk (ill. regu-
larisak) és differencidlhinyadosuk:

(sh z)’ = ch z,

(ch z)’ = sh z,

1
(th Z), = 5 >
ch z
{cth z)’ = - 12
shz

(5) Leképezésiik a hiperbolikus és trigonometrikus fiiggvények kapeso-
lata alapjin vizsgdlhaté:

a) Kolesonssen egyértelmii

a z sik egy részhalmaza (amelyen az illet§ hiperbolikns 'fiiggvény
egyrétil) és a "megfelelfen" bemetszett w sik kSzott.

b) Kolestntsen egyértelmii és folytonos

a leképezésiik a teljes z sik és a megfeleld hiperbolikus fiiggvény
w sikbeli végtelen soklevelii Riemann~feliilete kozitt (amely "megfeleléen
bemetszett, végtelen sokszor lefedett w sik),

c¢) Konform

a leképezésiik értelmezési tartomdnyuknak mindazon pontjaiban, ahol
differencidlhdnyadosuk # 0.
4.8. AREA-FUGGVENYEK
Definicié

A komplex valtozés area-fiiggvények a komplex viltozés hiperbolikus
fuggvények egyrétii részeinek inverzei. Igy '

171



w, = arsh gz ha z = shw

k k
W, = archk z ha z =chw
wk = ar!;hk z ha z=thw
W= = cth w

K arcthkz ha bA

ahol k=10, +1, +2,... & (k-1)TW< are 2 (k+ )T

Ezek a fiiggvények - a hiperbolikus és trigonometrikus fiiggvények
kozti kapcsolatnak megfelelden - egyszerilen kifejezhetSk az arcus-fliggvé-
nyekkel, Espedig:

arsh z = j arcsin jz,

arch z = j arccos jz,
arth z = j arctg jz,
arcthz = -j arccg jz.
E kapcsolatokbél és az area-fiiggvények definiciéibsl adédnak az

area-fiiggvények fontosabb tulajdonsdgai (melyek az Area-reliciék barme-
lyik 4dgéra érvényesek):

(1y Az arsh z és arch z fiiggvények mindeniitt; az arth z és
arcth z fiiggvények a z = X1 helyek kivételével mindeniitt értelmezett

figgvények.

(2) Ertékeik - mint az exponenciilis fiiggvénnyel kifejezett hiperboli-
kus fliggvények inverzei - a logaritmussal kifejezett osszefiiggések alapjdn
szamithatdk.

Ezek az Osszefliggések az area-fiiggvények f6értékeire (azaz
-T< arc z < T értékekre):

arsh z = In (z + z2+1),

].n(z+\/z2-1),

arch z =
1 l+z
arthz—zlnl_z,
1 Z+ 1
arcth z = 2ln —

alakuak.
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() Az_area-fiiggvények - bérmelyik dpon - értelmezési tartomén yu-
kon mindeniitt differencidlhaték (ill. reguldrisak) és differencidlhinyadosuk;

(arsh z) = ———— ,
Vis z2
{arch z)’ = L »
z2 -1
1
(al'th Z)’ = 3 1
1+2
, 1
{arcth z)’ = 3
1 -2

(4) Leképezésiik fontosabb tulajdonségainak vizsgilata az inverz hi-
perbolikus fliggvények leképezése segitségével a z és w sik [Gleseré-
lése utjdn végezhetd,

4.9, ALTALANCS HATVANYFUGGVENY

Definicié

Tetszbleges A (valés vagy komplex) szémra a komplex szdmok hal-
mazén értelmezett hatvanyfliggvény a

w = zA =e}\an (z # 0)

téhbértékil reldcié barmelyik egyértékii dga.

A zh= e)\Ln 2 reldcis véges sok, vagy végtelen sokértékit attol
figgben, hogy A raciondlis valés sz4m, vagy sem. Ezt az

In z = In|z| + j(arc z+2k'JT)=lnr+j(LP+2k’lT)
k=0, +1, +2,... O&sszefiiggés felhaszndldssval az aldbbi médon latjulk he:

a) Ha A =oC + |3

tetszdleges komplex szdm (tehdt /5 # 0), akkor 22 végtelen sok ér-
tékii,
Ekkor ugyanis
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2 ___-é(°C+j/b) In r + j(v.p+2k'lT)

_ QotIn r=pp(p2kTy ej[pln r +oC(+2kT)|

ami k=0, +1, +2,... esetén végtelen sok kiilsnbsz8 érték, 4
Rogzitett z és A =cC+ j A mellett ezek olyan W k=0,+1,£2,,.,
komplex szédmok, amelyekre

l-“’kl _ Izgl _ Xl =+ 2k

arc L arc(z? ) =Pl r +oL (P+ 2k).

E szdmolnak megfeleld pontok az

- ] =i - ooBP2T
Ik

sugaru korvk rendszerén helyezlednek. el és arcusulk

P = Pl + o (Y +2kT).
= = E
b) Ha )} =ol q

raciondlis valés szén (ahol tehdt p &8 g relativ primszidmok és

q>0), akkor z2 véges sok értékii - mégpedig g értéki - fiiggvény,

amely azonos a
q
Zp/q = \/ Zp

gyokfiigevénnyel.
Ekkor ugyanis - mint aj-nak o = £ g ﬁ= 0-ra vonatkozé spe-
cidlis esete -: q

2A = P/T° nr e’ p/q - (EP+2R(1T), k=0, +1, +2,...)
ami olyan komplex szdmokat jelent, amelyekre
lwkl = eP/a Inr _ p/q

are w, = & (P + 2kT)
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Ezek W—nek megfelel ériékek, amelyek kozdtt csak q darab kiilon-
b6z van (a k = 0,1,2,...,q9~1~hez tartozék arcusai killénbszdek, a tob-
bi k értékhez tartozéak ezektdl csak 27 egészszamu tibbszbroseiben
kiilsnbtznek), E véges sok érték - mint ismeretes - az

sugaru kirvonalon egy szabdlyos q-szbg csucspontjait alketja.
e) Ha A =o¢ # -g—

irraciondlis valés szdm, akkor zA végtelen sok értékii.

Ekkor ugyanis - mint a)-nak /3 = 0-ra vonatkozé -speciilis esete ~;

PN 1 ejec‘qhzk'fl’)

ami a k=0,+1, +2, +.., értékekre mind kiilonbsz8. TetszSleges
{.m és n egész szamokra ugyanis

arcP 2 - arcmz?“ = 2Tl (f-m) # 2T n.

Tetsz8leges rogzitett z &s A =of mellett z* Gsszes értékei az
R = ro
sugaru kirvonalon helyezkednek el és arcusu
P\ =oC(P+2KT

k=0, +1,+2,__.

A tobbértéki 2z = elm 2 reldci6 egyértékii dgai az 4ltalinos hat-
véanyfiiggvények., Ezek a z* reliciébél az Ln z (ill. Arc z) relacié
egyértékii 4gaival vdlaszthaték ki, Igy az 4ltaldnos hatvényfiiggyények:

A
w, = z". =e lnkz

fiiggvények, ha
k=1)TT £ are 2 (k+ )T
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és k=0, +1, +2, .., . Kozillik a k= 0-hoz tartozd a halvanyfiliggvény
f64ga.

Az igy értelmezett hatvanyfliggvény fontosabb tulajdonségai:

(1) 2z =0 6és z =o0 kivételével (ha A pozitiv valés szam, akkor
z = 0-ban is!) minden z-re értelmezelt

{2) Barmelyik dga az értelmezési tartoméanyon mindeniitt differenci-
dlhaté (ill. reguldris} és differenciflhinyadosa:

e?\m zZ 2 e?\ln z_ sz\-l

) =

Z

@Ay =

akiaresak a valés viltoz6ju 4ltaldnos hatvinyfliggvényé.

(3) Leképezésének tulajdonsigai:

Ha A>1 valés szdm,
akkor zA f8értéke kslesdnosen egyértelmilen és folytonosan képezi le a

a ar
A

£ are z<—17-\—

szogteret a negativ valés tengely mentén bem=tszett w sikra (h=4/3
esetén, ld. 56, dbra).

y v
NiH .
"<“3“ X 5 u
A._ 2'"
Pamy H
P4 #
5G6. dbra
3
z4/ leképez ése
Ha A <1,

akkor a bemetszett w sikra valé kilecsdndsen egyértelmii leképezés nem
valésithatd meg.
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Ha % <AL,
akkor z} kolesdndsen egyértelmilen és konformisan képezi le a

O=arc z< ~

szogteret az Im w>0 félsikra (A = ':;i esetén ld. 57.4bra).

'C

‘57, dbra
2/3

z leképezése

4.10. KIDOLGOZOTT FELADATCK

1, Szamitsuk ki az
3T .
z ] 2~

e : In (3-4j) ; sin (1-5j)

fiiggvényértékeket és az

Ln (~2) ; sz : Arc cos ( \/E j)

reldcidértékeket,

27 .
e4J-osﬂ-+'s'n-3£— ﬁ+ﬁ
a) T eos T Hsin T = 7 2 !
b)e2-1=e2 {cos 1 + j sin 1)
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c)In 3-4j) =In5- 0,9 j
d) sin (1-5 j) =sin 1 ch 5 - j cos 1 sh &

e) In (-2) = In 2 + j(2k + 1)I

g 82D InJ
.Y [In1+ j(-qu+ 2kT)]
- e-(4k+1)‘11’
g) Arccos (V3j) =} Lo + V-3 -1) =
=jInQl+2j=

[ s +j(%—+ 2%1)] =

~
jln3-(4k+1)-12'-

2, A w=12" leképezésnél a z sik mely gorbéinek a képei az
u=a ill. v==>"

koordindtavonalak (ahol! a és b tetszlleges konstansok)?

Mivel z2 = x2 - y2 + 2j xy ezért

2 2
u=a o X -y =a
egyenessereg} osképe { hiperbolasereg
v=>b P Xy =b
egyenessereg} Gsképe { hiperbolasereg

3. Hatdrozzuk meg azokat a gorbéket, amelyekre a

fliggvény az

X=a és y="h

koordinitavonalakat leképezi.
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Az e° definicigja értelmében

, z X
e | = €
z
arc e’ =y
amib&l kdvetkezik, hogy
w=e"
x=2 {koncentrikus kirok
=b arc w = b
y= > origdb6l kiinduls félegyenesek

specldlisan az x = 0 képzetes tengelynek a |w| =1 kér; az y = 0 va-
16s tengelynek a w sik pozitiv valés tengelye felel meg,

Tehft a w = e” leképezésnél az x =a és y =b egymisra merd-

leges egyenesseregek képe az egymisra merdleges origé kbzéppontu kirse~
reg és origdébsl kiindulé félegyenessereg (ld. 58.4bra).

T e
i My 1
-% I T
! my L
) I ¥ T
{0 ml
I 1 |
-2 -1 0B o2 x u
¥ * T
AN
| Fl
I Rlird| +
, i
|| ; -3m|| |

58. #bra .
A koordinita-vonalak leképezése w = e A4ltal
4. Mire képezi le a w = e” fiiggvény a
Re 2450
M m 2T

sidvot és a
Re z<( ill, Re z=0

félsilkokat,



A 3. feladat eredményeit felhaszndlva:

_’;; gé ’ﬂ:} egyenesszakasz l=-> |w} = e® =1 kir

x = ¢ 0 -c s

W yL g egyenesszakaszok =3 |w} = e <1 kisrok

i; ;ﬂ ] félegyenes . E=—> 212|::1 Z;ﬁ] ~ egyenesszakasz
= =T

){ Lo félegyenes = zlgl;:l <1 egyenesszakasz

Tehdt: a w = e figgvény a Re 2= 0; -T%< Im z<T félsévot a
negativ valés tengely mentén bemetszett ~ az origétdl megfosztoft - origé kis-
zéppontu egységsugaru kér belsejére képezi le (Id. 48/c. &bra). Mivel
w = e fiiggvény 2T j-re periodikus, ezért a Re z£=0 félsikot a végtelen
sokszor lefedett, a negativ valds tengely mentén bemetszett és az origétsl
megfosztott, origbé kizéppontu egységsugaru kor belsejére; a Re z=0 fél-
sikot pedig a |w| >1 kor kiilsejére képezi le.

5. Mire képezi le a

w=g8in 3 z
figgveény az
X = % €s y=0

egyeneseket.

Felhaszndljuk, hogy
sin 3z = sin 3x ch 3y + j cos 3x sh 3y

Ezzel:
T
2 £

31

u=sin-2—.ch3y=-ch3y

¥ >0 esetén

-cos% .sh3y=0

]
i
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ugy, hogy a félegyenes képe a

v=20
-0 < ud-1

félegyenes és ugyanaz a képe -~ ch 3 y pdros volta miatt - az x = -’Fz—-;
y < 0 félegyenesnek is,
= i il
by y=0; - 3—<x< -5 esetén
u = sin 3x ch 0 = sin 3x
v=cos 3 shy=0

ugy, hogy ezen egyenesszakasz képe az

v=20
-1<u< 1
egyenesszakasz és ugyanez a képe - sin 3x periodicitdsa mijatt - az x ten-
gely barmely ng hosszusigu szakaszdnak.

Tehdt: a w = sin 3z fiiggvény az x = —jrg— egyenest a kétszer lefedett

v=20; -~oCu<-l egyenesszakaszra és az y = 0 egyenest a végtelen
sokszor lefedett v = 0; ~1<u<{l egyenesszakaszra képezi le (ld. 59.dbra).

T y=0 képe
*=7 :(végteien sokszor tIieiedvc.-)
X
é -1 1
x=L képe

(2-srer lefedve)

59, dbra
x=T/2 6 y =0 egyenesek képe a w = sin 3z leképezésnél
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Otidik fejezet
KOMPLEX FUGGVENYEK INTEGRALSZAMITASA

A komplex vonalintegril - azaz egy komplex fliggvénynek valamely
irdnyitott iven vagy zért gorbén vett integrilja - fontos szerepet jatszik a
komplex analizis elméletében. {nmagsban val6 fontossdgdn tulmenden sok
alapvetS tétel igazoldsdnak alapjdul szolgdl. Igy tébbek kozott segitségével
igazolhaté a komplex analizis azon alapvetd tétele is, hogy minden regu-
laris fliggvény differencidlhdnyadosa folytonos, s6t hogy akdrhinyszor diffe-
rencidlhat6. Az utébbi idSben ugyan bizonyitottik e tételeket a komplex in-~
tegrél felhasznfidsa nélkiil is, ezek azonban j6val komplikiltabbak, mint
az integrilon alapulé klasszikus bizonyitdsok,

Ebben a fejezetben a komplex vonalintegril elméleti és gyakorlati
megalapozdsinak rovid ismertetését adjuk. Az egyszeriiség kedvéért
Riemann-féle - és nem Riemamn-Stieltjes-féle - integralt értelmeziink (bar
ez utébbi sziikséges volna annak igazoldsdhoz, hogy a vonalintegril értéke
fiiggetlen a gorbét reprezentild fliggvény megvalasztisatol).
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1.§ KOMPLEX VONALINTEGRAL

1.1, VONALINTEGRAL (HATAROZOTT INTEGRAL; ERTELMEZESE

A komplex fiiggvény Riemann-féle vonalintegraljit - vagy méis széval
gorbementi integrdljdt ~ az egyvaltozds valds fliggvénvek hatdrozott integ-
raljanak egyik dltaldnositdsaként az aldbbi médon értelmezziik;

Legyen L a komplex sik egy.irédnyitott, rektifikilhaté gbrbeszalka-
sza s f az L pontjajiban korldtos abszolutértékii komplex fliggvény.
Osszuk fel az L gtrbét a befutds sorrendjében a =z Z 08z~

» o Zys Bgreeer By
tépontokkal és minden egyes z, ., -Zk iven vegyiink fel egy tetszSleges
Sk pontot,

Definicid

Ha az L gorbe felosztdsét minden hatéron tul finomitva (azaz: az
osztépontol szdmAit minden hatdron tul ndvelve oly médon, hogy a szom-
szédos osztépontok kizotti ivek hosszuségail zérushoz tartsanak) a

n

) HGy ey -2y y)

k=1
integralkiozelité Ssszegeknek létezik véges hatdrértéke, akkor ez a hatdr-
ériék az f komplex fliggvény L gorbe menti integrélja.

Aszerint, hogy L nyilt vagy zdrt grbe, a komplex vonalintegral

jelolésére az
ff(z)dz ill, j{f(z)dz

L L
irdsmddet haszniljuk.

A val6ssal analég értelmezés kivetkezménye, hogy a komplex vonal-
integril létezésének elégséges feliételei:

a) f az L pontjaiban folytonos,
b) f az L pontjaiban véges, vagy megszamlilhatéan scok hely kivé-
telével folytonos &s abszolutértékben korlatos fiiggvény legyen.
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1.2, VONALINTEGRAL KISZAMITASANAK M <HANY MODJA

Folytonos komplex fliggvény esetén a vonalmenti integril létezésére
és egyben egy kiszimitisi médjira utal:

1,2,1, Tétel

Ha az f = u(x,y) + jv(x,y) komplex fiiggvén. olytonos egy L rek-
tifikdlhaté Jordan gérbén (annak végpontjaiban is). kor f integrélhatd
L-en és értéke meghatdrozhaté koordinétdk szerint’ +alés vonalintegralok.-
kal az

ff(z)dz = f(udx-v dyy +j /!\' X + u dy)
L ;

L
alakban,
Bizonyit4s
Alkalmazva a
z=X+jy; 2 = Xt Iy ik SkHZk
L
: )
jeloléseket: '
n n '
Z,f(SK) ) = Z,[“(ﬁk”l k)+jV($k’?k)l i‘*k'xk-1)+“yk'yk-1):l=
k=1 k=1

n . ..
-2 [“(gk"? ! ("k‘kal""(51:"'Zk”yk'yk=-1’] *
k=1

n

4) ["(5 e Pl E Ty e D 0y k—l’] :
k=1 - _

A vektoranalizis gorbementi integrdljanak elméletébsl ismeretes, hogy a
tett feltevések mellett a jobb oldali valés Osszegek a felosztds minden ha-
taron tul vald finomitdsa esetén (az oszt6pontok és a reprezentdns pontok
vilasztisitol fiiggetleniil) a koordinitik szerini’ valos vonalintegrilokhoz
tartanak, Azaz
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n

Z f(jk) . (zk-zk_1}='_>/ (u ck-v dv) fj j(v dx+u dy)
k=1 ' L N
az Allitdsnak megfelelSen.]

Integrdlhaté komplex fuggvény esetén a vonalintegril kizonséges in-
tegréllal valé kiszdmitds4ra utal: :

1.2,2, Tétel

Ha az L gﬁrbe z(t) = x(t) + j y{t); KL< t</D paraméteres elfsl-
litisban adott &s z’(t) folytonos az (o = t& /) intervallumban, akkor :
az L-en integrilhaté f komplex fiiggvény vonalmenti integrélja kozonsé- -
ges integrillal szdmithats:

P
] f(z) dz = [ fiz(t)) - 2’ (t)dt
L o
alakban,
Bizonyités

A z(t)-re teit feltevések mellett a vonalmenti integrilt megbaté:-
rozé

/f(z)dz=/(udx—vdy)+j/(v dx + u dy)
L L L

Osszefliggésben a jobb oldali gorbementl mtegrélokat kbzdnséges integrd-
lokk4 alakitva: Fry

/f(z)dz = j[u(x(t),y(t))-x' (t)-v(x(t),y(t)) -y (t)] dt +

o
'S
1 f] v, y(t)) X (0 + ufk), yO) - y (t)] dt =
A
/s p
f [ugee), y(t))+1v@c(t),y(t))] [x t+y (tﬂ dt = [ f(z(t), 2’ (t)dt.

o

Teh&t - az 4llit4snak megfelelfen ~ a komplex vonalintegral kiszdmitdsara
a helyettesitéses integrals képletére emlékeztetd kifejezés adédik.l]
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A komplex vonalintegral integriciés uttél vals fiiggetlenségének fel-
tételét és ilyen esetben az integril kiszimitdsat fejezi ki:

1.2,3. Tétel
(Newton~1leibniz formula)

Ha van olyan T reguldris komplex fiiggvény, -hogy a sik egy T
tartomdnysban F'(z) =f(z) és L a T tartomidny z = a pontjat a
z = b pontjdval SsszekstS, T-ben halads tetszGleges rektifikslhaté gor-
be, akkor .

b
/ f(z)dz = Fb) - F{a).

a
(L)

Bizonyitds 7
Az f=u+jv é F=U+jVv jeloléssel az
F’(z) = f(z)
Osszefligpés

Ux+JVx=u+Jv

. alaku, amibdl kﬁvetkezik, hogy

ill. a Cauchy-Riemann egyenletek felhaszndlasdval;

W =~y és V. o=,
¥y y

Tehit
| grad U = [‘u, -v] és grad V =[v,u]. _

Ezt, valamitr)lt (grad U-nak f regularitdsabél kivetkez§ folytonossédga

miatt) az [ grad U dr = U() = U(a) Osszefiiggést felhasznélva:
) .
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b
(udx-vdy)+jf(vdx+udy)=
a

©
Re—— o P

[ f(z)dz

(L)

b
grad U dr + j f grad Vv dr =
a

[U®) - U] +i[ve)-ve)] =

[U®) + jv(b)] -[U(a) + jV(a)] = Fb) - F(a)

az Allitdsnak megfelelden, ]

Py

Késtbb igazolni fogjuk, hogy ha f reguliris, akkor mindig van a
tételben kimondott feltételeknek eleget tev8 F fliggvény, amit - valbs
analégisra - az f komplex fiiggvény primitiv fiiggvényének fogunk nevez-
ni. A primitiv flggvénnyel és tulajdonséigaival részletesebben az 1,5, feje-
zetben fogunk foglalkozni. :

1.3. KOMPLEX VONALINTEGRAL NEHANY TULAJDONSAGA
A komplex vonalintegril értelmezésének, valamint valés véhalintegré,:'

lokkal valé kifejezésének kovetkezménye, hogy rdjuk is érvényesek a valés
integrilok alapvett tulajdonsdgai. Koziililk a fontosabbak:

(1) Ha ez £, £,...,1 figgvények integralhatok az L rektifikil-
haté gorbén, akkor ;
n n
/ E fk(z) dz = z /fk(z)dz ]
Lkt fe=1 |

(2) Ha Ly, 1,2,...,'1,n - ebben a sorrendben - egymas végpontjdbsl °

kiindulé reltifikdlhaté gorbeszakaszok, amelyeken f integréilhaté, akkor:?

_ n
ff(z)dz = Z Jf(z)dz .

k=1
L
Ll U L2U...ULn k
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(8) Ha { integrilhat6 az 1 reltifikilhat6 gorbén és c¢ tetszdle-
ges 4llandé, akkor

j c . f(z)dz
L L

c _.[f(z)dz.
/

(4) Ha f integridlhaté az ¥ vektifikilhaté gbrbén, akkor

/f(z)dz = - F‘f(z)d-z.,
! /

ahol L ill. -L wugyanazon gorbci jelenti ellentétes irdnyu befutdssal,

(5) Ha f korlitos abszolutirtékii és integrilhaté az L rektifikil-
hat6 gorbén, akkor |f| is integrailhats, és

] '
/f(z)dz‘ < flf(z)l ds,
L

L
ahol a jobb oldali integril: ivhossz szerinti integral,

(6) Ha f integrilhaté az L rektifikdlhat6 gorbén és oft |f] <M,
akkor :
/f(z)dz £ M.S,
L

ahol S az L gbrbe ivhossza,
E tételek igazoldsa a megfelel8 valés vonalintegrilokkal torténhet.

1.4. AZ INTEGRALSZAMITAS ALAPTETELE:
CAUCHY-INTEGRAL-TETEL

A komplex vonalintegril alaptétele - a vonalintegral integréciés uttél
valé fiiggetlenségére feltételt adé ~ un, Cauchy-integrél-tétel. Ennek egy-
szeresen vsszefiiggl tartoméinyra vonatkozé alakja:

1.4.1, Tétel
(Cauchy-integral tétel)

Ha f reguldris a komplex sik egy egyszeresen 6sszefﬁgg6 T tar-
tomfnyfban, akkor birmely T-ben fekvs rektiftkdlhaté G zdrt Jordan
girbére: )
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(Id. 60.4dbra).

Bizonyitfs

A tételt - hosszadalmas volta miatt -
nem a Goursat-t6] szirmazé klasszikus
moédon bizonyitjuk, hanem egyszeriibb for-
méban, azon kiegészit feltevés mellett,

hogy f differenciélhinyadosa folytonos T-
ben, Ekkor: .

?gf(z)dz = }((u dx - v dy) + j ﬁ.(v dx + u dy) =

G G G

= f[u,—v] [dx,di] +] f[v,u] [dx,dy} =

G
= f[u,-—v] dr + j jl[[v,u] d;: 0
G

G

G az egyszeresen
Osszefiiggd T-ben

Ugyanis a tételbeli feltételek figyelembevételével T minden pontjéban
fennillnak a Cauchy-Riemann differencidlegyenietek:

ami maga utén vonja, hogy a jobb oldali valés integralok, mint a roticio-
mentes [ J t

u,-v] &s {v,uj sik-vektorterek zirt girbe-menti integriljai 0-val
egyenldk,0

Ezen alapvet( tétel tobbszirosen tsszefiiggl tartoméinyra valé kiter-
jesztése:

1.4.2, Tétel : :
—-—_
(Altalinositott Cauchy-integral tétel)

Ha f reguliris egy {n+l)-szeresen osszelligg6 T tartomdnyban
v annak G, "kijls§"  és Gl,Gz,...,Gn "belsd" hatdrgorbéin, akkor

B j{ f(z)dz + i [J{ f(z) dz:, = ¢
+ . k=1 -

G, Gy
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ahol "+ &g v_n 4 hatirgorbék ellentétes koriiljirasi irdnyat jelzi

illetve:
n
f f(z)dz = Z [j{ f(z)dz:l,
k=1 &

Go k

ha a hatdrgorbék kiriiljarssi irdnya megegyezd,

Bizonyitds

Az (n+l)-szeresen dsszefiig-
g8 tartomény hatirgorbéjét dssze-
fliggdvé tessziik olyan ?1, P2’ e .,9n

egyenesszakaszok beiktatdsdval,
amelyek a G0 kiils6 hatdrgtrbét

a Gl' G2. .. ’Gn belso hatirgsr-

békkel kitik dssze (p = 3 resetbe_n
1d. 61.4bra), A G0 gorbe pozitiv,

a Gl’Gz’ ey Gn gdrbék negativ és

az egyenesszakaszok mindkét irdnyu 61. #bra

bejirisdval a tartominy egyszere~ Négyszeresen Gsszefiiggs T
sen ysszefiiggivé vilik.,. Ebben a tar- :

toményban az f flggvényre érvényes a Cauchy-alaptétel; az f fiiggvon.
nek a tartomsny

. noo n n
G=G_ + U?i+UBI+UGk
i=1 i=1 k=1

hatdrin vett vonalmenti integrilja zérus., Mivel a beiktatott egyenesszaka-

szok-menti integrilok kétszer szerepelnek ellentétes irdnyitissal, ezért
ek az Usszegezésnél 0-4t adnak, ugy hogy a hatdrgérbére vett vonalin-

tegrilra az
j{ f(z)dz + Z l:j{ f(z)dz] =0

n
G, k=1 Gk

ill. a vonalintegr4l (4) tulajdonsdginak felhasznsl4sdval



n

f f(zydz = Z [} £(z) dz]
+ k=1 G+

Go k

—

Osszefiiggés ad6dik az 4llitésnak megfelelsen,0

Megjegyezziik, hogy a Cauchy-infegral-tétel akir egyszeresen-, akir
tobbszorosen-ssszefiiggf tartominyon akkor is érvényes, ha f csak a
tartomény belsejében regularis és a hatirporbéken csak folytonos., Ennek
jgazolisat nem részletezzitk, csak utalunk arra, hogy f folytonossiga

miatt
ff(z)dz = hm[j)[ f(z)d%,
G G

n—eo
n
ha G a G iltal hatdrolt tartom#ny belsejében fekvd olyan zirt gorbe,

anmely n—e—e esetén '"bizonyos értelemben' G-hez tart (pl. ha G egy
ksr, akkor Gn-nek védlaszthat6k olyan G-vel koncentrikus kbrok, amelyek-

nek a sugara G sugardhoz tart), Mivel a Gn-gﬁrbék menti integrilok
értéke 0, ezért hatdrértékiik a G-gorbe menti integril értéke is 0.

1.5. A CAUCHY-INTEGRAL-TETEL NEHANY KOVETKEZMENYE

Reguldris komplex fliggvény gidrbementi integréljinak kiszdmitdsat
egyszeribbé teszik a Cauchy-integrél-tétel alébbi kivetkezményei:
i.5,1, Tétel

Ha f reguliris az egyszeresen - ill, a ttbbszoriosen - tsszefliggd
T tartomédnyban, akkor tetszlleges a,b €T esetén

b h
/ f(z)dz = f fz)dz ,-
a a

(Ly) (Ly)

feltéve, hogy az "« és a 'b" pontokat dsszekistd L és L, gor -

bék rektifikdlhatok és teljes egésziikben az egyszeresen Osszefilggl T tar-
tomdnyban - ill. a tobbszbrssen dsszefiiggt T tartomény valamely egy-
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szeresen osszefliggd ’I“E részében - haladnak és azonos irdnyitdsuak (id.
62/a. és 62/b. 4brik).

62/a. 4bra 62/b, dbra

Bizonyitas

Az "a" és "b" pontokat dsszekistS, a—b-be iranyitott L &

b—ea-ba irdnyitott L, gorbék egyesitésével adédé C =zart gorbére

alkalmazva a Cauchy-aiiptételt:
b a
%f(z)dz =[ f(z)dz + f f(z)dz = 0
G a b
(L) (L,)
Ebb§l
b b
J( f(z)d? =~ ff(z)dz
a a
(L) (L)
ilt,
b b
[ f(z)dz = [ f(z)dz
a a
(Ly (Lo)

az #llitdsnak megfelelen.

Ez a tétel egy T tartoményban reguldris komplex fliggvény LT
rektifikilhaté gérbe mentén vett integriljanak a gorbétdl vals fiiggetlensé-
gét fejezi ki. Alkalmazdsival megkisnnyithets az integrdl értékének megha-
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tirozfsa, mert az integrdlds a T-beli ™"a" és '"b" pontokat 8sszekotd
o adott LE&T rektifikilhaté gorbe
helyeit, e pontokat 6ssg§ek6t6, az
adottnél egyszeribb L'&T rek-
tifikdlhaté gorbe (pl. egyenes)
mentén végezhetd (1d. 63. dbra).

A Cauchy-integril-tétel egy
kivetlkezménye, st bizonyos ér-
telemben vett kiterjesziése:

1.5.2. Tétel

Ha f az egyszeresen sz~
63. bra szefiiggd T tartoményban az “a“
hely kivételével mindenlitt regu-
ldris, az "a" hely kirnyezetében pedig korlatos, akkor

jgf(z)dz = 90
G

pirmely GCT rektifikilhaté zart gorbére, amély nem megy & az "a"
ponton,

Bizonyitds

Vegyiik koriil az ''a" pontot
a G belsejében haladé K:
|z -a|l = r egyenletii kirrel (Id.
64, dbra). Mivel f reguldris a :
G és K kozti - kétszeresen 6sz- -
szefiiggd - gyliriiszerili tartoményon, -
ezért a Cauchy-integral-tétel értel- -

mében
ff(z)dz = é f{z)dz,
G X

64, dbra

feltéve, hogy a G és a K pgirbéket azonos irdnyban jirjuk be. Mivel f
korlitos '"a" kornyezetében, ezért megadhaté olyan M >0 és r>0 po-
zitiv szdm, hogy |f(z)) <M, ha |z - a'ér. Igy a vonalintegril 1,2.5,
Tételben kifejezett tulajdonsdga értelmében:

Ijl{ fz)dz| < M 2Ty,
B
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Ez azt jelenti, hogy a jobb oldali integrdl értéke tetszOleges kis szdmnal
is kisebb, ha a K kor sugara, r——9¢, amibdl mdr a tétel allitdsa ko-
vetkezik.[d

E tétel alkalmazdsira 1d. az 1.8.fejezet 6.péld4jat.

A Cauchy-integril-tétel egy tovédbbi fontos és gyakran alkalmazott
kovetkezménye:

1.5.3, Tétel

Ha f{ reguldris az egyszeresen osszefliggd T tartomanyban a vé-
ges szamu 8y o, ...,an pont kivételével mindeniitt, akkor e pontokat

(az un, izoldlt szinguldris pontokat) kériilvevd barmely rektifikdlhaté G1
és G2 zirt Jordan gorbére

%f(z)dz = é f(z)dz,

! Gy

feltéve, hogy G

és G2CT és mindkét gbrbét azonos irdnyban jarjuk
be.

1
Bizonyitds
Vegyiink fel az a i=1,2 ...,k pontok, mint kizéppontok kiri.

olyan kis Ci sugaru Ki kirsket, amelyek benne x}annak mind a G,

mind a 02 dltal hatdrolt tartomdnyban és K;N K]- =P haiFj (k=3 esetre 1d

65. dbra). A G, gorbe és a K, korok (L. a G, gorbe & a K korok)

- 65, dbra
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dltal hatdrolt (k+l)-szeresen Osszefiiggd tartomanyokban alkalmazva a
Cauchy-integral-tételt:

k
f f(z)dz = Z[ff(z)dz]
i=1
G1 Ki
k
f f(z)dz = Z f
f(z)dz
i=1
G, Ki :

amib6l kévetkezik, hogy

ff(z)dz = f f(z) dz ,

feltéve, hogy Gl-e s Gz-t azonos irdnyban jarjuk be D

1.6. INTEGRAL FUGGVENY, PRIMITIV FUGGVENY,
HATAROZATLAN INTEGRAL

A Cauchy-integril-tétel kivetkezménye, hogy reguldris komplex fiigg-
vény gorbementi integréijdnak értéke csak a gbrbe végpontjaitél fiigg.
Ezért az egyik végpontot rigzitve és a mésikat viltoztatva, az integral
értéke a viltoz6 végpont fliggvénye lesz, Ez az integrillal kifejezett fiigg-
vény a reguldris komplex fiiggvény integralfiiggvénye. Azaz:

Definicié

Egy T tartomdinyban reguldris f komplex figgvény T-beli integraii-
fliggvénye:

Z
J@) =f f(j)dS

4
o

ahol az integréicibs véaltozét a fels§ hatdrtsl valé megkiilonboztetésiil jelsl-
tiik 5 -val és az integrilist a z, és z pontokat tsszekstd, T-ben hala-

ds, tetszGleges rektifikilhats gorbe mentén végezhetjiik,
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Az integrilfliggvény egy fontos tulajdonsédgit fejezi ki:

1.6.1, Tétel

Ha f{ reguliris egy egyszeresen Gsszefliggd T tartoményban, ak-
kor ott integrilfiiggvénye is reguldris és

' (z) = f(z)
z & T-re.

Bizonyitds
A tétel allitdsdnak igazoldsa érdekében becstiljiik az J fiiggvény dif-
ferenciahfnyadosdnak és f-nek a kiilsnbségét:

z+\ z z
Je+D2)-T(z) | /
N ~2)| = | A f(})dﬁ- f(;)d; ~f(z){ &
‘ z z
o o
z+\z
Z .L/ - &
i {f(;) f(z) d}‘
z
z+\ g
< 1 . -
iz ] 1o -y -
z .

(A becslésnél felhasznaltuk, hogy a re-
guliris f fiiggvény egyben folytonos is,
ugy hogy tetszdleges £ >0 sz4m meg-
addsa esetén Az megvilaszthaté ab-
szolutértékre nézve olyan kicsinek,
hogy a z & z + Az pontokat sz~
szekits egyenesszakasz szintén T-ben
legyen (ld. 66.4bra) és igy minden
olyan -ra, amelyre IF -z[<] Az|,
fennill,’ hogy If(f‘ )-f@) < E. A
nyert

= £

7z +4Az2) -j(z)
AN - 1)

6_6. dbra
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egyenlotlenség azt jelenti, hogy létezik

lim Je +D2) -J@) = T (z)

Nz—=0 Lz

hatirérték és

T @ = f(z)

az 4llitdsnak megfelelden.[]
Az integrilfiippvény mellett - valds analdgidra - értelmezzik a
komplex fiiggvény primitiv -fliggvényét: : ’
Definicid

Egy egyszeresen - vagy tébbszérisen - sszefiiggé T tartoméanyon
értelmezett f komplex fiiggvény e tartomdnybeli primitiv fiiggvénye: az
a T-n reguldris F komplex fliggvény, amelyre

F’ (z) = £(z)
¥z & T-re.
E definicié kévetkezménye a primitiv figgvény tulajdonsdgit kifejezd

1.6.2, Tétel

Ha a T tartomdnyon F primitiv fiiggvénye az [ komplex fiigg-
vénynek, akkor - tetszbleges c¢ konstans esetén - I +c¢ is primitiv
fiiggvénye és ez egyben f Osszes primitiv fliggvénye T-n.

Bizonyitds
a) F +c primitiv fliggvény, mert

(F+ey =F =1.

b) f bdrmely két primitiv fiiggvénye (pl. It‘]L és Fz) csak additiv
konstansban térhet el egymdstél. Ugyanis : '

(F,-F)' =F,-F =f-f=0,

ami (F2 - Fl) regularitisa miatt csak ugy lehet, hogy (172-171)' valds

és képzetes részének parcidlis deriviltjini mind 0-ik, amibol - a valés
analizisbdl ismert mdédon - Ikbvetkezik, .ugy
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ill,

mint ahogy azt allitor.. 1

Az egymdstol additiv konstansban kiilgnb6z8 primitiv fiiggvények Ssz-
szességére killon elnevez.st és jelslést vezettek be:

Definicid

Egy f komplex fliggvény valamely T tartoménybeli primitiv fiigg~
vényeinek osszessege az f fliggvény e tartomdénybeli hatirozatlan integ-
ralja. Jele:

ff(z)dz =F + ¢
Az integriltuggvs~ &s a primitiv fiiggvény kapcsolatat fejezi ki az

1.6.3. Tétel

Egy egyszeresen Usszefligg6 T tartoményon regularis f komplex
figgvénynek mindig van primitiv fiiggvénye T-ben, mert az

zZ
J(z) = f _f(ﬁ)d;
Z
o

integralfiiggvény mindig r«" nitiv fliggvény, barhogyan is rogzitjik a 2z ET
alsé hatért.

Bizonyités
a) Az integrilfiiggvery primitiv fiiggvény, mert az 1.6.1. Tétel ér-
telmében

J'(2) = £z} =—=> Y (z) = F(2)

» b) Az integrilfiiggvény als6 hatdrdt mésképp rogzitve az 3 (z) = F{z)-
t0l egy additiv konstansban kiilénbsz8 mésik primitiv fiiggvényt kapunk,
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Ugyanis a Cauchy-alaptétel értelmében:

z z’: zof
£(¢)d +f f(§)ydg - (&)de¢ =0
Jrpe [TH95 - [ 10
o o
(ld. 67, 4bra). Itt alkalmazva az

[°ts)ae = 3%
s
[s)

jelolést és felhaszndlva a hacrmadik
integrdl konstans voledt; :

3@ - 3@ +e =0,

67. dbra amibdl az

L]
J (2= 3 +c

osszefiiggés, azaz a tétel 4llitdsa kovetkezik,O

Az 1.6.3. Tétel alapjén bebizonyithaté a hatdrozott integril és a
primitiv filggvény kapcsolatdt kifejez6 Newton-~ zibniz formula (melyet
mir az 1,2,3. Tételben ismertettiink és mds uton bizonyitottunk):

1.6.4, Tétel

Ha F a reguldris { fiiggvény egy T tartoményveti primitiv
fiiggvénye, akkor tetszOleges a<T és b&T pontokra

b

f fz)dz = T(b) - F(a),
a

(L)

ahol az integrédlds az. "a' és '"b' pontokat Ssszekotd, T-ben halads bar-
mely L rektifikilhaté girbe mentén tsrténhet,

200



