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Bevezetés

A reformtanterv szellemsében irt uj matematika-jegyzet a régebbinél 1énye-
gesen nagyobb anyagot uj csoportositdsban foglal magiban. Hogy ez a megnive-
kedett anyag az elsd tanuldskor se tiinjék senki szdméra sttekinthetetlen anyag-
halmaznak, gépelés-technikival igyekeztiink kiemelni azokat az anyagrészeket,
melyek alapvetden fontosak a tovabbhaladds, az alkalmazisok szempontjibél,

Az anyagban elmélyiiini akarék szaméra tett megjegyzéseket, az elsd tanulis~
kor elhagyhaté bizonyit4sokat,nagyobb margéval gépeltik és baloldalt szaggatott
vonéssal jelsltik meg, Ezen utébbi részek kihagydsa esetén is teljes egészet
alkot a jegyzet, T o

Kiilén aldhuzdssal szerepelnek a Jegyzetben azok a definiciék, amelyekkel
az alapvetd fogalmakat meghatérozzuk, ezeket értelemszerlien mindenkinek tud-
nia kell. Ugyanez 4l az alshuzdssal kiemelt dllitdsokra, és a fontosabb 4llit4so™
kat kimondé tételekre is. -

A jegyzet anyagit a matematikdban tanultaknak az alaptirgyak és alapoz6
szaktargyakban valé jobb felhagznildsa érdekében a régebbi jegyzethez képest
atcsoportositottuk, A fenti szempontnak sokszor alévetettlink didaktikai szem-
pontokat, az ebbdl eredd nehézségeken is a leglényegesebb anyagrészek kieme-
lésével, kihangsulyozdsdval igyekeztiink segiteni. '

Azokat a fontosabb tételeket, melyekre késbbi targyaldsainkban is tébbszor ]
hivatkozunk, bizonyitjuk is, de minden kimondott tétel bizonyitdsira - a jegyzet
korlatozott terjedelme miatt ~ nem torekedhettiink.

A jegyzetben tArgyalt tobb tétellel kapesolatban felmerlilhet az a kérdés,
hogy a tételben kimondott 4llit4s megfordithaté-e? Hogy egy, a kozépiskolsbél .
ismert 4llitisra hivatkozunk: '

Tétel: minden négyzetben a szembenfekvd oldalak egyenl&k egyméssal,

Ezen §llitds nyilvdn nem fordithat6é meg, az olyan négyszigek, -melyekben
két-két szembenfekv§ oldal megegyezik egymassal, nem rhind négyzetek (tet-
szdleges paralelogrammsk is lehetnek).

Azt a tényt, hogy a fenti tételben kimondott 411it4s nem fordithaté meg, ugy
is kifejezhetjiik, hogy a tételben kimondott feltétel teljeslilése gzilkséges, de

nem elégséges ahhoz, hcigy egy négyszog négyzet legyen.
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A Pythagoras-tétel teljestilése a pozitiv a, b, ¢ szdmokbdl 4116 szamhér-
masra, vagyis az 9 P 9
a +b =c¢

feltétel, sziikséges és elégséges ahhoz, hogy a és b egy derékszdgi hirom-

szog két befogdjanak, c pedig ugyanezen derékszogl hiromszig stfogdjanak

mérdszama legyen., Haui. a és b egy derékszigi hiromszig befogéinak, ¢
_pedig ugyanezen derékszogli hiromszig stfogljdnak mérfszama, akkor valéban

32 + h2 = 02 (a feltétel szlikséges),

és forditva, bel4thaté, hogy ha a2 + b'd,: c2 {a, b, c¢ pozitiv.szdmok), akkor a
és b egy derékszbgil hfromszog befogdinak, ¢ pedig ugyanezen derékszigli hi-
romszdg stfogbjsnak mérdszdma (a feltétel elégséges).

Szilkséges és elégséges feltételt kimond6 tételeket méisképp is meg szoktuk
fogalmazni. Ut6bbi példankat pl. igy is megfogalmathatjuk:

2 .2 2
a +b =¢

a pozitiv 2, b, ¢ szémokbél 4116 szimhirmasra akkor és csakis akkor 4ll fenn,
ha a és b egy derékszdgli haromszog befogbinak, ¢ pedig ugyanezen derékszo-
gii hdromszog 4tfogsjanak mérdszima.
A tételek bizonyitisa sorsn gyakran hasznfiljuk majd az un. {eljes indukcids
bizonyit4si eljarast, ill. alkalmazunk majd indirekt bizonyitast.
A teljes indukci6s bizonyitési eljfirds a kivetkez$ alapgondolaton nyugszik:
Egy minden természetes k szdmra kimondott sllitds igaz, ha az 4llitds
k=1 - re igaz, tovibbs abbdl a feltevésbdl, hogy k = n - re is igaz, kovetkezik:
. az allitds k =n + 1 - re valé teljesiilése (az dllitds n - r6l n+l - re "oroklodik").

P&lddul 1 kisebb, mint 2. = 2, 2 kisebb, mint 22 =4, 3 kigebb, mint

23 = 8, 4 kigebb, mint ot 16, ... felvetddik a kérdés, \fajon minden természe~

tes n - re igaz-e, hogy n kisebb, mint 2'? Ezen feltevéslink igaz voltat kony-
nyli teljes indukeiéval igazolnunk. Mint méir lattuk, 1 kisebb mint 2 {az dllitds
k=1 - re igaz); tegyik fel, hogy az 4llitds k=n - re is igaz: n kisebb, mint

2", Ekkor azonban (n+1) is kisebb kell, hogy legyen, mint 2,2" = 2"1+1

, hiszen

¥l B | o kétszerese, s igy anndl legalsbb 1 - gyel nagyobb, teh4t az n-nél
1 - gyel nagyohb (n+l) - nél nyilvin nagyobb (az 4llitis tehst k =n+1 - re is igaz).

Az indirekt bizonyit4si eljirgs lényege abban 4ll, hogy nem az 4llitis helyes-
ségét bizonyitjuk kbzvetlenill, hanem azt mutatjuk meg, hogy az 4llit4s tagaddsa
ellentmondésra vezetne, (Ezzel az eljarassal bizonyitjuk pi. az 1. fejezetben azt,
hogy Y72 irracionslig szdm.)




1. VALOS SZAMOK

El8tanulményainkban a szfm fogalmst fokozatosan bévitettlik, Kiindulva az
un. természetes szamokbél {az 1,2,3,... szfmokbdl) a kivonds mliveletével
kapcsolatban megismertilk a zérust és 2 negativ egész szgmokat; 0, -1, -2, ... .
A természetes szdmok, a zérus és a negativ egész szdmok neve kizisen egész
szfm, A természetes szémokat szokés még pozitlv egész szdmoknak is nevezni.
Késo’bb ismét bovitettilk a sz4m fogalmét, az osztis milveletével kapesolatban,

8 1
3, o P e
1¥rt sz4mok kozds neve racionglis sz4m, Racionslis szdmok tehst a, B alaku tor-

tek, ahol q # 0 €8s p, valamint g egész szdm, Végill megismertiik az irraciong-

lis szdmokat, ilyenekpl. V' 2, T, sin 5 , lg 2. Az irraciondlis szamok olyan
szédmok, amelyek nem irhaték fel két egész szim hényadosaként

Bizonyitsuk be példaul, hogy V2 nem irhat6 fel két egész szﬁm hényado~
saként.
Tegylik fel éllitﬁsunkkal ellentétben, l_mgy

VE-2, :

ahol p és ¢ egész szfm (q# 0) és p és q - nak nincs kozos osztbja, Ekkor
azonban

a tortek megismerésével. Ilyen tortek pl. Az egész szfimok és -

n
i
2P

azaz

2 2
2qg =p,

‘tehst p?' piros szdém, igy p -nek is pirosnak kell lennie, 4 ogztdja tehdt p2 -nek:

2 2
P =4p,,
vagyls.
2 2
2q =4p; ,



azaz

2 2
q =2p, .

Ez utébbi bsszefiiggés azonban azt jelentené, hogy q2 péros, azaz q is péaros,
ez esetben azonban volna p és g-nak kbzis oszt6ja (ti. 2) a feltevéssel ellen-
tétben, igy ellentmonddsra jutva, fllitisunkat igazoltuk.

A fent felsorolt szdmokat kiztsen valés szimoknak nevezziik,

A valés szémok Ssszességst (halmazdt) tehdt irracionilis és racionilis
szfimok (ezen utShbiakon belil természetes szimok, a zérus, negativ egész
szdmok és tortek) atkotjak,

A val6s szdmok kbzdtt bizonyos milveletek vannak értelmezve, ezek az
tsszeadds, a kivonds, a szorzds és az osztis. Ezek a miveletek a valds sz4-
mok halmazsban korlstlanul elvégezhetSk, kivéve az osztfst, amelyet nem tu-
dunk elvégeznl, ha az oszté zérus. A felsorolt négy alapmiivelet bizonyos kiiz~
ismert tulajdonsdgokkal rendelkezik.

Az Bsszeadds két alapvetd tulajdonsdga:

X +y =y + x (kommutatitivéts),
bérmilyen x és y valés szémokra és
x + {y + 2} = (x +¥y) + z (asszocidtivitis),

bérmﬂyen X, v és8 z valés szfimokra,
A szorzasnak ugyanolyan két alapvet tulajdonsiga var, mint az osszeadéanak

, Xy = ¥yx (kommutativitia)
és ’
x(yz) = (xy)z (asszociativitds),

tetszbleges x, y és z valés-szémokra.
Az gssueaddst és a szorzist tsszekapesold fontos térvény a disziributivitas:

Xy + 2) = Xy + Xz,

bérmely x, y és z valds szimok esetén.
Az elStanulményokhol ismert a valés szdmok tizedes tort eld4llitisa, Erre
a kérdésre késdbb még vlssz.atériink



2, A VALGS SZAMOK RENDEZESE, EGYENLOTLENSEGEK

. Ismeretes, hogy a 0-t6l kiiionbdzo val6s szémok két osztslyba sorolhaték:
a pozitw és negativ szimok osztﬁlyéba.

A kizépiskoldbél ismertnek tételezzilk fel & pozitiv 68 negativ szémokkal
valé szémolis szabdlyait, az ugynevezett “elSjelszabdlyokat!, mint:

két pozitiv szdm Ssszege pozitiv szim,

két pozitiv szém szorzata pozitiv szdm,

két negativ szém Osszege negativ szfm,

két negativ sz4m szorzata pozitiv szfim,

pozitiv és negativ szfm szorzata negativ szdm, ) :

A pozitiv és negativ szam fogalma lehetévé teszi, hogy a valés szdmokat
nagysig szempontjdibél egyméssal osszehasonlltsuk. Nevezetesen. azt fogjuk
mondani, hogy

az y valés szim az x valds szdmnil nagyobb, ha az y x kiilonbség pozi
tiy tly szam,

Ezt mésképpen ugy is fogjuk mondani hogy x kisebb y -n4l.

Azt a kirlilményt, hogy y az x -nél nagyobb, ill, x az y -nél kisebb, az
y>x, ill, x<y jeldléssel juttatjuk kifejezésre, A definiciéhdl azonnal kivetke~
zik, hogy x>0 akkor &és csak akkor, ha x pozitlv. Forditva x<0 akkor &s csak
akkor, ha x negativ. Eppen ezért azt hogy x pozitiv (negativ) szim rividen
az x>0 {(x<0) irisméddal tintetjik fel.

Az itt elmondottakbd] kbvetkezik, hogy a valés szfmok nagysﬁg szerint ren-
dezve vannak, azaz birmely két x s y szémra az aldbbi hrom dsszefligeés
kozll az egyik és csak az egyik fenn kell, hogy é]ljon. "

vagy x nagyobb mint y {x>y),

vagy x kigebb mint y (x <y},

vagy x egyenl€ y -mal (x=1y).

Ezen kivil - ' _ ]

ha x<y és y<z, akkor x<z {tranzitiv tulajdonsig). A < relici6 most fel-
sorolt tulajdonségalt szokbik ugy Ssszefoglaini, hogy a valés szdmok halmaza
rendezett. .

A < relfcié tranzitiv tulajdonsfgst a koveﬂcezo’képpen bizonyithatjuk:

x<y azt jelenti, hogy x -y <0,
y <z agt jelenti, hogy y - 2<0.

A tovibbiakban - hosszu idelg - szfmon mlndlg valés szémot éﬁﬁnk.
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_ Két negativ szdm &sszege negatly, tehdt

x-nN+{y-a<o,

méisképp irva
x - z<0,
azaz
X < &,
amit bizonyitani akartunk,

Megjegyezzik még, hogy

x Sy azt jelenti, hdgy vagy x<y, vagy x=y; eszerint az

x £y 4llitds éﬁp az x>y 4llit4s tagaddsst jelenti.

x 20 az x szfim nem-hegativ,

x£0 az x szém nem-pozitlv voltat jelenti.

Az aldbbiakban felsoroljuk azokat a sokszor felhasznilt dliitdsokat, ame-
Iyeket a valés szémok halmazénak rendezése mutat, s amelyek alapjdn az
egyenl&tlenségekkel szdmolunk.

1° Ha x>y 68 z2w, akkor x + z>y + w.

2° Ha xSy és zEw, akkor x + 25y + wW.

3° Ha ‘x_>y és z>0, akkor xz>yz.

4° Ha x>y és 2<9, akkor XZ <YZ.

10 bizonyitdsa:

x>y azt jelentl, hogy x - y>0,

zZw azt jelentl, hogj P - w20,

Mivel egy pozitiv és egy nem-negativ szdm SssZege pozitiv
_ (x-y)+t{(z-w>0, -
azaz B
X+z-(y+w>0
4s epnek jelentése definicidnk értelmében
X+ 25y +w, 7
amit bizonyltani akartunk.
2° blzogxitﬁsa 1° bizonyitﬁsﬁhoz teljesen hasonlé médon torténik



s° bh’:onyitésa:
x>y aztjelenti, hogy x - y> 0.

Mivel §llitdsunk értelmében z >0 és két pozitiv szfm szorzata pozitiv
(x-¥)z>0,

azaz
Xz -yz2>0,

8 ez definiciénk alapjén azt jelenti, hogy
Xz > ¥z, '

amit bizonyitani akartunk,

4 bizogxit_ﬁsa: _
x>y azt jelenti, hogy x - y>0. _

Mivel sllitdsunk értelmében z <0 és egy pozitiv és egy negativ szém szorzata.
negativ

{x - vz <0,

azaz
xz - yz <0, .

s ez definicifénk alapj?m azt jelenti, hogy
Xz <yz,

amit blzonyitani akartunk,
Az itt felsorolt 10 - 4° fllitdsokat, mint az egyenlétlenségekkel val6 szé-
molés szabflyait, még a kijvetkez tételekként is meg szoktsk fogalmazni:

I, Tétel

Az egyenlbtienség értelme nem véltozik {(a < jel irfnya nem fordul meg),
" ha mindkét oldalshoz ugyanazt a gzdmot adjuk hozz4. -

Mﬁs szavakkal

egy tagot az egyenlotlenség egyik oldalgrél eldjelvﬁltﬁssal étvinm '
: mésgg oldalra=

II. Tétel

Az egyenltienség értelme nem véltozik meg, ba mindkét oldalst ugvenaz:
- zal a pogzitiv szammal megszorozzuk vagy eloszijuk.

III Tétel

Az ggy_g;fitlenség értelme me gviltozik, ha mindkét oldalst ugyanazzal s
negatiy szfinmal megszorozzuk, vggy elosz_juk
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A I, Tétel az 1 -a IO, Tétel a 30, a lII Tétel a 40 allit4snak kivetkez-

ménye, ill. mis megfogalmazﬁsa.
. Kiilén meg szoktik még emiiteni a II. ill, III Tételbdl kizvetlentil adoéds
alabbi tételt: ;

IV, Tétel

Az egyenltlenség értelme aszerint véltozik, vagy nem viltozik meg mind-
két -oldal reciprok értékének képzésénél, hogy az egyenl8tienség két oldala azo-
nos, vagy ellentett elGjelii. , ”

Bizonyitis
Legyen
x<y

é8 osszuk el egyenlétlenséglink mindkét oldalat az xy # 0 szdmmal,
Ha x 68 y azonos elGjelli, akkor xy>0, s igy

i <; ,

y X

ha x és y killdnbozd eldjell, akkor xy< 0, s igy
1,1

y X

~adédik, amit bizonyitani akartunk, :
Megemlitjlik még a kivetkezd tételt:

V. Tétel
Ha x és y mzitw szé.mok akkor az x<y egyenlo enséghdl kivetkezik az

X <y egxenlotlenség (n pozitiv egész szﬁm}

Bizog.x itds

Tételiinket teljes indukci6val bizonyitjuk.
Az V, Tétel-ben kimondott 4llitds k = 1 -re igaz,

%) : X<y,
tegylik fel, hogy az §llitds k = n -re is igaz:
() . xB < N

ekkor azonban mivel x &s y feltevésiink értelmében pozitlv, és 1gy y is
pozitiv (#%) -ot x - szel, (%) -ot y -nal megszorozva adodik:

o — G p— — i b —an gt —

=10~



+
xn1<xyn

és

n_  ntl
Xy <y

azaz fenti két egyenl8tlenséglinkbdl a tranzitiv tulejdonsdg felhaszndléssval

adédik:

xn+1 < yn—i-l’

tebfit az 4llitds k = n+l, s igy minden természetes szsmra igaz. Ezzel
tétellinket bebizonyitottuk. _

A fenti tételekben foglalt miveleti szabilyok a.lkalmazésaval oldjuk meg az alsb-
bi egyenlbtienségeket, tehit keressik meg mindazokat a szfimokat, melyek a
vizsgilt egyeniStlenséget kielégitik. ,

2x +-1 ’

x -1

a.) <3

Két esetet kell egyisistsl megkiilénbbztetniink:

1° x -1>0, azaz x>1, 2% x = 1<0, azaz x<1,
2x + 1<3x - 3, 2x + 1>3x - 3,
4 54, ‘ X <4,
a feltételben ézereplii a feltételben szerepld
x>1 . x<1
sszefliggéssel bsszevetve 6sszeIUggéssel Ysszevetve
x>4 - x<l1
adodik, . - ad6dik.

Az bgyenlBtlenség megolddsa tehat o .

x<l és8 x>4,

ba".)"' gx N 2 1- - 7 : . ) -
POk +2 . .
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Mivel x2 +2 > 0, irhat6 '
=3 2+ 3,
ilietve..
9 _

X+ 3x + 250,
A baloldait gyoktényezok szorzataként felirva ad6dik:

{(x + 1) (x + 2)
Az ag;yenloség csak akkor 411 fenn, ha x = -1 vagy % = - 2. A baloldali kétts-
nyez8s szorzat akikor lesz negativ, ha a két tényezd ellenkez8 eldjeli, tehét az
al4bbi két eset adbdhat:

1% x4+ 1<0, azaz x<-1, és ugyanakkor-
% + 2>0, azaz x>-2, vagyls, rividen felirva

-2<x <-1;

2° x + 1>0 és ugyanakkor x + 2<0, ami lehetetien.
Egyenl&tlenséglink megold4sa teh4t minden olyan x szfim, amelyre

-2€x&-1,

e Vx - 4<d,

Egyenl0tienséglink nyllvén csak az x 24 valés szdmokra van értelmezve, Mivel
V% ~Z>0, az V. Tétel értelmében mindkét oldalt négyzetre emelve:

x - 4<16,
azaz ‘
x< 20,
Mivel azonban egyéenl&tienségiink csak az x 24 szdmokra van értelmezve, meg-
old4sa tehit minden olyan x szfim, melyre ' ’
4€x< 20,

d)2< 3" < 3.

, 1- ,
Az egyenlt’itlenség érielmében x_23x > 0, tehst csak két eset lihat:
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vagy 1°1- 3x >0, azaz x<§ és ugyanakkor
X -2 >0, azaz x>2, ami leheietlen,

vagy 2% 1 - 3x <0, azaz x>313' és ﬁgyanakkor

x -2 <0, azaz x<2, vagyis
%< x<2,
Mivel csak a 2° esetr8l lehet sz6, azaz x - 2<0, ezen negativ tényezdvel
eredeti egyenldtlenségldncunkat végigszorozva
-4 + 2x>1 - 3x>-6 + 3%,
teh4t egyenlitienséglinknek 2° értélmében csak azon x - ek lenetnek megoldé.sal
melyekre egyrészt . .

%<x < 2,

misrészt egyidejulég
-4 + 2x >1 - 3x, azaz 5x > 5, tehdt x > 1 &s

1- 3x>-6 + 3x, azaz 6x < 7, tehiat x <%.

Egyenl6tienséglancunk megold4sa tehdt minden olyan x szém, amelyre

z
1<x<6._

e.) Igazoljuk két pozitiv x és y sz4dm szfmiani és mértani kozepe kozt
fenn4ll6 aldbbi egyenltlenséget:

<3ty
Vs 2L,

(Az x>0, y >0 szém szimtani kbzepe x—;:-y- , mértani kdzepe VXy .)
Az egyeniftlenség mindkét oldalst négyzetre emelve (VXY >0):

2 2
wgE 2y vy
v = 4
illetve egyeni&tlenségiinket rendezve
x2 ~ 2Xy +>y2 30,

ami pedig mindig igaz, hisz

- 13 -



2 2
x2—2xy+y =(Xx -y 2 0.

Egyenldség akkor 4ll fean, ha x = y. ] : .
Minthogy az el8hbi kovetkeztetések ellenkez8 iranyban is elvégezhetdk, az

2
x -y %0

egyenlﬁflenséghﬁl a bizonyitandé egyenldtlenségre jutunk,
Ha x> 0 és y = l , akkor speciilisan azt kapjuk fenti egyenldtlenségiink-

b8l, hogy minden pozmv X szdmra

X + 2,

Mo
v

(Az egyenl8ség csak az x = 1 esetben igaz.)

Azt a tényt, hogy milyen lényeges volt az elSbbi bizonyitds sordn
megjegyezniink, hogy a kovetkeztetések ellenkezd irényban is elvégezhetdk,
s hogy ezdltal igazoltuk csak maradéktalanul sllitisunkat, a kovetkez8 egy-
szerii példa kapesin l4thatjuk be: milyen x-re igaz:

Vl-x(z—x) £1 - x,

Az egyenlftlenség mindkét oldalt négyzetre emelve az .

1 -x(2 -x = 1—2x+1(2'=(1—x)zé(l-x)2

|

i

|

|

t

1

i

1

]

\

|

1

!

| .

| nyilvinvald egyenlotlenséget kapjuk, amely minden x szimra igaz. Fordit-
1 va azonban az eredeti egyenlftlenség nem kivetkezik az utébbibsl, mert az
| eredeti pl. X = 3 esetében sem érvényes. .

1 £.) Bizonyitsuk be, hogy a, bl’ 2, b2 tetszlleges ériéke esetén:
| .

]
|
l
|
|
l
]
|
i
i
|
!
!

£
a1b1+a2b a+a Vb +b

Az egyenlftlenség jobboldala mindig nem-negativ, a baloldal lehet negativ
és zérus is. Ekkor az 4llit4s nyilvén igaz. Ha az egyenldtlenség baloldala
is pozitiv, az egyenlGtlenség mindkét oldal4t négyzetre emelve:

(ajb, +ab )22 (az + a2) (bz N bz).'

A kijelslt miiveleteket elvégezve és az egyenlotlenséget alkalmasan ren-
“dezve
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2 2 22 22 2
alb, + 2a1a2b1h2 + a b2 = alb1 + b .

NI\D

2 2
Sga
0= 1b 2a1a2b1b2+a bl

ill.
oé(ab —ab)z,

s ez nyilvanvaléan ervényes egyenlStienség. Miutén e kovetkeztetések el-
lenkezd irdnyban is elvégezhetfk, 4llit4sunkat .az albl + azb2 > 0 esetre
is bebizonyitottuk. '
Okoskoddsunkbél az is kiolvashatd, hogy az egyenl8ség csak abban az
esetben igaz, amikor
a, b a, 1,

azaz, ha speciéhsan b .,J= 0, b 0. esetén

2
b )

[y
b

vagyis,
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3, ABSZOLUT ERTEK

Definici6:
g_g x szdm abszolut srtékének nevezzilk azt g szémot, amely egyenl6 ma-

paval x - szel, ha x pozitiv, vagy zérus, és -x -szel egyenld, ha x negativ.
Jelben: ’

%, hax 20,
-x, ha x <0.

x teh4t mindig nem-negativ (pozitiv, vagy zérus). A definicit kovetkezményei:

x4 =+ﬂ§=v_};2_,

0 ’ - xI1€ x g ixl.
Konnyil megmutatni, - hogy egyenériékii egyméssal a két aldbbi tsszefliggés:
2 ' jal$b (b>0) és b Sa Eh.

Ha ugyanis
lal b,

akkor az egyenlStlenséget {-1)-gyel ‘beszorozva
~fal 2-b,

és e két egyenlOtlenséget az x = a esetre alkalmazott (1) Osszefliggéssel
osszekapesolva adodik:

-b £ -l1al £aZlal Sb,

vagyis valéban
b Eash

Forditva, ezen utébbi egyenlétlenséglincunkbol

- 16 -~



az0 esetén jal€b (a = |a|),
a < 0 esetén -jal2 -b (a = -a|)
kovetkezik, vagyis mindkét esetben az
lal £
egyenlGtlenségre jutottunk, A (2) alatti két Ssszefiiggés tehat valéban egyenér-
tékli egymdssal.
Az abszolut értékre vonatkozban fenné.llnak a kivetkezd tételek:

I. Tétel

Oaszeg abszolut értéke nem nagyobb az égyes tagok absleut értékének

Osszegénél,
Jelhen:

a, +a +...+a.+...+a|§|a I+.|a|+...+ a|+’
1 2 i n 1 2] - ]1
+...+Ia].
n

Ugyanezt révidebben igy is jelolhetjik:

n n
Z | & Zlaﬂ
=1 i=1

Az itt bevezetett Z jel jelentége: a Z jel mogiitt 4116 ki.fejezésbe i=1,

i=1
i=2,...,1=n - et irva, az igy nyert tagokat &sszeadva jutunk vizsgalt kifejezé-
stink részletesen kiirt alakjﬁra.

Bmonxxtés -

A tételben kimondott 4liit4st teljes mdukméval bizonyitjuk. (A teljes mduk—
cibs bizonyitdsi eljarissal kapesolatban ldsd g bevezetést,)
Kéttagu 6sszeg esetéhen igaz az 4llit4s, hiszen (1) értelmében

2]
|2]-

65 e két egyenlStlenséget 'cisszeadva'egymﬁssal (2.) Zo'tulajdonsag) nyerjiik:

A

¥-|a1|§ a

'l"‘zlé a

HA

1=



- y £ < '
ag] [ Bo T By = (ag] * 2]
amib8l (2) értelmébenaz a = a, + a, jeléléssel adodik:
2y + 2y = [ay] + |25}
Evvel 4llit4sunkat kéttagu dpszeg esetére bebizonyitottuk. _
Tegyiik fel, hogy az dllitds n tagu dsszeg esetében is igaz, vagyis

n

Zai sg laxl

I

!

|

|

|

]

| i=1

| . : '

|  és lassuk be, hogy akkor n+l tagu Gsszegre is igaz lesz.
; ' -

: n+l n _

: a, = Z a f'an+1 ,

i i=1 i=1l

f
1
I
H
[
|
|
i
i
{

&5 mivel kéttagu Osszegre mir belittuk az sllitas igaz volt4t, irhatjuk:

n+l n n o+l
Z 3|2 [ ot I s Z |ai|+lan+llzz Iai"
. i=1 =1 i=1 1=1

amit bizonyitani akartuk,

o. Tétel

 Kiilénbség abszolut értéke nem kisebb a ki'sebbitendg__és kivonandé abszolut
értéke kiilonbségének abszolut értékénél.

Jelben:
la - bi2flal - ol .

Bizonyitds

Legyen .
a-b=uc azaza=>b + c.

Az 1. Tétel alkalmazdsgval irhato:

lal = Ib + clglp) + le| = fbl+ {2 - b],
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azaz
fal£]b] +}a - b[,

la - b|Z|a| -|b].

4

Ha {alZ]|b|, akkor utébbi egyenlétienséglink épp a bizonyitandé egyenlStiensé-
get szolghltatja. Ellentett esetben igy kell tovibb okoskodnunk:

ha ja|<|b|, alkor [b] - [2] >0, azaz utébbi egyenl8tlenségiinket a és
b szerepének felcserélésével alkalmazzuk:

" la-bl=Ib-alZbf - fal =]ib] - fal|=|tal - 10]],
tehit ez ese.tben is . .

fa - b|2|lal - Ini],
amit bizoﬁyitani akalrtunk. 4 '

I, Tétel

S zorzat abszolut értéke egvenlo az egyes tényezdk abszolut értékének
szorzatival. . 2

IV, Tétel

Hanyados abszolut értéke mggegyezlk a szaml4ls és a nevezd abszolut ér-
tékének hé.nyadosﬁval

Jelben: o .
a1 8y e ay | = [y [lay] oo 2y,

gl_ lal

bl IbI°

Ezen utdbbi tételek nem szorulnak bizonyitisra, a bennhk foglalt allitis
igaz volta, a milveletek definici6jgbél, kdzvetleniil adodik.,

Egyenlftlenségek megoldésé.né.l gyakran felhasznéljuk még az alabb1 téte~
leket:

V. TFétel

Ha a < b, akkor [al<|bi esetén 2’ < b2 laf >lb| egetén pedig
2 .
a > b

_A tétel bizonyitdsdra itt nem tériink ki, igaz voltst csak néhény peldé.n il-
) Iusztrél_}uk
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a.) 2<5 4< 25

b.) -2<5, 4<25 - (ti. {-2§<5),
c.} -5 <5 25=25, . {ti. |-sf=5), )
d.) -6 <5, 36> 25, (ti. 1-61>9),
e.) -6<-2, 36> 4. (ti. 6]>i-21).

Az V. Tétel megforditasaként mondhaté ki a kovetkezd

VI. Tétel -
2 Fi? 2 '- 7,
Az a < b2 egyenldtlenséghll az |al < |bl egyenlCtlenség kivetkezik,

Pl. x2< 9 annyit jelent, hogy IxI <3, azaz -3 < x <3, _
Az abszolut érték fogalma, és a VI. Tételben kimondott 4llitds felhasznédli-
séval oldjuk meg az alsbbi egyenlGtienséget:
2 .
| -1-x 1 l <L

o "
8 - 2x 2 10

Az egyenlStlenség baloldaldn 14thaté kifejezésben kizis nevezdre hozva adddik

— =5

<.
2(4—x2)

10

2 " 2 ” . » . N
Egyenldtlenségiinket a 10 4 - x | > 0 tényez&vel végigszorozva, ill. a OI. és
IV, Tétel alkalmazdsa utdn egyszeriisitve, irhatés:

25< |4 - xﬁ.
Két esetet kell megkillénbiztetniink:

2 .
1°ha 4 - x >0, azaz |x| <2, akkor egyenl6tlenségiink

(e - =%l =1 -y 2
- 25 <4 - x,

azaz

X< - 21,

ami nem #Allhat, vagyisaz 1° esetében nincs megoldis.

2° ha 4 - xz < 0, azaz |x|>2, akkor egyenltlenséglink

2 2
(l4-x"]=-@-x 2
, 25¢x” - 4,

azZaz
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2

x > 29,
ixl> Y 29,

Tekintettel arra, hogy a 2° esetben a megoldiat {x{ >2 esetére végesztilk, és
1%1>V29 esetében e feltétel nyilvan teljesiil, megold4sként

ixi>Y 29
addédott,
Eredeti egyenlftlenséglink megoldésa tehst:
_ /
1x1 >V29,

vagyis a V29 -nél nagyobb abszolut értéki, x - ek.
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4.) SZAMEGYENES

A val6s szémok szemléltetése végett jarjunk el a kivetkezGképpen:
Vegyiink fel egy egyenest, jeloljink ki rajia egy ¢ poniot és egy E poitot,
az OF tévoisﬁgot vilasszuk tivolsigegységnek és tekintsik az 0 -bél az E felé
haladé irsnyi pozitiv halad4si irdnynak. Ezen egyenes pontjai és a valds szdmok
kozott klestndsen egyérielmi megfelelkezés létesithetd: az ggyenés minden
pontjanak egy és csak egy valés szam, a pont ""koordinatdja", és forditva, min-
den valés szdimnak az egyenes egy, &s csak egy pontja felel meg, Ezért sokszor
"az x valés szdmnak megfelelo P pont" helyett réviden "x pont" ~-rdl fogunk
beszélni.
Legktnnyebb a természe-
i tes szamok képét az egyenesen
|0 £ meghatiroznunk, A p termé-
szetes szdm képét ugy kapjuk
meg, hogy 0 -bél kiindulva az
egységnek vilasztott OE t4vol-
ségot a pozitiv baladas iranyi-

a ' 0 £ P ban(az 1. brén 0 - t6l jobbra)
- ) 0 / P 7 p - szer felmérjikk egymasutan.
- ! Agz igy nyert P pont lesz a p
/ szam képe, és forditva, P - nek
1. gbra _ a p szém felel meg, P p -vel,

mint koordindtival egyértelmii-
en jellemezhetd, Ilymédon az 1 szamnak az E pontot feleltettuk meg, és E ko~
ordindtija 1.

Feleltessiik meg a zé_rus szamnak az 0 pontot, 0 koordindtija tehat a ¢
szaim. ’

A -p < 0 negativ egész szdm képét az egyenesen ugy nyerjik, hogy az egy-
ségnek vilasztott OF tdvolsigot O - bél kiindulva a negativ halad4s irdnysban
{az 1, dbrén O -t6l balra) p -szer felmérjik egymésutﬁn Az igy nyert Q pont
-p képe, és forditva, @ koordin4tija -p.

A g" racionslis, nem-egész szam képét (q>0) ugy kapjuk meg az egyene-

sen, hogy az O &8s E pontok k&zotti egységnyi hosszusdgu szakaszt g egyenld
részre oszijuk, majd ezen osztdssal nyert kicsigy szakaszt mérjik fel O - bél

kiindulva q - szor egymésutén, ﬁ‘) O esetében a pogitiv haladas, ﬁ <0 ese-
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tében a negativ halad4ds irdny4-
ban. Igy az M pontba éxve, M

£

P q

lesz képe mig M koording~ =
t4ja P. (2. 4bra.) 0

Az itt részletezett mdédon
kénnyen meg tudtuk adni a ra- 2, dbra
ciondlis szdmok képét az egye~
nesen. Az eddig leirtak alapjin azt is kinnyii beldtni, hogy ha x és y ramoné—r
lis szdmok, és x <y, akkor
az x - nek megfelel§ P
pontbdl az y szdrnak meg-
feleld R pontba P - bl po-

~
iy X

(p>d/

&yl

_ . 1 zitiv irdnyu halad4ssal jut-
. hatunk el. Az is I4thats,
. ) ‘hogy a P és R pontok egy~
X
g 4 Y mistdl mért tdvolsagat
3. dbra Ix - y!, és P - nek O -t

mért tdvolsigat x| szol-

galtatja (3. dbra). (|x ~ y| - t x és y eltérésének is nevezzik.) Ennek alapjén
azonban l4thaté, hogy a raciondlis koordinatiju pontok nem toltik ki az egyenest,
hiszen ha pl. O - b6l pozitiv haladds irdny4ban felmeérjiik az egységnyi oldaiu
négyzet 4t16j4t, olyan ponthoz jutunk az egyenesen, amely nem rendelkezik ra-
cionélis koordinitdval, mert killonben az 4tl6 hosszussga raciondlis szdmmal
volna mérhet8, mirpedig tudjuk, hogy nem az. Be lehet azonban 14tni, hogy az
egyenes raciondlis. koordinitival még ner rendelkezd pontjai (egyértelmiien)
ellsthatbk irraciondlis szdmokkal mint koordingtdkkal, ugy, hogy tovibbra is
érvényben maradjon a hozzdrendelésnek az a tulajdonséga, hegy a kisebb koor-
dinit4ju pontbél a nagyobb koordinétdju pontba pozitiv halad4si irsnyban jutunk el ,

Ha egy egyenes pontjaihoz a most leirt médon valés szimokat rendeltunk
mint koordinstskat, akkor az egyenest szimegyenesnek nevezziik.

A val6s szdmok helyét tehdt meg tudjuk adni a szimegyenesen, A vellik va-
16 szdmolédst megkOnnyiti az a tény, hogy minden valés szimot tetszSleges pon--
tossiggal megkozelithetiink raciondlis szdmokkal, s6t, véges tizedes tortekkel
Pl, essék az x szém a 2 és 3 epész szAmok kizé: :

2 <x < 3.

Osszuk fel az e két szam kizotli szakaszt a szémegyenesen 10 egyenl részre
és keregsilk meg, mélyik két szomszédos osztépont kizé esik az x szim, Le-
gyen pl.

2,3 Sx< 2,4, .
Ha x # 2,3, eljirdsunkat tovgbb folytatjuk: a 2,3 és 2,4 szémok kozbtti sza-
kagzt osztjuk fel ujra 10 egyenls részre, és megkeressilk, melyik két szomszé-
dos osztopont kozé esik az x szdm, Legyen pl. '
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2,36 <x <2,37.

Eljéxaéunkat most a 2,36 és 2,87 szémok kozotti szakasznak 10 egyenld rész-
_ re torténd osztisdval folytatjuk. Az itt’vAzolt eljirdst n - szer megismételve
olyan x - et k_iizrefogé véges tizedes torteket kapunk, melyeknek x - t8l valé

eltérése ~1— - nél kisebb.
10 '

Késdbb még visszatérink arra, hogy az itt vézolt eljirds hogyan hasznél-
hat6 fel a val6s szdmok megadfsfira, ill, annak igazoldsdra, hogy a fenti mdd-
szerrel csakugyan tetsz8leges pontossdggal megkozelithetjilk véges tizedes tor-
tekkel az x valés szmot,
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5.) SZAMRENDSZEREK

A 4.) fejezetben utaltunk arra, hogy a valés szdmokat kizelitSleg véges ti-
zedes tortek segitségével adhatjuk meg. Az ott kizslt eljirdst azért kivettilk (a
szakaszokat azért osziottuk 10 egyenl8 részre), mert az egész szimok megads-
sghoz az un. tizes szimrendszert haszniltuk. ' ' : '

Egy szfimnak a tizes szfimrendszerben térténd megadfashoz 10 szdmjegyre:

0, 1,2, 3,456,178, 9

volt szilkséglink, és azt a tényt, hogy az egyes szdmjegyek 10 milyen egész-ki-
tevls hatvanydval szorzand6k meg a szimjegy helyi értékével tintettifkc fel, PI.

2.10° roviden 2,
1.10°44.10° roviden 14,

3.10°42.10%40.20%41,10%2,107%45.207%  roviden 3201.95.

Egy szfimot természetesen mis szdmrendszerben is megadhatunk.
Pl."a kettes szdmrendszerben egy szdmot két szdmjegy: '

0, 1

segitaégévei irunk fel, szintén helyi értékkel tlintetve fel, hogy a jegyet‘ 2 mi-
lyen egész kitevs hatvénydval kell megszorozni. Pl.

i= 1.20, réviden i,
. 1 0 . ’
2= 1.2°40.2"7, rividen 14,
- 1 U]
3 = 1.2+41,2°, r¥viden 11,

4= ! 1.2?‘.+o. 21+o.2°, réviden 100,
5= 1.2%40.2%41.2°, roviden 101,
T 6= 1.22+1.21+0.2°, roviden 110,
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1, 22+1. 21+1. 20, rbviden 111,

7T =
8 =1, '23+0.22+0. 21+0.20', roviden 1000,
i1, pl. ‘
: 4 3 s
24 = 2" + 27, rcjvxden 11000,
0,25 = 32 réviden 0, 01,
7 .2 .10

135 = 2 +2 42 +2 jroviden 10000111,
Amennyiben a kettes szdmrendszert baszniljuk, a szdmok megkizelitése véges
un. diadikus {vagy kettedes) tortekkel torténik.

A kettes szdmrendszert leginkébb elektronikus digitlis szAmologépeknél
‘hasznsljsk, Ezt a tényt az indokolja, hogy olyan dramkdriket tervezve, melyek-
ben csak két eset lehetséges, vagy &tfolyik az sram, vagy nem folyik 4t (pl. egy
jetfogé vagy zar, vagy bont), ezen framkbrdkbe a keties szamrendszerben meg-
adott szdmokat mint impulzussorozatokat be tudjuk adagolni, ’

‘Mint azonban fenti psld4inkb6l mér kitiint, nagyobb szdmokat igen faradsa-
gos kettes szfmrendszerben felirni, Ezért haszn4ljsk még digitalis szdmoldgé-
peknél a nyolcas szdmrendszert, amelyben a kettes széimrendszerben 3 jeggyel
felirhaté ’

0,1, 2 3 45 6, 7

ézémjegyekkelé’i:lolgoznak, a heiy% -értéket f;edig 8§ hatvanyaival adjék meg. Pi..

2

135 = 2.8% + 7.8° réviden 207.

I
i
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6.) SIK- £S TERBELI KOORDINATARENDSZEREK
PONT JELLEMZESE A SIKBAN ES A TERBEN

Mint az el8z8kben mér littuk, a szdmegyenes valamennyi pontj4nak halma-
za és a valos szdmok halmaza kizott kilcsondsen egyértelmll megielelkezés 16~
tesithet8: 2 szdmegyenesen egy pont helyét egyértelmiien egy sz&mmal hatiroz-
zuk meg, éspedig azzal a szdmmal, amely megadja az illetd pontnak - a v4lasz-
tott egységben mérve a 4.) fejezetben részletezett médon elbjel figyelembevéte-
lével - a kezddpontt6l mért tdvolsigit. Ezt a szimot keordinfiténak neveztilk,
tehdt a két balmaz kozitt 16tesitett kilegintsen egyérielmil megfelelkezés min-
den ponthoz egy szimot, a pont keordinitdjat, és forditva, minden gzimhoz a
széimegyenesnek az illetd szammal mint koordmétaval megadhaté pont;ﬁt ren~
delf.

Sikbeli, ill. térbeli pont helyzetének egrértelmti meghatirozisdhoz egy -
széimegyenes nem elégséges. Az al4bbiakban sik- ill. térbeli pontok helyzeté~
nek ‘meghatirozdssra szolgilé médszereket fogunk ismertetni.

1° sikbeli ferdeszogli és derékszogii koordinstarendsyerek

- Vegyiink fel a sikon két nem parhuzamos
szdmegyenest, jeloljik dket X és Y -nal.
Huzzunk a sikban fekvd P ponthél parhuza~-
most az X és Y szfimegyenessel (tengely-
lyel). E pirhuzamosak az X és Y tengely-

bdl kimetszenek egy A ill. B pontot. Ezen ' Yo
pontoknak az X ill. Y szdmegyenesen 8-__“__7’ '

egy-egy szdm (koordinjta) felel meg, je-

1oijiikk ezeket x &5 y -nal (4. sbra). E két E

' szémmal (koordingtival) a P’ pont helyze-. ) A/

tét egyérielmiien meghatiroztuk, / o7 X
y

/
/

wigp—
Altalgban a két szimegyenest, az X i

és Y tengelyt, egymésra merdlegesen o :

vesszik fel, ilyenkor-derékszigii koordi- 4, dbra

nita-rendszerrdl beszéliink, Sokszor cél~

szeril a két tengely kezdopont]ﬁt a tengelyek metszéspontjéban felvenm a ten—

gelyeken megegyezd egységeket és az 5. dbrén lathat6 irdnyitdst valasztani.
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koordinitiinak abszolut értéke
Plyyi Ix! és {¥1, a P pont ¥, ill,
T X ‘tengelyt8l valé tavolssgat
adjdk.
Yy ‘ A derékszogi koordindta-
1 : rendszer tengelyel koziil a rend~
/ s : szerint vizszintesnek vilasziott.
X . : X tengelyt abszcissza-tengely-
. , _ ;"} nek, a fliggBlegesnek vilasztott
IR Y tengelyt pedig ordinsta-ten-
"gelynek, a P pont koordinit4it
pedig abszcisgzfnak (x koordi-

‘5, fibra : ta), ill. ordinsténak (y koordi-
nita) nevezzik. A P pont koor-

dinatait szoktuk’ még (x,y) szimpér alakjsban is felirni, meg4llapodva abban,
hogy & szémpér elsd tagja mindig az abszcisszit, mésodik tagja pedig az oxdi-
n#tat Jelenti. : _ )

A gyakorlatban sokszor hasznélnak olyan derékszogil koordindtarendszere-
ket, amelyeknél a tengelyek kezdGpontja nem esik egybe, a tengelyeken kiilonbo-
28 egységeket (léptéket) mérnek fel, és a tengelyek irdnyitisa sem az elSbb
megillapitott, :

y ‘ o . Ebben az esetben a P pont

2° Sjicheli polarkoordinstarendszer

Vegylink fel a sikban egy félegyenest és nevezziik pozitiv forgési irdnynak
az Sramutaté jardssval ellenkez§ irdnyt. A P pont helyzetét egyértelmiien
meghatdrozhatjuk azfltal is, ha megadjuk P tévolssgit {(adott egys égben mérve)
a félegyenes O pontj4tél, valamint az OP.szakasznak a félegyenessel bezsrt.
az6gét. E sztget pozitivnak, va% negativnak vesszilk aszerint, hogy a kiindu~-
lasul vdlasztott félegyenest az OP félegyenesbe pozitiv vagy negativ (az éramu-
tat6 jardsfval egyez0) forgis viszi 4t. Az :
OP=r nem-negativ szfimot, valamint 2z
e16bb meghatfrozott ¢pszg (l4sd 6. 4bra)
jivmértékét a P pont polarkoordinitiinak,

r --et rddiusz-vektornak {precizen a radi-
usz-vektor hossza), a ¢ sziget polirszig-
nek, a félegyenest a polérrendszer tenge-
lyének, az O pontot a poldrrendszer kezd6-
_pontjénak (pbluséinak), az egész rendszert
pedig polarkoordinitarendszernek nevezzik,

-(Emlékeztetiink itt arra, hogy egy ¢ _
szdg ivmértékben, vagy abszolut mérfszam- 6. ébra
ban - radifnban - kifejezett mérfszémén a. '
kzépponti szightz az ewségsugaru korben tartozé iv hosszusé.génak mérészé-
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mit értjik, A @ szdg fokokban mért mérdszdménak g - nak abszolut ménoszim—
ra valo dtszdmitdsa a §: 360 = 99 2% ardnyosség alapjﬁn

cp 180 3r 20,0175y, il ar— cpzs’:,sq 3

Az O kezddpontnak (pSlusnak) r = O felel meg, de egyetlen ¢ polérszig
sem rendelhetd hozz4.

A P pont polirkoordingtsit is felirhatjuk szdmpfrba foglalva: P(r,¢z). Meg
kell azonban jegyeznlink, hogy mig a val6s szimokbdél 4116 szimpfrok és a de-
Tékszigil koordinatsk kozott kblestndsen egyértelmil vonatkozgs #llt fenn, polér-
koordinitdk esetében ez nem 4ll. Minden (r,@) szdmparnak egy és csak egy
pont felel meg a sikban, amely O -t6l r tévolsédghan fekszik, és polérszige ¢/,
de forditva, egy P pontnak mint poldrkoordinstdk, toby szdmpér is megfelel,

A P(r,¢) pontnak megfelelnek még a kovetkezd szémpérok is, mint polér-
koordinitdk: ’

(r,cf+2ii."), ({r, cf+4FZ), ... dltaldban (r,cp+2ki’), ahol
k=4, #,... . :

. Gyakran sziikséges egy P -pont derékszdgli koordindtairol polérkoordinitdira
4ttérni, és viszont, Kérdés tehit, hogy
szémithatok 4t egymdsba ezek a koordind-
tdk, Ha a polfrrendszert ugy vesszik fel, y
hogy annak tengelye a derékszbglt koordi- 3
nitarendszer X tengelyének pozitiv felé- . .
be, a poldrrendszer kezd8pontja pedig a '
_derékszogii koordindtarendszer kezddpont-
jdba (a két tengely kizés O pontjiba) es-
sék (ldsd 7. &bra), az ftszdmitssi képle-

. tek a kovetkezdk lesznek:

| . X. =T CcoBg,
y = r-singp,

illetve . F'E__E
‘ ‘ ' l‘ X +yl

cosq = .

Paley®
sing= —L—

5
X  + y.2
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'PL. P(2, —;‘:) derékszogi koordindtal: x

2 cos =1,

=y =1,73.

y=2

w l-‘? e lc‘cz

P(3,-4) polérkoordinatai: r =9 + 16 =

b 22 53° 2= -0, 925,

3° Térbeli derékszigli koordindtarendszer

Vegyiink fel hdrom egymédsra merdleges szfimegyenest, jeldljik ezeket

X, ¥ é8 Z -vel. a P ponthél az X, Y, Z fengelyekre (szdmegyenesekre,

vagy, abogy nevezni szoktuk, koordinitatengelyekre) merdlegest huzva, ezek

az X, Y és Z tengelyeket az A, B, C pontokban metszik, E pontok koordi-
nitdi, x, y, z egyértelmiien meghatdrozzfk a P pont helyét a térben, ezeket

a P pont koordindtdinak nevezzitk. Az ilyen koordinftarendszert térbeli derék-

szogll koordindtarendszernek nevezzilk, A tengelyek O pontjat metszéspontjuk-

ban (a koordinatarendszer kezdopont_}iban) szoktuk felvenni, és gyakran a ten-
gelyeken egyenld egységeket Vi~
: : lasztunk. Jobbsodrisu koording-

Z " tarendszerre (jobbrendszerre) ak-

kor jutunk, ha a derékszogii koor-

-7 - . dingtarendszer X, Y é&s Z ten-

~ao gelyének irénya megegyezik johb-

~Plhyz)  kezlink egymésra merSlegesen

17, }"Z ) mutaté hivelyk, mutaté és kizép-
e ’ 80 ujjénak irdny4val. (8.4bra.)

/ o A P pont derékszdgi koordi~
LAY Y tdit a sorrendre tett megszoritds
|7 mellett szdmhirmasba is szolktuk

- foglalni: P(x,y, z}.

A gyakorlatban természetesen
X eléfordul, hogy a térbeli dersk-
: 5z6gl koordingtarendszer tenge-
8, dbra - lyeinek O pontja nem esik egybe,
: tovabbd, hogy az egyes tengelye-
ken kiilnbiz6 egységet vesziink fel, ; '

4° Henger-koordinatarendszer

Egy térbeli pont helyzetét az4ltal is meéadha,tjuk, hogy megadjuk a pontnak
adott sikidl vald elGjeles tavolsfgat és ezen sikra valé meré8leges vetliletének a
sikban felvett polarrendszerbeli polarkoordingtiii., Ezen hirom szgmadatot a
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pont hengerkoordinitinak nevezzilkk, Ha a sik a térbeli derékszogl koordindta-
rendszer XY sikja (az X és Y tengelyeken gtfektetett sik), s ebben a sikban
a poldrrendszer tengelyét az X tengely pozitiv felében, a polérrendszer kezd§-
-pontjat pedig a koordindtarendszer kezddpontjsban vettitk fel, akkor a térbeli P
‘pont hengerkoordintéi r, ¢, z (ldsd 8. 4bra). A derékszdgii és bengerkoor-
" dinftsk egymisha valé dtszimitdsa az elSbbiek alapjdn nyilvéinvals: .

X =T cos g,

y = r sing,
Z =z
illetve.

r=VxJ+y2,

Cosg = . sinC(.= —l——,
2 2 2 2.
X +y X +y

Z =z

‘ .
A P pont hengerkoordinatsi sz4mhairmagban felirva: P(r,¢p,z}. A tér
pontjai ég ezen hengerkoordingtakbél felirt szamharmasok kozotti vonatkozis a
poldrkoordingtsk és sikbeli pontokéhoz hasonlGan nem kolesténisen egyérteimii;

Ennek helétdsa az idézetthez hasonléan torténik, —

5° Gombi koordindtarendszer (térheli polarkoordindtarendszer)

Vegyiink fel a térben egy deréksatgit koordm&farendszert, melynél az X,
Y, 'Z tengelyek O kezd8pontja egybeesik. A térbell P pont helyzetét most ugy
hatdrozhatjuk meg, hogy megadjuk az OP = r tavolssgot, OP - neka Z ten-
gellyel bezért szogét (+#), valamint OP XY sikra vett vetiiletének az X ten-
gely pozitiv irdny4val bezért szogét (¢ ). Az dl5jelet 2 ¢p szbgnél ugyanugy va-
lasztjuk meg, mint ahogy azt a sikbeli poldrkoordinitsk esetében tettiik. r,' %

és ¢p~ t P gombi kootdinafiinak nevezzlik. (9. fbra.) (l4sd 32,01d.)

' A derékszogi és gombi koordinatskat a kivetkez8képpen szamithatjuk 4t
kélesbndsen egymdisba:

x = r sinifeoscp,
'y = r sinising,
z =71 costd

ill_ptve
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COB:lﬂ'=

2.2 2
Xy g

Itt is megallapodunk abban, hogy r & 0. Az O kezd@pontnak r = O felel meg,
o# és ¢p értéke azonban birmi lehet, Hasonléképp nem rendelhetS egyértelmii~
en ¢p érték a 7 tengely pontjathoz, Az értelmezésbdl folyik, hogy 0 £ JET.

'A P pont gombi koordingtdit, r,£,¢p- t ezen sorrendben szimhfirmasba
foglathatjuk: P(r;-f£,¢7), A tér pontjai és ezek gbmbi koordindtaibol felirt sz4m-~
hirmasok kbzottl vonatkozds nem kslcstndsen egyértelmtl, mert az (r, 4, 50+2k£'),
" k=0,+1,42, ... szimhdrmasoknak (r 2 0) ugyanaz a térbeli pont felel meg,

Der‘ékszﬁgii és gombi koordinatik ftazamitdsara szolgdljon az aldbbi két
példa: .

e |y

ayr =3 d=E g2

ekkor
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- E 3 __8_
x—3sln3.cos 6 - 41" 2,235,
T T V3
y-3&iné“sm%=%3— ~ 1,3,

z=3c:osé"—=1,5.

b.)Xf—"i‘, y=-2 2=5,

ekkor - _
r=YT+4+25=V30x548,
cosb= 2=, F2a® 0,42 (i 0 S PED),
30
1 o . -2 7
cosgp=——, innen cfzi 63,4, de mivel sing=-— <9,
5 s
cpr- 63,42 -1,1,
vagyis

r=548, JHm0,42, px-1,1.
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1.) VEKTOROK, MUVELETEK VEKTOROKKAL

Az eddigiekben olyan mennyiségekkel foglalkoztunk, melyeket egyetlen
adat, sz4mértékik, teljesen meghatérozott. lyen mennyiség a tévolsag, hé- -
mérséklet, stb,, ezeket skalir mennyiségeknek nevezziik.

A természetben gyakran fordulngk azonban el§ olyan mennyiségek, melye~
ket csupsn nugysfguk nem hatiroz meg teljesen. Pl, nem hatirozza meg csupén
nagysiga a mozg6 test adott pontbeli sebességét, gyorsuldsat. Az ilyen mennyi-
ségek igmeretéhez tehat nagysfgukon kivill irdnyuk megaddsa is sziikséges.

A kivetkezbkben a nagysig és irdny 4ltal meghatirozott mennyiségek egy
fajtdjval, a vektorokkal foglalkozunk,

Vektornak neveziink a tér valamely A pontjib6l valamely B pontjdba mutaté
iranyitott egyenesszakaszt.

Az egyenesszakasz hosszét

-azaz 4 vektor nagysfgit méasképp a vektor abszolut értékének is mondjuk, ezt
egyetlen nem-~negativ sazmmal fejezziik ki,

A vekiorokat igy jeloljiti: &, ill. az A pontb6l a B pontba mutat$ vektort:

Kﬁ. (A vektorokat szokds még nyomtatisban vastagon szedett betlivel, aldhu-
z4ssal, ill, gét betlivel is jeldlni.) '

Az 3 vektor nagysfgit (abszolut értékét) igy jelvljik: lal. (Szokis még az
{2l = a jellést is haszndlni.) -

Két vektort akkor tekintlink egyenldnek, ha
nagysfiguk és irfnyuk megegyezik, vagyis

- — — - -
a=AB, b=A'B eseténda = b ,

ha az AA’B’B négyszig paralelogramma
(l4sd 10. 4bra),

. A milszaki atkalmazgsokban gyakran sze-
repelnek olyan mennyiségek, melyeket egy
vektorral és egy ponttal adnak meg. Pl, az

- erd hatfisat egy merev testre ceak akkor tudjuk
10, 4bra pontosan megallapitani, ha az erd irdnyén és
nagységan {azaz vektorsn) kivill még az er§ ta-
madési pontj4t is ismerjiikk, Az ilyen, egy vektorral és.egy ponttal megadhaté
mennyiségeket roviden kotiit vektoroknak nevezik. E definici6 kévetkezménye,
hogy két kotott vektort csak akkor tekintenek egyenléinek ha azok kezd$§ és vég-~
pontja egyezd. . .
Az algbbiakban csak szabad vektorokkal fogunk’ fogla]kozm, amelyeknek
egyenlBségét fent értelmeztiik, s amelyek ebbdl folytlag onmagukkal pérhuza-
mogan szabadon eltolhattk {innen ered elnevezéstik). .
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Egységvektornak neveztiink minden olyan vektort, melynek nagysaga (ab-
szolut értéke) = 1, Altaldban igy jeloljlik: & { |2] = 1), Az 3 vektorral egy-
irényu, egységnyi hosszusfigu vektort (az I frdnyéba mutaté egységvektort) igy
jeloljtik: 'é'e. :

Null-vektornak, vagy zérugvektornak tekintjilk azt a vektort, melynek ab-
szolut ériéke zérus, Iiny ezen vektornak nem adhaté. Jelslése: a0,

Miiveletek vektorokkal
1. Osszeadss

Ha két erd egyszerre hat egy pontra, akkor ezek egylittes hatdsa olyan lesz,
mintha el@szdr csak az egyik, azutén pedig a misik hatott volna. Az egyiittes ha-
tast kifejezS erdt a két erd ered8jének, vagy osszegének nevezzikk. Az ered§
fogalmét tetszdleges m4s két 3 és b vektor esetére a kvetkezdképpen vissziik 4l:

az & &s b vektorok dsszegének (jelben '
3 + b) nevezazlik azt a veltort, melyet ugy
képeziink, hogy az &.vektor végpontjsbsi
irény és nagysig szerint felmérjik a b
vektort; az 3 vektor kezddpontjst a b vek-
tor végpontj4val Saszekitd vektor lesz az
a + b vektor. (11, 4bra.)} Az Ssszeadds-
nak ezen szabdlya (az un. poligon-gzab4ly) 11, dbra
nemcsak két, hanem 4ltaldban akdrhéiny, :
véges szému, Gsszeadand6 esetében is alkalmazhats,

Az un. paralelogramma-szabgly értel-
mében az 3 + b vektort, mint a kizss kez~
d&pontbol felmért @ és b vektor 4ltal kife-
szitett paralelogramma azon 4tl6jdval egyen-
16 nagysfgu és az 4t16 irfny4ba mutaté vek-
tort kapjuk, mely & és b kezd&pontj4bél a
paralelogramma szembenfekv8 csucsa felé
mutat, (12, 4bra.)

12, 4bra . A 11, &brgb6l kozvetleniil leolvashats

' az alabbi egyentStlenség:

s

{3 + big[E| + 15| .

A vektorok bsszeaddsa a kivetkez§ mliveleti szabdlyokkal rendelkexzik:

[+

1"'a+b=b=3% (kommutatiyitﬁs), (l4sd 13, abra);(l4sd 36.0ld.)

specidlisan:

&+ 0=0+3-=%,
; 2° @+ +5=5+(B+3) =2 +Db+35 (asszociativitas)
(1asd 14, gbrd); (lssd 36.0ld.),
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13. abra

14, 4bra

I, Skaldrral {sz§mmal) valé szorzés .

Ha A > 0, akkor a- A & vektoron egy & - val megegyezd irényu, de AlTI
nagységu vektort érélink. Egy ilyen vektor példsul az'a irdnySba mutat6 Ta—l -7
. egyaégvektor. @+0). e

Ha ,u.<0 7 val ellentett irdnyu, 10131 -
nagysﬁgu vektort jelent. Speciflisan ,u -1 esetén
a {-1} 3 = -a jelvlést.bevezetve, a -& vektor

7 - val egyezd nagysfigu, de ellentett iréinyu
veéktort jelent, (15. dbra.)

A= 0 esetén b
' Aa=0a=10, . )

Vildgos, hogy ha & és B parhuzamos vektorok,
és sem a, sem pedig b nem zérusvektor akkor
van olyan v, hogy

D

" E=vb. s
A gkalfrral valé szorzis a kdvetkezo mﬂvelen
15, dbra szabﬁlyokkal rendelkezik :

o - - N
1 (11_32) a-= Al (12 a)‘ = Az (Al a) (asszociaﬁvités),
A FAY T =A T A, T (disztributivitas),
A@+b =AT+AD  (disztributivitds).
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. Kwonés

Az 3 és b vektorok kulﬁnbségén értjtik
az @ 68 -b vektorok Ssszegét,

- Mint ahogy az a 16. fbrérdl is leclvasha-
t6, az & - b killunbségvektor ugy szerkeszt-
het8 meg kizvetlenill, hogy az 3 és b vektort
kizos kezdGponthsl mérve, fel, a két vektor
végpontjit sszekitl, a kisebbitendd (3) vek-
tor felé irényitott vektort szerkesztjlik meg,

- Speciilisan

_ﬁ-:a,

< Wl
.
\

=.-a,

o

IV, Két vektor skaldris szorzata (Belsd szorzaty

Definifljuk eloszor, hogy mit kell két vektor 4ltal kozbezﬁrt szbgin érte~
niink. Két vektor #ltal kézhezirt sz6g a két vektor félegyeneae Altal meghatﬁ-
rozott 180° (ill. ') - nél nem nagyobb szdg.

Definicié

Az @ és b vektorok skalfris szorzatin értjilk a két vektor abszolut érteks-
nek ég a két vektor fltal kozbezsrt sz0g koszinuszinak szorzatit.
X & és b skaldris szorzatﬁ.nak jelolésére az.a.b, vagy ab, vagy (a,D) jels-
1ést hasznﬁljuk

*A'definicié értelmében tohsit

Iailbi cos (a.b){

Speciflisan - -
7 M 0a = 0.

‘Mint a 17, -8bréb6l 14that6lbicos(a, by
a b vektor & vektorra val6é el6-’
jeles vetilletét, @b -tehst a b vektor & -ra
vett eldfeles vetliletének 13l -kel valé
szorzatit jelenti {Az eldjeles vetiilet

0 £ (a,bjz <-2- egetében pozitiv, -
—<(a, b)¢;.s T esetében negativ,) Ha b

'az erdt, & pedig az elmozdulds vektordt.

jelenti, akkor @b az erf elmozdulss irf~

nysba esd vetliletének és az elmozdulss -

= . nagységhnak szorzata, azaz az erd 4ltal
<
/5/6‘0,.(0,’&/ végzett munka mérészdma.,

‘17, gdbra -
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A fentiekbél kivetkezik, hogy 18! = 1 esetén 8b a b vektornak az & vek-
torra valé elSjeles vetliletét adja.

Altalsban, ha b 2 -ra valé elojeles vetilletét megszorozzuk az a4 irénydba
mutat6é & egységvektorral akkor B - nek & - ra valé vetitésekor ad6dé ve-

ttiletvektoré.t nyerjik, s ez az elSjeles vetiilet elojelének megfelelen egyezs,
vagy elleniett irdnyu 3 - val.

Osszefoglalva tehdt, az & vektor irdnyiba mutats egységvektort roviden
& - vel jelslve, a b vektor @ - ra vald elSjeles vetillete:

mig B & - ra val6 vetiiletvektora:
= (ebje.
A gkalsris szorzfs miiveleti szabélyai:
1° 3b = ba (kommutativitss)
a gzabily igaz voltir6l kozvetlen kiirissal konnyil meggy dzddni.
2% A(@h) = (A5)b = a(AD} (asszociativitds),
tehat szimtényezd a skalris szorzat barmelyik tényez8jébol kiemelhetd, mint

.

arrél -a definicié alapjén konnyen meggy ozodhetiink,
3° (a + b)c = ac + be (disztributivités)

Bizonyités
I3} a bizonyitand6 ssszefiiggés jobb- és baloldalshél 2° értelmében ki-
emelhet8, tehat elegendS az & = !-%1- jeloléssel lcl # 0 az
(@ + bye = ae + be

Seszefiiggést bizonyitani, Ez azon-
ban azt fejezi ki, hogy az 2 + b
vekior & -re val6 eldjeles vetii-
lete az @ vektor © - re valé els-
jeles vetiiletének és a b vektor
¢ - re valt eljeles vetilletének
tsszege {lasd 18, 4bra), ami val6-
ban igaz. -

Megjegyezzitk még, hogy a
skal4ris szorzds definici6jabol
folyik, hogy

18, dbra
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nemesak akkor 4llhat, ha {E| = 0, vagy |bl = 0, azazha 3, vagy b null-vek-

ol

tor, hanem akkor is, ha a és b egymdsra mer8legesek, azaz cos (8,5 < =
= ¢os % = 0, Célszerii ezért a 0 vektort minden vektorra meré&legesnek te-
kinteni, ‘

A skalfris szorzdst a kés8bbiekben gyakran fogjuk két vektor merdlegessé-
gének kimutatisira hasznilni.
A gkaldris szorzis definici6jabol kovetkezik még, hogy
- -32
aa = |al
V. Két vektor vektorislis szorzata (Kills§ szorzat)
Defintcié

Az 3 és b vekiorok vektorislis szorzatén azt a vektort értjikk, melynek
nagysiga az @ és b vektorok abszolut értékének &s a vektorok sltal bezsrt
szog szinuszanak szerzata, irfinya pedig az 3 és b vektorok sikjsra merdleges
és azokkal jobbrendszert alkot, (Ezen azt kell értenlink, hogy az & vektor ir4-
nyéba mutatva jobbkeziink hiivelykujjaval, a b vektor irényédba mutatva jobbke-
zilnk mutatéujjdval, e két ujjra merSlegesen mutatd kozépss ujjunk az 3 és b
vektorok vektoriilis szorzatinak irdnydba fog mutatni.)

Az 7 68 b vektorok vektoriilis szorza-
tat igy jeloljik: & x b (olv. T kereszt b).
Néha az [3,5] jelslés hasznalatos.

" El&bb adott definiciénk értelmében:

12 x bl = 13l.|blsin (@,B) .

Mint a 19, &bréb6l 14thaté | 3 x bl az
4 &s D vektorok 4ltal kifeszitett parale-
logramma teriiletének mérdszamsit adja. 19, gbra

Specislisan . .

0xb=10 :

Ha a b vektor adott pontban t4madé erdt
jelent, & pedig egy adott P pontbél az erd
tamaddspontjaba mutaté vektor (az erd karja),
akkor az T x b vektor a P pontra vonatkozé.

A forgaté nyomatékot szolgiltatja,
Loxofloref | |Z1= 1 esetdben az & = & jeloléssel

@rbie

€ x BI=1B), sin (e,b) &, (181 = 1),

azaz egy b vektornak az & egységvektorral
vett vektoridlis szorzatinak abszolut értéke
b - nek & -re meré&leges vetiiletét adja (20.
gbra); v, = |& x bl.

b - nek az e egységvektorra merdleges
20, fbra vetlilet-vekiora: :
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| V= (€% Bhx®
Nyilvén 411: ,

b= T+,
ahol

= (3b)3 (14sd IV.), v, = (@xF) x5 (20, fra).

A vektoridlis szorzés miiveleti szabdlyai:
A vektoridlis szorzds nem kommutativ:

axb=-0bx3,

azaxbésbxa vektorok abszolut értéke ugyanis. megegyezfi, irényuk azon-
ban ellenkezfi, mint arrél a definiciébol konnyen meggyb’zé'dhettlnk

1- .'Ma xb) = (AE) xb= 5_1 X (AD} (asszociativitss)

tehit szdmtényezd a vektorlﬁ]is szorzat birmelyik tényez3jebil kiemelhet?,
Ennek oka az, hogya A(Z x B), {(A8) x B és a x {AD) vektorok nagysdga és
Virﬁnya. egyezo.

2°@+H) xT=axc+bxc (dsztributivitds)
(@ = 0 esetében a 2°4llitds trividlisan igaz.}

‘Feltéhet8, hogy  egységvektor; hisz 1° értelmében, ha nem volna az, 2 18]
szémtényezs Ssszefliggéstink mindkét oldaldbél kiemelhetnénk, és mivel I1Z1 # 0,
ezzel egyszerusitve az

'{EH':)‘ e-—axe+bxe, (18=1)

vsszefliggésre jutunk. Ezen utébbi bsszeﬂiggésﬂnk bizonyitisdhoz két megjegy-
zésre van szlikséglink: .

. -8.) Valamely v vaktornal_c az &
egységvektorral alkotott ¥ x & vekto-
ridlis szorzata két 16pésben ugy nyer-
hetd, hogy elfszér ¥ - t az &€ - re
merdlieges sikra vetitjik, majd a vett-~
letet ebben a sikban negativ irfinyban
(az éramutaté jirisfval egyezl irfny-
ban) deréksziggel elforgatjuk {21.4bra).

. " b.) Mind az egy sikra val6, vetités
miivelete, mind pedig a derékszdggel
valé elforgatis milvelete vektorok dsz-

- szegére taganént aikalmazhatc (23

21, gbra fbra). :
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L-;--—'--,—'-‘—‘.— -l

22, fbra

Megjegyezzik még, hogy a vektoridlis szorzés deﬂniciéjabﬁl kbvetkezik
hogy a7 & és b vektorok vektoridlis szorzata nu]l—vektort szolgﬁ.ltat :

axb=0,
haial = 0, vagy EEI-—G vagyhaaéabpﬁrhuzamosak azaz .

gin (a, b)g: sin 0= 0, Célszerll ezért a O vektort minden vektorral pé.rhu- :
zamosnak tekinteni, .

-A vektorislis szorza.t ezen tulajdonségﬂt a kée o’hbiekben 1s fel fog;]uk hasz- .
nélni két vektor pérhuzamosségﬁnak kimutatﬁsira. ’

VL, Hgom vektor vegyes szorzata szorzata
3Defin.lclé :

Az 8, bég T vektorok vegyes szorzatﬁn
2z (& x B)G 5 szfimot értjllk,

A vegyes szorzatot igy jeibljtik a.b.c,
vagy abe, .

- Az abc vegyes’ szorzat az a,b és & vek-
torok dltal kifeszitett has#b eldjelés térfoga-
tat szolgsltatja {23, fbra). Pozitiv eldjellel
akkor nyerjlik a hassb térfogatst, ha 8, b 6s €

un, jobbrendgzert alkot, Ti.

Cak |
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abc = (a x by = la x blIG! coscp,
ahol |13 x bl az' @ és b vektorok 4ltal kifeszitett paralelogramma terilletének
mérdszéma, (ppedigaz & x b &s a & vektorok altal bezsrt szég. Ha &, b és ¢
jobbrendszert alkot, akkor ¢fS 1"2: , azaz coS ¢p Z 0, mivel pedig 13! cos <
a hasb magassigit szolgdltatja, abc valdban a haséb kbtartalmést szolgiltatja,
( __27*7._< T esetében cos¢p < 0, 13l cos ¢ a hasib magasséiginak (-1)-szere-

sét, & igy abc a hasab térfogata mérdszdmanak (-1)-szeresét szolgsltatja,)
A vegyes szorzat értéke nem viltozik, ha tényezdit ciklikusan felcseréljik.
{2 helyett b-t b helyett ¢-t, € helyett a-t irunk):

abc = bea = cab,

Az 81lit4s a vegyes szorzat geometriai jelentésébdl kovetkezik. abe, bea és cab
ugyanis ugyanannak az &, b és ¢ vektorok 4lial kifeszitett hasdbnak a térfoga-
tit jelenti ugyanazon eldjellel, hisz ha 8, b, ¢ jobbrendszert alkot, akkor
b, ¢, @ s ¢ a, b -re is 41l ez.

Ezen 4llitasboél és a skaldris szorzfis kommutativitdssbol koveikezik, hogy

abe = {a x B)c = a(b x o),

hiszen a(b x &) = (b x )3 = bea = abc.

A vegyes szorzdis nem kommutativ, két szomszédos tényezGjének felcseré—
l1ése eldjelvaltdst eredményez (vektoridlis szorzés):

A vegyes szorzfis definici6jsbol kovetkezik, hogy ha 2, B, ©egy si.kban
fekszik (pontosabban, ha &, B, ¢ egy sikkal pirhuzamos vektorok), akkor

abc = 0,

és forditva, abc = 0 esetében a, b, © biztosan egy sikban fekszik (egy sikkal
parhuzamos vektorok),

- -

Vektorok segitségével sok elemi geo-
metriai tételnek tudjuk egyszerii bizonyi-
tasst adni. Pl. az un. koszinusz-tételt a
kivetkezSképp bizonyithatjuk: '

A 24, fbra jelsléseivel;

t=1-5,
felhasznglva mirmost, hogy 3a = E?i[z,
'Eﬁﬂ{&ﬂaﬂmuw
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6= @ -5 =3+ 5 - 2% =

=1a1* +1B1% - 2 13115l cos &,F) <,

amit bizonyitani akasrtunk.

- 43 7—



8.) VEKTOR FELBONTASA OSSZETEVOKRE VEKTOR MEGADASA
KoonnmﬁTAI SEGrrsEGEVEL

Emlit.ettq.ik mér, hogyan lehet egy b vektort egy tetszdleges a# 0 vektor- -
ral pirhuzanos és a -ra merdleges vektor Saszegére felbontani., E felbontis
egyértelmii volt, mégpedig

b= vy + Vo
ahol .
= (eb)s,
‘_’2 = ('éx’E)_x e;

& - vel az 3 irénysba mutat6 egységvekiort jelsltiik (ldsd 7.)V.) .

Ha a, b, © nem egy sikban 1ekv8 (nem egy sikkal parhuzamos) vektorok,
akkor tetszo'lgges T vektor egértelmﬁen felbonthatéaz 4, b, és € vektorok-
kal érhuzamos vektoro un, Ssszeteyik) osszegdre:

T=od+ 65 + gc.
Allitﬁsunkat egyeldrel abbar a specidlis esétben bizonyitjuk be, amikor

3, b, ¢ egymésra pironként meré’leges egységvektorok (Altalfnosséighan b -
: bizonyltﬁ.st a9, ) fejezethen 5° alatt - végezzik el) Ekkor ui. ha

7 —oce +ﬂe -hg'e
a jobb- ‘és- baloldalt 514, majd e2 &8s végiil e - al ska.lﬁrisan megszorozva
e =&
re, =£, _
1'(33 = 7

adé&dik, mivel feltételiink értelmében

e o o e e A e a—



Tehst, ha F felbonthats a fenti médon tsszetevékre, belthuk, hogy a fel-
bontésbhan szerepld 4llandék o o ’ '

=18, A= By = 73, .

Be kell azonban még iatnunk, hogy ¥ -et a fenti médon fel lehet .az _
'e'l, Ez' 33 egymésra pironként Vmerc’ﬂeges' egységvektorokra bontani, azaz, 7
ba -

o= i'é'l, ’3,= _'fé'z, ¥= 563', ‘
akkor o
‘ -“31 +/3,§2 + 3'53
val6ban F - et 4llitja el8,

Képezzilk ebbbl a célbdl a-

: 3 .
vektort, E vektort skaldrisan 8, majd &, . &, -mal szorozva

at
ol
i

1" 51-“= 0’ .
2= -p=0,
3 =T ~F=0

<l

!

1 1
1 1

bl
[~}

adédik, azaz ¥ mer&éges az 51, 62 &8 63 yel&orokra.. Az elsf f_éltétel
. érteln_:iében' v az _52 és 33 vektorok sikjgban fekszik, a misodik feltétel
miatt pérhuzamos az 5.3 vektorral, s ez ahar-m.gdlk feltétel miatt csak' ‘
ugy lehetaéges, ha ¥ = U, azaz :

|
|
|
!
I
!
I
|
|
{
|
l
|
!
|
I
I .
} : : _ v=TF -or,e‘1 -~f.5'e2 -&e
I
|
I
|
|
|
1
|
I
|
|
|
|
|
*: T =ad +8, +y5,

| amit bizonyitani akartunk.

A vektorokat ltelfban szémokkal célszerii jellemezni. Evéghol legcélazeriibb

a térben (specidlisan sikban) derékszogl koordindtarendszert felvenniink, és a.
koordin4tatengelyek irénysba mutats egységvektorokat {un. alapvektorokat) de~
finiflnunk, Az X; Y és Z tengely irdny4ba (a jobbsodrésu derékszogli koordi-
ndtarendszer tengelyeinek megfeleld irfnyit4ssal) mutats egységvektorokat
1, ], ésk - val jeloljik, (I, J, k tehst jobbrendszert alkot.) E18bbi 4llit4sunk
értelmében ezen egymfsra pfironként meréleges egységvektorok irdnyfba esd
sszetevik tsszegére tetszbleges T vektor egyértelmiien felbonthat6: . o

';ﬁxi+yj+z‘k_,
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25, gbra

és T az (x,y,7) szimhérmassal
egyértelmilen jellemezhetd. x, y
és z - t T koordinftdinak nevez~
zik, mert ¥ - et Snmagéval par-
huzamosan ugy eltélva, hogy kez-
ddpontja a derékszdgli koordinita~
rendszer kezddpontjsba essék, vég-
pontjénak derékszogii koordinatai
%, y és z (14sd 25, sbra) lesznek.
{(Az irodalomban néha x, y, z -re
a koordin4ta elnevezés helyett a
rendezd elnevezés is haszndld-
tos.) Konnyen bel4thatd, hogy

X, ¥, z az T vektor koordlnﬁta—

tengelyekre (pontosabben az I, T

és k egységvektorokrs) vonatkozd
eldjeles vetilletel,

Az xi, yj, zk vektorokat T
psszetevginek, vagy komponen-
seinek nevezzik,

A késo’bbiekben sokszor fel fogjuk hasznskni azt & tényt, hogy a tér pontjai
is jellemezhet8k vektorokkal, mégpedig a derékszigit koordinfitarendszer kezdd-
pontidbol az illetd térbell pontokhoz mutat6é un. helyzetvektorokkal (rédiuszvek-

torokkal).
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9.) MﬁVELETEK KOORDNAT&L MEGADOTT VEKTOROKKAL

ALKALMAZASOK

Koordinétékkal megadott vektorok egetében a kor gbban vektorok k6z6tt ma.r

definidlt miiveletek kinnyen elvégezheto’k

L Osszeadﬁa »

- II. Kivonéis
Ha ’
T, '-—-Vxl'{ + ylﬁ' + ZIE.'
i-'z = xzf + yzj—+ z_ZE,.
akkor ' S _
T AT @ i) vy ) T+ b2
Pl. Ha '

akkor

Ha : _
T=ux+ y] + 2k,
.akkor
AF = (AxT + (Ay)] + (Az)k .
Pl -

a=-21 +4) - 3k ,
95 = -61 + 127 - 9k ,
23 = 4T - 8] + 6k ,

- 47 -
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1V, Skalﬁrls szorzﬁs .

Az, §, k egységvektorok bevezetésénél hangsulyoztuk, hogy egymfsra pfiron-
ként merdleges egységvekiorok, tehit a skalﬁris szorzis definicibja értelmében
(1.)1IV.)

f=f=k=H-H=-K=o,
_iizé -jj.= R&-.= 1, »

sigya ska.lﬁrls szorzs disztributivitasﬁt felhasznﬁlva az

1

rl—xll-i-ylj-f-zk

it

.rz

: velftorok skalﬁ.rla szorzata

xf+ yzj +22§;

‘_'152- (x1+ylj+z§) (xi+y2j+zk)-

It

x‘ix i+ xlyzij + x1 2; k + ylxzji + ylyzjj + ylzz-jk +
| + 2 1% ki + zlyzkj + z.lzz‘kk_ =
=Ry Yyt nyny

Az itt 18that6 eredményt rividen ugy szoktuk megfogalmazni hogy két vektor

skaléris szorzatdt ugy szfmitjuk ki, hogy a vektorok meggeleit’i koordin§tait

‘Beszeszorozzuk 68 ezen szorz?atokat dsszeadj}g
" Specifilisan :

-2 e
Iril \—\rlrl R AR

2 2 2
[yt

- "2'2"2’- : _
lrll x1+y1+z1-- ) o -

Egy vektor abszolut értékét tehat megkag;uk, ha koordinﬁtﬁinak nég_qzet-
Gsszegébol gybket vonunk,

ésigy>

Pl, _
: : §=41-j+31:
i B=-;— i+6] -1,
ah=2-5-21=-24
at=Vie + 1 + 9 =V26.
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V. Vektoriglis 'szor;

Mivel 1, j, k egymésra paronként mersleges, jobpreudszert alkotd egység—
vektorok, a vektorislis szorzis defmiciéjénak értelmében {i.)V.)

Lo |

-j- _(J XT) = E:

Jxk=-kx) =17,
Exi=-(xRk =7
rxf=_i-g-§=1_cx'ﬁ=5.

Fethasznfilva mfrmost a vektoridlis szorzas disztributivitisat az

[}

F, x1:'+ vy + 2.k

r

2 xzi + yzj + z2k

vektorok vektoridlis szorzata:

|

F,xI,= (xlf + ylj + z1k:) X (xzi + yzj + zzk) :

X, x5+ XY, Axh+ X, %, Ixk +
¢ -

R e (Jx1)+y1y2 ij)+ylzz Gxhy+
k i

+zlx2_(k:x i) + 7.y, &xJ) + 2,2, kxk =

3 - _ 0

|

Q

= (9yzp - 2y T- b2y - 2y%) T+ (xy, - ylxz)?'

. A vektorislis szorzat kiszdmitdsdra szolgilé ezen szabily megjegyzése
.ebben a formé4ban igen nehézkes, ezért célszerl a kovetkezl jeltlések bevezer
tése: i"-l x 52 koordinatdit foglaijuk t4bldzatba a kivetkezdképpen:

' Vi % ' _ x‘1 2
YiZp " Z¥g T T T ko '
Vg 29 %2 Zg
3N '
Ee "% T
X



i

Mint 14thatjuk, ezen tibldzatokhoz tartozd kiszfmitdsi utasitds:

a bal fels§ sarokb6l kiindul6 &tl6han (az un, f84tlsban) 4116 elemek szorzatd-
bél le kell vonni a mésik 4tl6ban (mellék4tls) 4116 elemek szorzatét.

Tovabbi célszerl jeltlés:

+ -+
14 [ A 3 % |17 %
i- j+ k = X0V Zp| oo
Vo %ol |*2 %2 ¥2 Y2 . .
' 2 Y2 %

ahol tehét a jobboldali négyzetes tablizathoz tartoz6 kiszfmit4si utasitas:

a bal fels sarokban 4116 elemet + jellel véve megszorozzuk azzal a négy
elemb&l 4116 négyzetes tablazattal, melyet ezen elemet (T - t) tartalmazé sor
és oszlop térlése utén az eredeti tablizathol nyeriink; ehhez hozziadjuk a felsd
sor kizépsd eleme (J) (-1)-szeresének a 7 -t tartalmaz6 sor és oszlop torié-
se utén az eredeti t4blazatbél visszamaradé négyzetes tablazattal alkotott szox-
zatat; végil e két taghoz hozzdadjuk a jobb fels§ sarokban 4l16.elem (k) és ezen
elemet tartalmazé sor &s oszlop térlése utin az eredeti t&blazatho6l visszamara-—
dé négyzetes tdblizat szorzatit. Az itt részletezett kifejtéssel ad6do (4 elemii)
négyzetes tablazatok kifejtésére mar az eldbb adtunk utasitdst. -

A fentiekhez hasonl6 négyzetes tablazatokat determindnsoknak nevezzlk,
részletesebb targyaldsukkal a 10.) fejezetben foglalkozunk.

Pl, - o
a=81-4+k
- § = -21 + 5] -6K,
Lok 4 1| {3 1] |3 -4
axb=|3 -4 1|=1 : -J ]k ' =
12 s 5 -6 -2 -6 -2 5

n

(24-5)T - (-18+2)] + (15-8)F =
= 191 + 16] + TR, '

VI, Vegyes szorzat
A vegyes szorzat definici6ja (7.)VL.) értelmében

s == o= ogm o=y
T rTy —,rl(rz_ :_:_Ira 3
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tehdt az. - _
=xT+yj+ zlﬁ,

T, =
r2=x21+yzj+z2E,
-r3-x3i+y3j+zk

i3Jk '
STP R U Ot ISU ) EPR PR
, *3 Y3 %3
¥, Z X, Z IR
(x1+yls+zk>{i S N I R Y I
Y3 %3 X3 %3 X3 Y3
Yy Za| . 1*2 % 2 Yol %1 N1 B
=5 RS : tEH BES ¥y, Z
Yy Zg x3 2‘.3 x3 y3 x2 2 EZ
3 Y3 %

ahol a végill adédoé determinfinsra az itt is 14that6, de a vektoridlis szorzatnél
részletesen elmondott kifejtési szabalyt alkalmazzuk,

Pl. az _
a=1-J+Kk,
b=21 +k&
S=1+3j

vektorok vegyes szorzata

1 -1 01 2 1 2 0}
ge=|2 0 1|=1 - (- +1]. LN
‘ , 3 0 10 1 3] :
1 3 o0
Alkalmazésok -
1 Két vektor hajlde szogének kiszﬁmitasa

Hatdrozzuk meg az
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és 7
b = 21 +4] + 5k
vektorok #£ltal bezart szdget. :
A skaléris szorzis definiciéjgbél (7.)1V.) :

- = ab 12
cos (@,0)§ = = 20,478,
HI

@B x61,4°~ 1,07

29 Veltor adott irfnyu vettiletének s vetliletvektorfinak meghatdrozssa

a.) Hatfrozzuk meg az & = 91 + 2] - 6K vektornak a b = 2 - k vektorra
valé eldjeles vetllletst, 7.) IV, értelmében a keregett vetlilet '

v, =181 cos (a,b)q = %‘2—= !'-Q'z4,47.
15 Vs
A b irdnydba mutaté vetiiletvektor (ldsd 7.) IV.)
71=v1 -g- =4y -2k,
Y S

b.) Hatfrozzuk meg az & = 3T + 2] - 6K vektornak a b = 2] ~ k vektorra

merdleges vetliletét, ' :

) Feladatunkat kétféleképpen is megoldhat-

juk. E16z6 eredményiinket felhaszndlva Pytha~
goras tételét alkalmazva

v2=V!a|2 - vf =\49 - 20 25,4,

4 mivél v, egy olyan derékszigli hiromszig

befog6ja, melynek 4tfog6ja 1al , mésik be-
fogbia pedig az a.)}-ban meghatirozott v, ve-
tillet. (26. &bra.)

Kozvetlenil a feladatot igy oldhatjuk
26, dbra meg: (}4sd 7.).V.)

n_ -

oy

- b
gx —

Bl |

Vo
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k

[

®f

P
ol
I

3
3 2 8| =107+37+6k,
¢ 2 -1 '
- 1axBl=Y100 + 9 + 36 az12, 04,

bl =V5 2,24 ,

6 ley , o lmoe o
2 2,24 77
¢.) Hatdrozzuk meg az
T = xI+ y}+ ziE

vektor.:ak a koordinatatengelyekkel (pontosabban az 1, j, k egységvektorokkal)

bezért "o, 3 , g szigeinek koszinuszait, T ugynevezett jirinykoszinuszait.
Az a,)-ban alkalmazott okoskod4ssal

I 1 X
cos (F,)¥ = cosex =~ —=———— ,
L3 ‘/ 2 2 2
X +y +3z
cos (F, ) = cosﬁ:——l'

Irl Nx +y +z
cos (F,Kyd'= cos I ¢ TP N—

Vx +y +z

Mivel azonban az T vektor irényéba esd egységvektor

I _ xityj+ gk
i 2 2 2
ir! Vx I

lathat6, hogy cos«, cosf3, cosp” nem més, mint ezen egységvektornak koor-
dinatai: ) )

T - -
~—=cosoxi+cos B +cosgk.

53

Barmely egysegvektor koordmétﬁi tehdt irdnykoszinuszok, vagyis megadjék a
vektor i, 1, k egysegvektorokkal bezé.rt szogeinek koszinuszait.
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3° Teriiletsz4mitas

Szamitsuk ki a P1(5, 2,1), P2(2, 6,1}, P3{3, 4,5) csucspontu hiromszog
teriiletét, .
Tudjuk, hogy |3 x bl az & és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma

teriiletének, és igy }2' iz x bl az 3 és b vektorok 4ltal kifeszitett hiromszog

teriiletének mérdszamat szolghlfatja, Feladatunk megolddsihoz elsd 1épésként
teh4t adott hiromszoglink két éivektorit (a csucspontokhoz mutaté 2-2 helyzet-
velktor killsnbségvektorat) kell felirnunk. Az

f‘1=.5_i-+ 2] + k,’
fz= 21 + 63 + K,
3'-3 =3 + 4] + 5k

jelsiésekkel pl. ket élvektor:

a=r1—r2=31-43,
b=r2—r3=—i+2j-4k,
1T 7 Kk
axb=13 -4 o0]=16T+ 127+ 2k,
-1- 2 -4 '

T =-;—t§ x Bl '=%V4e4 ~ 10, 05.

4° Térfogatszamitas

Szamitsuk ki az

nem egysiku (nem egy sikkal pirhuzamos) vektorok altal kifeszitett hasdb tério-
gatbnak mérdszdmat. o . '

7.)VI1. értelmében a hasib el8jeles térfogatat az abe vegyes szorzat szol-
zaltatja.



abc ={ 0 1 -2| =-10+6 - 2= -6,

AZAZ

E feladatot ugy is kitlizhettitk volna, hogy a kérdéses hasab P csucsénak, és

ezzel szomszédos masik hirom csucsénak P P ~nek adtuk volna meg a

39
koordin4tdit, A hasib élvektorait a Pl és Pz, ill, P3, i1, p 4 csucsokhoz
mutaté helyzetvekiorok killinbségvektoraiként 4llitottuk volna eld. Fenti pél-
dinknil pl. a csucsok:

P]_(ls 2, O): . Pz(o, -ln 2‘): P3(1: 1)2)1 P4(2’ 4’ 6)'

Be lehet bizonyitani, hogy ugyanezen csucspontok 4lfal kifeszitett tetraéder
térfogata az el6bb kiszdmitott hassb térfogatinak hatoda:

<]
Vietraéder ~ 6 ~ '

5 Vektor felbontdsa hirom nem egysiku vektor irdnyaba eso
osszetevo Ggszegére (Reciprok vektorhirmas)

Bontsuk fel az o
r="3f - 2j + 4k

vektort az
a=3+7,
b=21+7-k,
c=2+k

1em egysiku vektorok irgnydba esG daszetevik desuegére.
A kérdést rmndjért é.ltalé.nosségban vetjlik fel. Tegytik fel, hogy valamely T
veltor felbonthaté @, b, ¢ irdnyu osszetevo'k osszegére;

(%) T =ad bl'E * el

ahol a,b, ¢ nem egysiku vektorok, azaz abc # 0 (7.) VL). Az a;,by,c, egylit-

hatékat a ktvetkezOképp hatirozhatjuk meg: .
(#) mindkét oldaldt skaldrisan az
: - _bx3E '
~ abe
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vektorral beszorozva -, 36 x 3
ra' =a bxd_,
1 abe 1
adédik, hiszen 3” a vektorislis szorzéds definici6ja értelmében a b és ¢ vekio-

rokra merdleges,
(%) mindkét oldal4t skaldrisan 2

vektorckkal beszorozva
™ =b, il e’ = ¢,
adédik. Az itt felirt
2 - bxe g _8x3 o . ixb
be ° abe ' abe

vektorokat az 3, b, ¢ vektorok reciprok vektorhfirmassinak nevezzik. Ezek se-~
gitségével T () alatti felbontdsaban 2 szerepld egyiitthatdk:

a =0, b =T, o =7

Meg kell még mutatnunk, hogy valdban felbonthaté T-az 3, b, ¢ vektorok
irény4ba esl tsszetevokre, '

Szorozzuk be e célbbl a

v=r-a_.1a—b15-clc
vektort a fent definidlt &, B’, © reciprok vektorhdrmas tagjaival skalg-
risan: ’

Ve =72 -a =0,

v =Tb - b, =0,

X -
=" [ = 0
Ve rec 01

adadik, vagyis ¥ merdieges kell hogy legyen a’, b’, ¢ mindegyikére,
Ha a', B’, © nem egysiku, akkor ez az! jelenti, hogy V mer8leges 2’ és
b’ sikjdra, tehst ha ¥ # O, akkor mivel ¥ T - reis merdleges, & bele’
kell hogy essen 3’ &és b’ sikjaba, ami ellentmond azon feltevésiinknek,
hogy 3', 5’, T nem egysiku. ¥ teh4t null-vektor, azaz - -
T)=F—ali—b15-c

1%
o r=aa+ b15 + 58,
a kivdnt felbonts valéban létezik.
- B -
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Meg kell még mutatnunk, hogy ha 3, b, ¢ nem egysiku, akkor a', b*, ©
sem lehet egysiku. Ezt indirekt uton 14tjuk be. :

Ha @', b", G valamelyike, pl, @ =0, akkor B x &= 0 miatt, b és
¢ pirhuzamos, és igy 2, b, ¢ egysiku. Tegylik fel teh4t, hogy 3', B’, ©
egylke sem null-vektor. Ha kiziilik Kettd, pl. a’ és B' pérhuzamos, ak-
kor k8z6s irdnyukra @, b, és T mindegyike merdleges, hiszen @’ b - re
6s G - re, ' & - ra (és € - re) merdleges; igy a, B, ¢ ekkor is egysi-
ku. Végll ha 3', B’, ¢ egysiku, de nincs kozottik két pirhuzamos, akkor
3D &s O sikjéra, (tehst 2', b’ & kizds sikjdra), b pedig 3’ és ©
gikjéra (tehdt ismét az el6bbi kizos sikra) merbleges, ugyhogy & és b par-
buzamos, &, b &s T egysiku.

Az itt kiztlt okoskodést leegyszertisitett formdban a vektoroknak hirom, egy-
mésra pironként merdleges egységvektorra torténd felbontéisdnsl (8.) fejezet) mar

elmondtuk.
Péld4nkra visszatérve, az adott &, B, ¢ vektorok reciprok vektorhérmasa,
mivel
3 1 0
she=l2 1 -1{=9-2=17,
0o 2 1
_ 17 % ,
,_bXE .1-'. o _.3-'__2.' é
2 = SEr T 2 1 -1f=31 73+7E'
Jo 2 1 '
_ ij k
gdxa 1 1« 38- 6
! = —_—— = . = e ™ + - -
b =7 (%27 itgi-gk,
3 .1 0
o i Jj k
- _8xb _1 __is,.87,.1%
¢ ===y 8 1 ofl=-3T+77+7k.
i 2 1 -1
Igy tehét az

T=al+t bl'B +6,C

jelsléasel a kivant felbontss egyltthatéi: (F = 3T-2j+4K)

s =B, b =T =- B, o= =-D.

4 70 17 7+ %1

1
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6,) Kifejtési tétel

Bizonyitsuk be az alsbbl vsszefiggéseket:
(%) (@ x b x ¢ = (ac)b - (bo)a,
il
ix(bxa = (ac)b - (abc.
Az It felirt dsszefliggést aksr elsd, ak4r mésodikként felirt form4jsban kifej-

tési tételnek nevezik. (Az els§ Gsszefiiggéshil a baloldali tényezdk felcserélésé-
vel és mindkét oldalnak( 1)-gyel valé beszorzéséval ad4dik, ugyanis:

Tx(@ax ’5) (Ec)a - (acb,

s ezen 6sszefliggéshll betlicserével a mésodiknak felirt osszefdggésre jutunk.)

Elegendd tehdt csupén az elsének felirt dsszefiiggést bizonyitanunk.
a,) Ha & és b parhuzamos, akkor (%) biztosan fennéll, hiszen

f

i

I .

{' _ @xP)xe=0xc=0,
| ¢ésaz '
|

I

" jeloléssel

(ac)b - (bo)a = alb1 { {ecje - (ec)e}= alb1 {0} = 0.
_ ' b) Tegylik fel, hogy & és b nem parhuzamos vektorok. Régzitsik a és
b - t, és vizsgiliuk, hogy (% milyen T vektorokra teljesiil.

Ha § - re fennall (%), akkor AT ~ re is fenn kell hogy &lljon (A tet-
szdleges szdm), hiszen

a helyesnek feltételezett egyenlethd! A -~ val val6 szorzéssal adddik,

Ha (%) a c1 és ¢, vektorokra helyes, azaz

|

|

!

|

}

|

!

! - _

Il (axs)xAE=(E(AE))B-(E(AE))5
|

i

i 2

} @=x B x & = (ac,)b - (bc))a,
| @ x B) x ¢, = (8c)b - (bcya,

akkor a 51 + 52 vektorra is teljesiil:

————— ——
-

(ExB)x(al+62)={§(61+E;}}ET {5, +&,)) 3
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hiszen el8bbi két egyenletiink sgszeaddsa éppen az utébbi egjenletre vezet,
mecndhatjuk tehAt, hogy ha {¥) hérom, nem egysiku (nem egy sikkal
parhuzamos) 01’ 02, c ‘vektorra fenndll, akkor (%) - nak minden 3 vek-

forra teljesiilnie kell, mwel 5.) értelmében tetszdleges & vektor mindig
felirhat6 a hdrom, nem egysiku cl, 02, c vektorokkal pirhuzamos Gssze-
tevok tsszegeként, (dzaz l c * A, c + 13c3 alakban) s ezen tsszetevikre
az el8bb elmondottak ertelmében (4] teljesul !

Elég tehdt a (%) Gsszefiggés igaz voltat harom speciilis, nem egysiku
vektorra igazolnunk, Legyen ez a hdrom, nem-egysﬂm vektor a, b, és
a X b, tehdt bizonyitand6:

(5] (@ xb) xa=(aab - ('B;;a,
2 (@ x1h) x b= (@b - (bb)a, _
(3) (ExE)x(ExB)={§(5x5)}'5-{5(5x5)}5

{3} nyilvén igaz, hiszen a jobb- és baloldalon is 0 4l1. {A baloldalon egy
vektornak dnmagéval képezett vektoriflis szorzata 4ll, a jobboldali vegyes-
szorzatokban pedig két-két egyenltd tényezd 4ll.)
{1) és (2) koziil elég csak (1) - t bizonyitanunk, mert (1) - bl (2) 3 és b
szerepének felcserélése utdn (-1} - gyel vald szorzdssal adédik.

(1) - ef is elég arraa speciélls esetre igazolnunk, amikor a helyett
az & egységvektor 4ll:

4 (Exb)x&="0- (ehe,
hiszen & =AT esetén ebbdl az (1) egyenlethez jutunk, ha .}'L2 ~ nel szor-
zunk. (4} - et direndezve azonban a

b=(ebe+(@xhxe

= w1 + v2
Ssszefliggésre jutottunk, ahol '\71 a b vektor & ~ vel pirhuzamos sszete-
vEjét (€ ~ re valé vetiilet-vektorat), ?2 pedig b & - re merdleges ssze-

tevOjét jelenti. Ezen legut6hb nyert Osszefliggésiink fennallisgbdl tehat ko-
vetkezik az (1) Osszefliggés igaz volta, Ezzel a kifejtési tételt beblzonyl-
tottuk,

{Az itt kozsit bizonyit4st természetesern vigszafelé,

a b= (ehje + (¢ x b) x & vsszefiiggéshl kiindulva is elmondhatiuk volna.)
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"7° Egyenes egyenlete

{Adott gbrbe egyenletén olyan vsszefliggést értiink, amelyet a gérbe pontjal, és
csak ezek a pontok elégitenek ki.)

_Egy égyenes egyenletét akkor a legegyszeriibb felirnunk, ha az egyenesnek
egy pontj4t (az ezen ponthoz mutat6 helyzetvektort) és egy, az egyenessel pir-
huzamos % un, irsnyvektort adunk meg. Ha ugyapis -

B

§=x§'+yf-+zf:

egy, az egyenesen fekvd ponthoz mutat6 helyzetvekior,

r,=xi tyJ + zlk

az egyenes adott (fix) pontjihoz mutats helyzetvektor és
T=al+ by +ck

az egyéngs irsnyvektora, akkor az T - Fl vektor pirhuzamos ¥V - vel (ldsd 27.
sbra), tehst , ' ' .

T =Ty = AV

(A skﬂﬁr llandé), (A'két vektor parhuzamos voltdt az (f-?l) xv=10 sz~
szefliggéssel is kifejezésre juttathattuk volna.)

27, gbra.

‘Az (1) képlet az egyenes vektori egyenlete, Mivel azonban, ha két vektor
megegyezik egyméssal, akkor a megfeleld koordinitiik is meg kell, hogy egyez-—
zének, a szereplé vekiorokat koordin4tiik segitségével felirva nyerjik:
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_ X=X = Ara,
@ 0y -y =2,
- z; = Ac, '
ill. mindhfirom egyenletb8l & A skaldrt kifejezvea # 0; b # 0; ¢ # 0 esetén:

_ X=X Y-y 2-%
3 -—t.—1.,.

a

a (2) egyenletrendszert, ill. annak (3) - ban felirt médositott alakjst az egye~ -
nes paraméteres egyenletrendszerének nevezzilk.

 Haa ¥ irdnyvektor egységvektor, akkor - mint (1) - b8l leolvashats Al
megadja az T helyzetvektoru viltozé, és r helyzetvektoru fix pont t4volsigst

az egyenesen. Ha V mem egységvektor |Al ezzel a tdvolsiggal arényos szdm,

Két adott ponton #thaladé egyenes egyenletét ugy irjuk fel, hogy - az adott
pontokba mutaté helyzetvektorokat f és f - vel jeldlve - ¥ = 52 - F nyil-

vén irﬁnyvektora az egyenesnek, 8 igy egy lrﬁnyvektor és egy fix pont ismereté-
ben az elSbbi médon fel tudjuk irni az egyenes egyenletét,
Pl,a P (0 -2,3) és P (3 4, 8) pontokon #4thaladé egyenes egyenlete:

V=F,-TF = 3Traj+3k - (-2J+3K) = 31467,

-nyilvén irdnyvekior azonban

L=T+2f
is; ez uttbbival és a P ponttal, mint adott ponttal tovibb szﬁmol\fa a keregett '
egyenlet
F-F = J\vl,
vagyis
. X = A,
y+ 2 =721 .
z-3 = 0.

Mésképp felirva az egyenes egyenlete:

Xx=A .
Y= 23‘ - 21
zZ = 3,
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illetve

Az egyenes az XY sikkal pirhuzamos 2z = 3 sikban fekszik.

Ha egy egyenes specislisan egy koordinstasikban fekszik, paraméteres
egyenletrendszere két egyenletre reduk4ladik (ti..pl. az XY sikban fekvd egye-
nesnél a harmadik egyenlet z = 0).

8? sik egyenlete

‘Egy sik egyenletét lpgegyszerubben akkor irhatjuk fel, ha a sik egy pontja~-
oz mutaté ¥, helyzetveltort, és a sik egy 1 normélisit (a sikra merdleges
vektort) ismerjiikk. Legyen :

T xli + ylj_f zlk,

n al+ bT‘-+'zT(,-
én

r x-f+y.j—+zi

- A

jelentsen egy, a sikban fekv ponthoz mutaté helyzetveltort. T - I, merdleges
lesz a sik @ normélisdra {28. sbra), azaz

28, sbra

3 : @ -F)R=0.

1)

{1) a afk un. vektori egjenlete; Az itt széreplf_i vektorokat koordinﬁfﬁlkkal meg-
adva és a kijeldit miiveleteket elvégezve a sik skaldr egyenletére jutunk::
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{2) .ax+by+cz-(ax1+by1+cz

o

o e

d

Ha a sik egyenletének felirfs4nsl szereplé & normilis egységvektor,
@= 'ﬁe),~ akkor az (1) egyenletet a sik Hesse-féle normél-alakjénak nevezziik,
melyben a (2)-ben részletesen kiirt d = i‘l‘ﬁe fllandé6 az origénak (5 derékszis-
git koordinitarendszer kezddpontjinak) a sikt6l mért eldjeles tavolafght szolghl-
tatja,

Hirom nem egy egvenesben fekvé ponton 4thaladé sik egyenletét igy irjuk
fel; ha a hirom ponthoz mutatd helyzetvektor 1': r és r s akkor nyﬂvén a

sik egy normé4lisdra jutunk, ha két-két helyzetvektor klilonhaégvektoranak vek~
toriélis szorzatit képezziik, pl, i

_ﬁ=(§2—'1"1)x{§3-1’-1),'

ezen 0 norméhs, éspl. a sik helyzetvektoru pontjinak segitségpvel fel tud-
juk mér az el6bbi mintgjéra a sil% egyenletst irni, - _
 Egy egyenesen és egy, nem ezen egyenesen fekvd ponton dthalad6 sik egyen-
letét a kovetkezdképpen irjuk fel: '

Az adott ponthoz mutaté helyzetvekior legyen rl, az egyenes irdnyvektors

¥, az egyenes egy pontjdhoz mutatsd helyzetvektor. r . Az r - r ktﬂbnbaég—

vektor és V vektoridlis szorzata nyilvin merdleges 1esz a slkra, vagy®
h = (rz"- rl). Xxv

a sik egy normélisa, Ezen 7 xﬁormélis és pl. az f helyzetvektoru pont segit-

ségévei a sik egyenletét az eldbbiek mintﬁjéra fel tudjuk irail )

_ Keét pirhuzamos egyenesen Atfektetett sik egyenletét mint az egyik egyene~
gen és a mésik egyenes egy pontjin étfekl:etett sxk egyenletét rijuk fel,

Irjuk fel pl. az

X3 _ = 9 =7‘_.-_._2'

x+2 _y+1l _
3 ¥="9

3 0,5
egyeneseken atfektetett‘éi_k egyenletét, A két egyenes ir.ﬁnyvektor'a

Zé az

's'r—3i+053+2k

* ez els egyenesnek egy pontja P,(-2,-1,0), a mﬁsodiknak
P 2(.—3, 0,2), tehst a stk egy normélisa

'
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_ i3 k
i=G, - fl)‘x =11 2|=T+8- 3, 5K.
3 0,52
'Az T normélisu, P, ponton 4thaladé sik egyenlete

(f—'fl}ﬁ=x+2+8(y+1)-3,52=0,
azaz 7

X + 8y - 3,62 + 10 = 0.
Kt egymst metsz8 egyenesen Atfekletett sik egyenletének felirdsfinil 2 -
sik normalisat a két egyenes iranyvektora vektorialis szorzataként 4llitjuk eld,
a siknak egy pontjét pedig, mint a két egyenes koziil barmelyiken rajtafekvd
pontot adhatjuk meg, Arra a kérdésre, hogyan 4llapithat6é meg két egyenesrdl,
hogy azok valéban metszdk, tehst, hogy valéban fektethets-e At sik rajtuk, a 9°
pontban tériink ki részletesen. ) '

[ )
9° Metszésl feladatok
a.) Két egyenes egyméishoz viszonyitott helyzete: pirhuzamog, Kkitér8 és
metsz8., Két egymist metsz8 egyenes metszéspontist a kovetkezd okosko~

d4ssal nyerjik: .
Legyen a két egyenes egyenlete:

x, + M,

x = x1+'la, . X =
y =y, Ab, ill. Y=y, MB,
z =1z, + Ag, . z ="z-2'”+ /.:.3/

" Ha a két egyenes egy pontban metszi egymést, akkor € pont koordindtdira

X + Aa = X, 0L,

+ Ab

it

1 gt MB
z1+.lc—zz+)u—a’,

ami az ismeretlen A és pparamé,terértékekre harom egyenlet, Ha ezen
egyenletek koziil kett6t Kivilaszinnk, azt megoldjuk A és t-re és az ad6dd
megoldds kielégiti a harmadik egyenletet is, akkor a két egyenes valfban
‘metszi egymést, &s a metszéspont koordinat4it barmelyik egyenes egyenle-
t6b61 a megoldasként nyert paraméterériék behelyettesitésével nyerjik.

[
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Pi. az

X =2+ 3t X=2-u,
y= 2t &8 y=2+ 3n,
z=1- 1, z = - 1,5u

egyeneseknek van metszéspontja, mert a

2+3t=2-uq,
_2t—2+3u

egyenletrendszer megoldasa

_ 2 . _8
b= v

kielégiti az
) 1-t=-1,5u

egyenletet. A metszéspont koordin4tai:

-5 L0 _-28
AR TIRETE
_ -4
y—ll )
z=“‘!i

S

b.) Egyenesnek sikkal val6 metszéspontidt (metszéspont akkor nem létezik,
ha az egyenes -a sikkal pirhuzamos, vagyls az egyenes irfnyvektorsnak &s

- a sik normélisanak skalfris szorzata zérus) a kovetkezo‘képpen hatdrozhat-

juk meg:
Legyen a vizsgilt sik és egyenes egyenlete

ax + by +cz +d =
i,

x=x0+06t,

y=y, tAt,

z* 5 +gt,

Ha van metszéspont akkor ennek x, y, z koordinatdja ki kell hogy eleglt—
se mind & sik, mind az egyenes egyenletét, vagyis erre 1gaznak kell lennie 2z
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a(x_+o) +bly_+pY) + e(zo +gt) +d=0
tsszefliggésnek, Ezen utébbi egyenlethdl t értékét, majd ezen t értéknek
az egyenes egyenletébe vald visszahelyettesitésével a metszéspont koordi—
nitiit nyeritik,
Pl. a
Zx_; yt+3t+4=

egyenletll sik és az

x=1t,
vy=1-1,
z=3+2t

egyenletll egyenes metszéspontjfinak koordindtai, mivel

26-1+t+9+6t+4=0, a.zza.zt=-'4

'3':
X=—i
B A
4 7
= L ik
y=l+g=19o,
= 8_1
zZ =3 53"

2,) Két sik metszésvonaldnak egyenletét (metszésvonal akkor nem létezik,
ha a két sik pirhuzamos égymﬁssal vagyis normélisaik egymis dllanddszo-
rosal) a két sik egyenletéb

ax + by + cz = d,

ex + fy + gz =
az egyik ismereflennek mint paraméternek megvilasztisa utdn ugy nyerjik,
hogy a visszamaradd6, most mér két ismeretlent tartalmazé két egyenletet
ezekre az ismeretlenekre megoldjuk.

rl.
2x -y +3z2=0

és )
X-3yt+tz=2 )
metszésvonaldnak egyeniete pl. z = t paramétervilasztis mellett
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10° Vetitési feladatok

a.,) Az fl helyzetvektoru P1 pontnak‘az Fo helyzetvektoru Porponton at-

haladé ¥ irdnyvektoru egyenesre valé vetlilete az az ¥ helyzetvektoru P -
pont, melyet a kijvetkez8képpen nyeriink (14sd 29, dbra):

ahol

az (Fl - Fo) kiilénbségvektornak az egyenes v irdnyvektordra valé el8jeles

vetlilete, ennek_aI%I egységvektorral vals szorzata pedig (El - ED) V iranyu
vetiilletvektora. : )
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b.) Az F, helyzetvektoru P, pont-adott sikra valé vetilletét ugy hatdrozhat-

1
juk meg, mint a 1'—‘1

dsf&spontjat, amely egyenes xré,nylvektora az adott sik normélisa.

c.) Egy egyenest ugy vetitiink egy sikra, hogy az egyenes két pontjit leve- .
titjiik a sikra, majd felirjuk a vetiiletpontokon 4thaladd egyenes egyenletét,

ponton fthaladé azon egyenesnek az adoit sikkval valé

11° T4volssgi feladatok

a.) A P pontnaka P, pontt6l val6 tavolsagat a pontoknak megfeleld hely~
zetvektorok kiilénbsggvektorinak abszolut értéke szolgiltatja:

d=If, - &l

b.) Az 'f helyzetvektoru P pontnak az i" helyzetyekioru Po’ pounton 4t-

o f

- mend ¥ zranyvektcru eg,yenestb’l valé tévolsggé.

vagy

‘_ - =2 (fl_fo)fz-
d= lrl—ro - ‘_>_ by
j»v,[ 5

(lﬁsd 29, 4bra) szolgiltatja.
c.) Az r helyzetvektoru P pon tnak adott i normélisu sikt6l valé tavol-

gg ugy hatérozhatjuk meg, hogy a sikon felvéve egy r helyzetvektoru P
pontot, az (r1 - ro) kﬂlonbségvektort vetitjikk & norméhsra, {a klilonbségvek-

tort éka.lérisan szorozzuk a normélis egységvektorral); az igy nyert szdm
abszolut értéke szolgiltatja a kereseit tdvolsigot.
d.) Két pirhuzamog egyenes egymistol mért tdvolsdgat ugy hatbrozbatjuk

‘meg, mint az egyik egyenesen felvett pontnak a mﬁsﬂ{ egyenestdl valo t4-

volsight,
. Pl.
Xx=-2_ _._z+3
2 YT T4
és.
_'-§=y,—5=z41

t4volsfgst megkaphatjuk, mint Pl'(z, 0,-3) tavolsfgit az utébbi egyenestﬁl,
vagyis - S
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= I {'(2-0)? +-(0-5)] + (-3—1)12} X SRSEX 4N

Va1
—Fllﬁi-ski—sv 21

e.) Két kltéro egyenes egjxmastél valé tdvolgdgst ugy kaphatjuk meg, hogy

az egyik egyenesen felvett T T helyzetvektoru, és a masik egyenesen felvett

r2 helyzetvektoru pontokat osszekot6 r,o- r2 killonbségvektort vetitjiik az

un. norméliranzverzélis egységvektorra

|V1 X VZ‘

-re, ahol F az elsd, ? pedig a mésodik egyenes irinyvektora.

f.) Egy adott  sikkal pérhuzamo egyenesnek a siktdl vald t4volssght mint az
egyenesen felvett pontnak a siktél mért tdvolsagit hatfirozzuk meg,
Pl, az ’

egyenesnek a

2_x+2y-2z+3=‘0

- egyenletil si ktél mért tﬁvolsagﬁt (az egyenes parhuzamos a sikkal, mert

irényvektora Vv = 31 + T + 4k merdleges a gik fi = 21 + 27 - 2k normili-
séra, v = 0). mint az egyenes
(2 0, 3) pontjsnek a siktsl (ennek egy pontia pl

P (0 0 ) mért tvolsigst szé.mithatjuk ki:

= l{(Z-—O)'i + (0-0)F + (—3-1?_5)1'{} -iiy_-l:';_, - 85 .

(A siknak nyilvan ﬁl = I +J - k is normalisa, célszeriibb volt ezgel
széamolmmk, ) )

" g.) Két parhuzamos s:knak egymistol mért tivolsfigdt mint az els§ sik egy

pontjsnak a misik siktél mért t4volsdgat hatérozhatjuk meg,

12° Tukrozési feladatol

a.) Az T, helyzetvektoru P1 pontnak az Fo helyzetvektoru P_ pontra yo-
naﬂ{ozé. T helyze_tvgktoru P tilkorképét - (mely a P1 és Po_pontokon atfek-
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tetett egyenesen fekszik) az

f-F =T -7¢%
o o 1

Ssszefiiggés alapjan (l4sd 30. dbra)

r=2r°—_r1

szolgiltatja.

" b.) Az '1'-1 helyzetvektoru P1 pontnak az Fo helyzetvektoru -Po ponton 4t-

halad6 ¥ frinyvektoru egyenesre vonatkoz6 tikkorképe az az ¥ helyzetvek-
toru P pont, melyre - == .
o N A A o1
r=Ty + 2 *‘i—a—— i:‘_;" - (r1 - ro)) (lasd 31. dbra).




¢.) Az T, helyzetvektoru P, pontpak adott i normélisu sikra vonatkoz(-
tikérképe azon T helyzetvektoru P pont, melyre

F=r —2d%,haazﬁnormélisra'ﬁi- >0,
1 il 1
F=F + 2d':13—, ha 2z D normdlisra IF¥, < 0,
1 14l 1

(d itta Pl pontnak az adott sikt6l valé tdvolssgst jelenti.)

d.) Egyenesnek, ill, siknak adott sikra vonatkozé tikorképét az egyenes két,» - -
ill, a sik hdrom pontjénak tiikorképén dthalad6 egyenes, ill, sik egyenlete
szolgdltatja. , .

€.) Beszélhetiink még egy egyenesnek egy vele egy sikban fekv§ (teh4t nem
kitérd) egyenesre vonatkoz6 tilkkorképér8l, melyet szintén az egyenes két
pontjinak a misik egyenesre valé tiikrozésével, ill. a tikkorképpontokon 4t-

haladé egyenes egyenletének felirds4val nyeriink,
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10,) DETERMINANSOK

Mé4sodrendil determindns az & szAm, amelyet a kivetkez6 médon hatdroz
meg két sorba, ill. két oszlopba az al4bbi t4bl4zatban elrendezett négy eleme

3110 Fygr Bgp0 B9’
= 819850 " 210891 ¢

(Az elem két indexe koziil az els8 megmutatja, hinyadik sorban, & mésodik pe-~
dig, hogy hanyadik oszlopban 4li az elem.) '
A két fiiggbleges vonds a determindns jele, A determinfns 21 elemébbl

kiindulb_ £t16t fO4atlénak, az 'al 9 elembdl kiindulét pedig mellék4tlénak nevezve

el azt is mondhatjuk, hogy a determinins értéke egyenld a fG4tlcban 4116 ele-
mek szorzatinak és a mellékdtidban 4116 elemek szorzatinak killonbségével.

A harmadrendli determinfinsnak kilenc eleme van, melyeket hdrom sor,
ill. oszlopba rendeziink. Kiszimitisdra célszerti a kivetkezd szabélyt alkal-
mazni: az elsd sor elemeinek el8jelét sorban meghagyjuk, megvéltoztatjuk,
‘meghagyjuk, majd minden ilyen médon eldjellel ellstott elemet megszorozzuk
azzal a misodrendl determin4nssal, melyet az eredeti determinansbél az illetd
elemhez tartoz6 sor &s oszlop torlésével kapunk:

11 "1z 18 s a 2 a s a
s s a |-+ 22 23| _ 21 23|, . 21 “22
21 %22 23 11 _ 120, 4 13 2 a ‘

o & a 32 “33 31 33 31 “32
31 32 83

Az eredeti harmadrendil determinsns kifejtésében szereplé mésodrendi de-
terminénsokat aldetermingnsoknak nevezzik. ’ o
‘ A fenti kifejtési utasitdssal szémitottuk ki 2 8.) fejezetben két vekior vek-
toridlis, ill. hdrom vekior vegyes szorzatét. '
" A kés&bbiekben gyakran taldlkozunk majd sltalsnossigban n - edrendi de-
tormindnsclkkal, Ezen n® elemb8l az el8bbiek mintsjdra képezett négyzetes

tabldzatot fogunk érteni: 12



a a ese &

11 12 )

a a ses &

21 2a2 2k °*° Bgp

11 %2

a a s 8

nl n2 2

amelyhez a fentl kiszdmitdsi utasitis 4ltaldnositdsaként a kovetkezd kifejtési
utasitdst adjuk;

a22 sed aZR e azn 821 323 ces azn
A=a11 . . . TEE +
an2 ces ank see ann anl all3 P ann
21 't Bok-1 P2, ka1 7t %
oo o H{~1} g0 . R
anl vea an’ k-1 an'k_'_l aes ann
8.21 ese 82k see az n-1
N .
TR 8, . ,
anl tes ank oo an,n_.l

¥

majd megszorozzuk az elad sor minden elemét a neki ne gfelels aldetermmé.ns-—

sal {az illet8 elem sorinak és oszlopgnak toriése utin A ~ bél vwszamaradp
n-1 - edrendl determinsnssal), s véglll ezen tagokat Ssszeadjuk.

' Céiszeri{ a kovetkez§ jelslést bevezetni: az 25 elemnek megfeleld aildeter-

minfnst a (—1}1~ elojellel véve jeldlje Alk -t az a, elemhez tartozd

eléjeles alde@rminﬁn nak nevezzilk, E Jeloléssel €l8bbi kife]tém utasitdsunk igy
jrhaté:

vagyis itt.is a fels8 sor elemeit +, -~ , +, -, ... eléjelekkel latjuk €l,
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A=aA +

+... +,..4a, A ,- svid
1?n a12A12 +alkA1k 3, A vagy rovidebben
n
A= ZalkAlk'
k=1

(Ez utobbi jelslés, tudjuk, azt fejezi ki, hogy a J_ Jel mogott 4116 kifejezésbe k

hetyébe 1,2,...,n - et kell irnunk, majd az igy nyert tagokat osszeadva A 6érté-
kére jutunk,)
Ha A n - edrendd determinéns, a kifejiésben szerepld Alk elSjeles alde~

terminsnsok n-1 - edrendii determindnsok. Ezekre a fent definidlt kifejtési uta~
sit4st ismét alkalmazva,. aldetermininsokként n-2- - edrendit determinénsokra,
ezeket ujbél kifejtve n-3 - adrendd determinénsokra, az eljarist tovibb folytat-
va végiil mésodrendl aldeterminénsokra jutunk, melyeket mar kizvetleniil ki tu-
dunk szdmitani. :

Pl
s -1 5 7
4 3 0 2 3 0
24 3 0
. =435 2 -4l-(-Dn{1 2 -4+
4 05 2 -4 :
2 4 1 3 4 1
3 -2 4 1 )
2 4 0 2 4 3
+50-1 5 -4/ -7l1 5 2=
3 -2 1 3 -2 4
2 -4 5 -4 2 -4 -1 -4 5 -4
=3{4 -3 + 2 -3 +5¢2 -
4 1 -2 1 4 1 3 1 2 1
-1 -4 5 2 102 -1 5
-4 742 -4 +3 =
3 1 -2 4 3 4 3 -2

12(2+16) - 9(5-8) + 2(2+16) - 3(~1+12) + 10(5-8) - 20(-1+12) -'14(2o+4) +

_ + 28(-4-6) - 21(2-15) = -347,
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Az

11 %2 33

A=]a a a

21 22 23

' %31 %32 %33
determinaps kifejtéséhil létha.tjuk, hogy a kifejtés tagjai a determindns bizonyos.
alkalmasan kiv4lasztott elemeinek szorzatai megfeleld eldjelekiel ellstva;

I

A=8y.8)0800 - 8118508,

. ) L
731%12%23 ~ *21%12%33 * 221%32%15 ~ 251820713,

Be fogjuk 14tni, hogy az n -edrendi determinfns is hasonlé alak'ban.irhatf),
ehhez azonban még bizonyos elnevezések bevezetésére van szilkkség.
Allitgs: .

Az 1,2,...,n kiilonbtz8 elemet

Pn =n.(n-1).(0~2). ... .2,1=n]

féle sorrendben irhatjuk fel, Ezeket az elrendezéseket permutfcidknak nevezziik,
(Az itt bevezetett n! - olvasd n faktorislis ~ jelslés 1 - t6l n ~ ig a természe-
tes szémok szorzatst jelenti.) ’ ' :

Allitdsunkat teljes indukciéval bizonyithatjuk.

J

! Bizonyitds ) ) )
! n =2 -re az 4llitss igaz, a két lehetséges elrendezés, az elemeket 1 és
[ 2 - vel jelolve: 12 és 21, "
| Tegytk fel, hogy az alli!:és' n-1 - reis igaz, tehft n-1 kiflénbiz8 elemet
| (n-1)! féleképp rendezhétlink el. Ekkor az n kiilénbéz8 elemet 1, 2,...,n-nel
| jeldlve, a kovetkezdképp okoskodhatunk: : .
foglaljuk az n elem &sszes lehetséges elrendezéseit csoportokba; az elsd
I csoportba azokat az elrendezéseket soroljuk, melyeknek elsd eleme 1, a
| masodikba azokat, melyeknek els§ eleme 2, ... , az n - edikbe azokat,
! melyeknek elsd eleme n . Az igy nyert n darab esoport mindegyikében
(n-1)! szému elrendezés 411, hiszen a kiemelt ela§ elem utdn n-1 elem
| maradt vissza, s ezek lehetséges elrendezéseinek szfima (n-1)!. Igy az n
| Kkiilonbbz8 elem elrendezéseinek {permutdcidinak) szfma
I
l
[
P

= - = !
Pn n {n-1)! n!,
amit bizonyitani ﬁkartunk.
élddul az 1,2,3,4 elemek permuticiéinak szdma
: : '
P,=41=1,2,3,4=24,

4
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E permuticitk: (a fentl bizonyit4snsl haszndlt csoportositdsban).

1234 - 2134 3124 4123 -

1243 2143 3142 4132

1324 2314 3214 4213

1342 2341 3241 4231

1423 2413 3412 . 4312

1432 o 2431 3421 4321,
Definicié

Az 1,2,...,n kilsnbszé elemek egy, permutfcidjsban az inverziok szfmédn
értjitk azon dlempérok szdm4t, melyekben a nagyobb elem megeldzi a kisebbet.
Pl az .

1,3,6,4,5,2

permutdcié inverziéinak szdma 6 , mert 4 et ég 5 -6t 6, 2 -t pedig
3, 6, 4, 5 megelBzi. '
Az el8bb definialt fogalmalk ismeretében a k'dvet_:keiii tételt mondhatjuk ki:

'_I'é_tel
(¥) Az _

i FRRR U

A=

nl * i

determining az
: Ea 8 vee @
sll 322 Asnn

alaku szorzatok Osszege, ahol 81s8gs 2 0s S'ﬁ- az 1,2,...,10 gszAmok v_alamilyen

permutéciéja £ = +1 vagy -1 agzerint, hogy ezen permutéci6ban az inverzidk
szAma PAros va dratlan, az osszegezést pedig minden lehetséges permuti-
cié esetbre végenzik el, ’ .

Tételiinket teljes indukciéval bizonyithatjuk,

Bizonyitds '
Az 4llitds k = 2 esetében igaz, az 1 és 2 elem lehetséges permutdcisi 12
és 21, az utobbiban egy inverzié van, vagyis

i
l
-
% €a a _+fa_a _=a ;‘1. —a_.a. = 11 alz!
l 11 22 721 12 11722 21712

A1 22
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Tegyilk {61, hogy allitdsunk k = n - re igaz, Az

a . & eee 8
8;1 8,2 Spr?t
szorzatokbél foglaljuk killdn-kiiltn csoportba azokat, amelyekben az 2i1s
ill. Bigreens By e v a]..n +i elem szerepel, vagyis ramelyekbgn 8= 1 ill,
32=1, . sk=1', cei By +1=1. Kiemelve ezen csoportokbdl 8y ill

)it Bpaeces 1 a1 akiivetkezb’képpen okoskodhatunk:
Tekintsilk azt a csoportot, amelyben sk—l amelyb&l tehdt az a, tényezot
emelhetjilk ki, Ennek kiemelése utfn a ttbbi tényezdben az

Byseee,8 -1’ k+1' cess s indexek a 2,...,n+l szémok permutaciéit fut-

jik végig, Az s;, vy sk-l’ 41’ s 841 permuticiéban fellépo inverzitk
szerepelnek az BpreeerBy 1o 1, L TR 8 11 permuticidban is, és az
utébbibanfellépezen kiviil még k-1 inverzié hiszen BpreesaBy 1 mindegyi-

ke megel8zi a nsla kisebb 1 - et. A kiemeléssel téhit az inverzifk szdma
k-1 - gyel cstkkent, vagyis pératlan k esetében pgros, piros k esetében
pératlan szémmal, Eszerint alk szorz6ja az A- - ban az elsd sor és

k- adik oszlop torlésével eldslié n - edrendu aldeterminéns, megszoroz—

va (~ 1) - nel, vagyis épp Alk Az

€a . ...a
8yt Sl

szorzatok vsszege tehit {a fenti csopcrtdsltﬁ.sban} B

o+l

v

a, A _+...+a A .

!
z
|
I
|
|
I
I
i
I
|
!
I
I
|
I
I
|
I
I
I
I
I
|
|
|
I
1
!
I
I

11°11 1 T W N
. ami definicionk Iértelmében épp az nt+l - edrendii A determinsns értékét

adja. .
n - edrendl determinfinsokra az al4bbi tételeket sorol;uk fei
I, Tétel : _ _ - |

Ha egy determingng két sorit felcseréljﬂk, a determindng értéke (-1) - gyel .
szorzodik, ' o '

' Bizonyitss

I

I Arr6l az esetrfl fogunk beszélnj amikor az i ~edik és k -adik sort cse-
I reljuk fel 6s i < k. _ :
| E18bb bebizonyitott tét@llink értelmében az
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an in
A= .
R B
determinins értéke
A=2Ea i uiii 8 een 8 e ees B,
‘ 311 811 skk snn

ahol BreeerBiecerBaees "sn az 1,2,...,n elemek permutficiéin fut 4t,

£ pedig +1 vagy -1 aszerint, hogy az s_, .. 8, permutéciéban az in-

o i
verzick szdma piros, vagy paratlan.
Ha az i -edik és. k - adik sort felcseréljiik, akkor

=2 E%a v vee 0B L aes W8 e ees sE_
511 Bk i - %a
és_ £ a_z,sl ,si 1’Bk’si+1""'sk l,s sk+1,...,s
permutsci6ban levd inverzitk szdménak pfros vagy paratlan voltitol fdg-

glen +1 vagy -1. Ebben a permutfici6ban az 8 - 16l és 8 ~ t6l kiilén-

bbz8 elemek egymis kozbtt ugyanannyi inverziét alkotnak, mint az
51’ ey si, veny sk, eeas Bn permutﬁciéban. Az s ‘&8 sk elemek az Bj ele~

mekkel ahol j £ i-1, vagy j € 2 k+1, ugyancsak megegyezs szimu mver—
zi6t alkotnak az emliteit két permuticidban, Legyen most i+1 £j Sk-1;
ekkor 8 sj - vel.a vizsgalt két permut§eié egyikében inverzit alkot,

misikdban nem, s ugyanez a helyzet az 8y és sj inverzitinak sz{m_aﬁvai
kapcsolatban is. Igy az ilyen inverzifk szdma 8 és 8 felcseréiésekor pé-
ros szémmal valtozik. Végil 8, és 8 8% egyik permutﬁciéban inverziét
alkot, a mésikban nem, ugyhogy a két permutﬁclé inver ziéma]& szfima parat-
lan szdmban kiilonbtzil, tehdt

amit bizonyitani akartunk.

1L, Tétel

Ha a determingins két sora megegyezik, akkor a determindns értéke zérus.
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Bizonyitas

Cseréljik fel a determindnsban a két azonos sort. A I, Tétel szerint a de~
terminéns elo;elet v4lt, viszont ugyanakkor - a felcserélt sorok azonosak lévén -
nem vAltozik, ami annyit jelent, hogy a determinéns egyenlo dnmaga (-1) - sze-
resével, tehdt csak zérus lehet, o

III Tétel
A determinﬁns értékét megkapjuk, ha egy tetszOleges sordnak (vagy oszlo-

pinak) minden elemét megszorozzuk a hozz4 tartozéd eldjeles aIdeterminahssal,

8 az igy ayert szorzatokat sszeadjuk,
A determingns egy eleméhez tartoz6 aldetermingnst ugy kapjuk m meg, hogy

-2z eredeti n-edrendl determinénsbél toroljik az illetd elem sorst és oszliopit.
Eldjeles aldeterminfinsra ugy jutunk, ha a fenti médon nyert n-1 - edrendd de~

terminfne ért6két, ha az az a, elemhes tartozik, (.--1)“'1‘ - nal megszorozzuk
(jelolése: A lk) (Az el8bbiekben m4r bevezettilk ezt a fogalmat és jeldlést, de

csak speci4lisan adeterminins els8 sora elemeihez tartoz6 eléjeles aldetermindn-
sokra.) Az itt megadott eldjel-elrendezés kinnyen meg]egyezhetc’i mert sakktib
laszerllen v4ltakoznak az el8jelek, pl. negyedrendil determingns esetében ilyen
-az elrendezés: : '

+ - 4+ -
- + - 4+
+ - o+ - )
-+ - %
Tételiinket az
Bijovoeoo Byee . &
-A= ail_"'aﬂ{""am
anl 4 - . ank,‘ L[] » . ann

determinéns esetében igy formulizhatjuk meg rividen:

n
A= Z a A {i-edik sor szerinti kifejtés,
. ikik Y. )
x=1 i lehet 1,2,, .;.,n_)
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vagy

Z ik (k ~adik cazlop szerinti kifejtés,
k lehet 1,2,...,n},

Bizonyitds
Irjuk fel az A determinéinst (#) szerinti alakjét: .

A.=Z£aé'1. vee B

11 8.8

Tekintsiik az osSzeg azon tagjalt, amelyekben a determinfns egy meghan.a— ’
rozott eleme, moadjuk 8 szerepel. Emeljik ki By - t ezekbdl a tagok-

7 bél; a kieme}és,ut-.in megmaradé sszeg minden tagja

Ea .. ... .2 .a S 1
sll ) L k—1 ak+1k+1 snn

alaku szorzat, ahol Bysees ,s;k 1,sk+1,...,s az 1,...,i-1, i+1,...,n

szémok Gsszes permuticidjat futja 4t. Hasonlitsuk Sssze az inverzidk szé-—
m4t ebben a permuticiéban és az Byseres Ek-—l’i LTI permptéclo-

ben. Az i - t8l kiilénbiz8 elemek inverzi6i mindkét permutscithan ugyan-
azok, Jeléljik j -vel az'e'i_,l,'..'.,sk_l elemek koziil az i - nél nagyobbak

szfmét, Ezek i -vel j ‘inverzi6t alkotnak. Az Byreess 8y q elemek kozott-
eszerint k-1-j szému i-nél kisebb szerepel, ugyhogy az sk+:1,'. - ‘

n
szamok kozbtt az i-- nél kisebbek szdma i-1-(k-1-j). Ezek i ~vel
i-1-k+1+j = i-k+j ujabb inverzi6t alkotnak, és az ut6bbi permuticitban pz
el8bbihez képest i-k+2] - vel tbbb inverzié van, ami i~k - t6l piros szdm-
ban kiilonbozik. Eszerint az a, ik elem kiemelése utin nyert tagok Gsszege

azt a determindnst adja, amely A — bl az i-edik sor és k -adik oszlop

tsrlésével 411 eld, megszorozva ('—1)1~k = (—1)i+k -val, ami azénban épp az
A ikelb’jeles aldeterminfns. Befejezésiil még azt kell‘megje@ezniink,« hogy

az

A= Zfasll. TR

alakban irya fel az A détermmé.nst a jobboldzali tsszeg mm&en tagjdban -
A barmely adott sordb6l és birmely adott oszlopahél postosan egy tényezd
szerepel.
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IV, Tétel ’
A determinéng értéke nem viltozik, ha sorait és oszlopait felcseréliiik,

Bizonyitis

Allitssunkat teljes indukcidval bizonyitjuk, A tétel n = 2 esetére jgaz. Te-
gyik fel, hogy igaz (n-1 - re is, akkor n - re {azaz n -edrendii determinsng~
ra) igy kivetkeztethetiink:

Fejtslik ki az eredeti n - edrendii D determinsnat elss sora, a sor- és -
oszlopcserével nyert uj D’ determinsnst elsd oszlopa szerint. Megvizsgilva D .
és D’ fenti médon nyert kifejtéseit, azt lathatjuk, hogy mindegyikben ugyanazok
az elemek szerepelnek olyan n-1 - edrendii eldjeles aldetermindnsokkal meg-
szorozva, melyek egym4stél csak sor-oszlopeserében kiilsnb#znek, azaz felte-
vésitink értelmében megegyeznek. Ezzel dllitdsunkat igazoltuik, :

E tétel kivetkezménye az aldbbi o N

V. Tétel

A determinfing goraira kimondott tételek a determin_éns 6szlop_3,ira is érvé-
nyesek. (Igy pl. az I, és II. Tétel,) - :

VI, Tétel

Ha két n -edrendli determinfins ugyanazon sorsnak (va -0szlopsnak) ele-
mei kivételével megesyezik egyméssal, akkor Usszeadhaid, A két determingng
gsszege olyan determinfing alakjgban irhat6 fel, melynek az dsszeadanddkban
killonbiz8 elemeket tartalmazé soréban {oszlopdban) ezen elemek Ggszege all,

-16bbi eleme pedig a két determingng megfelel elemeivel megegyezik,
Ha teh4t - ‘ ) o ’

Aall . .'aln » bll « .. bln

"&s pl,
aik'= bik » =1,2,4,...,0; k=1,2,...,n

{2 két determindns a harmadik sorban 5116 elemek kivételdvel egjrezfi elemek-
bél 4l1), akkor- . :
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ni" " " "mn

e. =a, =b,. i=1,2,4,...,n k=1,2,3,...,n,

ik ik ik
Cop = a3k + b3k (k=1,2,3,...,n).
{(Ezt roviden ugy is kifejezhetjilk, hogy a két determinins harmadik sorit tssze-

adtuk.) .
Allitdsunkat az A, B és A + B determinéns azon sora (oszlopa) szerinti kifej-
téséb8l, melyben A &s B killonboz8 elemeket tartalmaz (fent a harmadik gor)
kgzvetleniil belathatjuk, :

VI, Tétel

Ha egy determindns egyik gorénak (oszlopanak) minden elemét ugyanazzal
a szAmmal megszorozzuk, akkor a determihdns értéke is ugyanazzal a szdmmal
szorz6dik meg, (Mis szavakkal: sllandé tényez8 a determindng egy sorfinak min~
den elemébdl kiemelhet§, ) , '
Allitisunkat ugy igazolhatjuk, hogy az dllandéval szorzott sor szerint fejtjiik
ki a determinénst. ’ . . ’

VIII. Tétel

A determingns értéke zérus, ha valamelyik sorsnak {oszlopinak) minden
eleme zérus, .

Allitasunk igazoldsara fejtsilk ki a determinénst azon sora (oszlopa) sze-
rint, melyben csupa zérus ill, igy azonnal l4thatd, hogy eredménylil zérust
nyeriink, "

IX. Tétel

Ha egy determindns valamelyik sordnak elemeit megszorozzuk a determi-
nins egy misik sorahoz tartozé elbjeles aldetermingnsokkal, e szorzatok &sz-’
szege zérust ad. (A tétel sorok helyett oszlopokra is kimondhat6.)

Allitssunkat arra az esetre igazoljuk, amikor pl. a determindns i-edik
sordnak elemeit szorozzuk meg a k - adik (i # k) sorhoz tartozé el8jeles alde-
termingnsokkal. Ha az eredeti determingns k -adik sordt az i -edik sorral
pétoljuk és a determindnst a megvéitozott k ~adik sora szerint fejtjiik ki, nyil-
vén ugyanerre az eredményre jutunk. E kifejtés azonban zérust ad, hiszen a de-
terminsns két sora megegyezik (IL. Tétel). '
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X. Tétel

Két n-edrendil determingnst Ssszeszorozhatunk egymissal a kovetkez§ sza-
bély szerint;

a5 v B e :slln b11 blk bln
A= . . . bB={. . .
8y e azk a1n bil blk bin
21 ce B 8 bnl "bnk"'bnn
esetén
c11 e Cppotee O
AB=C=, %1 0 O - in !
Cp e ?nk een ©
ahol

cik 1lb1k a, bk "'+aikbkk+:‘"+ainbnk=

E 2 b (=1,2,...,n; k=L,2,...,n).

A Ciy elemek Itt"i'észletezett kiszfinitiel utasitdisat az A determingns i-edik

sora és a B determingns k-adik oszlopé,ban 4116 elemek "komponélésénak” is
szoktik nevezni,}
A tétel bizonyitisit egyszeriiség kédvéért harmadrendu deternunénsokra
végezziik el.
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Legyen
' 81 %12 %1 by Pip Py
A= 85 B8pp By B=|Dby byy byg
831 %33 %33 bay Pgp Pgg

811011781 2P21 1813031 211015781 5P00%8, P35 819P 15781902315 a3

8910111 2goo1+80alg; 8y 0y o ¥8, 0Dy t8y D) 89105V B09Pag R 95 g

23102183221 *233751 231°12"%32P 22 33032 231”13 3223 233 83

bizonyitand6, hogy
’ C = A.B,

I

i

!

|

l

|

l

i

|

l

l

|

|

I,

i

| Allitssunk igazoldstra bontsuk fel a C detérminnst determinfnsok sssze-
| gére, ugy, hogy minden oszlopban csak egytagu kifejezések 4lljanak, Az

| egyes oszlopokbél a kzos bll’ b21,b31,b12, b22, b32»b1‘3,523-b33 ténye-
| z8ket kiemelve az ad6dé 27 determindnsbél 2i-ben két-két.oszlop elemei
I megegyeznek, 1g.ezen determinfinsok értéke zérus (I, Tétel). A vissza-
| maradé 6 determinfins;

l 11 %12 %13 11 %13 %12
l
|
|
l
|
|
l
|
[
!
!
1

PiiPesPas | %1 %22 %23 |t PuPaPas|®

a a

21 "23 22

%31 232 33| - 231 %33 33

a. a a : a a a

12 %11 %13 1212 %18 21
PoP1Ps3 | %22 %21 P23 | ParPasPis |2 %23 G | Y

%32 %31 Ps3| 32 %33 31

_ %13 *11 12| . |*s %12 *a

*hy1P19003 B3 221 %gp |* ParPasPislPas a2 a1

) ~ 1 ®ss %31 %2 [%33 P32 %1
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Ha e hat determinénsban megeseréljik az oszlopokat, ugy, hogy mindeniitt
épp A dlijon eld, aszerint vélt, vagy nem vilt a determingns elGjelet, hogy
az el8l 4116 tényezbkben a bi.k elemek els§ indexeinél az inverzitk szima

pératlan, vagy piros, Irhatjuk tehst:

C=AZE_b b b ,
sll 322 533

ahol 81,85, 8, az 1,2,3 elemek valamilyen permuticiéja, £ pedig +1,
paros, vagy pératlan. De a () tetel értelmében

2 &b b b =B,
s 1 522 333
- és igy _
C = A.B,

amit bizonyitani akartunk, . :
Tetszbleges n-edrendi A és B determindns esetében a tétel hasonlékép-
| pen bizonyithaté. :

f
!
|
[
|
[
[
|
I
! vagy -1 aszerint, hogy az sl, 8o 33 permutficiéban az inverzitk szdma
i
i
I
[
[
I
[
|

Pl. az
» 1 2 -3 3 0 1
‘A= |0 1 44, B=|2 -4 5
-2 -1 0 4 1 -2
determinénsok esetében
C=AB-=
1.3+2.2-3.4 1N+2,(-4)-3.1 1,1+2,5-3(-2) -5 -11 +17
= | 0.83+1,2+4,4 0.0+1,(-4)+4,1 0.1+1,5+4.(-2|{={18 o0 -3]|.
-2.3-1,2+0,4 -2,0-L.(-4)+0.1 -2,1-1.5¢0.(-2)| | -8 4 -7

{Eredményiink helyeéségéré’l az A, B és C determinfinsok kifejtésével kénnyen
meggy z8dhetiink, )
A determininsok kiszamit4s4t igen megkodnnyiti az alébbl

XI. Tétel

A determinﬁns értéke nem viltozik meg, ha valamelyik sorahoz (oszlopé.ho_l
egy mésik sorsnak !oszlopénak) tetszdleges éllandészorosé.t adjuk hozzi,
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Bizonyitis

Legyen az efedetl determindns D, az uj deterxhindns, melyet aziltal nyer-
tiink, hogy pl. a D determinsns i —edik sordhoz hozzéadiuk a k - adik sor
¢ - szeresét D’, A VI, Tétel értelmében

D' =D + A,

ahol az A determindns i-edik sordban a k-adik sorban 4116 elemek c- szerese
4ll, Kiemelve az i-edik sorbél a c 4lland6t a determindns két sora egy_ez6 lesz,
s igy a II. Tétel értelmében értéke zérus,

azaz

amit bizonyitani akartunk,

A felsorolt tételeket a determingnaok tényleges kisz4mitdsdnak megktnnyi-
tésére akkor tudjuk j6l felhasznglni, ha szem el8tt tartjuk, hogy olyan determi-
n#nst konnyl kiszdmitani, amelynek elemei egész szimok és lehetfleg kicsiny
abszolut értékiiek, &s a determindnst olyan sora, ill. oszlopa szerint célszerl
kifejteni, melyben sok zérus 411. Ezért sokszor célszerll a VI, Tétel felhaszns-
14s4val-kiemeléseket végezni, vagy egy sor, ill. oszlop elemeit egy 4lland6val
beszorozni {ekkor természetesen a determindns 4llandészoroséra jutunk), ill, a-
X1, Tétel felhasznildstival a determinéns egy sordban, vagy oszlopdban 4116 26-
rusok szémit alkalmas sor vagy oszlop-6sszevonfssal szaporitani.

Fejtsilk ki példaként az albbbi Stédrendli determinénst:

14 2 3 1 2
1 4 5 -3 -1
D= (3 -2 4 2 o
7 5 -3 2 6
0o 4 1 3 8

Az els& oszlopban 1 - es és zérus is 4ll. Ebbe az oszlopba "viszlink be" alkal-
mag- tsszevonssokkal ujabb zérusokat., Miutfn oszlopba akarunk zérusokat be-
‘vinni, sorokat fogunk tsszevonni. Vonjuk ki a mésodik sor 4-szeresét az elsd,
3-gzorosfit 4 harmadik és 7-szeresét a negyedik sorbél: : ’

.

-14 -17 11 8 4 16

4 5 -3 -4 -11 11 3
-4 -1l 11 3 =D 53 35 23 13
__23 -38 23 13 4 1 3 s
-4 1 3 8

= =D’

=]
!
o o o = o



Az 8sszevonssokkal elériiik tehdt, hogy D elsd oszlopsban egy elem kivételével
csupa zérus 4llt, Ezen oszlop szerint kifejtve D -t a negyedrendli D’ determi-
nénsra jutottunk. Ezen determindns elemej igen nagy abszolut értékliek, ezért

célszerl lesz a masodik sor (-1)-szeresgt az elsd,(~2)-szeresét pedig a harma-
dik sorhoz hozz4adni;

6 6 o0 3
D - -4 -1 13

5 -16 1 7

4 1 3 8

. Emeljitk ki az igy nyert determinsns els8 sorsban a kézos tényezit (8), majd
adjuk hozz4 a determinéns negyedik oszlopéngk kétszeresét a mésodik oszlophoz:

0 -2 o0 1 o 0 o 1
D= .3 S TR Y N B Ve IR U Y b
‘5 -16 1. 71 5 -2 1 7
4 1 3 s8f 4 17 3 8
.14 -5 11 .
=3 5 -2 1| =3{-14¢-6-17) + 5015 4)+ 11485+8) } = 4200,
4 1T 3 ' : ' :
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11.) A MATRIX FOGALiv_m; A MATRIXOK FONTOSABB TIPUSAI

Métrixnak szdmoknak olyan n sor és m oszlopb®! 4116 tiblizatat nevezziik,
mellyel bizonyos - a szdmok, ill, vektorok kozétt definifiltakhoz hasonlé - mil-
veleteket végezhetlink, .

A mitrixokat igy jeloljik:

na-= : T . » vagy révidebben: A = ( )n .
;' m
nl " " " “pnm '
(Az utébbi jeltléssel azt kivénjuk feltiintetni, hogy a métrix elemei n sorbél és
m oszlopb6l 4116 tabl4zatot alkotnak.) _
Szokés még nyomtatéshan a métrixokat vastagon nyomtatott nagybetiivel is
jelolni, . ) T -
Két métrix akkor és csak akkor egyenld egyméssal, ba soraik szima, va-

lamint oszlopaik szfima egyez& és a megfeleld helyeken 4116 elemeik egyentok;
ha teh4t .

8y . b11 . 0. blm
_A-; = . ,=_ .
a1 . an bnl . e m
és
aik= bik,._i=1, .esgny k=1,...,m,
akkor
' A=B.
Pl.
3 1 2 3 1 2 de 3 1 2 3 -2
= » G€ #l1 4
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Foglalkozni fogunk speciflisan csak egy sor, ill. egy oszlapbél 4116 métrixok-
kal, vagyis (1) jeltléseivel az n = 1, ill. m = 1 speciflis esettel. n = 1,
m=3, ill. m =1, n=3 esetében pl. A megadisa egy szfmhirmas megadéa-
s4t jelenti. Mivel a hiromdimenziés tér Ika'l;ora.it; is egy szémhdrmassal {ren- 7
dezett szimhérmassal, vagyis a sz4mhérmasban megadott elemek sorrendje 16~
nyeges volt, (1,2,3) -malaz & =1+ 2] + 3k, (2,1,3) -mai a B=2T+T+3E
(2 # b) vektort adtuk meg) jellemezhetjiik, a fogalmat ltalénositva egy rende-
zett szdm m-est m dimezi6s vektornak fogunk fel, Az (1) - bél specidlisan
n=1 esetében ad6dé méatrixot gor-vektornak, az m = 1 esetében ad6d6 méitrixot
pedig oszlop-vektornak nevezzlik és igy jelsljiik: '

8

.3
@ b* = (b

.

ceab )= |l .

a
n

A gor- ill. oszlopvektor elnevezést még azzal is indokolhatjuk, hogy a mét-
rixokra késObb értelmezendd bizonyos miiveletek ilyen métrixokra alkalmazva a
vektorokkal végzett bizonyos miiveletekhez hasonlé eredményt adnak.

Az (1) métrixot sor- ill. oszlopvektorok gegitségével még a kivetkezd alak-
ban is felirhatjuk: ' ‘

X
b
., - - »
3) é— . . ahol}g1 = (aﬂ . e e aim}' i=1,...,n,
b
-n
illetve . o S ' T
' 1k |
(4 é=(g.1 . ee gm), ahol g.k'é . o k=1,..>.,m.
®nk

__é transzpondlt mitrix4nak {jelben é’s az A métrixbol a sorbk és oszlopok
cseréjével eldfllé métrixot nevezziik, :
Ha A az (1)-ben felirt métrix, akkor tehft .

i nl
& - k()
= . . “n

Im '’ Tm
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" Speciglisan a (2) alatfi b sorvektor felfoghat6 a

oszlopvektor transzponaltjﬁnak ez indokolja jellését is,

Szimmetrﬂmsnak akkor nevezzlk az A métrixot, ha elemeire fenndll az
: i

, 3 P T Mg
beszefliggés. .
Azt a tényt, hogy az A mé,trlx szimmetrl.kus, még az
a=a"
osszeﬂlggéssel is féllrhatjuk
fr 3 2 _f1s o2 . "
A=3 0 4] ,A =[3 0 4], A=A" A szimmetrikus,
~\2 4 5f 2 4 5] -
2 3 5 N ERE I .
B=l3 1, 0 ,B =3 1 0}, B#B, B nem szimmetrikus.
- 2 0 4 5 0 4f — T
y , ,
2 3 4} _ [2 -8} '
c=1{-3 %5 -1],C =[-8 5 , C nem szimmetrikus.
= s 4 -1 =

(Mwel c soralnak é8 oszlopainak szAma nem egyezd C felirdsa nélkﬂl is. tud-
juk, hogy nem lehet szimmetrikus.)

Kvadratikus matrixmak azokat a mé,trixokat nevezzik, melyek megegyezd
szému gorbél és oszlopbdl flinak. Igy pl. az (1)-ben felirt A métrix m = n ese-
tében kvadratﬂms.

Kvadratikus métrix rendszfménak sorainak és oszlopalnak megegyez8 szi-
mét nevezzik, -

Pl. az eldbb felsorolt métrixok kézil B kvadratikus rendszima 3, C nem
kvadratikus, igy tendsz4mérsl nem heszélhetiink,

Diagonﬁlmatrumak olyan kvadratikus métrixot nevezﬁnk melynél a métrix

elemeinek tibl4zatéban a bal fels sarokbél kiindulé 4t16ban (az un. f64tichan)
" 4116 elemek kivételével minden elem zérussal egyenld. Jelslése:
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0L . .0

0 . ’a2l .l -

i

<ay, 8, ..., a>.
0 0. . .a

Egységmétrixnak olyan diagonslmétrixot neveziink, melynek a f54t16ban 4116
-elemei valamennyien eggyel egyenlék. Jelslése:

1 0...0

0 1...0
E = .

0o 0...1

Zérusmitrix minden olyan métrix, melynek minden eleme zérus. Jeldlése:

0...0}
90=1. - .
9

0...0

A minormatrixénak az A métrixb6l a métrix bizonyos sorainak és oszlo-
painsk torlése utén visszamaradé métrixot nevezzlik, . _ '
. A késObbi alkalmazgsok sorén fognak még un. héromszog- és trapézmétrixok
szerepelnt. . - o s

Héromszogmétrixnak az olyan kvadratikus métrixot nevezzilk, melynél a £6-
4416 alatt, vagy a f4tl6 felett 4116 elemek valamennyien zérussal egyenlk, a G-
4t16ban 4116 elemek azonban mind zérustél killénbéz8k. Pl.

i 2 -3 o /2 0. 0. 0 o
{0 -2 -4 1 ¢ -1 0o o -0
A= 1, o -1 o252 5 1 ¢ o ‘
' 0 0. 0 3 1 ‘2 -3 -4 o
| o 1 o 2. -3
héromszégmétrixok. - -
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Hasznilni fogjuk a kbvetkezd jelolést is:

4

5

[

Trapézmétrixnak olyan métrixot nevezilnk, melyet hiromszogmétrixbol
ujabb sorok, vagy oszlopok hozzAvételével nyeriink, éspedig a fenti A tipusu
héromszogmétrix esetében a métrixot jobbrél oszlopokkal, a B tipusu hérom-~
szogmitrix esetében pedig alulrél sorokkal bvitve. PL. N

1 2 -3 0 1
c=|0 2.4 1.0}
0 o -1 o 2 \
o 0o ¢ 3 1
2 0 0 0 o
6 -1 0 o 0
D=2 3 1 0o 0
1 -2 -3 -4 0
6o 1 o 2 -3
2 1 3 4 0

trapézmétrixok. Rividebb jeldléssel:

el

2
o
]
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12,) MATRIXOK USSZEADASA, KIVONASA, SZORZASA

1° Dsszendss és kivonss

Két métrixot csak akkor adhatunk Sssze egyméssal (vonhatunk ki egymis-
bal), ha oszlopaik szdma és soraik szdma egyezd. Az Usszegmitrix (kilénb-
ségmitrix) elemeit ekkor az sszeadandé {kivonand6) matrixok megfeleld ele-
meinek Gaszege (kiildnbsége) szolgdltatia, ) ’ :

A 11,) fejezet elején felirt A és B métrix esetében:

ST c‘1m

:;=\+g.=(=:= ',aholcik=am¥bﬂ;,
. °a " %um
i=1,...,n; ,k=1,..'.,m.
d11' ot dlm
A-B-D- . |+ ancl dy =ay -5,
nl *° '_dnm_

i=1,...,n; k=1,.,.,m, o
Az igy értelmezett 5ggzeadfis kommutativ és asszociativ:

A+B=B+A

A+(@R+O=A+B+C=A+B+C
_Speciglisan i ' -
AtQ=0+Aa=8.

Pl.

-2 0 1f lo 1 1) {21 0f l4 o 2/.



2o Szorzis

2,) Métrixnak szémmal vald szorzatét ugy kapjuk meg, hogy & métrix min-
den elemét megszorozzuk az illetd szdmmal:

vagyis révidebben

c_.é=(=)_., ahol cik=caik' ....,n, k=1,...,m,

A szdmmal valé szorzis mlivelete komn_mtativ és disztributiv:

cA = Ac,
(ath)A = a4 + bA:. :

c(A+B) = cA + cB.

Pl.
3 1 -6 -2
-2 |2 o= 4 o].
, , 1 -4 -2 8

- Pozitiv egész ¢ esetében a cé 8ZOrz4s viaszavezethete’i métrixok ismételt
dsszeaddsfra.
b.) Métrixnak matrix-szal térténd szorzfsat csak akkor definidljuk, ha az

elsf tényezo—matrix oszlopainak szémsa a mésodik tényezo-métrix sorainak szé-
m4val egyezd,

Ha tehét alkalmas jeltléssel
CIPECEEREIL S

(1) A= . . = ’
R a
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_ by ‘b1p (
2) B = . . ) m=(,...hb),
(2B _ : p (_1 _p)
bml 't bmp
akkor ,
b, o, o,
3)2%1 9}2"-’2 R é};bp 1 Cip
& é =_=_: * = ‘ ( )
. . . . = n,
» - . p
€, 4. C
g‘:bl L) ' iin"p al e
ahol
4 O =3y =ayby ¥ BiaPoi e P -

A (4) alatti szorzatot, az _E_l.? sorvekior és pk oszlopvektor szorzatdt az m=3

esetére (vagyis a haromdimenziés tér vektoraira) njrert skaldris szc':rzé.s kisz4-
-mitési szab4lydnak alkalmas fltalénositdsaként az

a" -gorvektor és b oszlopvektor, ezen sz4m m-esekkel megadott m—dimenzids

vekfoigak skaléris szorzatdnak is nevezzuk A (8) szorzat—mé.trix elemei ilyen
szorzatokként adbdnak.

(A 10..fejezetben emlitett oinevezégsel azt is mondhatjuk, .hogy a C szor-
zat-métrix i -edik sorgban §s k - adik oszlopéban allé Cik

elemet az_A mitrix
i - edik sorﬁban ég a B-métrix k -adik oszlopéban 4116 elemek "komponélisa'
révén nyerhetijiik, )
A miétrixok szorzdsat specislisan oszlop- ill. sorvektorok esetében alkal-
mazva adédik:

a"p=(ala-2. R 1 -='@1b1+a2bg+"'+ambm=

-
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a, alb1 al.lb2 . albm
;.3 32
ab = . (bl bzr. . bm) =]. .
; . . ambl amb2 a-a s ambm »

Az a"'b ésa hasonléképp képezhetd b a szorzatot skaldris gzorzatnak, az gbx

és a hasonléképp képezhets ba szorzatot diadikus szorzatnak, vagy diddnak
nevezziik.
A fent (1) és (2) -ben megadott A és B miétrixok szorzata m darab digd

sszegeként is megadhat6, Az ott alkalmazott jelolésekkel ugyanis

¥
-1
*
-2
* ¥ * '
4B={a; 8, .. .3 T2by tahy t ta b s
| b
. “m
i m
- )
' =73
j:l
ahol -
‘ alj
5 %25 N _
a = . és b, =(b_ b ..b. i Fi,...,m,
_J . » __3 (11 12 JP)’ J ’ 7
anj

A métrixok szorzisa ‘éltalé,ban nem kommutativ, Azonban, ha E n - edren-
dii egységmitrix, O n - edrendl zérusmdfrix, A n - edrendi (kvadratxkus)
miétrix, akkor

EA=AE =4,
04 = AQ -

.

1t
Ho .

A fenti azonossigok indokoljdk az egységmétrix ill. zérusmitrix elnevezést
- Igaz tovabb4 az alébbi osszefuggés -

axb ba,
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és kinnylii beldtni, hogy :
ab® = (ba"y* ,

vagyis az uttbbi esetben a kommutativitis szabdlya csak akkor §ll fenn, ha. ba
szimmetrikug métrix.

" Tovébbi specislis esetként megemlitjiik, hogy az n- edrendii <e¢,ec,...,c>
diagonflmétrix és az n - edrendii (kvadratikus) A métrix szorzdisa szintén
kommutativ és az A métrix ¢ - szeresét szolgﬁitatja. Ugyanis

<ec, 150> 4 = (6BIA = olB4) = cp

A <c c,...,c> - A(CE) = (AE)c = Ac =

i

Mint emlitettitk, a métrixok szorzfsa ﬂtalﬁoan nem kommutativ. Ha azon-
ban egy A és B mitrixra
- aB-B

akkor az A és B métrixot felcserélhetdnek mondjuk,
A métrixok szorziisa asszociativ és disztributiv:

(@BC = AEBQ).

A(B + Q) = AB + AC,
feltéve hogy az itt szerepl§ szorzatok értelmezettek,
Pl : ,
3 1\ - f1 2 3
1 2 -3 '
A= N B= Iy 2].g=[4 5 0
- -2 1 4
0 -1 - 1
esetén a kivetkezd kéttényez8s szorzatokat képezhetjidk:
1 1.3+2,443,0  1,142,2+3,(-1) 1 2
_A_E: . . ’ = £ s
T 2.3+l 444,0 -2, 141,244, (-1) -2 -
3-2 641 944 17 13
BA= |44 8+2 12¢8] = 0 10 ‘201,
0+2  0-1 0-4 2 -1 -4
| 1+8-3  2+10+6 3+0+3 | 6 18 &
AC= . =1 o ,
T ~2+4-4 -445+8  -6+0+4 -2 - 9 -2



3+ 8+0 1+ 4-3 -1 2
CB= | 12+20+0  4+10+0 | = | 32 14 | .
-3+ 8+0 -1+ 4-1 , 6 2

3% A kvadratikus A métrix pozitiv egész kitevos xdt a métrixok eldbb
ismertetett szorzisi szabé.lyabél nyerhetjiik:

Specifligan az <a1, a.z, veesd > diagonilm4trix esetében kinnyen belat~
haté, hogy

: n n
(<a1,az,...,am>) -—<a1, 2,...,9.m>.
Pl.
2 4
A=
. 3 -1
esetében
2 4 2 4 2.2+4,3 2,4+4.(-1)
AZ = = =

3 -1{ {3 -1/ s.2-1.3 3.4-1.(-})
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13.} KVADRATIKUS MATRIX DETERMINANSA ES RECIPROKA

Egy kvadratikus A mitrix determinﬂ.nsﬁn az A métrix elemeib8l képezett
determinéinst értjitk. Jelben

i
I

esetében A determinsinsa

(Az itt bevezetett fogalom segitségével kénnyen felirhatjuk a 10.) fejezethen ki-
mondott X, tétel (a determinénsok un, ‘szorzistétele) 4llit4sst:

det A . det B = det {A.B),

ahol A és B tetszdleges kvadratikus n-edrendd métrixok. }
Az A métrixot sz ingulérisnak nevezziik, ha

det A = 0.
A mitrixszdmitis legegyszeriibb alkalmaz4sainél is szlikséges mdr egy
ujabb miivelet, a métrix-szal t6rténd "osztds" miveletének definiciéja. Vizs-

giljuk ui. az X Kgr Kgr X ismeretlenekre nézve linesris {elsdfoku) ,gyenlet—
rendszert
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805 Byg%a * 315% T A% T Py

@ 851%1 * 2a9%2 * Bpq¥g * 8y4%, = Py

8g)%) + 8gp%y +ageXy tagX, =Dy,
B43% TR T A%yt 844%, = by
{a 1k1234 bl——1234511and6k)

Az (1) egyenletrendszert mitrixok segitségével a kovetkez rovid métrix-
-egyenlet alakjaban irhatjuk fel:

ik

T
"

1w

(2)
ahol _ .
3 12 Bz 214 % by
a a a - a X b
A= 20 "2z Pas fa| T2l 2|
831 P32 %33 P34 %3 by
a 41 a a a X 4 - b 4

42 43 44

Az (1) egyenletrendszer, ill. a (2) métrix-egyenlet megolddséra jutunk,
ha {2)-b8l az x oszlopvektort ki tudjuk fejezni. Ehhez azonban sziikséges. mar
az A métrix-szal valé "ogztds" milveletének definiciGja, Pontosabban szllva,
egy olyan X méirixot keresl:lnk amelyre

mert ezen X mﬁtrix—sial a (2) mﬁtr_lxegyéx;lebet beszorozva (mivel Ex = ¥ '
3) x=Xb '

" ad6dik, s ezzel felatintunkat megoldottuk, (Kdzvetteniil természetesen (2) meg-
oldfisfrd jutunk, ha azonban (3) - ban a jobb és baloldalon 4116 oszlopvektorok
egyenloségét részletesen kurjuk mivel x elemel X.,X,,X,, %, épp (1) megoldé.—
17234
séra jutunik.)
Az itt felvetett problémﬁhoz hasonlé problémﬁ.val mér talé.lkozttmk Az a
szfim reciproka az az x szﬁm volt, amelyre

P ,

a}[:xa:l; R ) ) .
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ilyen x létezik, ha
a# o0,

Mitrixok esetében a reciprok X miétrix létezésbhez az
7 e

kiktésnél erdsebb kik_b‘ﬁést kell tenniink, Ha ui,

e 1

2= §é = E’
akkor & determinfnsok szorzéstétele értelmében (10.) fejezet X. Tétel)
det(AX) = det(XA) = det E,

azaz -
"det A, det X =det X-. det A =

' és ez ceak akkor 4llhat, ha
det A # 0,

Megforditva,

ha det A # 0, akkor az A métrixnak van reciproka, és csak egy recipro-
ka van, melxet A - nel jeldliink, iﬂitﬂmmk a szingulfiris métrixok fogalms-
nak segitségével 1 ugy is megfogalmazhat6, hogy nem—szing‘uléris A métrixmak

van egy és csakis egy reciproka.
Tegyitk fel ui., hogy _);{ és Y is reciproka A - nak, azaz.-

== = == = -_E-
és '
‘ YA =AY = E;
ez annyit jelent, hogy - .
’ ; 28 = zé = g'-

Ezen ut6bbl egyenléség-lancunkat szorozzuk be jobbrol X.- szel:
X(AY = Y(AX) = EX

ad6dik ekkor a’ mﬁtr!x—szorzﬁs asszociativit4sinak felhasznﬁlasé.val Mivel
azonban az X métrix az A matrixnak reciprok-mﬁtrhm (AX E), legutébb

nyert egyenloségﬂnkbol = _
XE YE

azaz
-3
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Az A.adj A, ill, adj A.A

ad6dik, vagyis A két reciprok—mé.trixa ha egyéltalén van ilyen matrix - sziik-
ségképpen megegyezik egyméssal, Egyértelmiien bevezethetl tehit az A nem-

-szinguldris métrix (det A # 0) reciprokinak jelolésére {feltéve, hogy létezik),
az :
~1

flp<
k-

jelolés, :
Annak belataséra, hogy det A # 0 esetében A valoban létezik, képezzik
elSszor adott nem-~szinguliris mé.trlxunk transzponéltjﬁt A - ot, majd pétol-

. juk ezen métrix minden elemét a det A determinsnsban neki megreleld eljeles
aldetermingnssal, Az igy nyert mé.trixot A adjungéalt mﬁtrixénak nevezzhk és
igy jeloljik: adj A .

a-11 in
A=
=
a4 ann
esetében
A11 : A}:11
adj A = . . .
. . s A
Aln nn,
Az A mitrix reciproka:
-1 1 .
(4) A = Jet A ad;é .

Kiinnyen bel4that6, hogy a (4) - ben felirt _A__'l métrixra

ala=aa" -

A.A A szorzat-miatrix képzésénél ugyanis a f64tl6ban 4llo
elemek det A egyes sorok, ill, oszlopok szerinti kifejtései, s igy det A érté-
két adjak. (10.} fejezet HI, Tétel, Azon elemek, melyek.nem a f8atloban 4linak,
det A egy sorgban ill. oszlopdban 4116 elemeknek egy mésik sorhoz, ill. oszlop-
hoz tartozd elfjeles aldetermingnsokkal valé szorzatainak sszegeként adédnak,
s mint ilyenek a 10.) fejezet IX, Tétele értelmében zérussal egyenltk. A mat-
rixok szdmmal valé szorzasi szabdlya értelmében azonban (det A #£0y°

1 . : 1
A. adj det

ik

adj A .

i
g
"
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[=N
o
.
[
o
ok
o
<

0 deta . .,

<
<
=
K
.

.
(=]

[

It

]
it

« . . detA .

(=]
(=}
(=]
o
.
ey

amit bizonyitani akartunk.

KonnyH belstni, hogy (AB) = B' A"
_ Kiinduldsul szolg4ls problémé4nkra visszatérve az (1) lmeéris egyenlet-
rendszernek megfeleld - {2) - ben felirt -

Az =1

métrixegyenlet megold4sa nem-szinguléris A mﬁ.trix esetében

illetve részletesebben felirva:
1y A g A Ayl (b
Ml_ 1 P12 Aae Az Ap by
T det A -
*3 1% e Ap A by
X -
4 Aa Ay A3_4 Agaf \ Py
APyt AgiPy + Agyby + Ak,
1 A1gP1 * AggPy + Agby + Ay,
T det A . ’
= AygPyt AggPy * Aggby ¥ A D,
Ay T AgyPy + Ay by + AL,
vagyis
X, = = A, b +A (bytA boHA b ) =
1 detA (A1 a1y g PR 410y
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1P 23 %3 214

by Byy 855 By,
by 8, 855 B4,
by 84, 84 8, A
= . a a a T det é '
31 12 F3 i
891 83 B33 B9y
| 331 %32 333 334
T P42 B3 My
. i !
1 i
Xy = Fet & P1gP1PagPatAgPstA Py
= : . !
8, By 13 "1
81 By By By,
8 Py 834 By,
2 by By 8y A,

) a. a a ) det 'é ’
41 *12 *f3 Y14 =
851 %z PR3 By
83, %32 %33 %34
2 P42 B3 2y
1 : _

%3~ Geta AisPrAasPr APt =
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n %12 P
81 B3 Py By
831 835 by 2y,
%4 %z Py By A
) a a a a [ det é ’
11 M2 %13 %4
B21 %z fp3 By,
81 f5p By 834
1 P42 B3 By
1

X3 = Geta P14M

+A_ b +A_ b +A b

24727343 4474

fn %12 %3 Py

31 %2 8 by f

51 32 g3 By

81 %42 B3 By A,

) a a a &. ) de;é

181 P12 213 8y
{221 %22 B2y By

83 83 B %34

84 ?;2 83 8

A llneéris egyenletrendszer det A # 0 esetre sz6l6 megoldsa az itt réezletesen
felirt un. Cramer-féle szabily értelmében a kovetkezf: az x_,x_,x_,X isme-

1'72°73' e

retlenek értgkét ugy kapjuk meg; hogy a det A determ!nana elsd, mésodik, har-
madik, negyedik oszlopaban 116 elemeket a b oszlopvektor elemeivel pdtolva, -

az igy ad6d6 A

g0 A4A, determindnst elobztjuk a det A determingnssal. (4 és

b részleteger kiirt alakjﬁt lﬁsd (2) - ben,)
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Altalénos esetben az n ismeretlenes linedris egyenletrendszerek megoldi~
séra a 16.} fejezetben még visezatériink, )
A fent részletesen letirgyalt speciélls esetre oldjuk meg a kovetkezd példat:

X+ 2y +3z2 =3,
~-x + 2y =6,
y+3z=29,
Egyenletrendszeriinket '
Aw=p
alakban Irhatjuk, ahol
i 2z 3 X 3
é= -1 2 0], w={vy Ih= 61,
6 1 3 Z 9
1 2 3 1 - 0
det A = -1 2 of=9#0 a"=]2 2 1];
0 1 .3} 3 0 3
mivel det A #.0, van A - nak reciproka
g 1| 21 2 2
0 3 3 3 3 0
e oo 1 JrtH ..
2 9 0 3 3 3] |s o0
-1 0o} 1 0 1-1
2 1 2 1 2 2
2 _1 2
3 3 '3
-{. £ 1.1
'3 3 3 |°
AL 4
9 9 9
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és igy )
!=é Ea.'

illetve részletes kiirdssal: -

X = 2.3-13,6—2.9 = -6,

_L.841,6-1,9
3

_ cl.3-1,6+4.9 _
5 .

=0.

(A Cramer-szabﬁly aﬂwlmazasa idleg sok-xsmeretlenes linedris egyenletrend—
szerek megoldfssnil céiszeru ) )
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14.) A MATRIX RANGJA, MATRIX DIADIXUS FELBONTASA

Definici6: :

valamely A {nem szilkségképpen kvadratikus) mftrix rangszimfnak A leg-
magasabb rendi kvadratikus nem-eltinG (zérustél kiilénbz6 éxrtékil) determinfin-
su_minormétrixfnak rendszimét nevezzilk. -

‘Ha A kvadratikus és det A # 0, akkor A rangszdma &5 rendszima meg-
egyezik. ' T ’ )

‘PL
1. 2 -3
A=12 1 2
1 -1 5

esetén A rendszdna 3, rangszdma 2, mert.

det é = 0,
de pl.
’ 1 2 1 2 .
det 1= 7 =3 # 0
2 1 2 1
1 2 -3 1
g =12 1 2 b5
1 -1 5 3
rm;g-szé.mia, mert pl.
1 o2 1\
det 2 1 5| =3#0.
1 -1 3

- 108 -



A 12,) fejezetben a métrixok szorzfssnek definici6jindl megemlitettilk, _
‘hogy a szorzat-métrix diddok Bsszegeként is felirhat6. Altalsnosabban, bérmely

AfQ

métrix felirhat6 disidok tsszegeként. Ennck (a métrix un. diadikus felbontsss-
nak) egy médja‘a kévetkezf: .

: Mivel kikitésiink értetmében- A # 0, kell, hogy legyen az A métrixban
zérustél killsnbsz8 elem, legyen egy ilyen az i - edik sor és j - edik oszlop
aij eleme, Képezzlk a kivetkezd kitlénbséget:

81 0 ¥y 815
) .. L] 1 b .
. -2 | (au .o aﬁ...ajml—
. . i} . '
"y SR &am anj
[ 1y a a'
= é - it Y (a’.1 'y 1--- aim)'—-
. ij i}
a
nj/

Az 4™ métrix 1-edik sorban 66 j-edik oszlopsban nyilvén csupa © &Il Ha

ém # 0, kell, hogy legyen zérusté! killtnh8z8 eleme, legyen ez b ., ekkor
\L N
b11 o 0 e blm blk
| o :6'4 ¢ |- . ...Db b )=
sen 4-.- b . ) pl". pkcllpm
. R P | 7 ! ,
b . 0... Db b

=
£
3

- 109 -



R A b
= a0 - (_& 1 __9_!11_) -
A . b
pk pk
NS .
=4 By, = 4

Az itt két Jépésben ismertetett eljardst mindaddig folytatva, mig végi.ll csupa 0
elembfl 5116 A(r) métrixra jutunk, irhatjuk:

( ...{[(_g-glg';)-gzx_r:]—93%‘]-..._ ug:f=0.
A(l) o
\ 'éw)
azaz . *
A=y v oyt uY

ami épp A egy keresett diadikus felbont4sa. E diadikus felbontést kinnyli két
métrix szorzataként is felirni:

Nyllvéin végtelen sokféieképpen lehet az A mfitrix diadikug felbontdsst elvé-
gezni. Ha pl, a fenti felbontéisban az u oszlopvektort két oszlopvektor dssze-

geként 4llitjuk eld, A egy misik diadikus felbontdsdra jutunk,
Végezzik el az alébblakban az A mé.trix diadikus felbontﬁ.sﬁt. S

3 1 2
A={0 1 -2},
1 2 -1



a8
Lo -
= =]
. -,
=1
, o o
- .
\\.\Ill.llrll
- . -~ 2 '
- e O Wl 8 o ye
- ——— ! =)
o -
(=) m,.._i - D
o, Y | — T
, - . S oo
o o wim .m.\ ' © e
] - m @ e
/llll..l|l|\
mA__. g i
: ol s S

<

De '
" ‘Més alakban felirva:

-ésigy
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2 ¢ 0 0
A-slale 1 a=|s 2 o = a0
= 2 ' 5 5 o
- 2 2 °
o _ 0o 0 0 0
AW 21212 2 g=|1 0 of=]|1
2 5|2 2
'2-- 0 0 G 0
vagyls  f o' 0 0
i 3 1
A={-2(3 3 v+{2zla 1 o+j1ja o
-1 2 0
2
31
2 00 2 2- 1!
=|-2 : 1 11 0f=yY,
120 1 0 0
mig az A métrix egy tovébbi diadikus felbontésa:
3 I3 1 2\ [3 6 -8 0

4

0,

' : "
A-loja 2 -np=|o 1 -2f-|0 o o|=]0 1-2=é(1),

1)

1 1 2 -1 1. 2 -1 0
- [-5 0 -5 5 0o -5 10\ [fo
" _ ~
AM ol 1o 1-9=l0 1 -2)-{0 1 -2i=1{0
0 ¢ 0 0 0 0 0 0
-5
={ 0] 0 1,
0
és igy
3 -5 -5
a=loj@ 2 -p+| 1| 1 B+ 0f0 0O
1 0 10
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Megvizsgélva az A mﬁtrix ezen hirom diadikus felbontésst azt 14tjuk, hogy
I=.11, 21 Y trapézmétrlx a mé#sik hérom ad6dé métrix nem trapézmitrix, de

llf2 és ‘23 alkalmas sorcserével, V Y, alkalmas oszlopcserével trapézmétrix-szi »
rendezhet§ 4t, Altalsban ha A diadikus felbontdsa révén

A-uy
adddik, V trapézmitrix lesz, ha A diadikus felbontdsdban elSszir az elsd,

majd a mésodik, harmadik, ... oszlop elemeibsl irva fel a didok elsé’ ténye-

zjet adoaik A1) a9
Ha U és V nem trapézmitrix, alkalmas sorcserével, ill. oszlopcserével

trapézmﬁtrix-sza alakithaté 4t, Az llyen méitrixokat gltaldnosifott trapézmah'ixok—
nak’ nevezzlik

Az alsbbiakban be fogjuk 14tni, hogy az

>
=]
i<,

felbontdsban a. ¥ mﬁtnx kép oszlopénak cseréje A ugyanazon két oszlops-

nak, U két sorﬁnak eseréje A ugvanazon két sorsnak cseréjét vonja maga

utén, és, hogy ezen sor-, ill. oszlopcsere révén eld4lls uj matrixok rang-
ja az eredeti métrixok rangjival megegyezd,

Legyen ui. ) . :

‘ A=( )n

és i < k S mj-az A mitrixot szorozzuk meg jobbrél egy olyan m - ed-
rendii kvadratikus g métrix-szal, amely az m - edrendii egységmétrix-

i
|
I
i
[
I
|
|
I
|
[
|
: bél az i 7—>ec'lllc és k - adik sor cseréjével 4llt el§:
I
|
|
|
|
I
|
|
|

Ay e ali"'_all;"' 84 n 1...0...0...0

B e By e B o B 0..0...1...0
AP =f 1 D -
'==1kak1"ak1“'akk"akm 0...1..,0...0

an1 ani e ank anm 0... 0... OA._.. 1
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we

anl"ank .o am 'anm
mivel
4By = UVEy = UTRyY,

14thaté, hogy a =Pik métrix-szal térténé jobbrél valé szorzéssal az A és ¥

mgtrixban is feleserélédstt az i -edik és k - adik oszlop.

Teljesen hasonldan 14thaté be, hogy az Aés U mitrixban a j - edik
és p - edik sor tseréjét (j <p Sn) az n - ‘edrendii egységmatrixh6l a,
j - edik és p - edik oszlop cseréje révén el6allé P’ métrix-szal ba.lrél

=jp
toriénd szorzéssal érhetjik el (P} j Jp(U\_f) ={P jpg)y)
Be kell még latnunk, hogy a Pik’ 1. P}p métrixokikal valé szorzis

az A, U és y métrixok rangjin nem v4ltoztat, Ez az 4llitds azonnal ko~
vetkezik abb6l a tényb8l, hogy a fejezet elején megadott definicié értelmé--
benpl. A és AR, B legmagasabb rendii nem-szinguldris kvadratilais mi-

normétrixai egymd#stol leg'feljehb az 1 - edik &8 k - adik oszlop sorrend-
jében térnek el, tehst determinfinsaik azonosak, és igy rangszimuk is azonos.

Az A métrix rangszémét azonban nemecsak a fejezet elején elmondott definicié
alapjn 4llapithatjuk meg. Igaz ui. az alsbbi tétel:

. Egy tetszbleges A milrixr 2 megegyezik az A diadikus felbontfsshoz
szilkségen difdok minimglis szdméval, (A diadikus felbontdsra kidolgozott pél- -
d&ban kovetett médszer éppen minimélis felbontést adett meg.}

|
|
1
|
|
|
|
i
|
|
!
|
|
I
|
|
|
I
|-
I
|

Blzonylté.s. Bontsuk fel & vizsgilt A métrixot a fent részletezett mé-
don disdok Gsszegére:

i
|
! v
-1
I
I (¥) A ylgl+t_1_2y_2+...+u_rgr (91-"']1) uy .
! X
| \ T

Elgszor azt biionyitjuk be, hogy A rangja légaldbb
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Amennyiben ui. U és ¥V trapézmitrix, a 11.) fejezetben elmondott de-
finicié értelmében mindkettd rangja r, igy az U métrix els§ r sorsbél és
v els8 r oszlopih6l képezhets mlnor—métrixok szorzataként A - nak egy

T - edrendit el nem tiné determiningu minorm4trixat nyer}uk (Ezen szor-

zatmétrix determingnsa a determindnsok szorz4stétele értelmében a két
minormétrix determinéngfnak szorzataként nyerhet, s minthogy ezek nem
tiinnek el, a szorzat-mdirix determindnga is zérustsl killonb6z6.}) A rang-
ja tehat nem lehet r - nél kisebb, Ha a fenti -

A=W
alaku feilbontdsban U és ¥ csak dltaldnosjtott trapézmétrix volna, akkor
az elébbiek értelmében A - ban és U - ban alkalmas sorcserét, A - ban

és Y - ben megfelel§ oszlopeserét hajtva végre - amely cserék a szerepld
mﬁtrixok rangszimit nem véltoztatjﬁk meg -~ az ad6dé

v v .0
T

mitrixokra végezziik el a fenti okoskodést, é&s igy adédik, hogy é’ rangja

- - amely A rangjival megegyezik - nem lehet r - nél kisehb.

Beblzonyitjuk hogy 4 rangja r - nél nagyobb sem lehet, Ennek bizo-
nyitdsa a kovetkezo segédtételen nyugszik:

k digd osszegének rangja legfeljebb k. .

A bizonyitést teljes indukcibval végezzik. -Egy disd ramgja nyilvan =1,
Bizonyitjuk, hogy ha k di4d Ssszegének rangja legfeljebb k, akkor k+1
disd tsszegének rangja emnél legfeljebb eggyel lehet nagyobb, vagyis = k+1,

Jeldlje a k darab didd tsszegét A, ekkora k+l disd dsszege

x
I WA

fiod

Tekintsitk B k+2 - edrendii minormétrixainak determininsit, E determi-
pénsok elemei Osszegek, vagyls a determingnsok tov4bbi determingnsck
Osszegeire bonthaték. Ezen utébbi felbontésban a kivetkezd esetek lehetsée-
gesek:

1° egyik oszlopban sincs az YV ; i1 digdnak eleme, toh4t a k2 -

edrendii determinéns A elemeib®l 41l &s igy, mivel feltevésiink értelmében
A rangja <k k+2 - edrendli determinénsunk zérussal egyenlS;

2° egyik oszlopban az u +1Ek+1 disd elemm &llnak; k+2 - edrendi

determindnsunkat ezen oszlop szerint kifejtve az ad6dé k+l - edrendil al-
determindnsok, mivel A élemeibdl 4llnak csak és A rangja <k, szintén
zérussal egyenlo’k igy tehst k+2 - edrendil determmé.nsunk is zérus;
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amre i e m— e mm— — o — — — — —— ——h T— o ——rn r— ot

3% ha a k+2 - edrendl determindnsnak legaldbb két oszlbpéi)én

* <
Yo elemei 4llnak, akkor k+2 - edrendii determingnsunk két oszlopa

‘egym4s fllandészorosa, és igy értéke zérussal egyenld,

Ezzel segédtételiinket bebizonyitottuk, mert beléttuk, hogy B ~ nek
nines olyan k+2 - edrendi minorm#trixa, melynek determinﬁnsa nem tli~
nik el, és igy B rangja Sk+l,

Tétellink bizonyitﬁsénak elején belsttuk mir, hogy
{3). A rangja 2r.,

Segédtételiink értelmében, minthogy A - nak egy

’ ®

: . x
A=suyv, + ... +0V-
2~ 4% . ~rTr

alaku diadikus felbont4sab6l indultunk ki (é - t r disd §sszegére bontottuk)
(% -A rangja €r,
vagyls szilkségképpen (%) &s (%) értelméber

| 4 rangja = 1.

Ezzel tétellinket bebizonyitottuk,
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15.) LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA
VEKTOROK Lmr__:éms FUGG(’)’sEqENEK VIZSGALATA

A 13.) fejezetben a reciprok-matrix fogalménak bevezetésénél foglalkoztunk
més specidlis linedris egyenletrendszerek megoldasavai Az it letargyailt esetet
sltalfnosségban igy fogalmazhatjuk meg:

az Xy Xgreen, X ismeretlenekre felirt

anxl L alk’ﬁt . almxm = bi'

@ -

am]_m:1 + ... amkxk + '-"+amm_xm= bm,'
linedris egyenletrendszer, ill, az
TR

(2 Ax=b, A~

mﬁtrmewenlet megold4sa - amennyiben A nem-szlnguléris ‘métrix, vagyis
det A'# 0 - _

=47,
ahol
-1 1
= 7 det A adj_ 4,
vagy részletesen kiirva : .
. N N u
xk detA (A].kl ves A bm}—detA:blj,--.,m,

ahol A = val azt a determinénst jeloltidk, amely det A - b6l ugy 4llt e16,

hogy a k ~ adik oszlopban 4116 elemeket a b oszlopvekl:or elemeivel helyettesi— _
tettik,

Ezen megoldist szolgﬁltaté szabilyt Cramar—szabﬁlynak ‘nev.eztiik.

- 117 -



Arrél, hogy a Cramer-szabily gltal szolgaltatott

- 19

[}

§=

_oszlopvektor valéban megoldds, a (2) egyenletbe val6 visszahelyetiesitéssel komy-
nyen meggydzddhetiink:

ax=20"D = @2 b-E=b,

a m4trix-szorzis asszociativitisénak felhasznélﬁsé.val

Olyan linedrig egyenletrendszereket tehit, melyeknél az ismeretlenek €s az
egyenletek szé.ma megegyezd (tehit A kvadratikus métrix, a (2) - ben alkalma-
zott jelo}ésekkel), és det A# C (az A métrix nem szinguléris) a Cramer-gza -
baly segitségével meg tudunk oldani, .

Az alsbbiakban 4ltaldnosabban, el8szér az

(3) Ax =0,
majd az
4 Ax=1b

métrixegyenlet megoldssaval fogunk foglalkozni, ahol

al1 . glm _ Xl b1
(5) é = ¥ l‘. = + 13_ = ]
‘a.nl Voe o apm X | bm

vagyis nem kotjlik ki, hogy az A A métrix kvadratikus legyen.
A (3) métrixegyenlet részletes }dirésé.val az

+a x =0, a

- ?11}‘1' v T A m*m i
(&)
_anlxl'—+ et A ¥ =0
RppXgyeves X ismeratlenekre nézve ﬁ.n. homogén li.neé.ris' egyenletrendszerre

jutunk, (3) megoldﬁsai tehst a (6) egyenletrendszer megoldédsait is szolgalfat-
jék. (A (6} line4ris egyenletrendszert azért nevezzlk homogénnak mert nem
tartalmaz olyan tagot, melyben valamelyik ismeretlen ne szerepelne )

- 118 ~



Nemesak'a {6) egyenletrendszer megoldfsainak keresése soran Jjuthatunk el
azonban a (3) mitrixegyenletre,
Az

1i
a1
(7 a = : . i=1,2,...,m
nt j
oszlopveldorokat (mivel megadisulkhoz egy szfm n-es volt szllkséges) n-dimen~

zidg vektoroknak fogtuk fel. (Lasd 11.) fejezet. ) Ezen vektorokb6l és az
X3 Kgs oo xm szémokh6l képezett

® 2%yt ax, Vet X

un. linedris kombindci6 segit'ségévél vizsgilhatjuk az & (i=1, ..., m) vektoraok
linedris fligg8ségét. Ha ugyanis a (8), alatti linedris kombindciéra

(%) - e_llxl + gzxz' & P g.mxm =0

csak akkor 411, ha
' X, =X = =x_ =0,

1 2 " m
akkor az 8y» az, cier8 vektorpkat linedrisan filggetleneknek mondjuk,

Ha (9) pl. X, #0 esetében is fennéll, akkor (9 -,b6’1

- X ’ X

g = -—2g o . o
=1 x1—2 xl-m

vagyis 8 elﬁallithatﬁ BT By, eenB vektorok lmeéris kjfejezéseként linegri-
-1 vektoroktél ' ’
=2 “m

A (9) alatti egyenlet vizsgilata azonban épp a {3} mitrixegyenlet vizsgéla—
tdra vezethetd vissza, hiszen (9). részletes kiirdsdval a (6} egyenletrendszerre
jutunk, amt témoren irva {3) - mal azonos. (A (3) - beli é'matrix_ ekkor. a
linefiris fliggfssy szempontjabol v1zsgﬁlt vektorok koordin4taib6l képezett un.
koordinfita-mitrix, } ’ : s

Foglalkozzunk tehit az aldbblakban az

Ax=20

métrixegyentet megoldé.sé.nak vizsgﬁlatival
e ’ " <119 -

san fiigg az a,



A - ban alkalmas sor- és oszlopcserével (ami a (6) egyenletrendszer
egyenleteinek cseréjével, ill. ismeretieneinek ftsz&mozdssval megoldhat6 fel-
adat) elérhetjiik, hogy A diadikus felbonté.sﬁban

. ®_ -
é-‘-"lzl +...+gry_‘_—§g1 cee m il l_i_;‘l_

ad6djék, ahol A rangjar , U és ¥ r - edrangu trapéz - mﬁtrixok-

S R g 1

ill. esetleg dltalfnositott trapézmditrixok (l4sd 14.) fejezet),
U trapézmitrix ill. fitalfnoaitott trapézmitrix voliibdl kivetkezik, hogy
8Z Wy, +ev B vektorok linedrisan fiiggetlenek, és igy
= r

A (Vs)—ultv X+...+ g(\_ri_‘_)=0>

. csak akkor &llhat, ha

VK=V KT e =Y x =0,
a1 = = “r =
tehét mésképp
ax=0
bél
Yx=0
kovetkezik, B
Mésrészt .
| ¥Yx=0
esetén nyilvén . :
Ax=0 s
41, - : '
A (3) matrixegyenlet vizsgflata tehdt visszavezethetd a

(10) =0

<
1

mitrixegyenlet vizsgilatéra, melynek részletesen kiirva a kivetkez8 linegris
egyenletrendszer felel meg:

*
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- e +¢o-+ = ]
v11x1+v12x2‘+. + VvV, X V. X 0

ir'r Imm
e + et =
Vag¥s * T Vor'y . Vom™m = &
(11) ’
vx+...+v'x = 0,
IrT rmm

vy 70, =1,2,...,1).
%

Az alfibbiakban hirom esetet killsnboztetiink meg:

1°r = m, tehdtaz A Hll. ¥ métrix rangje megegyezik (6) - ban a lined-
ris egyenletrendszer ismeretleneinek szdmdval, ill. (9) ~ ben a linedris fig-
g0ség szempontjabol vizsghlt vektorok szfmdval. v ekkor hdromszidgmitrix és
(1) - bél ad6d6an:

'vrr*r = 0, azaz x, =0 (v # 0),
- v
vr—l, r-1%r-1 * vr-l,rxr = 0, azaz 1T T ;_5;14_1'_ X = 0
e r-1,r-1
azaz -
X =R, =, .=xr=0.
A (6) linefiris egyenletrendszer tehat ceak az un. triviglis X =X, =.,= |

=X = 0 megolddssal bir, a (9) - ben szerepld I YORTEN W vektorok pedig
lmeartsan fuggetlenek.

2° r < m. Ekkor (11) - ben m-r gzfmu 1smeret.len.
tetszdlegesen vilaszthats, ezekbll az xr', X

X1’ Fpanr ...,xm
R ismeretlenek (11) - bl

r-1
rendre kiszAmithatok:
X, = - — (v X + +v. x }=
r v r,e+l'r+l 7" r,m m
T
= ... t+b ox
br . r+1?‘r.+1 br, mxm
1 .
= - —— + LR N =
*p-1 v - (vr—l,rxr * vr—l, r+1°r+1 _ +vr_-1, mxm’
r-1,r-1

= + .., * .
br-l, r+1 ril . 'br—l, m*m
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(12}

X = bl,r—l—lxxj-i-'l 0.0t bl,'mxm'

 Ha tehit {6) - ban A rangja, r kisebb, mint az ismeretlenek szfma, m,
(6) megold4sdt egy m-r paramétert& filgg8 sokaségként nyerjik. M4s szavak-
kal, ha az B158p1 0000 2, vektorok koordinita-métrixdnak rangja r , kisehb,

~ minta vekf:orok gzaima, m, akkor az al, Bos oo a" vektorok kozt r szému

lineénsan fliggetlen van, a tébbi m~r vektor pedig ezek line4ris kombinici6ja-
ként 4llithats eld. Ha ui. .

r:l§1+... +cr§r=0,
akkor -
%%
x2=c2,
X =¢ ,
r r
xr+1=. .=xm=0

megoldésa a (6) egyenletrendszernek és a fenti képletak alapjan

xr+1=...—x = 0 miatt

c1 = e =cr'=0,

vagyis a 2y _2, cesdy, linedrisan flggetlenek.

Mésrészt az’ KopeenX ' paraméterek specislis vilasztfséval nyerjiik:
xr-!—l _=._ 1, xr+2 = .. = xm = 0 esetén
O =X tagh, v Y3 X YR
azaz . .
B 2‘r+11 g1bl r+l ibz,r+1_+ e ¥ ax'b_r,' r+l ’
hasonl6képp adédik
Xo4p = 1, X = x:+3 = ... XS 0 esetén

= ce +
0= 2% T2 & X Yoy



AzazZ

- = ' + .. s
Braz T &Py e Y 8Py g v ety
végil _
xm =1, xr+1 = s = xm—l = 0 esetén
-2 _=ab +a +oo ¥ ;
2 ailbl,m i3"2})2,m a'ﬁ'br,m !

vagylsaz a ., e, a  vektorok mindegyike linesris kombingcitja az

21,8p,.00 Ve vektoroknak,

o 3°m> n-esetében, amikoris sziikségképpen m > r, a 2° eset 4ll fenn, '
Ha tehst (6) - ban az ismeretlenck s24ma meghaladja az egyenletek szfmit,
a linedris egyenletrends zer megold4sa egy m-r paramétertsl fiiggd sokassg~
ként ad6dik (r az A métrix rangja)., Mésrészt {9) - ben, ha a linesris filggd-
8ég szempontjsbél vizsgslt vektorok szdma azok dimenzijanak szdm4t megha-
ladja, akkor ezek a vektorok nem lehetnek linedrisan fliggetienek, 2° értelmé-
ben azonban az. m vektor kéizil r szdmu linesrisan fliggetlen lesz (r a vizs-"
ghlt vektorok koordinitamétrixdnak rangszama), a tobbi m-r vektor ezek lined-

~ ris kombindci6jaként adhaté meg, Kimondhatjuk tehat, _hogy az 81585001, a,
.¥ektorok koordindtamétrixdnak rangia egyenl§ az L T% PYRRRYS: vektorok kiziil

kivélaszthats linesrisan figgetlon veltorok maximélis szfmdval.

Az
a,,% + ee & m*m = b,

-

(Y *. nmxm—bn

linefris inhomogén egyenletrendszel Mogoldasanak vizsgalatst az el8bb targyalt
homopén -egyenletrendszerek megoldastra vezsthetjik vissza a kivetkez8 médon:
Fentl egyenletrendszerlink métrizegyenlet alakjsban is felirhaté:

| Ax=b
illetve B '
Ax-b=0
kicsit részletesebben kiirva:
glx1+g2x-2+ -I-_a;mxm-g=0,
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ahol

21k by - _
& = . R , (k=1,2,...,m).
ank . bn
Bevezetve tehit az
au e aim b1
a .. ..2 )
nl nm n

un. bfvitett métrix jelvlést (e matrixot ugy nyerjik, hogy az A mitrix elemei-
hez a b oszlopvektor elemeit hozzécsatoljuk az utolsé oszlop elemelként), to-
viibb4

X X,

1 1

r X = . {mellett az ¥ = .

»
Ed

o
m+l
jeliiést, az
(13) A, 3=0
egyeniet megoldéisal
= -1
7 m+l
paramétervilasztis esetén
{14 Ax=b
megoldédsait szolgdltatjdk,
Felmeriil mfrmost a kérdés, mikor van (14) - nek megoldasa més szoéval,
mikor van (13) - nak olyan megolddsa, gmelyben X a1 " . (1) - et
%) F e Y REm T b

alakban irva, a kérdést ugy is megfogalmazhat;uk hogy mikor lesz b linefris

kombin4cija az Y- PYRRRRY: W vektoroknak. Ennek feltétele az, hogy A és éb
“m . = S

rangja megegyezzék. _

{ ' Legyen ugyanis Ab rangja r és ez egyezzék meg A 'rangjéval ekkor

{ az A métrix utolsé oszlopfban 4116 b oszlopvektor az €18z8 oszlopokban
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'.éllé a oszlopvektorok line4ris kombinicléja. Kivfilasztva ugyanis ézen a

=1
oszlopvektorok kozill r linearisa.n fliggetlen vektort, ezek és b mér ném
lesznek lineérisan filggetlenek (A rangja ui. r), vagyis a kivilasztott r

szému linedrisan fliggetlen 8 vektorbél képezett linedris z G2 kombiné.
ciéra

L cg teh=0
¢ # 0 mellett is fenniil, azaz

§=‘l£°1§i'n

b-az g vektorok lineﬁrls kombinficitja,

Forditva ha A rangja r és az A mitrix utolsé oszlopﬁban allé b
oszlopvektor az el6z8 oszlopokban 5.116 2 vektorok linedris kombindcibja,
akkor- éb
vektort, azok nem lehetnek linedrisan fiiggetlenek, Ha ugyanis az éb mit-

. rixb6l r+1 oszlopvektort vilasztunk ki, melyek kiozott b nem szerepél,
akkor ezen kivélasztott oszlopvektorok A - nak is oszlopvektorai, ¢ mivel
A rangja r , nem lehetnek lineirisan fuggetlenek Ebb0l rogton kovetkezik,
hogy ha vesaziink az 8, vektorok kozil r linedrisan ﬂiggetlent akkor minden

tovabbi a g ezeknek linedris kombingci6ja, Ha mérmost kl\{@lasztjnk b-t

és A - nak r tov4bbi oszlopvektorst, akkor vagy az ut6bbiak nem:linedri-
san figgetlenek, s igy ezek és b még kevésbé, vagy az utbbbiak, mondjuk

|
|
I
|
|
I
|
I
|
|
I
i
|
l
{
i rangjs is r, azaz bérhogyan vélasztunk is ki éb -b3l r+l oszlop-. )
|
!
I
|
|
[
I
I
|
|
I
|
i
|

s (16)4

911, - . g_lr linedrisan fllggetlenek De b linedris kombinﬁciﬁja az. —knek
8 ezek mlndegyike {mint fent megjegyezttik) az ai seees By vektoroknak
ugyhogy az utébbiaknak b is nneé:tis kombinﬁciéja ugyho;y seseaBy s b
1 egylmesen nem fuggetlenek nnearisan, amint ﬁllitottuk 1 g
Osszehasonlitva egymfssal az
s | Ax=pb .
inhﬁmdgé,n és a neki megfeleld
43,=0

homogén egyenlet megoldisait el6zé eredméhyiﬁlk még igy is meﬁogalmézhaté: ;
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Amennyiben a b elemeivel bc’ivitett A métrix (az A bévitett mAtrix) rang-

ja megegyezik A rangjdval, van (16) - nek magoldasa, és ez (vagy esetleg
ezek) (16) megoldﬁsébél (megold4gaibsl) a kévetkezoképp ad6dik (adGdnak):

w ex+ g
ahol [ (15) - nek megolddsa: A ¥ =0.

Valéban, x megoldfisa (15)- - nek:

ax-A@+Er-ax+af=-0+a§-

és misrészt x - _E =3 megolddsa (16; - nak

=

Ax-f)=4x-2%=b-b=0

ha x és § (15) - nek megoldésai.
Ha tovébbs A és 4 egyez§ rangszfma megegyezik (15), ill. {16) ismeret-

lenelnek szdméval, - (16} csak a trividlis megoldassal, és igy (15) cshk a Cra-
" mer-szabdly 4ltal szolgiltatott egyetlen § meégoldsssal bir. ,
Ha A rangja, r kisebb, mint {15), ill, (16) ismeretleinek szﬁma m R
_ akkor (16) megoldfsa m-r paramétertl fuggo sokaség, s ugyanegz 41l (17)
&rtelmében (15) megoldésaira is, hacsak (15) - nek van egy4ltalsn megolddsa.
Megjegyezzitk még, hogy Ab rangja nyilvin nem lehet kisebb A rangszé-

‘ménsl, de IegfeIJebb a (15) - beli x oszlopvektor dimenzi6sz4mAnal- {a rész-
letesen kiirt egyenletrendszer ismeretleneiaek szdméndl) eggyel lehet nagyobb.
Eredményeinket a kvetkez tablazatba foglalhatjuk Sssze:

 Ha A rangia =1, éb'rangja = p, x dimenzi6ja = m, akkor -

Ax=0 A4x=b
A,1=0)

megolddsai: megoldéisai:

r=p=m esetén trividlis - 1 megold4s (Cramer-szabély)
=0, . x=4"» '

r=p <m esetén m-r paramétertdl | m-r paramétertd! fligg8.

fiiggd sokasig - | ~sokassg .
r<psmtl _ I . nines megoldés
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Oldjuk meg pl. az algbbi egyenletrendszereket:i

o . : .
1 3x17+ %, + 2x3 - x4 + x5 = 0,

le-x + x +2x4-x5=0,

2 3
x1 +2x2 + Xq -3x4 +2x5 = 0,
Xp = g ¥ 4 %5 =0,
x1 + 3x3 --x.4 +3x5 = 0,
Az
3 1 2 .—1 1 xl
2 -1 1 2 -1 x2
A= 1 2 1 -3 2|, x3
0.1 1z 1fi ix
1 0 3 -1 3 . x5
jeldléssel e@eﬂetrendszerhhek az
Ax=0

métrixegyenlet felel meg, A diadikus felbont4sa:

1 -7 2 -8

3 0
2| lo -1 -5 -4
A- (1 03 -1 3=[0 2 -2 -2 -1 =é(1)
B 0 0 1 -1 2 1
11 0 ¢ 0 0
{1 f0 0 0o 0o o
] - o o=z 6 -15 -
A L2l 1 7 2 8 ={0 o 12 -6 15 -.g__{z.)‘
1 0 .0 6 0 9
0 @ 0 0 0 o
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W
<i

VAz

1
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métrixegyenlet megoldésait (ilyen végtelen sok iesz minthogy A dladﬂms fel-
bont4sbél kiolvashatéan A rangja r = 4, az &t ismeretien koztl az egyik para-
méternek vezethetd be, a megoldﬁs egyparaméteres seregként adddik) a

V=0

egyenlet megold4saiként kereshetjilkk, Ezen métrixegyenletnek az algbbi linesris
egyenletrendszer felel meg:

x1+ +3x3-x4+3x5=0,

#2"" 'lx3 + 2x4 - 8x5,= 0,

1 5. .
SIS R
/
v+ =0
s T
azaz egy megolddsrendszer:
X =t
x, =-%
4 T2
t 5 3
g = -4 gt= 2t
21 3
xz———2—t+t+8t---2-t,
T T
xl--z-t-z-st.-_t.
2®8x. + x 42 - x, =0,

S A S

le- x2+ x3+2x4=_0,

xi+2x21»3x3 +-,x4=_0',

'xz- 'x3+3x4=0. o
Konnyll szfmoldssal bel4thats, hogy az ismeretlenek egyiltthat6ibél képezett A
mitrix nem szinguldris (det'A # 0), igy-A rangszima r =4 az ismeretlenek :
szdmdval megegyezik tehit csak a trividlis megoldﬁs

X, =X _=X_=Xx, =0
létezik,
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—-2x2—2x3 =1,
Az
-3 2 -1 17 -3 2 -1- 7 3
A= 1 0 -1 2 ’éb=, 1 o ~1 2 3
-1 2 3 -3 “1-t 2 3 -3 -5
0 -2 -2 0 {0 -2 -2 0 1
Xy ! 3
X, Xy 3
X = X | ¥ = .x3 , =1-5
‘ Xy Xy 1
.Xs

jelsléssel egyenletrendszeriink megoldésit az

Ax=h il A y=0

—
=

mitrixegyenlet L

éb diadikus felbontdsa révén nyerjik pl.:

-3 2°0 O o -1 2 3
f1 o o ¢ 1 -2 % 6
A : '
=p 1.1
-1 2 6 ¢ o 1- 33
0 -2 -6 -1 0 0 1 1
vagyis a

métrixegyenlet részletes kiirssaval:
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= -1 paraméterértékhez tartoz6 megoldésa szolgiltatja,



2 3 274 5 i
X, - 11-:‘ - z‘x =0
3 374 35 *
x4-+ x5 = {,
Az Xg = -1 paramétervilasztis mellett eredeti inhomogén egyenletréndszeriink
megoldéisa: : '
: X, = 1,
xa =0,
. =L
2 27
Xy =t
% x - x +2x = 1
1 2 3 !
) - X, By + 2, = 2,
3x1 - 3, + 6x3 + 2:1:4 = 7,
xl - 2x_+ x3 - 5x4 = =B,
Az
1 -1 2 0 1 -1 2 0 1
2 -1 5 2 z -1 5 2 2
A= 'éb= . ’
- 3 -3 6 2}/ 713 -3 & 2 .7
1 -2 1 -5 1 -2 1 -5 <5
*1 [ %y
x2 x2'
2=\ % RARN B
4. 4
_ x5
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jeloléssel egyenléu'endszerunk megeldésat az

A 1=0

métrixegyenlet Xe = -1 paraméterértékhez tartoz6 megoldisa szolgfltatja,
éb egy diadikus felbont4sa segitségével irhat6:

1 0 0
1 -1 2 o 1
2 1 90
A= 6o 1 1 2 o0|=yy¥y
3 0 2
' ¢ o o0 1 2
1 -1 -3 :

YV nem adédott trapézmétrixnak, Abhoz, hogy ¥ - bena harmadik és negyedik
oszlopot felcsexréljik (ezen csere utdn az ad6d6é m4trix mar trapézmﬁtrxx lesz),
A - ban is fel kell e két oszlopot cserélniink, ami formélisan az Xq és x 4
ismeretlemek felcserélését jelenti. Az

Xg =W, X, =W

jeloléssel tehst, megoldands egyenletrendszeriink:

X - Xy +2uél,
2x17- x2+2w+5u=2,
3;{1 -3x2+2w+6}1 =1,

xl?k2-5w+ u =-5,

a megfeleld -él') métrix diadikus feibontésa segitségével irhaté:

1 -1 2 1

. 2 -1 5 2| _
=3 3 -3 e T
1 -2 -5 1 -5
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2 1 o

= : 0 1 2 1 0f=U'YV
3 o 2 -
' : 0 0o 1 9 2
1 -1 -3

éi) rangja tehét r = 3, az g = -1 paramétervélasztis mellett is nﬁég egy pa-
ramétertdl fliggd sokasig szolgdltatia egyenletrendszerlink megold4sat, A

Viy=20

métrixegyenlet részletes kiirésfval nyerjitk:

X T X +2u+-x5=0,
x2 + 2w+ 1 =0,
_ w »+2x5 =0, )
8 igy az x5~= -1, u= Xg = t paramétervilasztis mellett eredeti egyenl_etrenﬂ—
szeriink megold4sa;
w=X 4 = 2,
u= xa =t,
X, = -4 -,
3(1 = -3 -3t.
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16.) LINEARIS TRANSZFORMACIO

-

Az elozo fejezethen az

3

(1)

=

r=r

tipusu métrixegyenletek t4rgyalasaval foglalkoztunk és megemlitettiik, hogy
tobbféle probléma vizsgélata vezet ilyen mé4trixegyenlet megoldfsdra,
Az (1) mitrixegyenletnek még az aldbbi értelmezést is adhatjuk:

Ar=r,
2117 ¢ i * X
é - R , L= , _1: = .
a . e . X x’ .
nl nm m m . 5

egy utasitast fejez ki: az A mitrix-szal val6 szorzés az r vektort az ¢ r vek-
torba viszi 4t, az r vektornali az r’ un. képvektort felelteti meg. Az olya.n
utasitdst, amellyel bizonyos elemek mindegyikéhez egy dsszesség egy-egy ele-
mét rendeljlik hozz4, transzformfcidnak nevezzilk. Ha a transzformicié kiillon-
bzG elemekhez killonbz8 elemeket (kép-elemeket) rendel, megfordithaténak
{invertdlhaténak) mondjuk, E tulajdonsig ugyanis azt jelenti, hogy lehet taldini
egy olyan mésik transzformdciét, mely a képelemekhez az ‘eredeti elemeket
rendeli Pl. az -

Ar=r
transzforméci6, ha A nem-szinguléris matrix, megfordithatd, az a transzfor-
m4cl6, mely az ¢’ kép-vektoroknak az eredeti r vektorokat felelteti meg,

r=a"r .

Altalsban transzformscidk gsszetételén azt értjlik, hogy valamely elemst
egy adott transzforméiciéval meghatfrozott kép-elembe, majd ezt egy ujabb
transzformfcidval ujabb kép-elembe vissziik 46, Az (1) tipusu transzformdcitk
esetében a transzformacitk Gsszetétele igen ggyszeriien megoldhatﬁ feladat,
hiszen
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™
I
13
"
I
"
lie
e

£ =

e
ii>

D= (BA) I

a mitrix-szorzés asszociativ-szabdlya értelmsben, A transzformgcitk Sssze-

tétele tehdt a megfeleld méatrixok szorzfisdval egyetlen lépéshen megoldhaté

feladat, : :
Ha A nem-szinguléris

r' =

[

r, r'’'=A"r

esetéﬁen -1
=A @An=(AHr=r.

Az (1) transzforméci6 a kivetkezd tulajdonssgokkal rendelkezik:
1, Ale)=c(AD=cr' , c szém,

DA () =Ar +4A

| g]

2" _
E két tulajdonségot foglaljuk ugy ossze, hogy a transzformécié »hombgén
_ linesdris.

‘Az alsbbiakban részletesebben elészor a kétdimenzits tér homogén linefris
transzforméci6ival foglalkozunk. E transzformécick réviden az

X X a a,
r=ar,r=| |, = ca-fu fi
9o y 851 3g

alakban, részletesebben kiirva (a kijeldlt szorzdsokat elvégezve)

3.

xA=a x+a12y,

11
2
VT agX T gy
. alakban adhaték meg,

. . |

Bebizonyitjuk, hogy e transzformscié egyenest egyenesbe, pirhuzamos egye'—
neseket pérhuzamos egyenesekbe, vagyis hiromszigeket héromszégekbe, para-
lelogrammakat paralelogrammgkba visz 4t, az eredeti és a kép-haromszig te-
ritlete pedig arényos egyméssal, '

I, Tétel

A {2) homogén linedris transzformsci6 egyenest egyeneghe, a PQ egye-.; .
_ nesdarabot pedig a P’'Q’ egyeresdarabba viszi 4t, ahol P il. @ képe P’ i, Q".
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Valéhan, valamely egyenes egyenlete paraméteresen

3 . T = ro+at

alakban irhat6, ahol t a valés szfdmokon fut végig, a t= tl és t= 1:2 paramé- -

terli P 68 Q pontok 4ltal meghatrozott PQ egyenesdarab pontjai pedig (3)-bél
akkor adédnak, ha t értéke t, -t é1 t, -ig fut. Innen

(4) r=Ac=A@ +at =Ar, +agt=r +a't,

és itt t értékét az Usszes valés szdmokon, ill. a t és t kozotti valés szﬁmo-

kon végigfuttatva egyenes, ill, a P pont P képe és a Q pont Q' képe éital
meghatérozott P’Q’ egyenesdarab egyenletét nyerjlk. Az 2’ —Ag 0 esetben
az egyenes ill. az egyenesdarab pontti fajul, ez azonban csak szinguléiris A
esetén 4lihat eld.

I, Tétel

A (2) homogén lineéris transzformdcié pirhuzamos egyeneseket pérhuza-
mos egyenesckbe visz 4t.
Csakugyan, két prhuzamos egyenes egyenletét a (3) alakban ugyanazzal
az a vektorral lehet felirni, akkor pediga (4) - ben szerepld a’ = Aa vekto-
rok is megegyeznek s ezért a kép-egyenesek is p&rhuzamosak

L. Tétel ' .
Haa P Pl’ P pontok képe a (2} homogén linedris transzforméciondl _
rendre Po’ P' , akkor aP P1P haromszig képe a P’ P’ P’ hiromszig, s

ezeknek t ill, t’ terﬁlete kizott az alabbi osszefiggés 4ll fenn_.
fdet A . t

Csakugyan, a P PlP hiiromszig ama P P szakaszok egyesitése, ame-
lyekben ¥ a P1P2 szakaszt futja be, Az L. Tétel szerint e hiromszdg képe a
POP szakaszok egyesitése, ahol P’ a P1P2 szakasz képét, azaz a P’ P’

' gzakaszt futja be;, ez azonban éppen a P’ P’ P’ héromszog. Az illitis mﬁsodik

része a kivetkezbképpen 14thatd be.
> ) . s » 1 13 » 3 ar
A _/Po(xo, ¥, Pl(xl, yl), Pztxz, yz) csuespontu hiromszog

teriilete
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¢ = Loggne ) o]

1 7 k

] » ’ -
x")-x‘z y;-y’z_ 0 =';- %o *2 Yo

]
O J=

? t ] ’- »
XXy ¥V O

A (2) Gsszefliggés alapjdn irhatjuk azonban, ha P, P, PyaP, P, P

pontok kép-pontjai: 2

g ot P T e N e P A AT B _
2 . : ) i 7
A1 X0V By (g Xpheg i, X))
X VoY 81 By S
1 o
i -2t|deté|, |

Xy N1, B2 g

B -

ahol a Po()so, yq),‘ Pl(xl’ yl)_, Pz(xz, yz)- csucspontu hﬁgomszﬁg‘terﬁietét je-
l6ltik t - vel.

Ezzel & homogén linediris sikbell (kétdimenzi6s) transzforméciokra vonatko~
26 dllitdsainkat igazoltuk,

Az glialdnos kétdimenzi6s linedris transzformiclék

, )
ill. részletesebben felirva az

xl

= +
anx + alzy bi’
Y T anX+ayy+b,

alakban adhat6k meg, E transzformsicié nem homogén .
Specidlisan A = E esetében e transzformfci6 az



3

X éx+b

y'=y+hb

eltolésba (tranzléci6ha) megy 4t, E transzformfci6nél minden P(x,y) pont
_!:o.1 - gyel nagyobb abszcisszdju és bz-vel pagyobb ordinfitiju P’ (x',y’) pontba

ﬁolddik el, innen nyerte a transzformici6 elnevezését. Pl. az
x*=x-3,"
yey+2
transzforméciﬁval az
x2 + yz =1
P(0, 0) kozéppontu egységkesr; P’ (-3,2) kozéppontu
' o +3)% + (v 2%=1

kérvonalba megy 4t.
Az dltalénos

*

' =Azx+b

>

linefris transzformécié mindig Ssszetehets egy éltolﬁsbﬁl és egy

"

r'=é

homogén linedris transzformicitbsl. ValGban
r=E@pn+b

és ha A nem szinguldris irhat6 még:

r’=é(gg+=_i_s_-ll_)).

Az .
¥

E:

i

z
homogén linedris transzformaciok tovhbbi specifilis transzformacitk Ssszegére

bonthattk fel, Ezen speciflis homogén linefris transzformécitk a nyujtis és
forgatis, (Az 4llitast itt nem bizonyitjuk.)
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X x' a 0
r= » L= , g.=(0 b)
y ¥

homogén linefiris trans'zformécié, mely a kijelslt szorzdsok elvégzése utsn az

™
1l

ax,
y =by
ala.kban ig irhat6, a sik minden P(x,y) pontjﬁ.nak az a - szoros abszcisszfval

és b - szeres ordinsi4val rendelkezé P’ (x’,y') pontot felelteti meg, A transz-
forméci6 az X tengely egységpontift az (2,0), az' Y tengely egységpontjat a

(0,b) pontba viszi 4t, Pl, az é X
2
X +y =1
egységkirvonalat az
. a 0
=

transzforméci6 az

2 2 4.8
=, ey
2 .2

. a b

ellipszisbe, ill. a=b esetébén az a sugaru kérbe viszi at.

2 Forggtggv
Az - [x x' cos ¢p ~sincy
, r=Ar, = |, = | A= -
b} - Ayt sin ¢p  cos¢p
illetve részlgtesebbén_kﬁrva

(X' =xcosqp -~y sine,

y' X singp +y cos¢p
homogén linedris transzform&cié a.sik P(x,y) pontjénak azta P’(x’,y’ ) pontot’

felelteti meg, melyet ugy nyerhetilnk, hogy a derékazigl koordindtarendszer 0
:kbzéppontja, mint fixpont k¥rill az OP szakaszt pozitlv irdnyban @ szbggel el-
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32. fibra

forgatjuk (lasd 32, gbra). Haui. P és P’ deféksz.ﬁgll koordinétdit polarkoordi-
nfitéikkal fejezzilk ki,

x'

r cose’, Yy =r-sihot’,

r cosot, y =r sino

X
adédik, és felhaszndlva az
r=z, o =ot¢

veszefliggéseket, irhatjuk:

X' =r cos (¢+@) = r coselcos@p- T sinacsing =

= X coEGp- ¥ sin¢g -,

]
]

' = r sin {or+¢p) = r coseesingp+ T sino(.eoé{p =

x sngr y co8(p,

és ezzel épp fentl transzformgci6-formuldinkra jutottunk.
_Pl. az 5 PN
X -

i

egyenl§szdru hiperbol4t 45° - kal pozitiv irsnyban elforg:;tva az elforgatott
gorbe egyenlete, mivel & transzformégcids képletek: ' o
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) - T _x
X =»xcos-:-ysin"4"=“"—
vz
- ~ .
y’=xsin-’;'l'--tﬂycas"iL £,
V2
azaz
] ]
x=X 2
Vz vz
x! L
y=-_+'L:
Ve vz

(L2 oo, X2, 3;
r V2 V2 V2

illetve a négyzeireemelést és vsszevonisokat elvégezve

vagy mésképp irva
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17.) MATRIX SAJATERTEKEI £S SAJATVEKTORAI

Egy. speciélis linedris transzformécitkra vonatkoz6 kérdéssel foglalkozunk
az alfbbiakban. Adott A kvadratikus métrixhoz olyan A konstansokat és x osz-
Iopvektorokat keresunk ugyanis, melyekre

w S Ax=Ax

vagyls amely x vektorokat az adott A mﬁtrix sajitmagukkal "arényos" "x-szel
pﬁrhuza.mos“ vektorokba visz 4t,

A - rél kikitjilk, hogy kvadratikus legyen, vagyis (1) még a kdvatkezﬁ
alakban is irhatd:

\

(2 %_3’5)5=09'
ahol
T "'a;!.n X,
A= .0 ), 5= « |, E n-edrendd egységmétrix.
a .
n/ .

A (2) - ben megadott métrixegyenletnek részletes kiiréissal az

-l)x1+...+a X =0,

8y, 1n*n

B a X +-...+(ann.-.A)xn=0
line4ris egyenletrendszer felel meg, melynek akkor van trivilis

‘x1:=x2= —x =0, il.-

megoldastél eltér8 megolddsa, ha
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-A a \ .
87 aph .
) . 8-21 8.22-}\“. an - .
{3) -det (A ~AE) = . . . L =.0,
a, 8 g o am-}

i

A (2) - ben felirt A - AE métrixot A karakterisztikus mitrixfinak, ennek
{3 alatt felirt determtninsﬁt karakterisztﬁcus determinénsnak, mig a (3) - ban.
felirt A-ban n - edfoku algebrai egyenletet karakterisztikus egyenletnek ne- .
vezzilk, Ezen egyenlet }., megoldisait az A métrix sajﬁtértékalnek (mis elne- -
vezégael karakterisztlkua Srtékeinek), mig (2) ezen _/1 -k mellett nyert X
megoidésalt A sa]&tvektorainak nevezzl.ik Csak ezen sajitvektorokra, illetve
ezek lineé.rls kombindcidira ill, hogy az adott A mﬁtrlx—szal valé transzformslit-.
jukkal arfnyosak: .

(9 : é-x&l:x

(Szokds még az (1) ill. {(2) egyenletet az A métrix saj&térték egenletének is
- neveznd,)

Ha A n --edrendd, akkora (3) karakterisztﬂms egyenletpek Iegfeljebb n
megolddsa van, Ha A rangja kisebb n - nél, A= 0 biztosan megoldja a ka-
rakterlaztikus egyeuletet
' A J. sajftértékekhez tartoz6 x sajé.tvektorokat természetesen csak egy

ﬂlandé azorzdtél elteklntve szolgéltatja (4) megoldﬁsa. .

Példgul:
1° Az

L N
a=|
- T\ 2

métrix karakterisztikus egyenlete:
5-A .4 _
1 2-A|" %

QZAR : 2 .
10 ~TA + AT -4=0,

RERITETTNN L
Ty

»
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A A, = 6 sajatértékhes tartozé

1
T *1
-
Xa1
sajétvektor koordin4tiira az
Ax =A%,

iu.

mitrlxegyenlet, vagy részletesen kiirva az
(5-6) X1 + 4 X51
X4 ﬂ2-6)x21= 0,

egyenletrendszer irhaté fel. E két egyenlet b&rmelyikébdl ad6dik:

=0.

X1 =4 %y
tehft pl. egy sajatvektor:
' 4
x, = .
A A, = 1 sajftértékher tartoz
%12
.’.‘2:':
X22

sajdtvektor koordindtdira a fentihez hasonléan adodik:

(5-1) X0 + 4 Koy = 0,

, X "2 X, = 0,
azaz

X ==X,
tehét pl. 12 22
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sajstvektor, Konnyd belstni, hogy X, €3 x, linefirisan fliggetien (koordinata-
determindnsuk zérustél kiilsnhoz).

2° A
5 4
g =
411
métrix karakterisztikus egyenlete:
5-A 4 ;
=/ﬂ.
-1 1A

azaz 2 .
8 ~6A + A +4=0,

A

| - X =3,
B két sajitértéke tehst megegyezik. Ezen kizds A = 3 séjﬁtérl;ékhez tartozé

x
x= )
%3
sajdtvektor koordindtaira a
Bx=3x
mﬁtrb:egyenletbé‘l a kovetkez egyenletrendszer adédik: -

(6-3) x) + 4x,=0,

Xy +1-3) X, = 0,
vagyis
X, = -2,
tehdt pl. . 2
-2
- x=
1
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‘sajétvektor a B métrix egyetlen, a kétszeres A= 3 sajatértékhez egy allands
szorz6t6l eltekintve egyértélmilen meghatdrozott sajitvektor. '

3%a
2 2 -3
c=| 2 1 -6
-1 -2 0

" métrix karakterisztikus egyenlete

2A 2 -3
2 1-A 6| =0,
-1 -2 -A

azaz 9 ’
(-2-A)(-A+ A°-12) -%-2X-6) -3(+4+1-1) =
=23 A%y v a5=0.
E harmadfoku egyenlet megolddsai:
A1=Az=-3, A3=5|

A ll = 3\.2 = -3 un, kétszeres sajatértékhez tartozd

11
%91

%31

sajitvektor (sajdtvektorok) koordindtdira az al4bbi egyenletet nyerjik:

(-2+3)x11 + 2 x21 -3 x31 =g,

+H1+8) x, - 6 x 0,

2%)1 1 31

—xu— 2 x21+3x31=0.

Léathatéan a hirom egyenlet nem fiiggetien (az,elsb/b('il a mésodik és harmadik
egyenlet +2, fll, (-1) - gyel valé szorzdssal ad4dik), igy Xoq és Xgy ~ et
paraméternek valagztva, ado6dik: _

. ) : Xgy =W

Xy = Vs
x, . = 3u - 2v,
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tehst két sajatvektor pl.

-2 3
X = 1iés X, = 0
0 1

E két sajatvektor nyilvén lineérisan figgetlen és minden %9 +e 2%y
alakban elddllithat6 vektor - amely X és Xy - t6l mar nem fi.iggetlen lined~

risan - szintén C A = -3 sajﬁ.tértékhez tartoz6 sajitvektora.
AA=5 sajﬁtértékhez adédé

sajidtvektor koordindtiira adédik:

(-2—5)x13 + 2x,,-3x_, =0,

23 33
2 xld +1-5) Xgg ~ 6 Xag = 0,
TX3 T 2Xp3m B Xy =0 '

Az egylitthatémétrix diadikus felbontisa:

7 2 -3 -7 o 16 32\ [16
2 -4 6{-1 2|@ 2 5=|o -8 -16|=|-8]¢0 1 2,
-1 -2 -5 \a o o of o
vagyis
7 2 -3\ [ 18
) 1 2 5
2 -4 -6 2 -8 g
. : 0 1 2
-1 -2 -5/ \-1 o :

s igy fenti egyenletiink megoldésai az alsbbi egyenletet is kielégitik:

x13+2x23+5x33=0,

+ = 0,
x23 2x33 0
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Keresett megolddsrendszeriink tehit

x33 =1,
" Kgg T
Xig = 4t-5t = -t,

Egy, a A= 5 sajitértékhez tartoz6 sajitvektor tehst pl.

Konnyen bel4thdt6, hogy annak ellenére, hogy & harmadrendii C- métrix két sa-
jitértéke egyezd, (a A = -3 sajitérték kétszeres), C ezen sajdtértékekhez tar-
toz6 X, Xy X sajftvektorai linesirisan fliggetlenek, azaz : '

{5) ¢ + C.X, + Cy¥Xq ,="0

csak ugy ﬁllhat, ha

2 3 1 -2 -3 1
det 1 0 2|=|1 0 2|=4+3+1=8#0
6.1 -1 0 1 -1

ésigya Cys €y Cq ismeretlenekre felirt (5) egyenletrendszer csal; a triviglis

megold4dssal birhat, amivel illit4sunkat igazoltuk.
Bizonyitfis nélkill megemlitlink még egy; az alkaimazfsck szempontjabél
igen fontos tételt.

Tétel

Bérmely szimmetrikus n - edrendd A métrixnak van n egymﬁsra péron-
ként merdleges sajitvektora,
(Az X és X sajitvektor merdleges egymésra ha’ xixk =0, B deﬁmcié

héromdimenziés vektorok esetében épp azt fejezi ki, hogy a két vektor skalﬁ.ris
szorzata eltiinitk, ami a héromdlmenzi&s térben a’ merdlegesség kimutatfsira

szolgélt.)
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18.) A HALMAZELMELET A.APFOGALMAIL

Halmaznak nevezziik valamilyen mdédon meghatirozott dolgok, objektumok
6sszességét
Halmazt alkotnak példsul:

a valés szémok,
a raclondlis szdmok,
a természetés szimok,
a paros szfimok,
a 4 - nél kisebb val6s szdmok,
az 1,2,3 szém,
a 0 szém,
egy adott sik pontjai,
a hdromdimenzi6s tér pontjal,
a baromdimenziés tér vektorai,-
egy teremben tartézkodé emberek,
egy termen kiviil Budapesten tartézkodé emberek
az irracionélis szdmok,
a paratlan szdmok.
Azokat a dolgokat, objektumokat, melyek a halmazhoz tartoznak a halmaz
elemeinek nevezzik,
" Két halmazt akkor mondunk egye onek ha az egylk ugyanazokat az eleme-
ket tartalmazza, mint a mésik,
A halmazok elemeit dltalsban kia betiivel jeldijlik, a ha.lmazok Jelolésére pe~
dig 4ltalsban nagy betilket hasznélunk.
Azt a tényt, hogy x eleme a P hn.lmaznak halmaznak (x hozzitartozlk P - hez), igy
jetoljiik:

OO0 =3 Ci U1 e 0O DD
=20 - =~ B - M - - A< i <]

—
o
[~ 2= I = B =

-
nhowNJ-'

xéP

: Az € jelet a hozzitartozds jelének nevezzﬂk. S
Azt a tényt, hogy x nem eleme R - nek (¥ nem tartozik R -~ hez), igy

jelvljlik:
p 4 ¢B .

Pl. a racionélis szimok halmazit R - rel jeldlve
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3
4€R,

VZ éR;
Az XY sik pontjainak halmaz4t P - vel, a hiromdimenzits tér pontjainak
halmazit V - vel jelvlve a P1(1,2,0) és P2(1,2, 3) pontokra
P1 € P,
P2 ¢’ P)
_ P2 € V.
Egy halmazt ugy adbatunk meg, hogy megadjuk azt a tulajdonségot, amivel

az illetd halmaz elemei és csakis ezek az elemek rendelkeznek. Pl, az 5° alatt
felsorolt P5 halmaz (a 4 - nél kisebb x szémok halmaza) igy adhaté meg:

P5={x:x<4}.

| .
Néha fel tudjuk sorolni a halmaz elemeit, pl. a 60, i1, 7° alatti P 5 ill.

P7 halmaz
o PG = .{1,2,3} , vagy roviden {1,2,3} ‘
P.= {0} , vagy réviden {O}.

Tartaimazis

Legyen A és B két halmdz. Ha A minden eleme B - nek is eleme; akkor
azt mondjuk, hogy A benne foglaltatik B - ben, A B - nek részhalmaza és
igy jeloljik:
o ' ACB, vagy BDA

A C jelet a tartalmazés jelének nevezzik,

A halmazok kozé soroljuk az olyan halmazj, melynek egyetlen eleme sin-
csen. Ezt lires halmaznak nevezziik és 0 - val jeloljitk.

Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza.,

Tétel
ACB és BCA,

akkor és csak akkor g1l fenn, ha
A=B,
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Tétel, A tartalmazis reldcibja tranzitiv, vagyis ha

7 ACB & BCC,
akkor
ACC.,

E tételek evidensek.o :
Pl. az 19 - 12" alatt felsoroit halmazokat rendre P, - P__ - vel jeldlve

1 12
P3C‘ PZ' P2C Pl’ tehat P3C Pl’
amint az kdzvetlentil is bel4thats,
P,cP,, P, TP
P5c P1 ,
cp-
P.C P, , PSP, PC P, PP,
P, cP ,PCP ,PCP, PCP,
PBC P g
ng' egités ) .
Legyen A &8 B két halmaz. Az A és B halmazok dsszes elemeibGl egylitt-
véve alkotott halmazt az A és B halmazok ¢ aesitett halmazénak vagy rdvxden

eg!esitésének nevezzilkk és igy jeloljlk:
AU B.

Az U jelet az egyesités jelének nevezziik. (Az irodalomban néha az {J jel
helyett a + jelet is hasznﬁlgﬁk )

Az el8bb bevezetett jelslésekkel az 1° - 14° alatt felsorolt Pl Pl halma—
zokra '
. ue_=»r

PigV Py =F

veey Bl {1.2,4v(3,46) = {1,2.3,4,6}.

I\yilvénvalé hogy ha ACB, akkor AUB =B, E ténybol kévetkezik,
hogy barmely R halmazra
OCUR=R

( 0 az lires halmaz).
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A fentihez hasenléan értelmezhetjik az AL Ay ond halmazok egye-
sitett halmaz4t, mint azon eleutek halmaz4dt, amelyek az A, A,, ..., An
halmazok koziil legaldbb az egyikben bpnne vannak. Ebben az esetben az egye-
sitett halmazt igy jeldljik: :

n
A UAU - UA, vegy U 4.
=1

33. dbra

A 33, 4brén a sikbell A és B ponthalmazck egyesiiett halmazat vonalkézdssal
tiintettikk fel. ' ‘ :

Kbzbs rész {metszet)

Legyen A és B két halmaz. A két halmaz Osszes kozbs elemét A és B
kozts részének ]me@ézetének} nevezzilk és igy jeioljik: !

alls.

(Az irodalomban néha a ) jel helyett a., jelet is hasznaljsk.)
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Ha az A és B halmaznak egyetlen kéziis elem sincsen, vagyis ha a két hal-
maz kizos része az lres halmaz, - '

ANlB =0,
aklior A és B - t diszjunkt halma l-mak nevezzuk

Nyilvénvalé, hogy
ha AC B, akkor AT B = A, »_
vagyis speciflisan az 0 —lires halmaz esetében (minden B halmazra O C B)

oNB-=0.

o (3,4,8} N {2,'4, 5} = {4} ; {-1,-2,-3}N{1,2,3} =0

{x. 1xi< 4}n{x x<3} =[x -4<x<s}

A fentihez hasoni6an értelmezhetjiik az A‘L Az‘ aay A halmazok kizos
részét, mint azon elemek halmazit, amelyek az AI'A2' . .,An halmazock
mindegyikéhez hozz#tartoznak., E halmazt gy jelaljlik:

aNAN..NA., vegy N A
‘ Ji=1

A 34, ﬁbrﬁn a aikbeli A és B ponthalmazok:kdzds részét vonalk4zdssal tintettik
fel.




Kivonis .
" Legyen A és B két halmaz, E két halmaz kiillinbségén (jelben A - B)
azon elemek halmazdt értjilk, melyek A - nak elemei, de nem elemej B - nek.
A 35, fbrén a sikbeli A-és B ponthalmazok A - B killtnbségét wonalka-

zssal tlintettitk fel.

b,

35, fibra
Mint a 35, &bréb6l is leolvashaté, fltaldban
(A-BUB=AUB,
és a szmok korébél j6l ismert
A-BUB=A
Osnzefliggés csak akkor 411, ha

BCA,

Miiveleti szabdlyok, nevezetes ssszeflggések
Az elbbb definidlt alapmiiveletek a kivetkez8 mitiveleti szabglyoknak tesz-
nek eleget: '

AUB=BUA (kommutatly szabaly),
ANB=3B1A (kommutativ szabily),
wypuUc=aU@BUO=AUBUC {asszociati{r szabily),
ANBNc=aN BN =aN BN C (asszociativ szabily),

it
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(AUBYNC=(ANCU(BNC) (disztributiv szabily),
(14sd 36. fibra), : T

33, gbra

ANBUC=(AUCGN (BU C) (disztributiv szabsly),
(l4sd 37, sbra), ' o _ ‘

dltaldban 1] o o
| (Uapnc=U @&no,
i=1 =1

n n
(N ajuc=nN A, U0,
i=1 i=1 - ,

Igaz tovabb az alfbbi néhany Ssezefiggés:
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A-BNC=ANC-B=(ANO, -BNO,
A -B=A~{ANB),.

A=@ANBUBA-B),

1
|
|
|
|
- .
l’  X-N A
|
|
i
|

n
= U @x-a)
i=1l i i=1 -
n n '
X-U A =N X-4A).
=1 i i=1 P

{Az ut6bbi két-Ssszefilggésben 14thatjuk, hegy.az egyikrdl a mésikra ugy térhe-
tilnk 4t; hogy az U és [ jeleket formilisan felcseréljiik egyméssal, Az ilyen
baszefiggéseket duslis tsszefliggéseknek nevezzilk. Ilyenekre a fentiek kizitt
tibb péld4t is talflhatunk.) . '

A felsorolt 5aszefliggések igaz volta sikbeli ponthalmazokon térténd szem-
16ltetéssel kinnyen beléthatd, bizonyitasuk az alapmiiveletek definicidjabot &s
a felsorolt miiveleti szabalyokb6l ad6dik. ¥ :

':_.156I-




19.) PONTHALMAZOK, KORNYEZET

1‘o Linedris ponthalmazok

(Ponthalmazok az egyenesen, intervallumok,) : T

Tanulményainkban gyakean fogunk valés szdmokbé] 4116 halmazokkal,
vagyls -~ mivel a valés szdmok és a szdmegyenes pontjai kozott kilcsonssen egy-
értelmii megfelelkezés létesithetd - az egyenes bizonyos pontjairak halmazaival
foglalkozni, Az al4bbi elnevezéseket és jeloléseket hasznsljuk:

Legyen a és b két ezfim, 68 a <b .

1. Az a és b szfimok kozott levs vsszes x szém halmazst (vagyis az
a<x<b egyenldtlenséggel jellemzett x szAmok halmazst) nyilt intervallummak
nevezziik és 1gy jelsljik: . .

. : @,b) .

a b
o 38, dbra

2, Az a &8 b szfimok koz6tt levS ssszes x szdm haimazét az a és b
szimot is beleértve (vagyis az aSx&h egyenltienséggel jellemzett x szdmok
halmazit) zdrt intervallumnak nevezazik és igy jelsljiik:

(a,bl.

a b
39, fbra

3. Azoknak az x szfimoknak a h,almazét,- melyek az a$ x<b egyenlétlen-~
séget elégitik ki balrél, félig zfrt intervallumnak nevezziik s igy jeloljtik:

'[a,—b).

Y
40, sbra
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4, Azoknazk az x szfimoknak a halmazét, melyek az a<xSb egyenlStlen-
séget elégitik ki jobbrol, félig zdrt intervallumnak nevezzlik s igy jeloljik:

(a,b] .

7 b
41, dbra

Az 1.-4, -ben értelmezett intervallumok korldtos intervallumok. Az a és b

pontokat az intervallum végpontjainak nevezziik,
_Ha a = b, akkor:a 18.) fejezetben bevezetett jelblésekkel

[a,a] ={a}, f(a,2) =0, [a,8) = (a,a] = 0.

5. Azoknak az x szfimoknak a halmazit, amelyek nagyobbak mint a (vagyis
amelyek kielégitik az a< x egyenidtlenséget) igy jeloljik:

{a’+w)'

a
42, ébra

és {a,+00) nyilt intervailumnak nevezzilk.
6, Az a £ x szfimok halmaz4t igy jeloljlik:

| [a,+00),

és [a,+00 ) zfrt intervallumnak nevezzik.

> — - i
g i
43, 4bra
© 7. Az x < b szfmok halmazat igy jeloljiik:
;
N (-w , b)) .
és (—qo , b} nyilt intervallumnak nevezziik.

4

44, fbra '
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8. Az x £ b sz&mok halmazft igy jelsljik:
(' co |b3 ’

és (-0o0, b} z4rt intervallumnak nevezziik,

45, gbra

9. A valés szdmok halmazit {(azon x szdmok halmszbt, melyekre
- OO <X < +00; més szavakkal a szdmegyenes pontjainak halm_azét) igy jeloljii:

{~oco ,+00}

és (-0, +00) intervallumnak nevezzilk..

46, fbra

Az 6.-9. alatt érielmezett intervallumok nem koristos intervallumok.

Nyilvinval6, hogy ha két intervallumnak van legal4bb egy kézos pontja, ak-
kor a két intervallum kézss része ugyanesak intervallum; ha két intervaillumnak
egyetlen kizos pontja sincsen, akkor kozts része az lires halmsz, a két inter-
vallumot pedig diszjunktnak mondjuk. ‘

Két, vagy tébb korldtos, vagy nem korlstos intervallum egyesitése fltals-
ban mér nem intervallum. A 47, #bran ag -

a b c
’ 47, gbra
[a,0) U (b, ‘ .

halmaz elemeit szemléltettilk. Ezen egyesitett halmazhoz 2 b pont nem tartozik
hozz§, mivel b sem az [a,b) , sem a (b, c) intervallumhoz nem tartozik, A 48, ;
4bran az .

(a,b] U (c,+)

g - b ¢
48, gbra
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halmaz elemeit szemléltettuk Ezen egyesitett halmazhoz pl. b hozzatartozik
mivel az (a,b] intervallumnak eleme,
Ag X pont £ sugaru kornxezetének a szAimegyenesen az x koordin&té._]u

ponttél 6 nél kisebb tdvolsdgban fekvc pontok, vagyis az (x -€, x; + £}

intervallumba esd szfimok halmazst nevezzﬁk Mis sz.ava.kkai x € sugaru
kérnyezete az

£, &
e o g
49, fbra .
- N (x-E,x+£,)

nyilt mtervauum ill, azon x szdmok halmaza, melyekre ix - X I<E:

{x tlx -x —i<£}.
- “o
Péld4ul az X = 3 szém £= 0,1 = 10_1 sugaru kérnyezete a
2,9, 31

intervallum, ill, az -1
- {x: 1x-31<10 }

halmaz., Az x, = -2 gzém £~ 0,001 = 10"3 sugaru kirnyezete a

(-2,001 , -1,999)

intervallum, il, az : -3
{ x: Ix+21<10 }

halinaz.

2° Sikbeli ponthalmazok
Tekintsik az X,Y kbordinﬁtétengelyek #ltal kifeszitett XY sik bizonyos

pontjainak balmaz4t. Ilyen halmazok pi.
1, a P(0,6) koriili egységsugaru korlemez belsejébe es8 pontok halmaza.

{(x,y) L X +y < 1}
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2, A P(0,0) koriili egységsugaru kirlemez belsejébe vagy magéra a kir-
vonalra esd ponfok halmaza:

{9} : x2+y2 g 1} .
3, Az 50, Abr4n lithat6 négyszigtartoményba esd pontok halmaza:
{(x,y): -1<x<8, -1<y<i}.

4

50, gbra
4, A 2 - nél nem kisehb abszcissz4aju pontok halmaza:

{wy:x22).

5. Az 51. gbrén l4that6 sav belsejébe esé pontok halmaza:
{9 s 1y1<2}.

Y
2

7777
7722722

-2'

51, 4bra

Po(xo, yo) pont £ sugaru kornyezetén a P pont korili € sugaru kir-

iemez belsejébe es pontok halmazat értjiik, tehst azoknak 2 pontcknak a hal-
mazif, amelyek P0 ~ t6l £ - nal kisebb tAvolsigra feklls_,znek. Jelben

{wn Vs hyy)ieey. 7
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52, dbra

A Po pont helyzetvektorst FO - lal, a véltoz$ pont helyzetvektorat ¥ - rel
jelélve a P0 pont & sugaru kérnyezetét ugy is definidlhatjuk, mint azon T hely-
!
zetvektoru P pontok halmazit, amelyekre |T - i"ol < £,

3° Térbeli ponthalmazok

Vegylink fel a térhen egy XYZ derékszigli koordinstarendszert, E koordi-
nétarendszer segitségével kiinnyen fel tudjuk irni pl. a tér 1, - 4, - ben definidlt
tulajdonsagokkal rendelkezd pontjainak halmazét:

1, Az 0(0, 0, 0) pont kirlili egységsugaru gémb belsejébe esf pontok hal-

maza: -
“ {(x,y,z) : Vx2+y2+z.2 < 1} .

2, Az XYZ derékszogli koordingtarendszerben az XY sik felett elhelyez-
ked& pontok halmaza: ~

,{(x,y,z) : z_>0}.

3. Az 53, fibrén 14thaté haséab 2 £12.3)
felilletén elhelyezked& pontok hal- el
. | ;3 /

maza: , [
. ] ¥
Lo
{y,2)1x1=1,131= 2, 1zt= 3}. Vo
: ' : Vs U R
4. Az 53. &brén l4that6 hassb 2Ty
belsejébe esd pontok kivételével i :
a tér dsszes t6bbi pontjanak- - -3
halmaza: X /
: -2/
53. dbra
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{nym w21, yi22, 12123 .

A Pc(xo, Yor zo)_, 4l I‘o helyzetvektoru pont £ sugaru kbrnyezetén azok-

nak az T helyzetvektoru P pontoknak halmaz4t értjik, amelyek a P pont ki-
riili £ sugaru gbmb belsejébe esnek, °

{(x, Y. zp V(K-XO)2+(}’-y0)2+(z-zo)2< e} ,

amely pontokra tehst IT-F | < €.
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20.) SZAMHALMAZOKRA VONATKOZO ALAPVETS TETELEK

Definicié

Tekintslink egy szimhalmazt, E szdmhalmazi fellilr8l korlitosnak mondjuk,
ha van olyan szdm, melynél nagyobb szdm nincsen 2 szémhalmazban, Az ilyen
szamot a szdmhalmaz fels8 korlstjsnak nevezzik. Alulrél korlstosnak alkkor
mondjuk a szdmhalmazt, ha van olyan szim, melynél kisebb szém nincsen a
szdmhalmazban. Az ilyen sz4mot a szdmhalmaz alsé korldtiinak nevezzitk. Az
alulrél és felilrdl korlstos szémhalmazt réviden korlatosnak mondjuk. :

Korlitos szémhalmazok pl. az

{x: ;xl<2},
{x:-1§x<3},
{x 2<x£4y,
(x: x1S2)

"

halmazok, mig pl. az
{x:x<2}

halmaz fellilr8l korlitos, az
{x 1 x> —3}
halmaz alulrél korl4tos.

1, Alaptétel

4 termégzetes szamok halmaza felilrd] nem koridtos,

{Tehit barmely val6s 2 szémhoz taldlhatd olyan n természetes szdm,
amelyre n>a.) ’ 3

E tételt a valés szamok és a szimegyenes pontjai kizt fenndll6 kilesdndsen
egyértelmil megielelkezés felhasznilasdval még igy is megiogalmazhatjuk:

Legyen OE az egység a szimegyenes, OF pedig tetszleges szakasz.
Mindig talslhaté olyan n termés zetes szém, amelyre o

n OE > OP,
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azaz birmilyen messze legyen isa P-
pont az 0 ponttél jobbra a szfmegyene-
sen, ha az egyenesre egymésutin elég

(S v——~—— e

sokszor felmérjiik ¢ -bél kiindulva az 0 £ P Q
OE szakaszt, olyan Q ponthoz jutunk, o
amely a P pontt6l jobbra esik, ugyhogy 54, dbra

- 0Q >OP ,

Ha ui. az OP szakasz mérOszfma a tetszfleges a valds szdm, dz 0OQ
szakaszé az n természetes szdm, fentl egyenlStlenségiink értelmében a tet-
szbleges a valds szé.mhoz mindig talglhaté olyan n természetes szém, hogy
fennslljon ‘

n\> a.

II._Alaptétel

‘Ha minden n természetes szdmnak megfeleltetiink egy [a ,bn] zrt inter—
vallumot oly médon, hogy o

<a§a§

1: 3 Tes g
.>_ 2 b4
bl_ bz‘bs' ey
G GG G 5 bby
55; dbra

(vagyls az intervallumok "egym4sba vannak skatulydzva" - 55, 4bra - ), akkor
van olyan valés 8zim, amely ag [a b ] intervallumok mmdegyikéhez hozz4-
tartozik,

Ezen két alaptételt mint a valés szdmoknak, ill, 2 szé.megyenes pontjainak
szemléletiinkkel és tapasztalatunkkal egyez§ tulajdonsfght alaptételként fogad-
juk el,

" Definici6

Egy szfmhalmaz legkisebb fels8 korltist fels§ hatsrnak, _legnagyobb alsé
korlatjat alsé batirnak nevezziik, 11

PlL. a természetes szdmok reciprok értékeinek halmaza {(az 1, = 2 30
e i s+ »«. elemek halmaza) nyilvén alulrédl korldtos; e halmaz als6 korlatja

n
barmely negativ sz{un - de als6 korldt mir a 0 szédm is. A 0 szfmnil nagyobb
also korlétja nincsen azonban mér ¢ szémhalmaznak, mert ha a alsé korlst és
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fenndllna minden elég nagy n -~ rea 0< a<- teszefliggén, akkor ebbdl az
1 .
>; oeszefiiggés kdveikeznék, vagyis az L, alaptétellel ellentéthen a termé-

szetes szimok halmaza foliilr8l korl4tos volna, Ellentmondssra jutva, belattuk
tehdt, hogy a 0 szdm a természetes szdmok reciprok értékeibdl 4116 halmaz
legnagyobb alsé korlbtja, a szémhalmaz alsé hatira.

1

Az Y alaku szimok (n természetes sz4m) alulrél szintén korlitosak,
2
aleé hatdruk a 0 szdm. Ti, - mint a bevezetSben belfittuk ~
2n >n,
azaz
o<l-£ < —l-,
g n

n
2

a>?0 az alaku szémokmak is als6 korltja volna, holott ezeknek alsé hatdra

- mint az elo'bb belédttuk - a 0 szédm.

Alapveto Jeleutoségu az aldbbi tétel:

Feliilro! korlitos nem lires szémhalmaznak mindig van fels hatdra, alul-
rél korlétos nem iires szdimhalmaznak mindig van als6 hatdra,

s igy ha volna az L alaku szémoknak 0 -nil pagyobb a alsé korlatja, akkor

] -Bizonyitéds

Elég a felillrdl korldtos nem tires szdmhalmazokra vonatkozé dllitdst bebi-

zonyitani, hiszen az alulrél korlitos nem lires halmazokra vonatkoz6 lli-
“tAs igazolisa ehhez teljesen hasonldan torténik.

Legyen tehit b a szémhalmaznak egy fels koriétja, a, pedig olyan szdm,

‘amely nem felso korlat, Osszuk az [a b ] intervallumot két egyenld
részre és jeloljlik [al,b]_] gyel a keletkez® két intervallum koziil ‘azt,

amelynek egyik végpontja fels§ korlst, masik pedig nem felsd korlét, Foly—
tatva ezt az eljarést, az

[ogoby)  Doghgl o oo Togeby)

 intervallumokat nyerjitk, melyekben a_ nem fels8 korlat, 'bn azonban fel-
s6 korlat, és

Az [an, hn] zért intervallumok azonban "'egymésba vannak skatulydzva',
teh4t a II. alaptétel szerint van olyan F szfim, melyre
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!
|
l
|
I
!
|
|
1
I
1
1
1
I
1
!
!



I
1
l
I
I
I
|
|
i
l
|
|
|
!
1
|
!
!
|
l
!
:
!
!
|
!
!
i
I
|
|
|
|
!
I
!
|
1
[

a SFLb
n . n

minden n -re fennsil. Megmutatjuk, hogy F a vizsgait szdmhalmaz felsd
hatira. ’ )

F fels6 korlitja a szdmhalmaznak.Ha ui. x aszémhalmazhoz tartozik,
akkor, mivel bn fels8 korl4t,

X §b R
n
azaz
bo ~-a
x-FSb -FE€p -a = ,
n n n n
2

és igy

x - F g 1

bo - a.0 o
:: __i alsé korlatja tenst az —1'; alaku szémok halmazénak. E szdm-
0 (+] 2 T :

halmaznak azonban ¢ az alsé hatdra, tehst

- _F

£ - ¥
b - a
o [

1A

0,

és igy

‘X - F 0,

N A

x
F - nél nagyobbb elem nincs tehdt az eredet_iléé, vizsgdlt szdmhbhalmazban,
tehét F tényleg felsd korlitja a szdmhalmaznak,
¥ azonban a szémhalmaz legkisebb fels§ koridtja. Ha ui. F’ is fels§
korl4t, akkor, mivel a a konstrukei6 értelmében nem fels§ korlat,

a < ¥,
. o
igy .
F - a > F - F*,
vagyis
b ~a
F-a £p -a = -2 2
n n n n
2
kovetkezményeként
F-F _ 1_
b -~ a on



minden n természetes szdmra., Ebbo’l azonban a mir alkalmazott okosko—
dé.ssal

3N

:F - F’ Q
AZRZ

I
|
!
!
| . FEP -
|
|
i

adédik, tehdt valéban F -a legkisebb fels@ korlat,
Ezzel sllitAsunkat bebizonyitottuk.

Vilsgos, hogy egy szdmhalmaznak egynél tobb felsd hatdra, ill, also hatdra
nem lehet, &s igy tételitnk értelmében feliilrdl korlatos szdmhalmaznak ponto-
san egy fels8 hatéira, alulrél korlstosnak pedig pontosan egy alsé hatéra van
{feltéve, hogy nem iires).

Az ezen fejezet elején kimondott két alaptétel segitségével konnyl bebizo-
nyitani az al4bbi llitdsokat:

1, Minden (a,b) intervallumban van raciondlis sz4m.

_ Bizonyitds. Az I. alaptétel értelmében mindig megadhat6

olyan n természetes szim, hogy

1 3
b-a'

n >
. és olyan q é8 -p természetes szim, melyre
q > nb,

!

I

|

!

|

!

|

l

i -p > -na.

| Ekkor E

| Beacen<d,
n , -1

g p - t8l egyesével q - ig haladva vizsgaljuk a

I gl p2 r

| - n 3 ’ ',". ’ n 3 seu

| tehst -rn- alaku racionflis szémokat (r egész szém).

|

i

i

|

i

|

|

!

1

t

i

Ha az ;l;' alaku szémok egyike sem esnék (a,b) - be, akkor volna olyan r,
hogy ’

Lg, Hlzy
n n
azaz
b-af=— oz = 1 )
. n n
ami ellentmond a bizonyitdsunk elején tettr'
- | n> = -
b-a
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feltételnek, Ellentmonddsra jutva kimondhatjuk tehat, hogy kell olyan r
eégész szdmnak lenni, melyre

a<Zap,
n

az (a,b) intervallumban van tehit racionélis sz4dm,

2, Minden {a,b) intervallumban végtelen sok racionflis szgm van. (Minden
n természetes szdmhoz megadhaté teh4t az (a,b) intervallumban n - nél
tobb racionélis sz4dm.)

Bizonyités
Bontsuk fel az {a,b} intervallumot az

a+ —-*5- (b-a), (k=1, 2,...,n)

osztdpontokkal nt+l részre., Az igy nyert-

k
) (b-a) (k=1,2,...,n+1)
intervallumok mindegyikében az 1, 4llitds értelmében van raciondlis szdm,
az (a,b) intervallumban tehst legalﬁhb n+l raciondlis szfm van, amivel a
fent tett megjegyzés értelmében Allitdsunkat igazoltuk :

(a+k 1 (b-8), a+

- 169 ~



21.) SZAMSOROZATOK

o A szamsorozat fogalma; konvergens szémsorozatok

Ha egy mérlegre mérés céljé.bbl valamllyen tomeget helyeziink, a mérleg
mutatéja valamely egyensulyl helyzet kiril csillapitott lengéseket végez, Irjuk
fol a mutats 4ll4sat (negativ elGjellel a jobb felé, pozitivval a bal felé torténs
kilengéseket ellfitva):

(1) ' 5, -4,09, 3,35, -2,74, 2,25, -1,84, ... .

Ilyen médon a sz&moknak egy - elvben - végtelen egymégsuténjst, un. széimsoro-
zatot nyertink. Felmeriil az a kérdés, van-e olyan sz&m, melytol a fenti sorozat
"nlég t4voli" szdmai tetsz8legesen kevéssel killonboznek, amelyet "a szdmsoro-
zat elemei minden hatéron tul megkdzelitenek", amely szdmt6l vald eltérése a
szimsorozat elég tivoll elémeinek "tetszblegesen kicsi", Ez azért fontos, mert
ba ilyen szém van, akkor az ennek megfeleld mutatéallas szolghltatia a mérleg
nyugalmi helyzetét, s ezen mutat64llds segitségével tudjuk - korldtolt pontosség-
gal - a mérleg serpenydiben levd témegeket Ssszehasonlitani,

Irjuk fel egymés utén a természetes szdmokat:

(2} 1,2 3, 4 ...,0, cv. .

A 20,) fejezetben megadott 1, alaptétel értelmében a (2) szdmsorozat egyra
novekvl szdmai felilrdl nem korlitosak, a szdmsorozat elég tivoll sz
akdrmilyen nagy val6s szdmnél is nagyobbak lesznek, nincsen olyan szém
amit a (2) szdmsorozat szimai minden hatdron tul megkézelitenének,

Ha azonban a (2) szémsorozethan szerepld természetes szdmok reciprok
értékeit irjuk egymés utfin: : i

o =

o I

[
I

(3) . 1: ' s y oty

olyan azdmsorozatot nyerlink, melynek szimal minden hatiron tul megkizelitik
a2 0 szdmot,

A (3) - ban felirt sz&msorozat 16 példé,t ad annak megvildgitisira, mit ér-
tiink azon, hogy egy szémsorozat tagjai m'nden haté,ron tul megkozelitenek egy
meghatarozott szimot, Az
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11 1 1
' gt 3 ’ 4 3 ses n s sas
sorozat tagjai példful mindig jobban megkizelitik a -3 - as szfmot is, a soro~
zat tagjal egyre kevesebbel térnek el -3 - t6l, de azért mindig 3 egységnél
nagyobb tdvolsigra maradnak téle, tehdt nem kozelitik meg a -3 - at minden
hatdron thl. A 0 szfmot azonban minden hatsron tul megkozelitik,
Az )

1

1 11
(9 1.5.;1'.5,...,——,...

szémsorozat tagjai szintén a 0 szimof kizelitik meg minden hatdron tul, és
ugyanez 4ll az ’ :

1 1 1\ 1 0.08
(5) g = 9 0, 2: -0, 2: 0, 3! - g o0, 03: 0:_{}3» 0,...
1 1 _=» n o
vy ’ 1 -1 7 . » s saa
n oo 1 100 1 )
I A T 77
7 X; 42 430 43 4z 3 3

56. dbra

szdmsorozat tagjaira is, Az (5) szAmsorozat tagjai - mint azt az els§ néhény

tagnak a szdmegyenesen valé dbrazol4sédval az 56. sbrén fel is tintettiik - néha

- épp egyenlSk O - val, a tagok néha jobbrél, néha balrél kizelitik meg g 0 sz4-
‘mot, néha az egyik tag tévolabb esik 0 - tol, mint az elfite 4116 (pl, % és 0,2),

de igaz az, hogy az (5) .szan;soi'ozat elég tavoli tagjai tetszélegesen kevéssel tér-

nek mAr el a ¢ szamtél, vagyis minden hatdron tul megkszelitik azt. (Az itt fel-

sorolt tulajdonssgok miatt az (5) szdmsorozat az (1) szdmsorozatra emlékexztet,)
Az B ’

(6) 1, 0.1, 01, ...,

szfmsorozat képzési szabilya is kinnyen leolvashaté. Lé.th%,té, Hogy nincsen
olyan szém, amelyhez z sorozat tagjai minden hatdron tul kizelednének, . -

Az : . :

1 -1

{n -1, -1 -2

1
')-2_: .sgs_ss "'I;I_n’ L

szdmsorozat esetében sem adhat6 meg olyan sz&m, amelyliez a sorozat tagjai
minden hat4ron tul kzelednének, ’
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Ha létezik olyan szdm, amelyet a sorozat tagjai minden hatéron tul megkd-
zelitenek, akkor a szdmsorozatot konvergensnek, ezt a szimot pedig a sorozat
hathrértékének (limeszének) nevezzilk. Ellenkez8 esetben, ha tehst nincs olyan
szém, amelyhez a sorozat tagjai minden hatdron tul kizelednek, a sorozatot
divergensnek mondjuk. ’

Az el8bb felirt szdmsorozatok kozill teh4t az

{1) szamsorozat konvergens, hatsrértéke a nyugalmi helyzetnek megfeleld
mutatédllds, a o )

(2) szimsgorozat divergens, a

(3) szédmsorozat konvergens, hatdrértéke : 0, a

(4) szdmsorozat konvergens, hatirértéke : 0, az

(5) szémgorozat konvergens, hatérértéke : 0, a o -

(6) szAmsorozat divergens, a

{7) szdmsorozat divergens, L ) :

Altaldnossfgban szdmsorozatot nyeriink, ha minden természetos szdmhoz
eov-egy — nem szikségképpen killonbbzd - szdmot rendeliink, és ezeket a szd-
mokat a megfelel§ természetes szimok sorrendjében egymds utén irjuk, Ezért
egy szdmsorozat tagjait az fbécé ugyanazon bettijével szoktuk jeltini, s & beti~
hoz indexként a természetes szémokat irjuk, vagyis pl. az

a5, By Bgs es s a, e -

szAmsorozat n-edik tagja (az n természetes szAmhoz rendelt szdm) én.

Egy szémsorozatot a legegyszerilbben ugy adhatunk mieg, ha képléttel adjuk
meg azt az utasitdst, amellyel az n természetes szdmhoz az a tagot hozzd-
rendeljiik, pl, : ' :

: %

n (n=1,2,...),

a (2) szfmsorozatndl . a =
a (3) szémsorozatnil a = i 0=1,2,...},
-a {4) szdmsorozatnsl a = - (n=1,2,...),
' n 211—1 . - -

vagy pedig annyi tagot irunk ki a sz‘ﬁhnsoroz_aibél, amelybfl a szdmsorozat tag—
jainak képzési szabdlya nyilvanvaléva vélik. Lehet természetesen mis mddon
is defini4ini egy adott szdmsorozatot, példdul fizikai mérés révén, mint azt az

(1) szémsorozatnil tettiik.

Definicid
Akkor mondjuk, hogy az
)y Bgy wee s B e

szamsorozat konvergens és hatirértéke (limdsze) az A szém - jelben
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im a =A, vagya = A, han—»co
ns00 N n

- ha akfrmilyen kicsiny £ > 0 szfmhoz mindig taldlhaté olyan N szém . hogy

22210002 TINGIE *alunelo ofyan
a szimsorozat N - nél nagyobb indexil tagiai mir mind beleesnek a A szim &
sugaru kirnyezetébe (vagyis A - t6l € -nil kevesebbel téronek el) ‘Ezt formu-~

14dval igy tudjuk felirni:

a - A|<E, valahdnyszor n > N.
heg

Természetesen a N szdm ( un, kiiszgbindex) megadésa fiigg a tetazblege~
sen kicginy £ szém (un. hibakorlst, hiszen £ mutatja meg, hogy legfeljebb
mennyivel tér el a A - t6l) megvdlasztfisstol. Ezt a tényt legegyszerl&ben
egy példgval vilagithatjuk meg

Tekintsiik a kvetkezd szimsoroz?.tot:

1 1 1
B =lrlia, =1y, ag=1+5, a =1l+g,
1 1 1 1
= = =1+—= = = = —
a5 1+4,aa.ﬁ 6,a,7 1+8’ aS 1+32,..
g ¢ 9 9% <
7 3 =
&3 &4
87. ébra
E sorozat tagjai az 1 - hez tartanak. E hatdrértéket pl. £ = L. nél kisebb

hibé.val a4 A a,z, By és minden ennél nag_vobb ind exil tagja megkb’zeliti, te~-
) !
hat a szimsorozat tagjai a hatodik tagtsl kezdve mind megkézelitik az 1 szémot
= i - nél kisebb hibfval:

|a -1 < l , valahfinyszor n > 5,

-3
€ =10 - n&l kisebh hibsval - a szimsorozat elég sok tagjanak kiirsisa utin

konnyli erroi meggyozodni - a huszadik tagtél kezdve kizeliti meg a szamsoro-
zat valamennyi tovabbi tagja az 1 szimot:

la_-11<10"°, valahinyszor n > 19,

A Q) széimsorozat esetében

B |-
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Hma =A =20,
n

n-» 00

a szémsorozat tagjal az A = 0 hatérértéket £= 107 - nél kisebb hibaval a
11, -edik, €= 10~% - nél kisebb hibdval a 10t-edik, E= 107 - nal kisebb
hibdval a 10k +1 - dik tagt6l kezdve kozelitik meg:

e -Al = I-:-l-|<10-1, valahényszor n > 10,
£=10"" esetébeh tehst a kilszdbindex N = 10,
|an -A| = |—l]:]<10_2, valahényszor n> 100,
€= 1072 esetében tehat a kilszsbindex N = 100,
o, - Al = ]f;]uo'k, valah#nyszor n>10",

£= 10—k'{k pozitiv egész szdm) esetében tehit a kiiszobindex N = 1ok.
A szfimsorozat hatdrértékének definici6jabol kovetkezik az aldbbi tétel:

1, Tétel
Az _
T EETTL R
' szimsorozat konvergencidjinak szlikséges ég elégsépes feltétele, hogy - a szdm-

gorozat hatsrértékét A - val jelolve - tetszolegesen kicsiny pozitiv £ mellett
véges sok véges sok kivétellel a szdmsorozat minden tagia beleessék az A hatdrérték £
" sugaru kérnyezetébe,

A feltétel valéban szitkséges, mert ha, szﬁmsorozatunk konvergens, akkor
tetszBlegesen kicsiny pozitiv € esetében megadhaté.egy olyan N kilszébindex,
hogy {a - A| <€, valahinyszor n >N. N - nél kisebb indexii tagja ellenben

csak véges sok {ti. legfel;ebb N-1) van a szimsorozatnak.

Megforditva, ha adott & > 0 mellett a sorozatnak csak véges szAmu tagja
nem esik A € sugaru kirnyezetéhe, 68 N e véges sok tag mindegyikének indexé-
nél nagyobb, akkor n>N esetén ]an - Aj<E.

I, Tétel

Minden konvergens szimsorozat korlatos, {Azon, hogy a szdmsorozat kor-
l4tos, azt kell érteni; hogy a szfmsorozat tagjaib6l mint elemekbdl 5116 szdm~-
halmaz korlé.tos )

Ha ui, lim a = A és £ >0 valamely adott szém, akkor a sorozatnak csak

véges sok tagja esik az (A- £, A+ £) intervallumon kivil. E véges sok tag és
A+ £ koziil a legnagyobb felsd, a véges sok tag és A~ & koziil a legkisebb alsé

korlét a sorozat Q.
OTOZ szﬁmér - 17 §-



Ha egy szfimsorozat bizonyos tagjait elhagyjuk, de ugy, hogy még mindig
végtelen sok tag maradjon, s a megmaradé tagokat az eredeti sorrendben egy-
més uldn irjuk, az eredeti szdmsorozatnak egy részsorozatft nyerjiik. Az e fe~
Jezet elején felsorolt szdmsorozatok kozill pl. a (3) szdmsorozatnak a (4) szdm-
sorozat részsorozata,

Altalénosségban az

8 81,85, 00058 40en
szfmsorozat egy részsorozatit igy jelsljik:

A 48 Ly sessB ..
n n n -
i 72 T

(nl, Doy eeesBlyeee 2 természetes szfimok egy részsorozata és n,<n, <.oe )

I, _Tétel

Minden konvergens sorozatnak legfeljebb egy hatgrértéke lehet

Tegytik fel, hogy a (8) szdmsorozat konvergens, és

»*

lima =4, lima =A
n n

n-so0o n— cb
&g a tételben kimondott 4llitdssal ellentétben
A#£A%,

Ekkor azonban a (&) szé_msorozat tagjal véges sok tag kivételével mind -

A - nak, mind A* -nak bizonyos kornyezetébe eanének, Ez azonban lehetetien,

mert ha . .
: | A%~ Al= &

(l4sd 58, gbra}, akkor hibakorlitnak pl.
az -3& szémot irva el A és A" -d& : L ) . .
| ﬁ "?} | éi’l
: - g

sugaru kirnyezetébe is bele kell, hogy

essenek {8) elég tavoli tagjai. E két 3
kornyezetnek mincs kizts pontja, ez te-

h4t Iehetetlen. 58, abra

o]
X

IV, Tétel

Minden konvergens szdmsorozat részsorozatal is konvergensek és az ere-~
deti szdmsorozatéval egyezd hatﬁrértékhez tartanak,
Ha ui.

a a, .o

1) a2: a3! LN n
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konvergens szimsorozat és

lim a = A,
..

) N~ OO
tovabb4d

A , 8 , 8 4, oeee, 8, aus
n n
1 B2 T3 B

az eldbbi szmsorozatnak egy részsorozata Snl, Oy, ... @ természetes szimok
sorozatfinak részsorozata és n, < n2< .}, akkor az eredeti szimsorozat kon-
vergencifja miatt az A batirértéknek tetszo’legesen kicsiny € sugaru kornye-
zetén kivill az eredeti

8y, B ..,an,,... )
sorozatnak csak véges sok tagja fekiidhet; ez azonban més széval azt felenti,
hogy A ezen tetszlleges £ sugaru kérnyezetén kivlil az

B 8 ,erarB e
nl By n1:'

részsorozatnak is csak véges sok tagja feklUdhet, vagyis az I. tétel értelmében

e részsorozatnak is A a hatfrértéke, Ezzel illitéaunkat igazoltuk.

Annak eldontésére, hogy egy sorozat konvergens-e és mi a hatirértéke,
sltaldnos médszer nincsen, emnek eldontésére minden szdmsorozatndl kiilén
vizsgélatot kell folytatni. A konvergens szdmsorozatok azonban a kivetkezl
4ltalanos tulajdonssgokkal rendelkeznek, melyek a ferti probléma megoldésat -
- .gegitik 18 -

a.) Egy konvergens szfimsorozat hatﬁrértéke fiiggetlen a sorozat tagjainak
sorrendj&tdl.

b.) Egy konvergens szdmsorozat hatfrértéke nem véltozik, ha a sorozatba
véges szimu tagot beiktatunk, vagy benne véges szdmu tagot megviltoztatunk. .

c.) Egy konvergens szdmsorozat hatdrértéke nem valtozik, ha a sorozat
minden tagj4t véges sokszor megismétel jik.

d.) Ha ' )
8, By eee s B,

By By, «ve s By s

és

konvergens szdmsorozatok és
lima =A, lim b =B,
_ n n
n—=>0oc n-» co
akkor az
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(a1+bi)’ (a2+b2)) ey (an+bn) LA ]

(al-bl)i (az_bz)! sy :{an_bn)s see gy

(albl)! {azbz) L B ] (anbn)l L
sorozatok is konvergensek és

lim (a+bh } = A + B,
n n
n-»c0

lim (a-b) = A - B,
nn
n-» 00 )

lim (ab) =AB,
n n

n-»ao
- tovébbi
lim bn =B#0
n —- 0
esetében az
E R
b1 b2 . bn

szémsorozat is konvergens és

a .
B A
limb—B.'
n-»oco )

E képletek réviden szélva ast mutatjsk, hogy a hatiratmenet milveletét a ‘négy
alapmiivelettel sorrendre nézve fel lehet cserélni, feltéve, hogy a hatdritme-
net elvégzésekor az esetleges szerepld tortek egyikének nevezfje sem valik zé-
.Tussh. '

e,) Ha az

és a
by Byy veuy by
szamsorozatok ugyahahhoz a hatérértékhez tartanak:
lim a =1lim b = A4,
] n
0~ Q0 n - 00
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akkor az
2,5 bl’ 2,, bz’ TP bn, aes

szimsorozat is konvergens és hatérértéke A,
f.} Ha az

al, 8.2, Teey an, Iy

gzdmeorozat konvergens, és

Hm an = 0,
n-+ 0o

tovdbbd a

bl’ bz, see b‘,"

szfimsorozat korlétos; akkor az
(albl)’ '(azbz), vaey (anbn), e
szédmsorozat konvergens és - *

lim (anbn) =.0,

n—» o
g.) Ha az
on al,az, LAY
bz‘bz" "hn' .

szdmsorozat konvergens és
.a=>A b > B, ha n»o00,
n n.
tovabba

akkor
ASB,

Az a.), b.), ¢.) tulajdonssgok az I. Tételbl azonnal kivetkeznek,

A d.) - ben kimondott tulajdonsdgokat igy bizonyithatjuk:

1. Az Bsszegre vonatkoz6 4llitds igazoldsa:

Irjuk el6 a tetsz8legesen kicsiny pozitiv € szdmot, Vilasszuk meg n, - ot
és n, - { ugy, hogy fennilljon

_al<E by
|:a.n Al_<2 »hga>mn
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és
ib —BI<£"- ,han>n
n ™22

9
A két egyenlbtlenséget Gsszeadva
- -nlc & L £ _
lan Al+!bn Bl 5t £, han>n0,
ahol n jelenti az n, és n, szémok kozill a nagyobbikat, Alkalmazva az tsszeg
abszolut értékére vonatkoz6 egyenltlenséget: '

{a ¥ ) - (A + Bl =l{a, - A) + (b - B)lf—.—lan -Al +1b -Bl<E,

han>n,
[¢]
ez pedig & tetszOlegbs volta miatt azt mutatja, hogy
& +b -=A+ B,

2, A kiilonbségre vonatkozd allitss fo‘yoménya az Usszegre vonatkozobnak és
a kovetkezd megjegyzésnek

ha b —~ B, akkor cb ~ ¢B n-= 0o esetén.

(c = 0 esetén nyllvan igaz utébbi 4llitdsunk, ¢ # 0 esetén pedig az N kilszSbin-
dexet ugy vﬂasztva hogy n > N esetén .

b —BI<—5—
I el

legyen, ugyanezen n - ekre
|c||bn - B| ='|cbn -cB|<E)
c = -1 esetén tehat
hab -+ B, akkor -b -+ -B,

az gsszegre vonatkozé dllitdsunkat most mér az a - A, b —= -B esetre al-
kalmazva kapjuk hogy ’

.l(an -bn} - (ﬁ“ - B)J<E, han>N

ami a kivant 4ilitdst adja.

.
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3. A szorzatra vonatkozb 4llités az el6zék felhaszndldsdval a kovetkezbképp
14thats be: '
, legyen . a ~A=o_,b -B=f_,
akkor . noon b
ab =(A+c) (B+ﬁn}=AB+¢an+A ﬁn+ o« A -
Itt az elébbiek szerint
‘ o(n—-(), ﬁn—>0, %B*O, Aﬁn»o,
és o /Jn‘is tart 0 - hoz, mert ha n olyan nagy, hogy
loc I<E &8 1B 1<1,

akkor
I"Cn ﬁnl<€'
Igy tehdt val6ban
ab —~AB+0+0+ 0 = AB.

4, A hényadosra vonatkoz6 szabdly igazoldsfra elég megmutatni, hogy
bn—'- B # 0 esetében )

hiszen erre az 4ltalfnos eset a szorzdsra vonatkoz6 szabﬁlj alapjén visszave-
zethetd, ' o

g . B byl 1B/
7 o
59, dbra
Ha n olyan nagy, hogy 18l
' ‘bn! > 5
és
; . 2
|bn - B"< g ’
akkor
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' £B
1o_oaf PR
b "B o B Bl =€
n . I8l 2

ami az allitdst adja, . 1 1
Véglil is a szorzédsra vonatkoz6 szabélyt az a > A és P BTy
esetre alkalmazva kapjuk, hogy n
g

. a.];.._ﬂ_.A_l.=A ha'oo
’ nbn‘bn B p:@ian—>oo.

Sapémitsuk ki pl. annak a szfimsorozatnak a hatArériekeét, melynek n-edik
tagja .

_sn+tl
n_2n+>:(n'.'1’2"")‘
3+l 1im(3+1—§-)_
i 3n+1_llm n__ >0 =310 _3
: +
n-»oozn+5 n—=>00 2+ = lim(2+—5-) 2+ 0 2
i n n
n-»00

Hatérozzuk meg, hogy héinyadik tagtél kezdve kizelitik meg a szdmsorozat
tagjal a fent kiszfimitott hat4rértéket -

E = 10-2 -
-ndl kisebb hibgval. Feladatunk értelmében meg kell oldanunk a

Sn + 1 é' -2
on+5 2|10
egyenldtlenséget (az egyenlStlenségnek csak pozitiv egész megoldasait keressiik),
Kéztd nevezlre vals hozés utdn, felhaszndlva, hogy n pozitiv egésy szdm,
Aazaz (2nt+5) > 0, adodik: :
13 1

2onts) ~ To0

illetve :
2'n + 5 > 650,

tehat végeredményben
: : n > 322, 5.

A sorozat tagjai tehéit a 323 - dik tagtél kezdve az eldirt pontossiggal (10_2
pontosséggal) kozelitik meg a hat4rértéket, . '

€.} ~ ben megfogalmazott 4llitdsunkat igy igazolhatjuk: a tett feltevések
meliett tetszdlegesen kicsiny pozitiv € esetén megvilaszthat6 egy N1 és egy N2
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kiiszobindex ugy, hogy
i a - A} < €&, valahdnyszor n > Nl’

és
-l b!1 - A| <€, valahfnyszor n > N,.

Ekkor azonban 2N1 ég 2N2 kiztil a nagyobbat N - nel jeiblve az
» al,bl,az. bz, .',an,hn,...
szfmsorozat N - nél nagyobb indexii elemei is bele kell, hogy essenek mér
mind az A szfm & sugaru kornyezetébe, amivel allitdsunkat igazoltuk.
Az f,) - ben kimondott 4llit4s éxtelmében tetszdlegesen klcsiny poz1tiv
& —hez megadhaté egy olyan N kilsztbindex, hogy
gan1< 51. valahéinyszor n > N,
Mivel azonban & tett feltevés miatt van olyan K.> 0, hogy
<
Ib 12K,
és igy az 51 = __IE{_ jeltléssel (K # 0)
) T . - i -
lanbﬁl ianflbn|< K K=¢,
vagyis '
ab — 0, ha n»o0,
nn
amit bizonyitani akartunk,

Mivel minden konvergens. szdmsorozat korlﬁtos, {l4sd II, tétel) az f. )—ben
kimondott llitds tetszOleges konvergens

b1’b2""’bn' “ee

szémsorozat esetében is igaz.
A g.)- ben kimondott 4llitdst indirekt médon a legegyszerlibb bebizonyita-
ni. Tegyllk teh4t fel az sllitdssal ellentétben, hogy 2 lim a = A, lim b =B

hatérértékre (2 s b)) n->0co n-~co
' A>B ..

Ekkor kell azonban, hogy legyen egy olyan C szdm, melyre

B<C<A,
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s mivel lim aa.n = A, elég nagy n - ekre mir

n-» 00 .
<
{x) C<a,
iill, mivel Hm bn =B elég nagy n - ekre
n-»co
(3a¢) hn <C

(%) &8s (%) értelmében ekkor azonban
b <C<sg,
n n
vagyis

b <31
n n

a tett feltevéasel ellentétben. Ellentmondésra jutva, a g.)-ben kimondott 41lit4st
igazoltuk,

2° Divergens szdmsorozatok

Tekintsilk az - 2
1, 4, 9, 16, ... , n, ..,

sorozatot, LAtjuk, nem létezhet olyan érték, melyet a sorozat tets zbleges pon-

tosssggal megkizelitene, mert elég tdvoli tagjat tetszSlegesen nagy szdmn4l is

nagyobbak, Ezt a tényt ugy fejezzilk ki hogy a sorozat "plusz végtelenhez tart" '
Hasonl6 okoskoddssal mondhat6, hogy a

-1, =2, =3, ..., -n, ...

sorozat "minusz végtelenhez tart” (a sz4msorozat elég tdvoli tagjai aké.rmilyeﬁ
nagy abszolut értékil negativ szdmn4l is kisebbek lesznek),

Definicié:
Akkor mondjuk, hogy az

{1) a1y By een an,
sorozat plusz végtelenhez tart, ha birmely P szﬁmhoz taldlhat6 olyan N ki~

szidbindex, hogy B
an> P, ha n> N, :

(A N kliszbindex m_egvélaszi:ﬁ,sa iigg természetesen P megadisstil.)
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Akkor mondjuk, ho’a a .
£
(2 by, oy cen s by e

gorozat minusz végt_glenhez tart, ha birmely M szdmhoz talslhats olyan N kii-
szobindex, hogy

b <M, ba n>N.

(A N kilszébindex megvilasztdsa fliigg természetesen M megaddsatol,)
Azt, hogy az (1)} sorozat plusz végtelenhez tart, igy jelsljitk:

liman=+oo , vagy an—--+co , ha n—oco;
n-—»>o0 .

mig azt, hogy a (2) sorozat minusz végtelenhez tart, igy jeloljtik:

Hm b =-0c0 , vagyb —» - , han—==c0o .
n n
n-»00

E jelvlést mér hasznédltuk konvergens sorozatok hatdrértékének jeltlésé-
nél (n—co azt jelzi, hogy a hatdrértékhez akkor kézeledink, i, az (1) és (2)
sorozatoknil a sorozat tagjai akkor lesznek bfrmely szfimndl nagyobbak ill.
kisebbek, ha az n index a (pozitiv egész szfmokon 4t) végtelenhex tart, Az
utdbbi megjegyzés miatt volt felesleges itt az n—~oo jelolés helyett a precizebb
n — + 0 jelolést hasznilnunk),

Az (1), ill. (2) tipusu speciélls divergens sorozatokra igazak az al4bbi
sllitdsok:

a.) Ha az
By By eeey an,
sorozatra
lima =+00
n-» Q0
ésa
b bz' ceey bn' ces .

sorozat alulr6l korlatos, akkor az
{a +h1), (2 +b2), cee s (a +b ),

sorozatl ""plusz végtelenhez tart",
b.) Ha az
31,82', e ,an, res

sorozat "plusz végtelenhez tart", akkor a sorozat -alulrsl korldtos.
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c,) Ha az
al,az....,an,...

sorozat 'plusz végtelenhez tart" és a
bl’bz' ”"bn'
sorozat tagjaira fennsll:
. .
. bn Sp> 9’
akkor az
albl. azbz' cen anbn. .

sorozat a "plusz végtelenhez tart".
d.) Ha az :

al. az,'. . ,'an, tae

sorozat "plusz végtelenhez tart", akkor az

iy 1
3 3 %
sorozat zérushoz tart:
1im ';l— =0,
n-+o0o n :
2, Haa
bl,ba, ...,bn,

szﬁméorozat 0 - hoz tart, és bn>' 0, akkor az J

S S
[ 1Y L 3 ssa 3 *s e
: bl b2 bn .

szémsorozat "plusz végtelenheg tart", -
f.) Ha az S
. 81, az,'-'. .y an'-- .

sorozat "plusz végteigﬁhez (minusz végtelenhez) tart", akkor a
-871, -32,..., -an. ._‘.— .
sorozat '‘mirusz végtelenhez (plusz végtelenhez tart".
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Ezen £llitsshél folyik, hogy a plusz végielenhez tartd gorozatokra kimondott
a.)-d.) dliitdsok megieleldi minusz végtelenhez tartd sorozatokra fenndlinak,

Az itt felsorolt 4llitdsok a "plusz végtelenhez tarté", ill. ""minusz végtelen-
hez tarté" sorezatok definici6jabél kizvetlenii]l adodmk.

A legtbb divergens szdmsorozat nem tartozik azonban a fent felsorolt (1)
i1, (2) speciflis tipusba, Nincs hatgrértéke pl. a

-1, 2, -3, 4, =5,..s
sorozatnak mert tagjainak abszolut értéke minden hatron tul nd; viszont azt

sem mondbatjuk, hogy a sorozat plusz végtelenhez, vagy minusz végtelenhez
tart, Az

(3) 7 1, -1, 1, —1; 1, ..
vagy az

1 1
(4) 11_—2.'2:"'5!3| cee

szimsorozatok szintén divergensek, nincsen olyan sz&m, melyet 2 szdmsorozat
elég tavoli elemei tetszllegesen kicsiny hibdval megkizelitenének, viszont a so-
. rozatok plusz végtelenhez, vagy minusz végtelenhez sem tartanak, hiszen a (3}
szémsorozat tagjai korldtosak, a {4) szdmsorozat piros indexi tagjai pedig

0 - hoz tartanak.

Példful a 2
1 4 95 16 L
4! 5’ 6) 7; 50 3 n+3, Tee

széimsorozat plusz végtelenhez tart, mert

lim —;1;5 = lim -I—-L3—= ‘o0 a d.)' 4llitas értelinében.-
= 00 n—eo00 ~ + =
n n2

Allapitsuk meg, hényadik tagt6l kezdve lesznek a szfimsorozat tagjai nagyobbak
2
10" - nél, vagyis milyen n - ekre lesz
2
—:g- > 10

Egyenidtlenséglinket 4trendezve kapjuk:
%

n? - 100a - 300 > 0.
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A baloldali kifejezést gydkiényezs alakban felirva (az n2 - 100n - 300 0
egyenlet gyskei nl 9= 50 + 5112

(n-50- 5\/‘11'*2}(:1 50 + 5 V112) >0,
tehat eglyenlﬁt}.anségunk biztosan kielég{il mér, ha
n>50+5 V112,
illetve, mivel Y112 <12, ha 7 . .
i >50 + 5,12 = 110, |

Nem nehéz azt sem kimutatni, hogy 4italénosséghan

112
n+3d > P
ha mér
n>~~+ PZ-+3P

30 Monoton soro_@k

Mivel-a konvergens szfimsorozatoknak mind az elmélet, mind a gyakorlat
szempontjébol killinleges fontossfiga van, az aldbbiakban olyan feltételeket kere~
. slink, melyeknek segiteégével konnyen eldbnthetjilk, hogy a vizsghlt sorozat kon-
vergens-e dvagy‘divergens (az ilyen feltételt konvergeneia-kritériumnsk nevez-
zitk). A konvergencia kimutatisira természetesen maga a konvergens sz&mso-
rozatokra adott definici6 is alkalmas, ennek azonban az a hétrénya, hogy fel-
hasznélja a sorozat limeszének szémértékét, amit pedig dltalsban nem ismeriink
elfre,

Konnyti konvergencia-kritériumot adni az un. monoton sorozatokra.

Definicié
Az
1,a2,.. ,an, .
szdmsorozatot, ha
o . 2 2 2 2
(1) . al’f'afz”"'—anf"'

monoton f6 Gnak, ha
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2 - afa f..2a

monoton novekedének nevezzilk, ;
Ha (1), il. {2} - bén az egyenlbségi jeleket kizérjuk, akkor a sorozatot
szigoruan monoton fogyénak, ill. szigoruan monoton névekeddnek nevezzik.

Tétel

‘Monoton ngvekedd sorozat akkor és csakis akkor konvergens, ha feliilrél

korlétos és konvergencia esetén hatirértéke megegyezik a sorozat elemeibi]
alkotott halmaz fels§ hatsrgval. C .

Természetesen hasonl6 tétel mondhats ki moncton fogyd sorozatokrél az
alg6 hatdrral kapcesolatban. _

Azt, hogy a tételben kimondott feltétel, a sorozat korlstossiga a konver-
gencifnak szilkséges feitétele, tehdt més szavakkal, hogy egy sorozat csak ugy
lehet konvergens, ha korlitos, az 1° I, tételben mir bebizonyitottuk.

. Bizonyitanunk kell még, hogy a tételben kimondott feltétel a sorozat konver-
gencidjdnak elégséges feltétele, tehdt més szavakkal, hogy ha egy monoton no-
veked$ sorozat korlatos, akkor mindig konvergens is, és hatdrértéke a sorozat
“tagjaibdl 4116 halmaz felsd hatdra. Ezen fela8 hatsrt az an (n=1,2,,..) sorozat

esetében A - val Jeldlve azt kell bizonyitanunk, hogy

< <. = = = =
a, 22, 2. .,.ax_1 ven s an..K {n=1,2,...})
esetén
liman=A.
n-=co

Mivel a feltevés értelmében A felsd hatdr, tehst egyszersmind felss kor-
14t is:
ané A minden n - re.

Ha E tetsz8leges pozitiv szdmot jelent, akkor azonban A -£ méar nem fels§

korlétja a (3} sorozatnak, hiszen az A felsd hatsr a legkisebb fels8 korlst, és

igy alkalmas N indexr= .
: ag> A - €.

De ekkor a sorozat monoton novekedd volta miitt n > N esetén mindig fenndll
A - £<An.< A+ £, vagyis lan—A|<5,

amivel az a m= 1,2,... szdmsorozat A limeszhez val6 konvergencidj4t be is

bizonyitottuk.: . ’ . _
- Ha egy monoton sorozat nem korlfitos, altkor a kivetkezd 4llitfs mondhaté ki:
Monoton nivekedd, feliilr8l nem korlitos sorozat plusz végtelenhes tart.
~ Monoton fogy6, alulrél nem korlstos sorozat minusz végtelenhesz tart.
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Vlzsgé.ljuk m‘eg azt a sorozatot, melynek n - edik tagia
8 = o {x rogzitett az4m, n=;., 2,8,...5
E sorozat, x értékétdl filggsen, kildnbizdképpen viseikedik, Mivel
(3) a A. =xa ,

konvergencia esetéhen A - val jeldive a sorozat hatdrérteket, a (3) Ssszefig-
gés értelmében 8z A hatdrértékre a kivetkezd egyenlet addik:

A =x A,

vagyis
{(x-1) A = ¢,

és igy konvergencia esetében x # 1 mellett a sorozat hatdrértéke csak
A=¢0

lehet, L .
Ha x » 1, akkor a sorozat monocton nivekedd, de A = 0 ~ hoz nem kon-
vergflhat, teh4t nem lehet konvergens, igy plusz végtelenhez tart. ’

Ha x =1, akkor trividlis médon xB-» 1, . -

Ha 0 £ x < 1, akkor a sorozat monoton fogy6 és-aluirél koridtos 2o,
0 tehdt biztosan alsé korlst), tehst konvergens, &s a fenti okoskodds értelmé- -
ben hatérértéke A = 0, - : I

Ha -1 <x <9, akkor-lan; = len, ugyhogy akkor is xn-ﬁ 0, ha n+=co.

Ha végll x § -1, akkor a sorozatnak nincs hatirértéke, de nem tart sem
plusz sem minusz végtelenhez. ' -

'Eredményeinket isszefoglaiva irbatjuk

+00, ha x>1,

1 , ha x=1,
lim X" = :
. De~>cO 0 -, ha -1<x<1, azaz: IxI <1,

— nem létezik, ha x £ -1,

Vizegdljuk meg az alsbbi szémsorozat konvergencis}ét, és amennyiben

konvergeps, szfimitsuk ki hatﬁrérték_ét: '

2 N
4-2+5 e

2 8-

.2 . -
— 6'»". ’n+1— ) 6" 3 LI ) »
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A sorozat monoton fogy6; ezt teljes indukei6val bizonyitjuk:

Z

4 = al > az,
&5 ha feitesszik, hogy

21 > &
akkor e feltételbSl mar kévetkezik, hogy

‘ az +5 a2, + 5
g =L > B _,
n 6 .6 ntl’

amivel a sorozat monoton fogy6 voltit bebizonyitotbu;k. Mivel azonban a sorozat
minden tagja pozitiv, azért a sorozat alulrél korlitos is, tehat az ezen fejezet
elején kimondoit tétel értelmében konvergens: '

lima _ =lima_ =A,
n+l n
n-»00 n-+co

Ez azonban azt jelenti, hogy a sorozat definici6éjiban szerepld

C 2
“ 4
. ) an 5
’ n+1 8
taszefilggésbll n>0o0 esetén az
Ao AZ+s
- 6

egyenlépég ad6dik. Ebbil azonban

+ 5
A - oa s om0, 1 A= S=VEEE0 Vss-zq={

2. 1

Mivel azonban a sorozat‘elemelre' & 4 (n=1,2,...); t.i. a, £ 4 és a sorozat
monoton fogy6, azért egyszersmind az A hatérértékre is '
AS4,

-8 igy sorozatunk hatérértéke csak

lehet,



4° A Cauchy-féle konvergenciakritérium

Tétel
Az |
24,8, ...,an,...

sorozat akkor és csakis akkor konvergens, ha birmely pozitiv € szﬁmhoz talél—
haté olyan N index, hogy

la -al<é&, ban>N, m>N

Mds szavakkal, a fenti sorozat akkor konvergens, ha elég tavoli tagjai egym
tetszdlegesen kicsiny hibfval megkizelitik. Az itt megfogalmazott konvergen—-
clakritériumot nevezik Cauchy-féle konvergenciakritériumnak, Jelentdsége ab-
ban 411, hogy lehetdvé teszi egy sorozat konvergens voltanak megéliapitﬁsﬁt
anélkll, hogy a sorozat hatirértékét ismerndk,

Mieldtt a tételt bebizonyitandnk, két segédtételt mondu.nk ki, és bizonyitunk
be: .

1. Segédtétel: -

Minden szémsorozatnak van monoton részsorozata,

Bizonyit4s

Tekintsitk az
: 1, 2,....an,...
sorozatot. Nevezzitk ebben az a, tagot csucsnak ha utﬁna mAar nincsen

nila nagyobb tag a sorozatban. Ha a so‘rozatban végtelen sok ésucs van,
akkor ezek monoton fogy6 részsorozatot alkotnak, ha pedig csak véges szfmu
csucs van, akkor igy okoskodunk: legyen a olyan tag, mely a legutolsé

1

csucs utin kovetkezik, ezutén kell hogy taldlhat6 legyen ndla nagyobhb a

- T2
tag a sorozatban, ezutfn ismét egy 4z a tagndl nagyobb a_ tag, &s igy
tovéibb, Az 2 - f3

tagok egy monoton noveked részsbl"ozatot alkotnak, A fenti okoskoddssal
teh4t vagy egy monoton fogy6, vagy egy monoton névekedd régzsorozatot
mindig ki tudunk vélasztani a szdmsorozathiél, amivel llitdsunkat igazoltuk,

- — o — —— ot e e o e ey
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2, Segédtétel _
Korlitos szimsorozatnak van konvergens réazsoﬁozata.

{E tételt Bolzano-Weierstrass tételnek nevezik.)
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Bizonyitss

&

8158y 000rB ;00

egy korlitos szfimsorozat, akkor az 1, gsegédtétel értelmében van monoton

| részsorozata, ez persze szintén koristos, tehdt a 3° - ban kimondott t&~

tel értelmében kovergens.
Ezek utfn ratériink a Cauchy-féle konvergenci.akritérium bizonyitasﬁra. .
Bizonyités, A Cauchy-féle konvergenciakritérium szilkséges feltétele az

al,az,...,an,'._..

szfmsorozat Konvergencifjinak, més szavakkal, ha a fenti sorozat konver-
gens, akkor kielégiti a Cauchy-féle konvergenciakritériumot,
Irjuk ugyanis el§ a pozitiv € hibakorlitot, és vélasszuk mega N kils28b-
indexet ugy, hogy (lim’ a = A) 4

n- OD

|a.n - AL "&',. valahdnyszor p > N,’

la -A|<f‘- valahfinyszor m>N. -

_Ekkor azonban valahédnyszor n>N, m>N fenndll:

- = - ' - s - a - <
fa -2 i I(a’1 A) + (A am)j la . Al +la _AI. ’
£, £ _¢
<%tz =&
amivel a feltétel szlikséges voltét bebizonyitottuk, A Cauehy—féle' konver-

genciakritérium azonban elégséges feltételt is ad a konvergenciéra, azaz
ha az .

al’az"_'f’an""_

sorozat kielégiti a Cauchy-féle konvergenciakritériumot, vagyis az adott
£ > 0-hoz alkalmasan vilasztott N mellett - : '

ja -a I<E,’v&lahéi1yszor.n, >N, m >N,

akkor konvergens,
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E18szdr azt mutatjuk meg, hogy ebben az esetben a sorozat korlstos,
Hatdrozzuk meg ugyanis az &£ pozitiv szfimhoz a N indexet, akkor n > N
esetén

A - E<an<aN+§.
Ha tehdt K - val jeloljiik az fali, fa_i i

gls <vey l,

LN
lay - €1, IaN +€&| széimok legnagyobbikat, akkor ianl S K minden n - re

. (az(a.N— &, aN+ € ) intervallumon kivill ui, a sorozatnak csak az

a cey aN—l tagja - tehét véges sok tagja - eshet). A sorozat tehit

v %
val6ban korlstos, .
Mivel a sorozat korlitos, a 2. segédiétel értelmében kiv4laszthats

beldle egy konvergens részsorozat:

Jelsljilk e konvergens részsorozat hatarértékét A - val, Azt 4llitjuk, hogy
az egész sorozat is ehhez a hatirértékhez tart, Adjuk meg ui. a pozitiv £
szdmot, és vdlasszuk meg a N indexet ugy, hogy n > N, m > N esetén az
. - ' ’
-~ L
la11 a‘1m| 2

egyenldtlenség fenndlljon. Vilasszuk meg tovdbb4 az n, indexet oly nagy-~
ra, hogy nr > N legyen és . :

. ' [
- < =
| a Al >
r
fennélljon (ez az a ,an, » +e. Tészgorozat konvergencisja miatt megtehe~
1 72

hetf). Legyen n > n (ekkor egyuttal n > N), tehat
la ~Al =@ - “A S la - -Al<
!a,n Al l(an a )t A)| £ |an an_| + Ian Al
B T. 7 r - r
'« £ €
< s t 5= &,
s ezzel az

al,-az,...,an,.,.

szdmgorozat konvergencidjst, s igy a Cauchy-feltétel elégséges voltit bebi-
zony itottuk, : R .
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A Cauchy-féle konvergenciakritérium segiteégével konnyl bebizonyitani az
al4bbi sorozatok konvergencigjat ill. divergencisjat:
a.) Egy sorozat n - edik tagja
1.1 1

a =1-o+7 -

1
. Sag gt £ =LA

E sorozat konvergens, mert kielégiti a Cauchy-féle feitételt:

a -8 I—I L T +—1—’=

1%y mi ln+1 n+2 nt+3 Tt~ m
_ 1 1 1 _1_l< 1
..ln-l-l (3% 2 o+3! " Fml a1

ez pedig tetszlegesen kicsi, ha n elég nagy (A hecslésnél felhaszngltuk, hogy
a zéréjelben 4116 kifejezések mind pozitivak, és az abszolut érték jelén beliil

allé kifejezés utolso tagja a zérdjelezés utfn vagy - { e 1 L ), Vv -
1

ha tehat svenate b6l ezeket a pozitiv szfmokat levonjuk

" i - nél klsebb pozitiv kifejezést nyertlnk Alkalmas zéréjelezéssel konnyii

beldini, hogy a - a. pozitiv: an - (-—"-—""‘) L

n¥l -n+2 {n+3 n+4l+"'+M

ahol minden z4ré6jelben pozitiv szdm éll 68 M vagy + ( — 1 -E_)' vagy
+ L , tehfit M > 0, Mivel tehé.t belﬁttuk hogy az abszolut érték jelén belil
é116 kifejezés pozitly, - és T nél kisebb, fenti becslésllnk val6ban helyes

volt.) -
- b.)y Egy aorozat n - edlk tagja
1,1 e L p=1 2
bn-1+2+3+... n’ ‘(n=1,2,...).

E sorozat divergens, mert nem elégiti ki a Cauchy-félé feltéteit: le_gﬁgn ui.
€ = -;- , akkor barmilyen nagy is N, g

- 1 1 ; ..l—. ._.!‘-....];
bZN'bN‘Nﬂ R T +2N>-N2N_2'

(Az Osszeg ui, N tagb6l all- és L a legldsebb tagja.)

¢.) Egy sorozat n-edik 2
n
c .= 1+x+x +...+X.

E sorozat x kiilénbdzd értékel mellett klﬂonféleképpen viselkedik. A konnyen
igazolhaté

104



Lax+xid .., +x0= 5 (x#1

egyenh’iéég gzerint

A sorozat nyilvén csak ugy konvergélhat, ha xn+1 - nek véges hatdrértéke van,
ami -1 < x <1, (mfsképp |x| <1) esetén kivetkezik be. Ekkor xn+14 0, teh4t

o — 1 .
n I -x' .

Hé, x=1 = n+l, és igy a vizsgalt sorozat
1,2,3,.0.,0, 000

nyilvan divergens (plusz végtelenhez tart); ha x = -1, akkor ° =0, ha n p4~-
ratlan és cn =1, ha n péros, azaz a vizsgilt sorozat

0,1,0,1,0,...

nyilvin divergens. x > 1 esetén a sorozat monoton ntvekvd, de feliilrdl nem
korlatos, tehat plusz végtelenhez tarts divergens sorozat mig x < -1 esetén
a sorozat szomszédos tagjainak killonbsége

¢ - =%

n+tl n
nem tart zérushoz, s igy a Cauchy-féle konvergenciakritérium alapjdn a sorozat
divergens. :
Eredményeinket Ssszefoglalva: .
ha x 2

Hm (1 +x+ .., +x)= +fo,hax_>l, '
a-=co 1=’ ha -1<x<1 (ixi<l),

nem létezik, ha x S -<1..

d) Emlitettik m#r, hogy minden valés sz4m tetszés szerinti pontosséggal
megkozelithetd véges tizedestvrtek segitségével, &s véazoltuk is (4.) fejezet),
hogy ez hogyan torténhet Az el8zdkben bevezetett fogalmak &g tételek segitségével
ezt most ponbosabban is megfogalmazhatjuk.

Legyen x pozitiv szim. Jeloljik a - val és atl - gyel azt a két szomszé-
dos egész szfimot, amelyek kozé x esik, vagyls legyen '

a -_-.-x_< atl .
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Az [a, at+l) intervallumot osszuk 10 egyenl§ részre, essék x a, a; és

. 8,8, + 0,1 kézé:

a,8, £x« a,a, + 0,1,

Az eljarast folytatva, a kovetkez8 egyenlétlenségeket irhatjuk fel:

x<a,aa + ¢, 01,

8489% 12

8 TX < +
a,ala‘: an x a, ala2 .mn

Tekintsiik az elfibbi egyeniﬁtlenségek baloldalén 4116 véges tizedestirtek soro-
zatdt:

b0=a! b1=a b

+8y5 2=’_a,a1a2,..., b =aaa,.. vee s
Ez a szfmsorozat nyilvin az x hatfirértékhez tart, hiszen a fenti egyenlStlen-

ségek szerint | b_ - x ]c———— , és tudjuk, hogy —— = (0, 1)“—» 0, (3° - ban
1" ' BT

dltaldnossédgban térgyaltuk az a_=x" (n=1, 2, ;..) sorozatot), ezzel egyiitt tehst

Ib_-xl tetszolegesen kis pomﬂv £ -ndl kisebbé valik, ba n elég nagy.

A bo‘ bl’b sava szﬁmsorozat tagjmt az
a,a -aza3

un. végtelen tizedestiort kizelitd tortjeinek nevezziik,

Eléfordulhat 'a:l'z.._is-_ (lxiint pl. az x- ="'1£ = 0,26 sz&m esetéhen), hogy irala—-
milyen indext8} kezdve a =0, ﬁyenkor is beszélhetiink azonban forméhsan '
végtelen tizedestortrfil {az e16bbi példﬁban a 0,25000... Vegtelen tizedestort—
ral).

Az elozo'k alapj4n megﬂlaplthatjuk tehét, hogy
birmely x pozitiv sz szﬁmhoz talélhaté olxan a,a.a

13p- <+ Végtelen tizedestort,

amelynek kizelits tortjel x - hez tarté szdmsorozatot alkotnk; ilyenkor azt
mondjuk, hogy az x szémot elﬂﬁllitia az 2,a,a,... végtelen tizédestdrt, jelben:

X= a alaz cee
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1 . _

Pl. x= 3 esetében a = 0, al— 3, a2—3, cen s gn—3, «++ ugyhogy

- 1 "
3 = 0, 333. e .

Ha x negativ szém, akkor a -x szémot 4llitjuk el végtelen tizedestorttel

legyen pl.
X = 2,28, ,
és ekkor
X = -8,88,0..
Az utdbbi égyenlé’ség tehat azt jelenti, hogy a jobboldalon 4ll6 végtelen tizedes-
tort kozelitd tortjeinek (-1). ~ szeresel tartanak x - hez.

Kitlinik a fentiekhfl az is, hogy barmely valés szim tetsz8leges pontossag-
gal megkdzelithets véges tizedesttrtek segltségével (ti. véglelen tizedesiirt
alakjénak elég nagy indexl kizelitl tortjeivel), Ezt a tényt ugy is ki szoktuk fe-
jezni, hogy a véges tizedestirtek halmaza mindeniitt siirli a szﬁmegyenesen.
{20.) fejezet 2. eredménye ezzel a kifejezésmdddal élve ugy is megiogalmazha-
t6, hogy a racionflis szfimok halmaza mindeniift siirii a szﬁmeg‘yenesen, mosta-
ni eredménylink azonban ennél tobbet mond.

Megforditva, tekintstink egy a, s 1 PR végtelen tizedestortet, amelyben

tehdt a nem-negativ egész szim, a tobbi a; pediga 0,1,2,...,9 szé,ﬁnjegyek‘
valameiyike lehat Vilégos, hogy e végte}.en tizedestort kozelits tortJeinek

b—a bl—a aI, b aalaz, ., b a.ala2 ..a y s

sorozata monoton novekeds és ‘feliilrc’)’l korlétos (egy fels’ korlét pl. atl). A
- ban kimondott tétel értelmében tehit ez a sorozat konvergens, hatérérté-
két x - szel jeldlve, eszerint

x—aaa...a...
172 ?

vagyis teh4t minden végtelen tizedesttrt el84llit egy valés szémot.
Ismeretes, hogy ha x pozitiv raciondlis szé_,m,‘x = 5 (p é5 ¢ egész szém),

akkor p - nek ¢ - val val6 osztését a szok4sos médon elvégezve vagy véges
tizedesttrthoz,; vagy szakaszos végtelen tizedestrthoz jutunk, amelyben tehst
bizonyos indextd] keZdve egy véges szimu Jegybol 4116 csoport (az un. szakasz)
1smét1t':$dﬂ: Pl.

3 .
| 22 0,1363636... ,
Megforditva, megmutatjuk, hogy ha x szakaszos végtelen tizedestorttel sljitha-
16 el8, akkor x raclonflis szfm, - '
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Val6ban, legyen az a,a_ a_..» végtelen tizedestoriben a szakaszos rész

172 _ ,
elsd jegye o és legyen a szakasz p - jegyll. Ez tehit azt jelenti, hogy
B = By = Aazp =

ko1 Prlep T Cktltep U

T Btp-14p  Tktp-1+2p S
Ekkor tehét a kozelits véges tizedestiriek szokisos jelolésével

b +.ik—+..' + itg_i),
10k-i-p-l

Dpp-1 P Tk

10
b =b, .+ S, el
“k+2p-1  Tktp-1 1 0k+p 1 0k+2.p-1

=bh -
k+p-1 0P 1 Ok 1 Gk-i-p—l
Bevezetve tehdt a
gk, gkl
kot k+p-1
10 10

jeldlést, irhaté

Prap-1 = Pr T &

1
b =b ,tq+—— 4,
k+2p-1 k-1 l_gp
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1 1
b sy =h gt gLt q,
ketnp-1 1 10P 10%P
Tudjuk azonban, hogy
lim (1 + ==+ ... + ln)= 11 =8
n»co  10° 0?1
: 10°

("asd a o) g7UHEL), ugyhogy a kozelitd tortek sorozatanak

ey bk+np—1 , ++« TégzsoTOZALA 22

x=bk_1+qS

bk-l-p-l’ bk+2p-'1 >

hatdrértékhes tart, Tudva, hogy a kiozelitS tortek sorozata konvergens, ez lesz
a végtelen tizedes tort gltal el8allitott valés sz4m, és vilﬁgos, hogy b k-1 4
és S raciondlis, tehdt x is raciondlis,

Bizonyitds nélkill megjegyezzikk, hogy a véges tizedestiritel el§4llithaté
szédmok kétféleképpen is el84llithatok végtelen tizedestorttel, ti. a véges tize-
destort alak ut4n csupa 0 - tirva, és a véges tizedestért utolsé 0 - tél killon-
bbz8 jegyét eggyel cstkkentve és uténa csupa 9 - t irva, Minden m4s esetben
viszont a végtelen tizedesttrt el6sllitds csak egyféleképpen lehetséges,

25 1
PL. 0,25000... = To2="
- g 9
0, 24995, .. —024 1000+10000+ '5>+
10
11
0,244 2 (L4t )=
1000 10" 2
9 i
SR T T L7
10 '
9_10_
=024+ 000 9
= 0,24 + == 0,25 =
B 160
_1
4’
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0, 1363636. . .

0,1 + -+ o+ o+ L
103 105 107
0,1+3-%-(1+-l§'+-]-'-z+
10 10 10
o1+ 3 Ao

10 1 -—

10

36_ 10 36
0’1+——'——=0! —-‘-/=

3 9 990-
99 + 36 _ 135 _ 3
990 990 22 °
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