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8. Végtelen sorok

8.1. Numerikus sorok

8.1.1. Végtelen geometriai (mértani) sor

Ha az % szémot tizedestdrt alakban akarjuk felirni, akkor az 1:3 osztdst egyre tobb
szamjegyTe elvégezve, rendre a kovetkezd egyenldségekre jutunk:
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hogy a szdmok a
3,3 .3 3
10® 107

10t 707 e



végtelen numerikus (szdmokbdl 4116) sor Un. részletdsszegei. Ezeknek a részletdsszegeknek

az % szamtol vald eltérése rendre

111 1 1 11

3 1073 1023 103 77773 1m0
teh4t n névekedtével minden hataron tidl csdkken. Azt mondjuk, hogy az % szdm, amelyhez
a végtelen sor részletdsszegei minden hataron til kézelednek, a végtelen sor dsszege.

A példaként felhozott sor egyes tagjait Ugy nyerhetjiik, hogy a megeléz tagot ugyan-
azzal a szammal, 11~0»de1 szorozzuk. Az igy felépitett sort, amelyben minden egyes tag az
eloz6kbdl egy rogzitett szdmmal valé szorzds tjan keletkezik, geometriai (mériani) sor-
nak nevezziik; az a 16gzitett szdm, amellyel a sor tagjait megszorozva, a kovetkezd tagot
nyerjiik, a geometriai sor hdnyadosa (quotiense).

- Ha a geometriai sor hdnyadosa ¢ és kezddtagja 1, akkor az alakja:
2 3 n
1+g+tg+g+--+qg +---.

A nevezdvel vald dtszorzassal kénnyen igazolhatd, hogy ¢ # 1 esetén

2 Lol 1
1+g+g¢ +-+g  =—F—"-.
. 1-q
Ez a képlet tehadt megadja a geometriai sor n-edik részletdsszegét.
_Ha most feltessziik, hogy 0 < g < 1, akkor

T

q
l-g¢

>0,

tehat

1+q+q2+q3+...+q”"1=l_q—l_q<1_q.

Ekkor a sor tagjai monoton cstkkennek:
qn+l:q.qn<l_qn:qn

és minden hatdron til kézelednek 0-hoz. Ha ugyanis a ¢ szamok pl. llﬁ—n:ﬂ nagyobbak
maradnanak, akkor a sor elég sok tagot tartalmazd részletsszegei T%g»na,k birmilyen eldirt
tobbszdrdsénél nagyobbak volndnak, s {gy nem maradhatnanak ll—q—né,l kisebbek. Tehit

0 < g <1esetén ¢g* — 0, han — co.

Ugyanez 4&ll persze akkor is, ha —1< ¢g< 0, hiszen ekkor 0 <|g| <1, tehat
l¢*| = |g|™ — 0 és {gy ¢® — 0, ha n — oo.

Mindebbél kbvetkezik, hogy ha |g] < 1, akker a geomteriai sor részletdsszegei minden
hatdron til kozelednek az lqu szdmhoz. Litiuk ugyanis, hogy a sor n-edik részletdsszege

T

' - 1 q
Lhat g+ tg = I—q 1-¢



ra - r " I - L . aw I

os it Jgl < | esetén ¢ — 0. tehdt egyszersmind 1—"_—(; — 0, ha n — oc. Ezt a koriilményt
dgy fejezaiik ki, hogy gl < 1 esetén a végtelen geometrial sornek van dsszege (konvergens)
s az Gsszeg 725

. 1
1+Q’+(Iz+"'+fln_1+"':1—:‘qs
vagy
() l
L k_
.s-g_ﬂq =T 7 ha |g| < 1.

8.1.2. Végtelen sor konvergencidja

Az eldzdek mimdjira valamely

wy g sty o

>

k=0

kifejezést wégtelen (numerikus) sornak neveziink. Az wy szdwmok a sor lagjei: az

T
Sy = E wy =W+t us 4 Uy
k=1

szamok pedig a sor részletdsszegei. Az s, szamok, vagyis a sor részletdsszegel véglelen
sorozatot alkotnak.

A végtelen sort a részletdsszegeinek végtelen sorozata definidlja. A szerint, hogy a
részletosszegek sorozata konvergens, vagy divergens, mondjuk azt, hogy a végtelen sor
konvergens, vagy divergens. Ha tehat

lim s, = s,
n—0o0
akkor a végtelen sor konvergens és az s szamot. vagyis a részletdsszegek sorozatédnak a
hatarértékét nevezzilk a sor dsszegének:
n

4]
§ = g up = lim wr = lim s, -

n—x T

Azon. hogy az &, szamok minden hatdron tul kézeledunek az s szamhoz, pontosan azt
érejitk. hogy barmilyen kicsiny pozitiv ¢ hibakorlatot frunk is el8, az s» szamok bizonyos
1 indextdl kezdve £-nal kisebb hibaval kézelitik meg az s szdmot; vagyis hogy tetszbleges
kiesiny £ > 0 szamhoz taldthaté olyan ng index, hogy

[s., — sl <e. hacsak n > ngle).

Ha a végtelen sor részletdsszegei nem kozelednek semmiféle hatarértékhez minden
hatiron til, vagyis a részletdsszegek sorozata divergens, akker a sort is divergensnek mond-
juk. Divergens sor dsszegérdl nem beszélhetiink, divergens sornak nines Gsszege.




Nevezetes divergens sor pl. a karmonikus sor:

1
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Tehat a sornak elég sok tagjit Osszeadva, az % szam akdrmilyen nagy t6bbszér6sénél is
nagyobb részletsszegekre jutunk. Igy a sor részletisszegel semmilyen hatdrértékhez nem
tarthatnak.

Abhhoz, hogy az
wptug o Ffu, e

sor konvergens legyen, mindenesetre sziikseges, hogy tagjainak abszolit értéke zérushoz
tartson. Ha ugyanis a sor konvergens és az Osszege s, akkor adott € > 0 és elég nagy n
mellett biztosan
£ £
[$n — 3| <§ s |8no1 — 9 <§,
tehdt '

I}

[ua] = |sn = sns]

(on — 5+ (5 = suop)| <

< sn =8|+ -1 — 8| <
< : + . £
2 2 7
vgyhogy elég nagy n indexekre
fusf < e,

amint allitottuk.

A geometriai sor pl. |g| < 1 esetén konvergens, s csakugyan ekkor ¢ — 0. Ha azon-
ban |g} > 1, akkor [g*| = l¢|® > 1, tehdt ¢™ nem tarthat 0-hoz; ebben az esetben tehdt a
geometriai sor nem lehet konvergens, hanem divergens. -

Az el5bbi tételink megforditisa azonban nem all: a sor tagjai zérushoz tarthatnak
anélkiil, hogy a sor konvergens volna. Példa erre a harmonikus sor, ahol ugyan % — 0 és
a sor mégis divergens.

8.1.3. Pozitiv tagui sorok

Azt, hogy egy végtelen sor konvergens-e vagy divergens-e, gyakran igen nehéz eldénteni.
Aranylag egyszerii mégis a helyzet, ha a sor tagjai mind pozitivok.



Pozitiv tagh végtelen sor ugyanis akkor és csakis akkor konvergens, ha részletosszegei
valamely rogzitett korlatnal kisebbek maradnak.

Ha ugyanis az w3y 4+ uz + ug + ---up + --- sorban u, >0 és a sor konvergens, akkor
Osszegét s-sel jeldlve, nyilvanvaldan s, < s minden n-re, igyhogy a részletosszegek mind
kisebbek maradnak pl. az s szdmndl (vagy bdrmely mds s-nél nagyobb szamndl). Ha
viszont az s, szamok valamely K korlitndl nem nagyobbak: s, < K, akkor az ilyen tu-
lajdonsdgd I szamok koziil a legkisebbet (bizonyithatd, hogy ilyen van) jeldljik &-val. A
sor részletdsszegei ekkor a k hatdrértékhez tartanak. Legyen ugyanis £ tetszdleges kicsiny
pozitiv szdm. Akkor k — ¢ mar kisebb k-ndl, tehit nem maradhatnak a részletosszegek
valamennyien k — ¢ alatt, igyhogy alkalmas ng indexre mér s, > k — €. De a sor pozitiv
tagl volta miatt n > ng esetén s, > s,,, tehdt ekkor

k—€ < 8y, < s <k}

Ez pedig azt jelenti, hogy az elég nagy indexi részletisszegek a k szdmot e-nal kisebb
hibaval kozelitik meg, amint allitottuk.

Mindebbdi a kévetkezd fontos szabaly kovetkezik (dsszehasonlitdsi kritérium):
ha az
ul+u2+"'+un+"'
és
v+vett v+
sorok pozitiv tagiak és a vy + w2 + -+ v, + - - - sor konvergens, tovdbba u, < v, minden
n-re, akk(_)r az uy +up+ -+ uy + - sor is konvergens.

Ekkor ugyanis alkalimas & korldt mellett
v +'U‘Z+""Un < I\!:

tehat egyszersmind _
Uyt Uz Uy < K.

Igy példdul az

1 1 i 1
14+ —
+2-3+3-32+4-33+ +(n+1)-3”+

sor biztosan konvergens, mert . : .
_— < p—
(n+1)-30 3=

és az
1+ ! + 1 +-+ : +

3 33 n

geometriai sor pedig konvergens.

Konvergens geometriai sorral valé dsszehasonlitds alapjin adddik két nevezetes
konvergencia-kritérium: ¢ hdnyados- és a gyokkritérium.
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Tegyiik fel azt, hogy 3 re, ux pozitiv tagd sor v indexii tagjatdl kezdve feunal, hogy

Uyt S U, |

2
Uppz < By414. < Upg

és igy tovabb; dltaldban, han = v+ k > v, akkor
— k.
Un = Uptk < u.g

tehat
oG w1 oc w—1 o0
Swe=d wmet Y war <Y wtuy g
k=1 k=1 k=0 k=1 k=0

Ha tehdt 0 < ¢ < 1, akkor 3272, ¢* konvergens és igy biztosan 3777, uj is konvergens.
Ebbél adédik az fin. kdnyadoes-kritérium (D’Alenbert):
Ha a pozitiv tagi 3 o, ux végtelen sorndl van olyan v index, hogy n > v esetén

Un41
—<g<l
Uy q ’

akkor a sor konvergens; ha viszont ugyanezen feltételek esetén

Un41
T 21,
akkor a sor divergens.
Maés megfogalmazasban: u
im = =g« 1

=00 Uy

esetén a sor konvergens és

. Un41
lim = =d>1
oo u?l

esetén a sor divergens. Ha
. Upt1
lim

00 Uy

=1,

akkor a hanyados-kritériummal nem dénthetd el a sor konvergenciaja.
Tegyiik most fel azt, hogy a Y 7o, ug pozitiv tagi sor esetében van olyan » index, hogy
n > v eselén
Yu, <<,
Ekkor legaldbbis a v indexil tagtél kezdve az adott sor majordusa a kouvergens

o0

qu N Z qk

k=0
geometrial sor. Mert hiszen
n, < g7,
T < qu+1 - qu g

&5 altalahan



ue < ¢t =¢" g5,

Ebbél adédik az dn. gyskkritérium (Cauchy):

Ha a poszitiv tagd 3 o, uz végtelen sorndl van olyan v index, hogy n > v esetén
Yu, <g<1,

akkor a sor kenvergens, ha viszont ugyanezen feltételek esetén

Y 2 1,

akkor a sor divergens.

Mas fogalmazdsban:
lim Mu, =g<1

nN—00
esetén a sor konvergens és ]
lim $u,=d>1
=+ OG
esetén a sor divergens. Ha .
lim ¥, =1,
n—00

akkor a gyokkritériummal nem dénthetd el a sor konvergencidja.

Cauchytdl szirmazik még egy konvergencia-kritérium, az dn. integrdlkritérium. Ennek
a lényege a kovetkezt:

Tegyiik fel, hogy adva van a
Euk:ul +u2+u3-i----+un+
k=1

végtelen sor, amelynek tagjai pozitivok és monoton csékkenek, azaz

Y 2 Uy 2 U322 ... 2 Uy 2.0

Abrazoljuk a sor egyes tagjait egy koordindtarendszerben tgy, hogy n az abszcissza és
U, az ehhez tartozd ordindta. Mindig lehet taldlni egy olyan f(z) fiiggvényt, hogy

Un = f(n)

legyen.

13
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1. abra

A sor n-edik részlettsszegének igy geometriai értelmet adhatunk:

n n+1
Sp = Zﬂk > f f(z)da
k=1 1

illetve

n+1
Spt1 — U < / f(z)dz .
1

(Az elsd eseteben az y = f(x) egyenletli gorbe alatti teriiletet az &t feliilmls felsé
lépcsOsgorbe, a mésodik esetben pedig az alsé ]epcsosgorbe alatti teriilettel hasonlitottuk

Ossze. )
I :[l f(z)dz

improprius integral 1étezik, azaz I véges szamérték. Mivel f(z) pozitiv, azért

[ ey < [ e,

Tegyiik fel azt, hogy az

tehdt
Sp < Spp1 <y + 1.
Ez esetben tehit s, monoton névekszik és feliilrdl korldtos, tehat a vizsgdlt sor konvergens.

Mésrészrol tegyiik fel azt, hogy f° f(z)dz divergens. Ekkor ha n elég nagy, nagyobb
pl. egy alkalmas p szamnadl, az
n+1
] f(z)dz
1




integral barmely nagy elére megadott szémndl is nagyobba tehetd és ugyanez all

Sy > /ﬂ+1 flz)d=
1

miatt az s, részletdsszegre is. Tehdt a vizsgdlt sor divergens.
Mindezek alapjin az integral-kritériumot igy fogalmazhatjuk:

A pozitiv tagi 377 up végtelen sor konvergens, vagy divergens aszerint, hogy az

[l " fa)ds

improprius integral konvergens, vagy divergens, ahol f{z) egy olyan monoton csékkend
folytonos fiiggvény, melyre u, = f(n).

Példdul vizzsgéljuk meg azt, hogy mely a > 0 kitevd esetén konvergens a

1
> i

k=1
végtelen sor.
Legyen
Hey=—.
mert ekkor teljestl, hogy
fln) = nl—a

f(z)-szel irhaté:

/"” dz {limb_.m (0%~ 1), haa#1,
1

ze limp_yoo In b, _ haa =1.
Lathatéan a < 1 esetén ez az integrdl és fgy a vizsgdlt sor is divergens. Ha viszont.a > 1,
akkor
1 1—a
(& -1)=

-« a—1"

I = lim
—CO
tehat ekkor a sor biztosan konvergens.
8.1.4. Valtakozé elfjelii {alterndld) sorok
Egy masik eset, amikor kdnnylt a sor konvergencidjit felismerni az az eset, amikor a sor
tagjai valtakozé elSjelitek és abszolit értékiik csokkendleg zérushoz tart (Leibuiz-tipusi

sor).

Legyen ugyanis a sor a kdvetkezd:
m-p2tps—pat-—...,

_ahol py >p2>pg>p;1>...>0.



Ennek a sornak a paros indexii részletdsszegei egyszersmind a poztiv tagd

(p1—p2)+(pa—pa)+ -+ (Pan—1 — P2n) + -+~
sornak a részletsszegel és példdul sa,-ct az
samn=p1—{p2—p3)—(Ps—ps) — ... — (P2n-2 — P2n—1) — P2n
alakban frva l:itha.té, hogy

Son < D1,

vagyis mindegyik péros indexil részletosszeg kisebb, mint p;. Ezért

" (m—=p2)t(pa—pa)t o+ (pam-1 —P2a) oo

sor konvergens, az eredeti sor paros indexli részletdsszeget egy meghatérozott hatirértékhez
tartanak. Ugyanehhez a hatérértékhez tartanak azonban a paratlan indexil részletdsszegek
is, hiszen '

) S2a41 = S2n + P2ns1

és ha n — oo, akkor a feltevés szerint papqq1 — 0.

Abrazoljuk a sor részletdsszegeit a szdémegyenesen:

9 S: Su (S Sy S s=h
T ) 1 T 1 1{

1 i | | | |

] | i ] ! |

I [ i i : :

| I ; !

I ] 23 ! I

| I L L ! I

| ! I3 p.? | ’
1 L - D . !
— Pr J

2. abra

Azonnal lathatd, hogy
52 < 83 <8 <... <8< ... <3< 83< ¥/
tovabbd :
‘ [$0 — 8] < g1 -

Vagyis az ilyen sorban birmely részletosszegnek a sor Ssszegétol vald eltérése kisebb, mint a
részletSsszeget kivets tagnak (vagyis az elsé figyelembe nem vett, tehdt elhagyott tagnak)

az abszoltit értéke.
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Példaul vizsgiljuk a

°°(1'— 1 1 1

=l oo,
o st3—7+
k=1

végtelen sort.

Ez a sor véltakozd elSjelii és a tagok abszolit értéke monoton csdkkendleg 0-hoz tart,
tehat a sor konvergens. ’

A sor Osszegét egyszeril szdmitdssal meg lehet becsiilni.

A sor tagjait pirosdval zdrdjelekbe foglalva és a zaréjeleken heliil Gsszevonva, nyerjik

a kovetkezd sort:
DY (Y,
2 3 4 5 6 B

1 1 1 =
- 1.2+3.4%5.6+m_§(2k—1)2k'

Ez a sor pozitiv tagi, de mivel az el6z6 sorral azonos, maga is konvergens, és az 6sszege
ugyanaz. Tovdbbd az is bizonyos, hogy a sor &sszege barmelyik részleidsszegénél nagyobb
(pozitiv tagi sor részletosszegeinek a sorozata monoton névekszik), tehat pl.

1 11
> — —— 0,634.
s + 3.4 + 56 + >

Mdsképpen zardjelezve viszont a kdvetkezd sort nyerjiik:
1 1 1 1
l-{=-=-=)--—-=]-...=
2 3 4 5

Ez a sor is konvergens és Osszege ugyanaz. Tovabbd bizonyos, hogy

1 1 1
<l=c—r = — - — < 0,760.
° 23 45 6.7°
Hogy a sor s Osszege mivel egyenld, azt a kovetkezd fogissal meg tudjuk mondani.
Vonjuk ki ugyanis a sor sy, részletdsszegét a harmonikus sor 2n-edik részletdsszegébsl:

1+1+1+1+ +i 1 E+1 1+ CR
23 4 2 23 4 2]
1 1 1
=2{=4 - —
(G+i++am) -
1 1
=14+=+... 4—
+2+ 'n,’
igy hogy tehdt
8 -1 1+1 1+_ 1
R L o
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A P
1% 1
A y=x
T# —= X
1 Z
3. dbra
Es ez nem mas, mint az f(z) = 1 fiiggvényhez és az [1,2] intervallum n egyenld

részre vald felosztasahoz tartozd integralkozelits Ssszeg, ha az egyes részintervallumokban
a fiiggvényériéket az intervallum végpontjaban vesszilk. Ha most feltessziik, hogy n — oo,
akkor az [1,2] intervallumnak ez a felosztdsa minden hatéron til finomul, ezért

sznaj 1119:1_1112

A sor Osszege tehdt
NS VRS NU
és az el6zd becslés szerint biztosan
0,634 <In2 < 0,760.
(Lényegesen tobb tag figyelembevételével, azaz pontosabb szdmoldssal azt kapndnk, hogy

In2 = 0,69315.)

8.1.5. Abszohit kenvergens sorok, feltételesen konvergens sorck

Minthogy a végtelen sor dsszege a részletdsszegek hatdrértékeként van értelmezve, haj-
lamosak vagyunk a végtelen sort végtelen sok tagd Osszegnek tekinteni és vele Gsszegek
maddjara banni.
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Sok esetben ez helyes eredményre is vezet. Igy pl. konnyil igazolni, hogy ha

wmturt+uzt...=3,
akkor
cuy +cug+cuz+ ... = €8,
Vagy pl.
wmtuztuzt... = U,
vi+rvtrat... = v
esetén

(m+v)+(uz+o)+(usto)t+...=utv.
Szabad tovibbd egy konvergens sor tagjai kizé 0-okat beszirni, vagy koziilik 0-okat
elhagyni, tagokat dsszevonni, stb.

Mégsem szabad azt hinniink, hogy végtelen sorokkal minden tekintetben szabad
kozonséges tsszegek médjira szdmolni.
Ezzel kapesolatban tekintsiik a kovetkezd példdt:

Lattuk, hogy

1 1 1
I-st+z-g+—=mh2

Rendezziik 4t a sort gy, hogy egy pozitiv tagot két negativ kovessen:

A véges Gsszegek mintijira azt varjuk, hogy ezdltal a sor dsszege valtozatlan maradjon.

Ez azonban nincs igy, amirl meggy8zddhetiink, ha a pozitiv tagokat a rajuk kovetkezd
taggal Osszevonjuk:

(-2 (3= - 2o (3 5) v s
2 4 3 6 8 5 10 12 -

i1 i1 1 1 1,
T2\ 7273714757 % Tt
Az Atrendezett zor Ssszege az eredeti sor Ssszegének i-szerese.

E példébdl lithaté, hogy ha egy sor tagjainak a sorrendjét megvaltoztatjuk, ezaltal a
sor bsszege megvaltozik (s6t meg lehetne mutatni, hogy dtrendezéssel konvergens sorbol
divergens is valhatik).

Van azonban a soroknak egy fontos osztalya, amelynél a sor 4trendezése megengedett. -
Tlyenek t.i. az abszoldt konvergens sorok.

Az
’Lt1+’l!,2+‘llg—§—...
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sort abszolit konvergensnek mondjuk, ha a tagok abszolit értékeibél alkotott

fur| + ug| + |ua] + . ..

sor konvergens.
Igy példdul az
‘ 1 1 1
I=gtai 5+t~
sor abszolit konvergens, mert az
plpl 1,
2 4 8§

végtelen geometrial sor konvergens.

Ha a konvergens sor nem abszolit konvergeuns, akkor azt feltételesen konvergensnek
nevezzik.

Ha egy sor abszolit konvergens, akkor konvergens is, megforditva azonban nem.

Egy sor pontosan akkor abszolit konvergens, ha a tagok abszohit értékeibsl] alkotott
sor részletdsszegeinek sorozata korlétos.

Be lehet azt bizonyitani, hogy abszolit konvergens sor tagjait tetszésszerinti médon
dtrendezve ismét abszolit konvergens sort nyeriink, melynek Gsszege ugyanaz, mint az
eredeti soré. Feltételesen konvergens sorndl azonban ez nem igy van. Az

L1y
2 3 4

sor nem abszolit konvergens, csak feltéteiesen konvergens, hiszen az -
1+ L + : + . +
2 3 4
sor (a harmonikus sor) divergens. Ezért kaphattunk més sordsszeget a tagok

4trendezésevel.

Tovabbi elényds tulajdonsiguk az abszolit konvergens soroknak az, hogy szorzasukat
az Osszegek szorzdsanak mintdjira végezhetjiik. Vagyis ha az

utugtustooo=u

nmtvt+evst---=0

sorok abszolit konvergensek, akkor az egyik sor minden tagjit a masik sor minden tagjdval
megszorozva, és a kapott szorzatokbdl tetszésszerinti sorrendben végtelen sort alkotva ismét
abszolit konvergens sort nyeriink, amelynek az Osszege a két sor Osszegének a szorzata:
TOR

Ennek az dllitésnak az igazoldsival nem foglalkozunk, csak megjegyezziik, hogy ha az
osszeszorzott sorok egyike csak feltételesen konvergens, akkor az el6bbi szabdly szerinti
szorzas helytelen eredményt adhat.
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8.2. Fiiggvénysorok

8.2.1. Fiiggvénysorozatok egyenletes konvergenciija

Legyen adva az I C R intervallumon értelmezett fr (k"= 0,1,2,...) fiiggvényeknek a
megszamlilhatoan végtelen sorozata:

f01 fl) f?a' e

Ha minden z € [ helyen az
Jo(z), fi(z), fale), ...

helyettesitési értékekbél képezett végtelen szidmsorozat konvergens, akkor az f{x)
hatdrérték definidlja az f fliggvény z helyen vett helyettesitési értékét. Azt mondjuk,
hogy az (fi) fiiggvénysorozat az [ intervallumon pontonként konvergdl az f fiiggvényhez,
ha minden = € [ esetén létezik az

f(z) = lim fi(z)

hatirérték.

A konvergencia sebessége, tehat pl. az, hogy mennyire jél kozeliti meg f(z)-et az fi(z)
(k > ko), éltaldban pontrdl pontra kiilonbizd lehet. Eppen ezért alapvetd a kdvetkezd
fogalom:

Az fo, fi, fa, ... fiiggvénysorozat az I intervallumon egyenlefesen konvergdl az
f:I—=R

fiiggvényhez, ha barmely kicsing & > 0 hibakorldt esetén mindegyik = € I mellett
egységesen ugyanazt a csak e-tdl fiiggd N (¢) kiiszébszdmot meg lehet adni dgy, hogy

|f(z)— fulz}l <& minden z €Tl -1e,

hacsak
n> N(eg).

Ha az f, fiiggvények az [ intervallumon mind folytonosak, és az (f,) fiiggvénysorozat
az I intervallumon egyenletesen konvergil az f fiiggvényhez, akkor az f hatarfiiggvény is
folytonos.

Vélasszunk ugyanis egy € > 0 hibakorlitot. Ekkor az egyenletes konvergencia miati
van olyan N index, hogy

[Ba(2)| = |f2) - fu(z)l <€
minder = € f-re. Ha most z € [ és zg € I két kiildnbdzd helyet jeldl, akkor érvényes a
kovetkezd becslés:

1f(z) — f(zo)| =
= |f(z) = fn(z) + falz) — flzo) + fv{zo) — fv{zo)] <
< |Bwu(z)| + | fu(z) — fn(zo)l + |Ba(zo)] <
< Afn(z) — fv(zo)| + 26
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Miutin fp a feltevés szerint folytonos, azaz
hm fn(z) = fu(zo),

azért innen kovetkezik, hogy

lim f(z) = f(=zo) ..

r—Zg

Tegyiik most fel azt, hogy a folytonos f, fiiggvények sorozata az I intervallumon egyenle-
tesen konvergil az
f:I—-R

hatarfiiggvényhez. Ekkor, ha ¢ < b és a,b € 1, igaz, hogy

[ et = [ o= [ st

Legyenek £ > ¢ és N € N gy megvdlasztva, hogy minden n > N &z € [ me]lett
érvényes a kidvetkezd becslés:

(=) - (@) < 5= -

Ekkor ebb6l kivetkezik, hogy ha n > N, akkor

[ s [ o <

Legyenek az (f,) fiiggvénysorozat fiiggvényei az I intervallumnon folytonosan diffe-
rencidlhatok és teljesiiljon pontonként az I intervallumban, hogy

nli,n;o falz) = f(x};

b
f |f(z) — falz)|dz < e.

ha most az f/ derivdltakbdl képezett fiiggvénysorozat I-ben egyenletesen konvergens, ak-
kor az f hatarfliggvény is derivdlhatd és fennill, hogy

}
1) = (Jim, 7)) = lim fi(s).
Jeldlje ugyanis g(z) az (f}(x)}) sorozat hatirértékét, azaz
 g(e) = im fi(e), vel

és itt a konvergencia a feltevés szerint egyenletes, akkor (feltételezve, hogya € I és z € I)

[ o= i [ s = fim [126e) - ful@)) = S(@) - Sla)

innen pedig kévetkezik, hogy
fi(z) = g(z) = lim fi(z).
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8.2.2. Fﬁggvénysdrok konvergenciija

Az
fo@)+ Alz) + @)+t fal@) 4= fulz), z €l
k=0

kifejezést végtelen fﬁggvényso.rnak (roviden fiiggvénysornak)} nevezziik. Az fi figgvények
a fliggvénysor tagjai; az

sa(@) = Y fe(®) = fa(z) + fi(z) + fol2) + ... + fal2)
k=0

osszegek a fligguénysor részletdsszegei. A részletOsszegek végtelen figgvénysorozatot alkot-
nak. '

A végtelen fiiggvénysort a részletOsszegeinek végtelen sorozata definidlja. A szerint,
hogy ez a sorozat konvergens, vagy divergens, mondjuk azt, hogy a végtelen fiiggvénysor
konvergens, vagy divergens. Ha tehit

lim 5,(x) = (=)

létezik, akkor a fiiggvénysor konvergens és az f fiiggvényt, vagyis a részletdsszegek soro-
zatdnak a hatdrértékét nevezziik a sor dsszegének:

@)=Y fu(e) = Im 3 file) = i sale); € 1.
k=0 k=0 .

Ez pedig azt jelehti, hogy ha z € I, akkor minden £ > 0-hoz lehet taldlni olyan (e-tél
és z-16l fiiggd) N kiiszdbszamot, hogy
[f(z) — sn(z}] < e, hacsak n> N{e,z).

Fontosak azok a figgvénysorok, amelyeknél N csak e-tdl figg és z-t6l nem. Ezeket
a fliggvénysorokat nevezziik egyenletesen konvergensnek. Ilyenkor tehdt a fiiggvénysor
részletdsszegeinek a sorozata egyenletesen konvergal a fliggvénysor sszegéhez.

Az egyenletesen konvergens fuggvénysorozatokra érvényes tételek értelemszeriien
dtvihet8k egyenletesen konvergens fiiggvénysorokra. Igy pl. ha az f; folytonos fiiggvények

> fule)
k=0

végtelen sord az I intervallumon egyenletesen konvergens, akkor
[ev]
fg)y=) Ju=), =€l
k=0

folytonos és barmely a,b € T mellett

[ (gfk(z)) do = [f(x)d; = 2 (/b fk(:c)d;v) .
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Ha pedig valamennyi fi {k > 0) figgvény az [ intervallumon folytonosan diffe-
renciathats, valamint Y 5 o fu(x) az I intervallumon pontonként kenvergdl f(z)-hez és az
fi. derivaltakbdl képezett 377 fi(z) figgvénysor az I intervallumon egyenletesen kon-

vergens, akkor )
fi(z) = (Z fk(ﬂf)) =Y fila).
k=0 k=0

Az egyenletes konvergencia megallapitasira a gyakorlatban legtobbszor alkalmazott
kritérium Weierstrasstdl szarmazik:

Ha az fi (k> 0) fiiggvények mindegyikére érvényes a kdvetkezd becslés:
|fi(z)l £ M (= 4llandd) ha =z €T

és az My, szdmokbdl alkotott 372 ) My végtelen szdmsor konvergens, akkor a

Efk(m)1 zel
k=0

fiiggvénysor abszoliit és egyerletesen konvergens.

A 372 o M numerikus sor konvergencidja ugyanis azt Jelentl, hogy minden ¢ > 0-hoz
van olyan N, kilsz6bszdm, hogy

> -3

k=n+1

ZMk

ha 7 > N, de akkor minden n > N, és z € I esetén egységesen érvényes a kovetkezd
becslés: '

<e,

SN D Mi<e.

k=n+1 k=n+1

> fle)| <

k=n+1

f@Y=> fl=)| =

k=0

Példdul a

o0
coskz
k2

k=1
fiiggvénysor # € R-ben mindeniitt abszolit és egyenletesen konvergens, mert | coskz| < 1

miatt
1

cos kx <
| <E

k2

és a Y s fr numerikus sor konvergens.

8.2.3. Hatvanysorok

A hatvinysorok olyan végtelen fiiggvénysorok, amelyeknek reszletosszegel polinomok.
Tehat dltalaban

Eak(z - a)jc = ag + a1(z — a) + ax(z — a4 .. Fag(z—a)" +
k=0
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ahol az agp,a1,89,...,¢0,,... egyiitthaték és az ¢ = allandd megadott valds szamok,
végtelen hatvanysor (réviden: hatvinysor), mert ennek n-edik részletdsszege

sa{z) = Zak(z —a)f
k=0

n-edfoki polinom (feltesszitk, hogy a, # 0).

Kiilonosen egyszerii az az eset, amelynél ¢ = 0, amikor tehat a hatvinysor ilyen alakd:

(o]
Zakxk =aptamz+apri+ .. faz® ...
k=0

Az ilyen ao + @12 + azz? + ... alakd hatvanysorok konvergenciahelyeit illetéen rogion
beldthatd a kdvetkezd 4llitds:

Ha a sor az xg helyen konvergens, akkor |z| <-[zq| esetén minden z helyen abszolit és
egyenletesen konvergens.

Ha ugyanis az
2
g + ayzo + aaxp + ...+ anzy + ..

sor konvergens, akkor tagjai 0-hoz tartanak, tehdt mindenesetre kisebbek maradnak egy
alkalmas K korlatnal:

lanag| < K.

n
n T _
GnZq - (;‘)
0

Janz"| < Kq*.

Mar most |z| < |zg| esetén

™
lenz™] =

tehit az ;—0

= g jel6léssel

Minthogy pedig 0 < ¢ < 1, azért a nuinerikus
I(+K§+Kq2+...+1fq“+...
geometrial sor konvergens, igy az abszolit értékekbd! alkotott
lag| + |e12] + |a2z?| + ... + |@nz™| + ...
sor is konvegens, azaz Weierstrass kritériuma szerint az
ag + a1z + azz? + ot anz

sor abszolit és egyenletesen konvergens.

Ebbél rogtén kovetkezik, hogy azok az © helyek, ahol a sor konvergens, hromféleképpen
helyezkedhetnek el: a sor
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1. vagy csak z = 0 esetén konvergens,
2. vagy minden z mellett konvergens,

3. vagy van olyan R > 0 szdm, hogy |z| < R esetén a sor konvergens, |z| > R esetén
divergens. Ezt a R szamot a hatvinysor konvergenciasugardnak nevezzilk. (Azt, hogy a sor
z = R, vagy # = —R helyen konvergens-e, vagy sem, azt mindig kiilén kell megvizsgdlnil)

Valamely ao + @1z + @22 + ... alakd hatvinysor konvergenciahelyei eszerint egy,
a 0-helyre szimmetrikus intervallumot toltenek ki. Ezt a hatvénysor konvergencia-
intervallumdnak nevezzik:

r€(—R,R).
Ez. az intervallum egyetlen ponttd zsugorodhat: ilyenker R =0, vagy esetleg az egész
szamegyenessé kiszélesedhet: ilyenkor R = co.

A Xkonvergenciaintervallum belsejében a hatvinysor abszolit és egyenletesen konver-
gens.

Szémos esetben a hatvanysor konvergenciasugarit — a numerikus soroknil megismert
— hényados- ill. gyokkritérium alapjin meg lehet hatdarozni.

Igy pl. ha
+1
i R AL
lim |2 <1,
n—oo | 4™
azaz
|z| < lim
R=r00 | Byl
akkor a sor konvergens, viszont divergens, ha
|z| > lim
n—0o [n 41

A gyokkritérium szerint, ha
im $/la,z™i <1,
n—co
azaz :
o] <« ————
z . n 3
hm'n—roo Eanl
akkor a sor konvergens és viszont divergens, ha

1
o} >

iy oo v/ ttn] '

{Megjegyezendd az, hogy a gyokkritérium alapjén kimondott tételt Cauchy-Hadamard
szerint élesiteni lehet, ha ugyanis az {‘/m sorozatnak van tobb torlédési pontja — tehit
nincs hatdrértéke —, akkor a torlédési értékek kozil a legnagyobb — azaz a sorozat tn.
limes superiorja —

L B e 0
Iim ¥/a,{ = { A, akker R=¢{ % )
0 ) +oo



A konvergenciaintervallum belsejében a hatvinysor dsszege egy f figgvényt definidl:
. N )
flz)= Zakzk , ze(—R,R),
k=0

amely folytonos és folytonosan derivalhaté, f'(z) a sor tagonkénti derivildsdval allithaté
elo: ’

fi(z) = Zkakxk"l , z€(-R,R).
E=0
(Ez utdbbihoz vegyiik figyelembe azt, hogy ha

lim lan] = A,

n—co
akkor , mivel

lim ¥n=1,

n—0o0

- o
n}LIIgO Ynla = A;

azért

tehdt ha f konvergenciasugara
1
R=—,
A
akkor f' konvergenciasugara ugyanaz.)

Ha a hatvanysor konvergenciasugara R és az a, b hartdrokra fenndll, hogy —R < a < R,
—R < b< R, akkor

oo

b oa b -
de = Z kgp = Gk pktl _ K+l
ja fla)da k_u./u e k_0k+1(b @)

specialisan, ha @ = 0 és b = z, akkor

> (178 .
F(z) = ZH 1$*+‘ , z€(~R,R)
k=0 )

az f(z) egy primitiv fiiggvénye.

A hatvédnysoroknak azt a tulajdonsigit, hogy a konvergenciaintervallum belejében
szabad &8ket tagonként derivilni, vagy integrilni, médot nyijt arra, hogy ismert
hatvanysorokbdl ijakat szdrmaztassunk.

Példdk
1.) Az
l—z4zt-2>4---

SOr az
l+z4+z24z3+..
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sorbdl keletkezik, ha benne 2 helyett (—z)-et frunk. Konvergens tehdt ha |z] < 1 és az
Osszege:

1
1*—$+$2—$3+—"':m, |flf|<1.
Integrdljunk mindkét oldalon 0-t4l z-ig:
z2 3 4 ’
ln(l-i—a:):a:———z—-i-?——%——k—--- , lzl<t.
Tegyiink itt 2 helyébe (—z)-et:
2 3 4
ln(l—:c)z—:c—%—v%—%—---v , zl <1

Most vonjuk ki ezt a sort az elébbibal:
73 2
1n(1+:c)-—]n(1—x):2($+—3-+?+---), lz] <1,

AzZAZ

1. 1+z AR
§1ﬂ1—$—$+?+—5—+, |$|<1.

Ezek a sorck alkalmasak arra, hogy barmely szdm logaritmusit tetsz6leges pontossdggal
meghatérozzuk. (Ilyenkor persze gyakran tgy szoktunk eljdrni, hogy megfelelé azonos
dtalakitasokkal igyeksziink olyan kifejezésre jutni, amelybdl mér a sor kevés tagjénak figye-
lembevételével kielégitt pontossigra juthatunk. Igy pl. In 10 kiszdmitdsakor felhasznaljuk,
hogy

In10 = In(8 §) =32 +ln§- =
= 1= 1=
143 1, 1+4

+2--In
1-4 2 1-1

1
=6--1 )
5In
és igy felhasznalva %l_n %—1’% hatvanysorit, z = % helyettesitésekor az els$ Ot tag Gsszegével,
z = § helyettesitésekor pedig az elsé két tag Osszegével, és mindkét esetben 6t tizedesjegyre
kerekitve kapjuk, hogy
In 10 = 2, 30262

és ennek a hibija biztosan kisebb, mint %10'5.)

2.) Irjuk az
l+z+2°+...= L, lz] < 1
1 -z

sorban z helyébe (—z?%)-et:

1-g?tat— 284 ... = 1_:3:2 s |zl < 1.
Integraljunk most a 0 és = hatdrok kézott:

T S
arctgw:xr?+?—~7—+... . Jz] < 1.
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8.2.4. Taylor-sor

Lattuk azt az elézOkben, hogy hasznos lehet, ha egy fiiggvényt hatvanysor dsszegeként
tudunk eldllitani. Vizsgaljuk meg ezt a kérdést dltalanosan.

Tegyiik fel azt, hogy az =z = 0 helyet tartalmazé bizonyos intervallumban
f(z)=ao+ a1z + apz® +aza® + - ..
Itt = 0-t helyettesitve:
f(O) = ag .
Képezziik most f(z) derivaltjat:
fi(z) = a1 + 2097 + 3azz® + - --

és tegyiink z helyébe 0-t
7 (0)=a.
Ujbél derivélva:
fﬂ(z) — 20,2 +3-2 .a3$'+ .

(0 = 2a,,
majd

) 3.2.a3+...
M0) = 3-2-@a3

és {gy tovabb. Innen

- m e = fm(O)

aD:f(O)s a,lzf,f([]), 9 3 = 3.9

és kénnyen igazolhatd, hogy altaliban

f(n}(o)

n!

(n=0,1,2,3,..)

iy =
Ha tehdt az f(z} fiiggvény az = = 0 hely kdrnyezetében hatvinysorba fejthetd, akkor
a sor ilyen alakd:

f’(U) 10}

T 21 oot n!

mxn_{,..._i_:

il

f(=) F0}+ =+

_ Zf(k 9) ok

Ezt a sort az f(z) fuggvény (0-helyhez tartozo) Taylor-sordnak nevezzitk. Konnyi
ellendrizni pl. azt, hogy az

»

11'.‘4

4

x
2

$3
o- TS T (<)

29



hatvanysor éppen a ln{l + ) fiiggvény Taylor-sora.

Ha egy adott f(z) fiiggvényt hatvinysorba akarunk fejteni, akkar tehdt fel kell frnunk
a figggvény Taylor-sordt. Az persze nem tudhatd elbre, hogy ez a Taylor-sor tényleg
elddllitja-e az f(z) fliggvényt; ha igen, milyen z értékekre konvergal, s egyes részletdsszegei
milyen pontossiggal kozelitik meg az f(z) fliggvényértéket.

Mindezekre a kérdésekre dgy adhatunk vdlaszt, hogy megvizsgdljuk az f{z)
figgvényértékek és az f(z) fiiggvény Taylor-sordnak n-edik részletdsszege ( f(z) n-edfoki
Taylor-polinomja): .

1790 .

z
n!

Tu@) = 1) + Lo T 0pr oy

- kdzotti killsnbséget:
. f(z) = Ta(z) = Ra(z).

Ezt a Taylor-sor maradékiagjdinak hivjuk. A kozelités pontossdgdrdl képet alkothatunk
magunknak, ha meg tudjuk becsiilni a maradéktag abszolit értékét (meg tudjuk adni
ennek egy felsd korldtjit). Ha e becslés alapjin ki tudjuk mutatni, hogy bizonyos z-ekre-

Rp(z)—=0, ha n— oo,

akkor ezen z-ekre a Taylor sor el6allitja f(x)-et.
" Az R,(z) maradéktag becslésére méarmost a kévetkezSt mondhatjuk:

Ha a 0 és =g helyek kozdtti szakaszon
|f(n+l)($)| <M, "

akkor

M n -
IRn(Eg)l < (1l+ 1)!|m0| +1 .

Igazolasul gondoljuk meg elGszor is azt, hogy

Ta(0) = £(0), THO) = £(0), T/ = f"(0),...

és altalaban
70y = N0y, ha k=0,1,2,...,n;
mig
'T,Sk}(x)z 0, ha k=a2+1,n4+2,...
hiszen T,(z) n-edfokd polinom és igy {n + 1}-edik és ennél magasabbrendii derivdltjai
azonosan 0-val egyenlok.

Ennélfogva
ng)(o): 0, ha £=0,1,2,...,n

és
RLn%l](z) — f{n+1)($) .
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Tegyiik fel sﬁost pl. azt, hogy zo > 0. Minthogy feltevés szerint 0 és zg kozott
| ~M < [ @y < M,

azért itt
' ~M < REM(z) < M,

Tehdt az Rg")(a) + Mz fiiggvény derivaltja:
R+ M >0,

igy ez a fiaggvény ndvekvd, értéke a 0 helyen 0, tehdt az ettdl a helytdl jobbra fekvd
helyeken
RN )+ Mz > 0.

Hasonléképpen 0 és zp kzdtt az Mz — R.E;")(x) fiiggvény derivdltja:
| M- Rye) 2 0, |
tehdt ez a figgvény is novekvd, értéke a 0 helyen 0, igy a 0 és = kdzott
Mz - RU(z)> 0.
Végill is 0 é o kézbtt (z0 > 0)
-Mz < RV(z) < Mz.

Ugyanezzel a gondolatmenetitel adddik, hogy 0 és zg kdz0tt
' 2 2
~MT <RI <MT,
majd
z® (n-2) z?
" és igy tovdbb, mig végiil a

gntl gl
Mo S e s My

egyenlotlenséghez jutunk. Ezt az » = 24 helyre alkalmazva:

[Ra(z0)] < lzof™ ! .

M
(n+ 1L

A fuggvény = hatvinyai szerint haladd sprbafejtésére taldlt eredmiények kénnyen
dtvihetdk altaldnos, (z — ) hatvdnyai szerint haladé sorokra is. Ezek szerint egy

ap + ar(x —a)+ ag{z —a)’ + -+ ap (2 —a)" + -
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alaki hatvdnysor konvergencia helyei mindig egy az 2 = a helyre szimmetrikus inter-
vallumot tdltenek ki, amely az a pontra zsugorodhatik, vagy az egész szdmegyenest
magaban foglalhatja. Ha az f(z) figgvény az a helyet tartalmazé bizonyos intervallumban
hatvanysorba fejthetd, akkor ez a sor csak a kdévetkezd lehet:

f( )_Zf (a’) )k:f(ﬂ,)+ f’( )( ) f”( )((E a)2

(ﬂ)a
_g_fn—‘()(m_a)"+...

Ezt nevezik az f(z) figgvény e helyhez tartozé Taylor-sordnak. Ennek a sornak

o ("‘)g,

(e —a)®

részletdsszegei az f(z) figgvény a helyhez tartozé Taylor-polinomjai.
Az
Bu(2) = f(z) - Tu(z)
maradéktagra all:

[Bn(wo)| < |zo — a|"**,

<M
~(n+ 1)

ahol M olyan szamot jelent, amelyre az q és 1y helyek kizotti szakaszon
|f (@) < M

érvényes.
Egy legalabb n-szer folytonosan differencidlhaté fiiggvény Taylor-polinomjira mas dton
is el lehet jutni. Espedig a kvadratdra-probléma n-edrendii esetre valé dltaldnositdsa dtjan.

Mint ismeretes az elsérendfi kvadratiira-probléma megolddsira a kdvetkezd iton ju-
tunk. Legyen adva a

dy_
E—f(m)

elsérendti differencidlegyenlet, ahol f(z) az a < z <} intervallumban adott folytonos
fiiggvény. Vagyis a differencidlegyenlet szerint adott az ismeretlen y(z) fuggveny foly-
- tonos elsérendii derivéltja. Az dltalinos megoldds:

ORNFOUENS

ahol ¢ integrédldsi dllandd.

Ha eléirjuk az z = a helyen az y(e) kezdeti értéket, akkor a kdvetkez6 megoldasra
jutunk:

yu)=ymy+]xﬂwﬁ.
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Altaldnositsuk eredményiinket n > 2 esetre és tekintsiik a kovetkezd n-edrendil
kvadratira-problémat:

Megoldandé a
Y - ft)

n-edrendii differencidlegyenlet, ahol f(z) az a <2 <b intervallumban adott folytenos-
fliggvény. Vagyis a differencidlegyenlet szerint adott az y(z) ismeretlen fiiggvény folytonos
n-edrendll derivéltja. Az dltaldnos megolddsra n lépésben jutunk, a kévetkezképpen:

y(n—l)(a;) = ¢a i+ —/-I f(t)dt,

y(n—-2]($) = Cp—2 + cn*l(m - G,) + fm /t f(’u)d’ﬂ',dt ’

- A z pt ru
y(n-vfi)(z) =Cp-3t Cn—-?(m - {1) + et (w 2{1) + / [ / f(’t))(l’ﬂd’u.dt 3

o) = Pn_l(a:)+f._..f f(2)dz

ahol P,_i(z) a kévetkez6 (n — 1)-edfoki polinom:

(z —a)?
2

végiil

(z = a)®
3!

(:L‘ — a)n—lr
(n—1)!

és a jobboldal masodik tagja egy n-szeres integrdl. P,_i(z)-ben a ¢ egyiitthatdk in-

tegrélasi allandok.

Pi(zy=cot ez —a)te +c3 + ot eny

Kénnyen belathatd, hogy ha eléirjuk az # = @ helyen az y(a), ¥'{(¢},. .. , 4"~ (a} kez-
deti értékeket, akkor a megoldds:

( ) y"(a)

O]
TR G R CRTO R

ey

Rs(@ = [ [ st [ 00

Az z = a helyen eldirt kezdetl feltételek mellett tehat az n-edrendii kvadratira-probléma
megolddsaként az y(z) figgvény (n — 1)-edfokd Taylor-polinoinja adédik, hozzaadva az
R,_1(2) maradéktag, amely igy ezen az iton kizvetlenill egy n-szeres integral alakjaban
adédott. Ezt a maraddktagot azonban Cauchy nyoman az

oe) = 9(o) + Y Y 28— a)™ 4 Rualz),

ahol

Rn—»l(-’ﬂ) = t;—_l—l—)'i /:: y(n)(t)(a: _ t)n-ldt

egyszeres integral alakjaba lehet &tvinni.
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Az 4llitist matematikai indukcidval lehet igazolni. Az kozvetleniil beldthatd, hogy az
allitds n = 1 esetén igaz, mert az elsérendii kvadratdra-probléma megolddsaként, adott
folytonos y'(z)-bdl, adott y{a) kezdeti érték mellett kaptuk,

y(z) = y(a) + ] o

Feltessziik, hogy az 4llitds n — 1 esetén igaz, azaz adott folytonos y»~1)(z) derivalthél,
adott y(a),y"(a)., ¥"(a),. ..,y H(a) kezdeti értékek mellett adédik
3" (a)
(n—2)!
Y & :
L A ) TR i
e ARG

Ebbdl azonban kozvetleniil adédik az allitas helyessége n esetére. Pd.rmahsa,n integralva
ugyanis az

y(:c)=y(a)+”“(z 0+ Loty

(z — &)™ %4+

- n—2
'?(t) =", V)= %

szereposztds megvalasztdsa mellett, amikoris

. -:E* n—1
W) =), o= -
azt kapjuk, hogy . .
(n —2)‘1/ Y @)z - o2t =

{n-1) ' z
- -] st [ e-oa

i
{(n~ 1)

[ v0E -y,
vagyis amint allitottuk: -
y(2) = Paci + Ru-a(2)
ahol '

n—1 (&) .
n—(m)_zy (G) ‘ak
k=0
az y(z) fiiggvény z = a helyhez tartozé (n — 1)-edfolh’1 Taylor-polinomja és a maradéktag:

Rosle) = g [ 90 - 0" .

Feltevésiink szerint az @ < « < b zart intervallumban 3\(z) folytonos (tehat korlatos is),
tovabba az integrdlds intervalluméban (z — ¢)»~1 nem V4lt eljelet, {gy az integralszdmitis
kézépértéktétele szerint (Lagrange nyomén) a maradéktagot igy irhatjuk:

y™(e)
(n—1)!

Roa(2) = x"(ﬂ: — ) ldt = y-‘%@(fb -a)",
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ahol ¢ < £ < z. Es ha még figyelembevessziik azt, hogy
ly"™ )l < M,

akkor a kdvetkezo becslésre jutunk:
M
|Bar(2)] S Srla —al",

Osszhangban a koribbi eredményekkel,

Figyelembevéve y™)(z)-nek az = e hely kériili folytonossigat, l’rhq.tjﬁk, hogy
y™(E) = y™(a) + ¢,
ahol € — 0, ha z — a (illetve ezzel egyiitt £ — a). Igy

"N a) +¢
n!

Roa(z) = (z —a)".
A maradéktagnak ebbdl az alakjabél fontos kovetkeztetést lehet levonni a

fiigguényvizsgdlatra vonatkozélag. Legyen ugyanis f(z) olyan fiiggvény, amelynél

(@)= f'(a)y = ... = fo D@y =0,
de
@) £ 0.
Ebben az esetben
o) - £y =LA E o

Tegyiik. most fel azt, hogy |t — a| elegendden kicsiny és akkor
| sign (/9(a) + €) = sign /().
Igy, }}a 7 paros szam, akkor mivel (z — ay* > 0 biztosan, azért
sign (f(z) - f(a)) = sign ) (a);
ha ez +1, va,-gyis ™ (a) > 0, akkor az a-hely kis kdérnyezetében
f(=) 2 f(a),

igy a fiiggvénynek az a-helyen helyi minimuma van.
Ha. viszont f{"{a) < 0, akkor

: f(=) < f(a),
tehat a figgvénynek az g-helyen helyi marimuma van.

Ha pedig n paratlan szdm, akkor mivel (2 — &) az a helyen ndvekvé z-ek mellett gy
valt eldjelet, hogy negativhdl megy at pozitivba, azért
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ha f()(a) > 0, az f(z) gorbéjének az a-helyen olyan inflezids pontja van, amelyben az
a-helyhez tartozd vizszintes érintot emelkedve metszi at;

" ha f®(a) < 0, akkor f(z) gérbéjének az a-helyen olyan inflexids pontja van, amelyben
az a-helyhez tartozé vizszintes érintdt sillyedve metszi af.

., A Taylor-polinom és maradéktagja alapjin magyardzatot adhatunk a Bernoulli-
I’Hospital szabdlyra is. Tegyiik fel ugyanis azt, hogy két olyan — legaldbb kétszer foly-
tonosan derivilhaté — fiiggvényiink van, amelyek az & = @ helyen mindketten 0 értéket
vesznek fel, azaz.

fla)=g(a)=0.
Ezért
@) = F@e-o+ e ap,
o(z) = gla)e—a)+ ”&)( oy
miatt »

1(z) _ fe)e - o)+ FfPl(a — a)?
(=) g'(a)(z—a)+ g—'%f—’l(m — a)? ’

azaz, ha z # a, akkor :
fz) _ fla)+ 58 (&) e —a)
o) g'(a)+ 39"(&2)(z ~ a)

Innen pedig
f(=) _ F'la)
o g(z) (@)’
feltéve persze azt, hogy a jobboldalnak van értelme.

Két fiiggvény gdrbéjének viszonylagos magatartdsat illeten eléfordulhat a kévetkezd
eset: .

fla) = gla),
flla) = g¢'(a),
f”(a) — -gﬂ'(a),
f(n)(a) = g{ﬂ)(a),

azonban

[ ) # g("“’(a)--

Ebben az esetben az f(z)-hez é a g(x)-hez tartozd a-hely koriili n-edfoki Taylor
polinomok azonosak és

FO () = ) ot

f(z) - gz} = 1)
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Tovabba
ORIOM

(z —a)" 0, ha z—a.

Ekkor azt mondjuk, hogy f(z) és g{z) gorbéje az = = @ helyen n-edrendiien érintkezik
(ill. sitmul egymdshoz). lgy pl. egy gothbe és egy poatbeli érintSje elsérendifen simulnak
egymdashoz az érintési pontban. Fgy gorbe és a simulé kore legalibb midsodrendilen
sfmulnak egymdshoz.

8.2.5. Binomialis sor

Az
flz)=(1+=z)
fiiggvény Taylor-sordt — tefszﬁleges valds e kitevo mellett — binomislis sornak hivjuk.
Most

flz) = e(l+z) !,
/@) = afa- 1)+,
By = afa — 1){a 92) N CE R ) G L
tehdt altaldban '
F&0) = ale—1)a=2)...(a—k+1)

és igy

S®0) ela—1)a-2)...(a—k+1) _fa
KT & _(k)

tehdt a keresett binomislis sor:

ﬂ@:a+w*§§@ﬁk

k=0
és ez biztosan igaz, ha jz] < 1.

A sor n-edik és (n + 1)-edik tagja ugyanis

w(@ = (,% )t = (0o

igy a hdnyadoskritériumot alkalmazva:

a—-n-+1
1

Uny1(7)
up{z)

x ‘—r|mf, ha n»—o00.

azaz valéban a sor konvergens, ha |z]| < 1.
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Persze, ha o',= n, azaz pozitiv egész szam, akkor (1 + z)* n-edfokd polinom és igy n-
nél magasabbrendii derivaltjai azonosan 0-val egyenldk. Ennélfogva Taylor-sordban n-nél
magasabbfokd tag nem szerepelhet, azaz a sor a

W

véges Osszeghbe megy at és ez mindeniitt (1 + z)"-nel lesz egyenld.
Példaként irjuk fel

£0) = <
hatvdnysordt, ha |z| < 1.
1 1o Y
1+x—_—(1+x) QZZ(k)m , lel< 1.
k=0
Vagy mivel
_% _ _l
1 2’
N AN ) G R B
2 1.2 2.4°
-5 CREDEDH 1305
1 1-2-3 2-4-6
és dltaldban ’ :
-8} - plidise(eo1)
n 2:4-6..(2n) °
azért 1 I 13, 1:3:5
S R S S 3,
1tz 2" Tyae” T
hacsak |&] < 1.

Ha most pl. z helyébe (—wﬂ)-ét irunk és |z| < 1 feltételezése mellett tagonként in-
tegrdlunk, nyerjiik az arcsin = fiiggvény hatvanysordt:

-y

2 1:3 25 1-3.5 =z ‘
+— =+ vy =4, a2l < 1.

@ L
2 3 2-4 5 7

- T
arcsin @ = - =
[ 7=

[+

z+

[ ov]
o

8.2.6. Integralas sorbafejtéssel

Fontos alkalmazdsa a végtelen sorok elméletének, hogy egyes integralokat, amelyeket a
szokdsos moddszerekkel nem tudunk kiszdmitani, az integrdlandé fiiggvény sorbafejtésével
szédmitunk ki. Természetesen tigyelniink Xell arra, hogy az integrilds intervallumanak bele
kell esnie a felhaszndlt sor konvergenciaintervallumaba.
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Példaként szamitsuk ki az a és b féltengelyekkel (a > b) rendelkezd elhpsms ivhosszat.
A gbrbe egy paraméteres egyenletrendszere: )
r=acosp, y=bsing, ahol ¢e€][0,2x).

Mivel

% = bcosqo;.

© azért

) 2w 7
= [ \/&2 sin? ¢ + b2 cos? pdp =
o

2 .
= \/a?(l — cos? @) + b2 cos? pdp =

0

/217 \/

= 40,/ \/1-£2c032(pd(,.9,
: 0

cos2 (pd(p =

2_ 3% . . - . PR
ahol € = ﬁ—a——l—, az elhpsz;s tin. numerikus excentricitisa.

Legyen most ¢ = Z — ¢, amikoris dcp = —di és igy vegul

:—4&] 1/1 - g2 sin? 1;bd¢—4aj \/1——528111 Py

Ez az integral (in. elliptikus integrél} a szokésos médszerekkel nem hatdrozhaté meg, mert
az integrandusz primitiv fiiggvényét elemi fiiggvényekkel nem sikeriil eléallitani. Minthogy
azonban £ < 1, azért

lesiny] < 1

. i . i . 1:3 .
y1—g?sinfyp=1- 552511121!;— 5—_—1545111414')—- 2.4.656311161/)— ey

" tehat tagonkénti integraldssal:

s:4a{f0§d'd)-——;—sl"‘] sin ¢d¢—2—145 [)Esin4¢d¢_...} .

Mivel pedié

és gy

z 1

[ ontvao=3- 3
Pty = 13T
/Osm Hdip = 213

39




végiil is

1 1 1-3 4
2 1___22__ IR Y X 2.6 .. -
arr{ (2)5 3(2'4)5 5(-——-4. Jee }

2:4.6
1,e2 1-3.¢* 1-3-5¢% |
2““{1’(§)T“‘ﬂE‘(2.4.e)€"“}-

€ kis értékei esetén a sprbol néhdny tagot kell csak figyelembe venni és maris meglehetésen
pontos értéket nyeriink az ivhossz szamdra.

*
i

{l

Az egyiitthatdk értékét kiszdmitva

1 3 5
=9 1__2__4___6____‘
s = 2am( 1€ T a1t T omet }

E képlet alap jé,_n' — kis ¢ érték mellett — igazolhatd az az eljards, amelynél az ellipszis
keriiletét kérivek hosszdbdl hatdrozzuk meg. '

Legyen ugyanis a fél kistengely és nagytengely (e és b) szdmtani és mértani kozépértéke
Ty és ro:

b
T}:a; ) ?‘2:\/@.

Hasonlitsuk Ossze az elllipszis s keriiletét az rq és ro sugard korok 2rry és 2xry keriiletével.

b=av1-¢2,
a;b:%(1+\/1-£2),

Vb = a1 -2,

a binomidlis sor alapjan frhatjuk, hogy

Figyelembevéve azt, hogy

1 1

2rry = 2wa(l- 4—52 - E£_4 - ﬁsﬁ -,
3 7

orry = 2ma{l— —e® — —et— B ..

Ha tehat € elegendden kicsiny, akkor jo kézelitéssel ithatjuk, hogy
s=27ry, vagy s=27rg.

Mindkét kozelités e-ban harmadrendii. Még jobb kézelitésre jutunk, ha alkalmas o és 8
egytitthatok mellett olyan kor-sugarat valasztunk, amellyel

s = 2n(ary + fra) .
a és 0 szamara a kovetkezd feltéieli egyenleteket nyerjiik:

at+pf=1

40



és .
a 3o 3
_ —_— — 4 = .
16+32 6a azaz 4da+66=3
Ezekbél o = 3 és p = ~1. Igy

3 1
§ = 211'((17‘1 + ﬁ?"z) = 2‘1!'(57‘1 - 57‘2) =

1 3 5
—9 1__2__4__6__”
ma( e 646 2565 )

Ebbél 1athats, hogy az

Ja+b 1
8~21l’(§»2 —5\/@)

“kozelités e-ban legalibb hetedrendii.

'8.2.7. Elemi fiiggvények hatvanysora.

Foglaljuk 8ssze néhdny elemi fiiggvény ha,tvéﬁysorzit:-

(1+z)* = i (:)zk =

k=0 .
-1 -1 -2 :
:1+az+a(a2| )m2+a(a 3)|(a ):c3+---, lz] < 1.
1 o0
7 = Zxk:1+x+x2+w3+---, lz| < 1.
- k=0
1 1 1
1 = 1+-— -2+ —2% - —a 4 - I.
e LI S TR T TR el <
1 1 5 35
= 1--z4-zf— =2 =2t 1.
Vits 350~ tigt T kIS
2 3 4
in(1+z) = PP NEIR!
) 2 1
ok 2 3
T ¢
¢ = Y g=ltetgtgtor, zER
k=0
. 3 25 a7
sinz = 3 E—ﬁ-i—— -, z€R
z? gt 2 .
coszT = l_'-[+ﬂ 6-!-+— , mEB..
. R A )
shz = m+§+g!—+-7—!+---, a:eR'.-
- #2  xt 28 ’
1 1-3 1-3-5
arcsinz = $+ﬁw3+2-4-5$5+2-4-6-7$7+ , x| < 1.
P R .
tgr = 2~ — 4 —— —4— 1.
arctgz z 3+5 7+ , Jz|l <1



42

arth

)

[z} < 1.



9. TOBBVALTOZOS VALOS
FUGGVENYEK

9.1. Alapfogalmak

9.1.1. Bevezetés

Ha szemiigyre vesziink valamely a fizikdban, elektrotechnikdban, mechanikdban tanult
képletet, rendszerint azt litjuk, hogy az a mennyiség, amelyet a képlettel kiszamitunk,
tobb mds mennyiségtol figg. Pl az egyfdzisd valtakozd dram W teljesitménye a
kévetkezSképpen szdmithatd a fessziiltség U effektiv értékébdl, az’ aramerdsség I effektiv
értékébol és a o fazisszogbdl:

W=U-T cosp.

Egy @, b éli téglalapalaki keresztmetszetnek az egyik élére, pl. az a hosszisdgira
vonatkozé masodrendii statikai nyomatéka: :

Geometriai szamitdsokra vonatkozd képleteink is dltaldban t5hb valtozot tartalmaznak.
Pl. egy altaldnos hiromszog teritletét a

a-b-sinvy
i T = —
2
képletbdl szamitjuk, ahol @ és b két oldal hossza és v a kdzbezdrt sz6g.

Végiil tekintsiik a kdvetkezd példat. Galilei nevezetes kisérletei szerint a ¢ hajldsszogii
lejtén a ¢ = 0 id6pillanatban zérus kezd6sebességgel indulé test dltal megtett it:

I oy
§= - S,
591 sing

A megtett Gt nemcsak az id6t6l, hanem a lejtd hajlsszogétél is fiigg. Galilei eljarasa,
hogy ti. alejtd hajlasszogét egy-egy kisérlet-sorozatban régzitette, rAmutat arra, miképpen
Jjutunk sok esetben egyviltozds fiiggvényre: a valdjaban tibb valtozotél figed kifejezésben
egy . valtozé kivételével a tobbit dllandd értéken tartjuk.

Ez az eljérds, amelyet a kisérleti fizikus szdmtalanszor a.lka.lmaz, a tGobbviltozés
fiiggvények vizsgdlatdra is kijeldl egy utat.

7 Kordbbi tanulmanyainkban a valds egyviltozds fiiggvények a,na.hzlseve] (hatarérték,
differencidlds, integrélds, stb.) foglalkoztunk.
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A kovetkez8kben a valés tdbbvaltozds fiiggvények analizisével, azaz tébbvéltozés
fiiggvények hatdrértékével, differencidldsdval, integrdlisival és ezek legegyszeriibb ge-
ometriai, mechanikai, fizikai alkalmazasdval foglalkozuk olymédon, hogy megfeleléen
altalanositjuk az egyvaltozds fiiggvények analizisében tanult fogalmakat és eljarasokat.

9.1.2. Definicidk, jelolések

Ha a valés szamokbdl képezett rendezett szim n-esek halmazdnak egy meghatdrozott
részhalmaza minden egyes eleméhez egy meghatdrozott valés szdmot rendeliink hozzé,
akkor valds értékil n-vdltozés valds figguényrél beszéliink:

f:X-Y,

ahol (z1,72,...,2,)€X C RxRx...xR=R",
Y CR.
X elemei alkotjdk a fiiggvény értelmezési tartomdnydt és Y elemei alkotjdk a fiiggvény

értékkészletét: :

X =D(f) é Y = R(f).
Ha (1, 22,...2,) € D(f), akkor

flzy,22,...,2,) € R(S)
a figgvény helyettesitési értéke. Ezt a helyettesitési értéket sokszor célszerii egyetlen
betiivel jelolni, pl. .
’ s f(zi,me, . En) =Y
éé szokds ezt a fiiggvény fiiggs viltozdjdnak hivni, mig az 21, ©4,. .., 2, szémok a fiiggetlen
vdltozok (argumentumok) konkrét értékei.
Szokas az n-valtozés figgvényt R™-bdl R-be vezetd leképezésnek is hivni.
Ha )
{z1,22,...,2,) € D(f)

f(wl’mza""xﬂ):ye R(f)’
akkor az .
(371,-'152,---,551;3?) ED(f)X R(f)CRn xR

elemek (rendezett szdm (n + 1)-esek)} Ssszessége az f fiiggvény grafikonjdt alkotja.

Célszerii a fiiggetlen véltozék minden egyes rendezett szim n-esét az n-dimenzids tér
egy P pontja koordindtainak tekinteni és az

f(mla"’vZ; T ;mn)

fiiggvényértéket réviden

J(P)
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médon jelolni, amikoris a tobbviltozés f fiiggvényt egyszeriien pont-fiiggvénynek fogjuk
fel, vagyis egy olyan hozzirendelési utasitdsnak, amely szerint az értelmezési tartomény
minden egyes P pontjihoz egyetlen meghatdrozott f( P) fiiggvényértéket rendeliink hozzé.

A tovibbiakban egyszeriiseg kedvéért a tobbviltozés fiiggvény fiiggetlen valtozdinak
a szamat n = 2-re (kivételesen n = 3-ra) korldtozzuk azért, hogy a megfeleld konkrét
geometrial szemléltetés lehetdségeit kihaszndlhassuk.

9.1.3. Kétvaltozds fliiggvény Abrazolasa

Jelélje = és y az f(=z,y) kétviltozds fiiggvény fiiggetlen valtozdit és legyen a fiiggvényérték:
fzy)==.

Vilasszunk egy térbeli (hdromdimenziés) Descartes-féle derékszégii koor-
dindtarendszert, amelynek pdronként egymasra meréleges tengelyei, az z, y és z tengely -
ebben a sorrendben - jobbsodrasi rendszert alkot. A fiiggetlen véltozdk mindegyik (z,v)
pérja az (z,y)-stk-egy @ pontjit hatirozza meg. Ezeknek a @ pontoknak az Ssszessége
szemlélteti az f figgvény D(f) értelmezési tartomdnyat. Ha most D(f) minden egyes @
pontja f8lé (vagy ala, aszerint, hogy f(z,y) pozitiv, vagy negativ) felvissziik a megfeleld

flz,y} =2

koordindtdt, nyerjiik az f fiiggvény grafikonjinak egy P(z,y,z) pontjit. Ezeknek a P
pontoknak az Osszessége gyakran egy feliiletet, a

z= f(z,9)

egyenletii felilletet adja, amelyet az f fiiggvény képének, abrijanak tekintiink.

z=rrxy)

<!

4. abra
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Egy ilyen z = f(z,y) egyenletil felilet ibrazoldsakor célszerli mindenekel6tt a feliletre
frt specidlis gorbeseregeket vizsgdlni, illetve megrajzolni. Ezek kozil a legegyszeriibbek a
feliilet kiilonb6zé sikmetszetei, pl. a tengelysikokkal (az {z,y), - (z, z)- és (y, z) sikokkal)
parhuzamos, Gn. koordindtasikokkal képezett sikmetszetei. Legyen pl. az (z,y)-sik = = q,
y = b koordindtdji pontja @ és vegyiink fel ezen a ¢ ponton dtmerd egy-egy olyan (z,y)-
sikra merdleges, azaz z-tengellyel pirhuzamos sikot, amelyek koziil az egyiknek = = @, a
masiknak pedig y = b az egyenlete. Az z = a egyenleti sik parhuzamos az (y, z)-sikkal
és a z = f(z,y) egyenletii feliiletbsl kimetszi a 2 = f(e,y) egyenletii feliileti gorbét,
mig az ¥ = b egyenletii sik, amely az (z, 2)-sikkal pirhuzamos, a feliiletbsl a z = f(=,b)
egyenletii gorbét metszi ki. Természetesen az x = a és ¥ = b helyett barmely — a fiiggvény
értelmezési tartomanyahoz tartozé — = és y értéket vilaszthatunk és ilymddon az (y, 2} ill.
{z, 2) sikokkal parhuzamos felilleti gorbeseregeket nyeriink. Teljesen hasonléan nyerhetiink
z értékét rogzitve, (z, y)-sikkal parhuzamos stkmetszeteket, amelyeknek (2 = ¢ = dllandé
mellet)

c= f(z,v}

lesz az egyenletiik.

Példdul az
flz,y) =22 + ¢

kétviltozds figgvényt szemléltetd
z =222+ y2

egyenletii fellilet esetén az (z, z)-sikkal parhuzamos sikmetszetek a
. z= 22% 4 b?
egyenletii parabolik (b=dllandd), az (¥, z)-sikkal parhuzamos sikmetszetek a
2=2a%+9°

egyenletii paraboldk (a=4illandd) és az (z, y)-sikkal parhuzamos sikmetszetek
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ol .
|
Al
N
\ l i 2,42
z=2x%+b
z=20%+y? L -
! b y
(24
X
5. abra
a
c=2z 4 4°

egyenletii ellipszisek (ahol ¢ = allanddé természetesen nem lehet negativ). A feliiletet,
amelynél két koordinitasikkal pirhuzamos sfkmetszetek parabolik, mig a harmadikkal
parhuzamos sikmetszetek ellipszisek elliptikus paraboloidnak hivjak.

Konnyen belithatd, hogy ez a
z =232 4 yz

egyenletii felillet olyan médon is elédllithaté, hogy pl. az (y,z)-sikbeli z = y? egyenletii
paraboldt az (z,z)-stkbeli z = 22? egyenletii parabola mentén Snmagéval parhuzamosan
igy toljuk el, hogy a csicspontja dllanddan rajta legyen a z = 222 egyenletii parabolin
(vagy forditval).

Az ilyen médon, vagyis egy gdrbének egy mdsikon valé transzlicidjival el6dllé
feliileteket transzldcids feliileteknek nevezziik. Az ilyen transzldciés feliiletek &ltalanos
egyenlete

z= filz)+ fuly)
ahol fy és fo egyviliozds fliggvények (f; csak z-t8l, fo pedig csak y-tél fiigg).

Az (z,y)-sikkal parhuzamos sikmetszeteket szokds szintgirbéknek (nivdgorbéknek) is
nevezni. FEzeknek segitségével lehet a felilletet az (z,y)-stkban is 4brdzolni, mégpedig
olymédon, hogy a szintgorbéket ravetitjiik az (2, y)-sikra és ezeket a megfelels z = ¢; (¢; =
allandd) értékekkel kottdzzuk. Ezen az elven késziil példaul a terepfelszinek rétegvonalas
térképe. Ez a kétvaltozds fiiggvény iin. szintvonalas dbrizolisi mddja.
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Mdsik példaként vegyiik az

f(z,y) = =y

filggvényt szemléltets
z=zy

egyenletii #in. nyeregfeliilet (hiperbolikus paraboloid) (y, z)- ill. (z, 2)-sikkal parhuzamos
metszeteit. Ha z = @, akkor 2z = ay, ha pedig y = b, akkor z = bz, tehdt ezek a
sikmetszetek egyenesek. Ez a felillet tehdt egyenesekbdl dllé, pl. fonalmodellel kénnyen
szemléltethetd. Bizonyos fodémeket (vagy fodémrészeket) éppen ezért hiperbolikus para-
boloid alakiira, nyeregfeliiletként alakitanak ki.

Egyes esetekben sziikségesnek mutatkozik a feliiletet olyan sikokkal is elmetszeni, ame-
lyek csak egy koordindtatengellyel pArhuzamosak és amelyeket vetitdsiknak is neveznek.
A leggyakoribb a z-tengellyel pirhuzamos, egyébként tetszbleges helyzetil sikokkal met-
szeni a feliiletet; ezek a sfkok nyilvin az (z,y)-stkra merdlegesek. Egy ilyen sikmetszet
egyenletét konnyt felirni. Vegyiink az z-tengely pozitiv szdréval « széget alkotd vetitdsik
(z,y)-stkon 1évd nyomvonaldn egy pontot: (zg,y0). Az 4brdbél leolvashatd, hogy

T—%9 = tcosa,

Y- = tsina,
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7. dbra

ahol a ¢ paraméter az (zo,y0) és az (z,y) pontok eldjeles tavolsiga: t pozitiv, ha (z,y) az
{zo,%0) ponttdl a nyil irdnydba esik. A vetit8sik dltal a '

z= f(z,3)

egyenletil feliiletbdl kimetszett felileti gérbe pontjaira nézve a z koordinata értéke csak a
nyomvonalon 1évS pontok x és y koordinat4jité] fiigg, tehit

z= f(zo+icoso,yo + Esine).

Mivel itt 2o, yo és a dllandd, azért az egyenlet jobb oldaldn csak egy, a ¢ paramétertdl fiiggd
egyvaltozds figgvény all. Ezzel az egyvdltozds fiiggvennyel kapjuk tehdt a metszetgdrbe
egyenletét.

Ezeken a specidlis sikmetszeteken kiviil még egyes esetekben mdsfajta metszeteket
(feliileti gbrbéket) is igénybe szokds venni egyes feliiletek vizsgdlatandl. Igy pl. koaxidlis
hengerfeliiletekkel, kipfeliletekkel vagy gémbokkel alkotott metszetgérbéket.
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8. dbra

Egyes esetekben elég a feliilet egyetlen sikmetszetét vizsgalni. Ilyenek a gyakor-
latban sokszor eléforduld forgdsfeliletek. Ezeknél elég egy olyan sikkal valé metszetet
vizsgalni, amelyik a forgastengelyre illeszkedik, amikor is metszetként az in. merididn-
gorbét nyerjiik. Ez az a gorbe, amelyet a forgdstengely kéril megforgatva nyerjiik a
forgasfeliiletet. Ebbél a szirmaztatdsi tnddbdl rogton adddik az is, hogy hogyan kell egy
adott merididngbrbéjii forgasfeliilet egyeldletét felirni. Legyen pl. a forgdstengely a 2-
‘tengely. Ebben az esetben bérmely 2-tengelyen dtmend (z,1) vetitSsik ugyanolyan gorbét
metsz ki a felilethdl. Ezeknek a gorbéknek tehdt a kiillonbozd (z,1)-sikokban ugyanaz lesz
az egyenlete:

z= f(1).

Az 4brabdl viszont nyilvdnvald, hogy
1= /22 442,

Ha ezt a t helyébe helyettesitjiik, akkor barmely {z,y) parhoz tartozd z értékét meg-

kaphatjuk a
z=f(vai+y?)

egyenletbdl. Ez lesz tehit a forgasfellilet egyenlete.

Példdul vegyiink fel az (z, z)-stkban egy z = z? egyenletii paraboldt. Forgassuk ezt meg
a z-tengely koriil és irjuk fel a keletkezd forgdsfeliletet (forgdsi paraboloid) egyenletét.
Mivel barmely (z,t)-sikban a merididnmetszet egyenlete z = %, a forgésfeliilet egyenlete:

z=a:2+y2.
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9.1.4. Kettonél tabb viéltozds fiiggvények szemléltetése.

Ha a tobbvéltozés fiiggvény fiiggetlen vdltozdinak a szdma 2-nél tobb, akkor mér nem
lehet szemléletes képet alkotnt a fiigvény graﬁkonjaroi Hyenkor csak a.bsztrakt “képiink”
iehet pl. az (n + 1)-dimenzids tér egy

w= flz1,29,...,%a)
egyenletd “feliiletérol”. Habdr  szoktunk is  ilyenkor valamilyen
analdégia  alapjin a  hiromdimenzids  térben  megszokott és  szemléletes
tartalommal  biré  meglogalmazdsokat  alkalmazui, ezeknek  médr  nincs

konkrét szemléletes tartalmuk. Egy ilyen {n + 1)-dimenzids- térbeli feliletet
hiperfeliletnek szokas nevezni. -

Héromvaltozés fiiggvényekkel talilkozunk minden olyan alkalmazdskor, amikor vala-
milyen skaldris fizikai paraméter hiromdimenzids térbeli eloszlasat meg lehet adni a pont
koordindtdinak a fliggvényeként (pl. nyomds, vagy hémérséklet térbeli eloszldsa). Ilyenkor
legfeljebb arrdl lehet szé, hogy megadjuk az azonos figgvényértékek geometriai helyét. Ez
lehet esetleg egy .
v = f(z,y,2)

egyenletii feliilet, ahol u = dllandé. Az ilyen u = dllandé értékhez tartozé félileteket
szoktak szintfeliiletnek (nfvdfeliiletnek) nevezni. Persze, ha a szébanforgd skaldris fizikai
paraméter (nyomds, hémérséklet stb.) nemcsak a helytdl (helykoordinatdktél), hanem
még az id6t6l is fiigg, vagyis ilyenkor valamilyen négyviltozds f(z,y, z,t) figgvénnyel van
dolgunk, akkor mar csak arrél lehet szd, hogy egy rogzitett ¢ = adllandd idépillanathoz
rogzitett “pillanatfelvételt” képzeljiink el a szintfeliiletek seregérol.

9.2. Hatarérték, folytohosség

9.2.1. Pontfiiggvény hatirértéke, folytonossiga
Az n-valtozds, R™-bol R-be vezetd
fiR* SR

fiiggvény z1, 22, ..., ¢, figgetlen viltozdit az n-dimenzids tér P pontja koordinatainak te-
kintjiik. Az értelmezési tartomdny pontjainak tdvolsigdt a kovetkez6képpen értelmezziik:

legyenek P; és P; koordindtdi: mii,z2,....Tin € 51,22, ..., n; ekkor a két pont
tivolsiga a :

n

PPy P) = | Y @ik — 20)?

k=1

valds szam.

Fenndllnak a kdvetkezd tulajdonsagok:
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a.) p(Fi, Fj) 2 0;
b.} p(P;, P;) = 0 akkor és csakis akkor, ha a két pont egybeesik, vagyis P; = Pj;
c.) p(Pi, Pj) = p(P;, P;) (szimmetria);

d.} hdromszig egyenldtienség:
p(P11P2)+ P(P2,P3) Z P(PI,P:S) .

Az ezekkel a tulajdonsigokkal rendelkezs tavolsdgfogalom bevezetésével az n-dimenzids .
tér (R®) dn. meirikus tér. R™ részhalmazait tarfomdnyoknak nevezziik. Ilyen pl. egy f
fiiggvény értelmezési tartoménya. Azt a pontot, amelynek minden koordinitaja zérus,
origonak nevezziik és O-val jeloljiik. Azt mondjuk, hogy H C R™ tartomdany korldios, ha
van olyan r > 0 szdm, melyre minden P € H pont origtdl mért tivolsiga

p(POY<r.

Mivel P mindegyik koordinatijira igaz, hogy

k)

Zm§=p(P,0), k=1,2,....n,

i=1

[zx| <

tovabba

"
p(P,0) = ZZ‘? < +/n-max |z,
i=1

azért nyilvdnvald, hogy H C R™ akkor és csakis akkor korldtos, ha az Osszes pontjinak
koordindtdibdl all6 szdmhalmaz korldtos.

Tegyiik fel azt, hogy F C R® korlétos tartomdny. Tekintsik H valamennyi két-két
pontjanak (P’ € H és P" € H) a p(P/, P") tivolsigit. Ekkor a p(P', P") korlitos
szdmhalmaz legkisebb felsé korldtjat a H tartomdny dimérdjének nevezziik:

d(H)} = sup p(P', P").

(Ha H = ¢, vagyis H iires halmaz, ill. ha H csak egyetlen pontbél 4ll, akkor az 4tméréje
zérus.)

Legyenek adva az o <t < 3 zart intervallumban értelmezett
we(t), k=12,...,n
folytonos fiiggvények, melyekre
@ = or(e), b=@(B), k=1,2,...,n.

Ha most a P pont koordinatdit
zp = o(t) — vel
azonositjuk, akkor mikozben { befutja az [, J] zdrt intervallumot, a P pont végigmegy az

A(ay, ay,...,a,) ponthdl a B{b,ba, ..., b,) pontba vezetd és a {p,(1}} fiiggvényrendszerrel
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meghatérozott folytonos iton. Ha a H halmaz birmely két A é B pontjé, Osszekothetd
olyan folytonos tttal, hogy a ¢ € [a,b]-hez tartozé P pontjai H-hoz tartoznak, akkor a
H halmazt sszefiiggonek nevezzik. Ha dz itt szerepld pi(t) figgvények mind linedrisak
(pre(t) = ap + (br — ax)t,0 <t < 1,k = 1,2,...,n), akkor az A-bél B-be vezets folytonos
it (n-dimenzids} egyenes. _

A H C R" tartomdnyt konveznek nevezzilk, ha barmely két pontjival egyiitt az azokat
Osszekoto egyenesszakaszt is tartalmazza.

A tévolsigfogalom lehetSséget nydjt arra, hogy R™-ben pontok kérnyezetérél, pontso-
rozatok limeszérd! sth. lehessen beszélni.

Legyen a H osszefiiggh ponthalmaz egy bels pontja a P(zy,®3,...,z,) pont. Ennek
a pontnak r > 0 sugard kérnyezetét alkotjik azok a Q(v1,%2,- - ., %) pontok, amelyeknek
a tavolsiga

0<p(PQ)<r.

] N yilvanvals, hogy a P és.Q pontok valamennyi megfeleld koordindtdjira teljesiil:
0<|lgi—ail<r, i=1,2,...,n.

Amikor a P pont r-sugard kﬁrnyézetérfil beszéhink, akkor dltaldban feltessziik, hogy
(P, Q) # 0. A P pont r sugard kérnyezetét zdrtnak nevezziik, ha azokat a Q pontokat is
e kornyezethez szdmitjuk, amelyekre p(P, Q) = r. Ellenkezd esetben a kérnyezet nyitoit.

Ha a Pi(xr1, 242, .., Tke) pontok z4; (5 = 1,2,...,n) koordinatai kiilon-kilén mind
végtelen szamsorozatokat alkotnak, azaz k = 1,2,..., akkor azt mondjuk, hogy adva van
egy (Py) végtelen pontsorozat.

Egy (F;) pontsorozat korldtos ha van olyan véges 4tmérdjii H halmaz, hogy

P, e H, minden &-1a

A (P) pontsorozat torldddsi pontja ( sirisédési pontja) az az A pont, amelynek barmely
€ > 0 sugari kérnyzetébe a pontsorozatnak végtelen sok eleme beletartozik.

Minden korlétos végtelen pontsorozatnak legalibb egy torlddési {stiriisodési) pontja
van. {Bolzanc és Weierstrass tétele).

Az egyetlen egy helyen siiriisodé korldtos pontsorozat konvergens (bsszetertd, van -
hatdrértéke); siiriisdési pontja a pontsorozat hatdrértéke (limesze). Minden més esetben
a pontsorozat divergens (széttart$, nincs hatdrértéke).

Ha a (P:) pontsorozat konvergens, és hatérértéke az A pont, akkor minden elére mega-
dott tetszésszerinti (kicsiny) pozitiv ¢ szdmhoz lehet taldlni olyan N pozitiv egész szdmot
{(kiiszobszdmot), hogy ' '

p(Pe,AY < e, hacsak k> N{e).

Megforditva, ha e feltétel teljesiil, akkor a pontsorozat konvergens, és hatérértéke a A
pont :
lim P,.= A,
k—o0
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vagy
P.—- A, ha k— oo.

A (P:) pontsorozat akkor és csakis akkor konvergens, ha minden £ > 0-hoz van olyan
N, hogy p( P, P;) < g, ha k> N é i > N, (Couchy-kritérium).

Mivel a P, pontockat és az A pontot is egyértelmilen meghatdrozzak az
{Zk1,Tha, ...y Thn), iletve (ay,ag,...,a,) rendezett valds szdm n-esek, vagyis a koor-
dindtdik, azért a pontsorozatok vizsgilata visszavezethetd a koordindtik

(zx5), £=1,2,3,...;5=12,...,n

végtelen szamsorozatainak a vizsgalatara.

Igy pl.

lim P = A

k-+ca

ekvivalens azzal, hogy

k}_im Tk; = a; , minden jre (j=1,2,...,n)
-3 00

Itt lényeges azt kihangsilyozhi, hogy valamennyi j-re, mégpedig egymdéstol fiiggetleniil

e, j=1,2,..,m; ha k—oo.

E bevezetd utdn ritérhetiink az n-viltozés f(z1,22,...,2,) fiiggvények hatdrértékének
a vizsgdlatdra. Mivel minden- (21,23, ...,2,) valds rendezett szdm-n-es az n-dimenzids tér
egy P pontjat hatdrozza meg, azért az adott f(z1,23,...,%,) n-véltozds figgvényt az
F(P) pontfitggvénnyel azonosithatjuk.

Tegyiik fel azt, hogy a (P) végtelen pontserozat (k = 1,2,...) mindegyik eleme be-
letartozik az f(P) pontfiiggvény értelmezési tartominydba. '

P € D(f) minden k-ra.
Ha birmely (Py) végteleﬂ pontsorozatra, melynek limesze az A pont teljesiil az, hogy
PEP}A ngk) =%

akkor azt mondjuk, hogy az f(P) figguénynek létezik @ hatdrértéke az A pontban és ez a
hatarérték a:

li P)=

Jim f(P)=a,

vagy
flP)—a, ha P—A.

Ezzél 2 deﬁm’éiéﬁal ekvivalens a kii\_retkezf';:
fm (P =,
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ha barmely £ > 0-hoz talilhatd olyan 6 > 0, hogy
[f{(P)—a]<e, hacsak 0< p(P,AY<S6.

Az itt szerepld & természetesen fiigg e-t6l és altaliban A-tol. Még megjegyezzitk azt, hogy
amig minden P (illetve P) pontra igaz, hogy benne van D(f}-ben (azaz f értelmezési
tartomanyaban), addig nem kell hogy A € D(f) legyen.

A figgvény hatdrértékének létezése akkor és csakis akkor van biztositva, ha barmely
€ > 0 -hoz van olyan § > 0, hogy

|F(P) - f(P") <<,

hacsak P' és P” benne van az A pont §-sugari kérnyezetében, ahol természetesen P’ €
D(f) é P € D(f), mig lehet, hogy A ¢ D(f). (C’auchy kritérium). '

Ha most a P pontot 3z (z15%2,. ..y Z0) rendezett valds sza,m—n-ESael és az A pontot
(a1, az,...,2,)-nel azonositjuk, akkor mondhatjuk, hogy

m flz1,22,...,20) = a,
(z1,524 B ) (25,822,080 )

és ez azt jelenti, hogy

n

Z(z,— - G.")z < 6.

[f(z1,%2,..., %0} —a| <&, hacsak 0<
: . 1=1

Amikor itt a P — A eléfrdsnak megfelelden azt irjuk, hogy
(£1,%2,...,%5) - {a1,02,...,0,),
akkor ezzel ekvivalens az, hogy egyszerre és egymdstdl fiiggetleniil
X — a;

valamennyi ¢-te (i = 1,2,...,n), vagyis a hatdrérték-fiiggetlen a hatdrdtmenet modjatol.
Ahhoz, hogy az f(P) figgvénynek az A pontban 1étezzék a hatirértéke, nem kel-
lett feltételezni azt, hogy magin az A helyen f(P) értelmezve legyen, hiszen a P — A
hatardtmenetben csak annyit koveteliink meg, hogy P az A-hoz elegendben kozel keriiljdn,
azaz a p( P, A) tdvolsigra
0< ,o(P Ay<é

teljesiiljon, alkalmasan kicsiny pozitiv ¢ mellett és kozben P az A-tdl kiilonb6zé ma-
radhat. Tehat a hatdrérték vizsgilatanal elég annyit feltételezni, hogy f(P) az A pont
kornyezetében —de magéban az A pontban nem - kell, hogy értelmezve legyen.

Az f(P) fiiggvény folytonossagdhoz azonban mar hirom dolognak kell teljesiilnie:
1. f(A) létezik, ) : '
2. limp_, 4 f(P) létezik és
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3. Bmp_.4 f(PY= f(A). .
Azt mondjuk, hogy az f(P) figgvény az A ponitban folytonos, ha barmely tetszdlegesen
kicsiny pozitiv € szimhoz megadhaté egy olyan ¢-tdl (és dltaldban az A ponttal megjeldlt

helytél is) fiiggd pozitiv § szdm, dgy, hogy

[7(P) - f(A)l <e,

ha
0 < p(P,A) < b(e, 4).

Tehdt a folytonos f fiiggvény f(P) és f(A) helyettesitési értékei tetszélegesen kevéssel
térnek el egymastdl, ha a P és A pontok tdvolsiga elegendSen kicsiny, vagyis P az A-hoz
elegendden kizel van. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy f(A)-hoz képest f(P) csak kicsit
viltozhat, ha A-bél P-be (akdrmilyen irdnyban) csak egy kicsit megyiink arrébb. Vagy
mésképpen fogalmazva, ha a P pontokon keresztiil (akdrmilyen irdnybdl) az A ponthoz
kozelitiink “minden hatdron t41”, akkor a megfeleld f(P) helyettesitési értékek “minden
hataron t4l” megkdzelitik az f(A) fiiggvényértéket:

F(P)— f(A), ha P—A.

[it lényeges az, hogy “akarmilyen iré.nyba.ﬁ” {vagy “akdrmilyen irdnybdl”). Ezt vildgitja
meg a kovetkezd kétviltozds fliggvényre vonatkozd példa:

2
o) = { i Bz Dy 0
0,  haz=0,y=0

Ez a fiiggvény az origéban, azaz a {0, 0) pontban nem folytonos, mert ha P(z,y) — C(0,0),
azaz z — 0 és y — 0, akkor f(z,y) kiilénhoz6 szdmértékekhez kozeledhet, attdl figgden,
hogy milyen dton kozelediink (az (z,y)-sikban) az origéhoz. Vilasszunk példaul -orighn
atmend egyeneseket és azok mentén kizeledjiink az orig felé, azaz legyen

z=tcosa, y=tsina,

ahol o rogzitett dlland6 és irjuk el6 azt, hogy ¢ — 0. Ekkor azonban f(z,y) dtmegy a
kévetkezd (1) egyviltozds fiiggvénybe:

212 sin @ cos & .
= sin 2ex .

Az y) =t} =

t2cos? o + t2sin’ o

t-t6l fiiggetleniil. Figgvénylink tehat az origéban csak az z é y tengelyek irdnydban
folytonos, igy a szé szoros értelmében véve nem az.

Ha az f(P) fﬁggvény egy Osszefiiggd T tartomdny minden belsé pontjiban és a T-t
hatdrolé pontokban is folytenos, akkor azt mondjuk, hogy f(P) a zdrt T tartomdnyban
folytonos. , Természetesen a hatdrpontokban a hatdrértéket tgy kell érteni, hogy a
hataratmenet kézben T tartomanybeli “bels6” pontokon keresztiil kozelitiink a hatdr ki-
szemelt pontjdhoz “minden hatdron til”.
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Egy T tartominyban folytonos figgvénynél eldfordulhat az, hogy amikor az A helyen
a tetszdlegesen kicsire valasziott € > (-hoz alkalmas 8-t vilasztunk, dgy hogy

APy — f(A) < e
legyen, ha ) '
0 < p(P,A) < 8(g, A),
akkor ez a & csak e-tdl fiigg és A-tdl nem, vagyis minden A € T helyen e-hoz egységes
A-t lehet taldini az egész T-ben, ilyenkor azt mondjuk, hogy f(P)a T tartomdnyban
egyenletesen folytonos.

Az egyviltozos figgvényekhez hasonldan a zért tartemdnyban folytonos tdbbviltozés
fiiggvényckre érvényesek a kdvetkezd tételek:

1.} Zart tartomanyban folytonos figgvény korlitos. {Wdierstrass 1. tétele.)

2.} Ha az f(P) figgvény a zért T tartomdnyban folytenos, akkor létezik legalibb
egy olyan tartomdanyheli pont, ahol a fiiggvény az ezen tartomdnybeli értékkészletének
felsS. hatdrdt (maximumat), és legaldbb egy olyan pont, ahol értékkészletének alsé hatarit
(mintmwndt} felveszi. (Weierstrass I1. tétele.)

3.) Ha f(P) azirt T tartomdnyban folytenos, és abszokit minimuma T-ben m, abszokit
maximuma pedig M, akkor f legaldbb egy pontban felveszi a m és M kdzotti hatmely
valds c-nek megfeleld helyettesitési értéket. (Bolzano tétele.)

4.} Zart tartomdnyban folytonos fiiggvény e ’r.artoniinyban egyenletesen folytonos.

9.3. Kétvaltozos fiiggvények derivildsa

931 A parciahlis derivalt fogalma

A kbvetkezékben a tobbviltozds fiiggvényekre vonatkozd kérdéseket részletesen csak a
kétviltozds esetre lesziikitve targyaljuk, azért, hogy a megfeleld szemléltetési lehetoségeket
kihaszndlhassuk. Eredményeink természetesen dltaldnosithaték a ketténél t6bb-, dltaldban
n-viltozds filggvényekre. '

Legyen f(z,y) kétvdltozds fiiggvény az (a,b) pontban és ennck a kdrnyezetében
értelmezve. Ha f(z,y.)—ban az y viltozd értékét lerdgzitjiik: y = b, akkor az f(z,b)
egyvaltozos fiiggvényre jutunk. Ha ez az egyviltozds figgvény az z = e helyen derivilhats,

akkor a ’
df{z,b)
dr |,
derivaltat a kétvaltozds flz, y) figgvény (a, b)-helyen vett = szerinti pareidlis derivéltidnak
nevezziik és igy jeloljik:

3f(z,y)

o = fi{a.b)

r=a
v=b

Ezt a parcidlis derivaltat a kivetkezd hatdrérték definidlja:

i Sl ATb) — fla,b)
Ar—0 Ax

= fi_(a, 3]



Ha ez a parcialis derivalt 1étezik, akkor f(z,y)-nak 2z (&, b)-helyen, rogzitett y = b mellett,
az z-szerinti parcidlis megvaltozdsa igy frhatd:

fla+ Az, b) — f(e,b) = fi(e,b)- Az + £(a, b, Az) - Az,

ahol ¢ — 0, ha Az — 0. Az fl(a,b) deriviltat tartalmazé elsé tagot, amelyben 2
tetszbleges Az megvéltozast dz-szel lehet azonositani, a parcidlis meguditozds forészének
hivjuk, a masodik tag, amely Az-szel elosztva is zérushoz tart, ha Az — 0, az elenyészdé
rész. A forész az f(z,y) figgvény z-szerinti parcidlis differencidlja:

df(,y)| _ = fi(e,b)dz.

y=h
Az f!(a,b) parcidlis derivalt geometriai jelentése nyilvalvalé:
A z = f(z,y) egyenletil feliletet az y = b egyenletii — (z,2) — sitkkal parhuzamos -
vetitosik a

z = f(z,b)

egyenletd feliileti gorbében metszi és ennek a gorbének az (a, b)-pontban vett érintdjének
irinytangense
tga = fi{a,b).

Teljesen hasonléan, ha az f(z,y) figgvényben az x viltozd értékét lerdgaitjikk: = = a,
akkor a csak y-tdl fiiggd fla,y) egyvaltozds fiiggvényre jutunk. Ha most ez a fiiggvény az
y = b helyen deriviihatd, akkor a

' df (e, y)
ay

y=b
derivaltat a kétviltozds f(z,y) figgvény (a,b)-helyen vett y-szerinti parcidlis derivdltjdnak

nevezziik:
8f(z, ) fla,b+ Ay) - fla,b)

9y |e=e Ay
y=b

= f!:‘(a‘a b)': alilgo

Ha ez a hatdrérték létezik, akkor f(z,y}-nak az (a,b)-helyen, rogzitett z = a mellets, az
y-szerinti parcidlis megvaltozasa igy irhaté:

flab+ Ay) = fa,b) = fy(a,b)- Ay +e(a, b, Ay) - Ay,

ahol ¢ —~ 0, ha Ay — 0. E megvaltozds {0része, a Ay = dy tetszbleges megvaltozds mellett
definidlja az adott helyen f(z,y)-nak y-szerinti parcidlis differencidljdt:

dyf(ﬁsy) e=a = f;(ﬂ,,b)d'y

y:b

Az f!(a,b) parcidlis derivdlt jelenti a z = f(z,y) feliilethl az = = a egyenletii — (y, z)
- sikkal parhuzamos — vetitésikkal kimetszett

z= _f(a,y)
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egyenletil gdrbének az {a,b) pontbeli érintdje irdnytangensét:

9. ibra

Az egyvaltozds fiiggvényeknél ldttuk azt, hogy ha a fiiggvény egy pontban derivalhats,
akkor ott folytonos. A két- és tGbbvaltozds fiiggvényeknél ez azonban nincs mindig igy:
abbél, hogy fi(a,b) és f)(a,b) 1éteznek még nem kévetkezik mindig az, hogy flz,y) az
(a, b) pontban folytonos.

Példaként tekintslik a mir kordbban vizsgilt

f(:c,y) — { ;‘2%‘2‘: ha ((B, y) ‘-lé (0:0)'1
0, ha (z,¥) = (0,0)

fliggvényt, amelyrdl lattuk, hogy a (0, 0)-helyen nem folytonos. Viszont léteznek az £1(0,0)
és f,(0,0) parcidlis derivdltak:

i F0) = £(0,0)

; -
fI(O,O) - h—0 h 0 *
T f(O,k)—f(0,0)_
£(0,0) = lim ? =0.
Vegyiik észre azt, hogy
2
f®,y) = E” , ha y#0
és s
f;,(z,(}) = ; : ha 177&0,

ezekbdl pedig
lim £2(0,) = b fi(a,0)= o0,
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ami azt jelenti, hogy a {0,0)-pont kdrnyezetében az z- és y-szerinti parcidlis derivaltak
nem lehetnek korldtosak. g
Ervényes agouban a kbvetkezd tétel:

Ha az f(z,y) kétviltozds figgvénynek a T tartomdnyban ({a,y) € T C D(f)) léteznek
és karldtosak az fi(z,y) & f,(z,y) parcidlis derivéltjai, akkor ott f{z,y) folytonos.

Legyenek ugyanis _
(@,9)€T & (zs+hytk)eT,

tovabbd T-ben mindeniitt
ozl < A & |f(z,9)] < A,
ekkor

f@+hyy+8) — fla,y) =
[Fla+ by +E) ~ fzg + )+

Af(z,)

il

It

Mindkét szigletes zardjelen belill egy-epy egyviltozds fiiggvény éridkvaltozdsa szere-
pel: az elstben csak z, a masodikban csak y védltozik. Alkalmazhatjuk az egyviltozhs
fiiggvényeknél tanult Lagrange-féle kbzépériéktételt:

Af(may) = hf:::(a: + ﬁ1h¢y+k)+k‘f;(z¢y+ 7}2&)1

ahol
0<dy <1 és Dy,

Figyelemhevéve agt, hogy f és f, korldtosak, azért
A f{z, y)] < A(lR| + k) <e,

hacsek [ és |k] elegendden kicsik.

Tehdt az egyviltozds fiiggvényekkel ellentétben, a 16bbvaltozds figgvényeknél a
parcidlis dervidltak 1étezése egy pontban nem biztositja ott a fiiggvény folytonossagit.
Eppen ezért a t6bbvaltozds figgvényekné] a derivilhatdsdg fogalmit nem azonositjuk az-
za] a ténnyel, hogy a fiiggvénynek valamennyi fiiggetlen viltozGja szerint 1éteznek egy
pontban az Osszes elsérendii parcidlis derivdltjai, hanem tovdbbi megszoritast teszimk.
Ehhez azonban sziikségiink van arra, hogy a parcidlis derivdltaknak differenciahdnyadosok
hataréridke helyett mds - hanyadost nem tartalmazé — bevezetését adjuk meg.

9.8.2. Teljes differencidl, differénciilhatdsig

Legyen f(z,y) olyan kétvaltozés fiiggvény, amelynek az (g, yo) helyen léteznek és folyto-
nosak az z-szerinti és y-szerinti parcidlis derivaltjai. Allitsuk eld f(z,y)nak azt a teljes
megvaltozdsit, amely egyidejiileg z-nek zp-161 (2o + Ag)-re és y-nak yo-16l (yo + Hy)-1z
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torténé megvdltozdsa kovetkeztében all eld. A rovidség kedvéért jeldljik z-vel az f(:r:,y)
helyettesitési értéket, tovdbbd zo = f(ze,%0) és 20 + Az = f(zo + Az, 50 + Ay). Tehit a
fliggvényérték teljes (totdlis) megvdliozdsa:

Az = f(zo+ Az, y0 + Ay) ~ f(20,%0) .
, Bévitsiik a jobboldalon 4ll6 kiilonbséget a kivetkezd médon: -
Az = {f(z0 + Az, 30+ Ay) — /(20,90 + Ay)} + (/50,30 + Ay) - f(z0,%0)}

Vegyiik észre azt, hogy most mindkét ziréjelen beliil csak egy-egy viltozd értéke
véltozik meg, mégpedig az elsében csak r, a masodikban pedig csak y. Tehat mindkét
zardjelen beliili kifejezést egyvaltozés fiiggvények értékviltozasaként foghatjuk fel. Ezekre
a zar6jelben 4116 kifejezésekre tehdt kiilon-kiilén alkalmazhatjuk az egyvaltozos fuggvenyek
differencidlszémitasanal tanult koézépértéktételt. Igy frhatd:

Az = f’(fsyﬂ+Ay)A$+fl($0) )Ay’

ahol £ az zg és o + Az kozé esb, 5 pedig az yo s yo + Ay kdzé esd értéket Jelent Mivel
feltételeztiik azt, hogy f; és f, parcidlis derivéltak folytonos figgvények, azért fi-nek a
(€, 40+ Ay) helyen felvett értéke az (zq, yo) helyen felvett értékétél csak olyan kis értékkel
kiilonbdzhet, amely zérushoz tart akkor, ha Az és Ay egyszerre (és egymdstdl fuggetlenul)
zérushoz tarta,na,k Hasonlé a helyzet fy -nal is. Tehit

fx(£1 o + A'y) = fz(‘T'O; 'y(}) 'f' £1

fy(zoim) = fy(o,30) + €2,

a.hol»
e1—+0 & e —0, ha (Az,Ay)-(0,0).

Ezeket Az kefejezésébe behelyettesitve nyerjiik, hogy
Az = fi(wo,y0) - Az + fy(zo,0) - Ay +e1 - Az +e2- Ay,

ahol
' €10, e2—0, ha (Az,Ay)— (0,0).
A fiiggvényérték teljes megviltozdséra nyert eredményiinket gy tekinthetjiik, mint a
kétvdltozos fiiggvény (wo, yo) pontbeli differencidlhatésigéinak a definicidjst.

Azt mondjuk, liogy az f(=,y) kétviltozds fiiggvény az.(zo, yo) helyen akkor és csakis
akkor differencidlhatd, ha megadhaték olyan csak zo- t6l, yo-tdl fiiggd és Az-t6l, Ay-tdl
fiiggetlen A, B szdmok, hogy a fiiggvény teljes megviltozasat igy lehessen felfrni:

Az = f(zo+ Az, v+ Ay) — f(zo, y0) =

=A-Az+ B-Ay+er-Az+eq- Ay,

61




ahot _
gf =0, g2 =0, ha (Az,Ay)— (0,0).

Konnyti beldtni azt, hogy A és B a folytonos fi(z,y) és Fy{x,y) elsorendii parcidlis
derivdltak (zgp, yo)-helyen felvett értékei:

A= f;;(m(la yl]) H

B = f;p(Eﬂw yﬂ) .
A Az-re kapott kifejezés csak akkor érvényes, ha az (zo, yo)-helyen 1éteznek és folyto-
nosak f-nek z és y-szerinti f; és f; parcidlis derivdltjai.
Ha az ;- és £5-t tartalmazé két in. hibatagot elhanyagolhaténak tekintjitk (egy bi-

zonyos hibahatdron belil), akkor a fiiggvényérték teljes megviltozdsira, vagyis a Az véges
novekményre a kovetkezod kozelitd egyenldséget nyerjik:

Az fi(20,90) - Az + fi{20,30) - Ay

(feltéve, hogy
Vidz? +|Ay? < 6,
ahol 8 > 0 elegend8en kicsiny).

Ennek segitségével kis |Az|, |Ay| viltozdsok mellett kbzelitéleg ki lehet szdmitani a
figgvényérick Az viltozdsit.

A Az és Ay véges novekmények helyett dx, dy differencidlokat irva nyerjiik a fiiggvény
un. teljes (vagy totilis) differencidljdt:

dz = df('ma y) = fn':(xa 'y)d:t + f!':,(:l'.‘, y)dy .

A dz teljes differencidl a Az teljes megvaltozds {6része.”

Fenall, hogy

WB(oy) = daf(2ry) +dyf(2),

[l

ahol .
dx f(z,y) f;("‘r’a ¥z,
dyf(z,y) = flz,y)dy, -

il

vagyis a teljes differencial egyenlS a parcidlis differencidlok Gsszegével.
Megjegyzés. Az f(z,y) kétviltozds figgvény z- és y-szerinti parcidlis derivaltjait szabad
azonositani a parcialis differencidlokkal felithat6 megfelels differencidlok hanyadosaival, de

nem szabad ket a df{z, y) teljes differencidlnak a dz-szel, dy-nal képezett hanyadosainak
tekinteni:

0f(=,y) ds f(ﬁv v) df(may)
a f ( 1 )" 5& 3
Bf(z,y) yf(xay) 5& df(z,y)

—f{,{ 1Y) =
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Ennek a megjegyzésnek egyik fontos alkalmazisat talaljuk példdul a termodinamikiban,
a Clapeyron-féle egyenlettel dsszefiiggésben. A Clapeyron-féle egyenlet szerint az idedlis
giz allapotegyenlete:
pv = RT,
ahol most p a gdz nyomadsa, v a moéltérfogat (az idedlis gdz gramm-molekulasilynyi
mennyiségének a térfogata), T az abszolit homérséklet, B pedig az dm. univerzilis
gizallandé.

Legyen eloszor p fiiggvénye T-nek és v-nek, azaz

T .
p=HR—, .
v
amikor is
o _R O T
aT v v p2
masodszor v fiiggvénye T-nek és p-nek, azaz
: T
v=R—,
P
amikor is
o _R O T
T p ap ~  p?’

végiil pedig 7" fiiggvénye p-nek és v-nek, azaz

amikor is

ar 1 v s ar i

YL o és .

ap R dv ~ B”
Ha most képezziik a kovetkezd szorzatot:

dp B 8T T R 1 - RT _

utl i T =y

8o 8T dp F'?E”z pv
(Ha itt a balszélen a dp, dv, 0T szimbdlumok kizonséges differencidlok lennének, akkor
ez a szorzat nem (—1)-gyel, hanem 1-gyel lenne azonos, ami pedig nem igaz!)

9.3.3. Irdnymenti derivalt

Legyen az adott f{z,y) kétviltozds fiiggvény az (zo,yp) helyen differencidthatsd, azaz
létezzenek és legyenek folytonosak az (29,y0) helyen az fi(z,y) és fi(x,y) parciilis de-
rivaltak. Ekkor — ha z-vel jeldljiik roviden az f(z,y) fiiggvényértékeket — irhatjuk, hogy

Az = fi(zo,%0)Az + fy(ze. %) - Ay + 1 - Az +ea- Ay,

aholey — 0éseq — 0, ha (Az,Ay) — (0,0). Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat Af-vel,
ahol At geometriai jelentése az abra alapjan nyilvanvald: At az (xo,y0) és (2, y) pontok

63




elbjeles tavolsiga; pozitiv, ha (z,%) az (a;g,yo) ponttdl a nyﬂ 1ra,nya,ba esik, kiilénben
negativ.

7_)(
10. 4bra ) ' !
Ezt nyerjiik:
Ay Az Ay
f (a:D’yO) (xﬂsy(]) At + & K{‘}‘Ez'a .
ami viszont
E?-‘—'COSO!, E:slna

miatt igy is irhaté

Az ’

At =1 (:co,yg) cosa + fy(""fh Yo) - sin & + £1-cosa+t ey -sina.

Ha most eléirjuk azt, , hogy At — 0, amikoris (Az, Ay) — (0,0), akkor nyerjiik a,kovetkezo
hatarértéket: . :
hm-éjzi:f’(wgy)-cosa—{-f'(x ) in

Al AT » Yo y\Toy Jo) - SIma .

~ Ezt a dlfferenmalha,nyadost az f(x,y) figgvény (zo,y0)- helyen az 1ra.nyba,n vett
irdnymenti derivdltjénak nevezziik.

Az irdnymenti derivalt geometriai jelentése nyilvdnvalé: a'z = f(z,y) egyenleti
feliiletet az (o, yo) helyen egy olyan (=, y)-stkra merdleges vetitosikkal metssziik el; amely
az (z,z)-sikhoz «a sz0g alatt hajlik és a nyomvonala az (z,y)-sikban a t-tengely; az igy
kimetsZett felilleti gorbe érintdjének az iré.nyta,ngensét adja az irdnymenti derivdlt.
Vegyiik észre azt, hogy f(z,y)-nak z-és y-szerinti pa,rc;ahs der1va1t3a specwhs o = 0-
hoz, illetve a = $-hez tartozd irdnymenti denvalta,k

. Az is belathaté, hogy az irénymenti derivalt egy.adott helyen csa.k a két parmahs
derivaltts] és az o szégtol fiigg: ’ . . I

dz
E-fx cosa+f -sina . o |

Ebbét rogton kovetkezik, hogy ha két fiiggvénynek az adott helyen a parc;a.hs de-
rivéltjaik megegyeznek akkor e két fliggvénynek ezen a helyen a7 azonos 1ranyban vett
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irdnymenti derivaltjaik is egyenlék. Emnek viszemt az a kdvetkezménye, hogy az Osszes,
az (o, yo) helyen dthaladd (z,y)-stkra merdleges vetitdsikok dltal a 2 = f(z, y) egyenletii
feliiletbdl kimetszett gorbék (g, yo) helyhez tartozd érintdiegyenesei egy sikba, a felilet e
pontheli érintéstkjdba esnek. Konnyii helitui, hogy az érintdsdk egyenlete:

- 2= Fzoo) (2 — 7o)+ Fl(2assa) -~ wF,

ahol

zZa = f(?(h o) - |

?x
/ 11. dbra
Ha bevezetjii!k itta
z—zn = 4z,
z—-1xg = Az,
y—%w = Oy

jelbléseket, ahol most Az az ériutﬁsikig mért z-koordindta megvaltozasdt jelenti, akkor
kénnyt beldtni azt, hogy ha egy (zo, yo)-helyen az f{z,y) fiiggvény értékénck a teljes
megvéltozasa helyett kizelitésben csak e megvdliozds 6 részét tartjuk meg, vagyis a teljes
. megviltozast a teljes differenciillal helyettesitjiik, akkor ez geometriailag azt jelenti, hogy
a z = f(z,y) egyenletii felilletet egy pontjdnak kirnyezetében az érintdsikjdval helyet-
tesitjiik, azaz e pont kdrnyezetében egy kdzelitd linearizaldst hajtuunk végre:

Af(‘?'aly) = f(l‘,y} - f(%: yO) z,f;:(a:ﬂa ?}U) - dx -+ f;($01 yo)dy = df(‘?‘)y) 2‘_:3:(}-

¥y=uo
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9.3.4. Kétvaltozés dsszetett figgvény derivalasa

Legyen eloszor az (%0, 9o} helyen derivithaté kétvdltozés f(z,y) figgvényben
z = z(1), '

y=19(1),
ahol (1) = zop, ¥{to) = yo és z(t), ¥{(t) a o helyen derivdlhaték. Ekkor az

f(=(2), 9(1)

Osszetett fiiggvényre jutﬁnk.
Ha most  értéke to-rél (g 4+ At)-re viltozik, akker f értékének megviltozdsat roviden
Az-vel jeldlve, lesz
Az = fi{zo,90) Az + fi(2o,90) - Ay+e1-Ax +ea-Ay
(ahol 1 — 0 és g2 — 0, ha {Az, Ay) — (0,0)) miatt, valamint
Az = 2ty + At) — zg = &(to) - At + €7 - At

Ay = ylio + Af) — yo = Y(to) - At 45 - At
ahol €7 és €3 —>0 ha At — 0 és Az — 0, Ay — 0, ba At - 0, azaz

Az = {fz{zﬂa yﬁ) * z(tg) + fy(a:ﬁa yO * y(tﬂ)}At +£- At 1
ahol € — G, ha At — 0, és igy végiil
dz . Az

5T Amoae=r Folzo,90) - £{te)+ fo(=0, %0) - §(to) »

vagyis rgviden
dz 0z dx 0z dy

——— — i —

dt = ox dz+ay dt

Példdul az iranymenti deriviltra kapott eredmény abbdl is.szirmaztathatd, hogy most

flz,y) = f(wo + teose, o+ tsina),

ahonnan
dt f’(ﬁ.’!g,yg) cosa + fy(mﬂ, yO) sina ,

mert :r:(t) = g9+ 1-cosa és y(t) = yp + t - sin o miatt £(t) = cosa és §(t) = sina.

Ha most a derivilhaté f(z,y)-ban = helyébe az z(u,v) és y helyébe az y(u,v) de-
rivalhaté fiiggvényeket helyettesitjik, akkor sz f(z(u,v),y(u,v)) Gsszetett figgvény u- és
v-szerinti parciglis derivaltjat igy szdmitjuk:’

A Gu)a(my) _ Of 0=, 8f O
du 3z Bu By du’
Af(z(u,v),y(w,v)) _ Bf @I afr oy

——

T o Oz +3y'6v'




9.3.5. Kétvaltozds fiiggvény magasabbrendii paricidlis derivaltjai

Ha az f(z,y) figgvénynek léteznek és folytonosak az z- és y—szerinﬁ-pa.rciélis derivaltjai
a tetszélegese (z,y)-helyen, akkor ezek a parcidlis derivéltak az (x,y)-nak kétviltozds
fiiggvényei lesznek:

af af

'a_m‘ = f:;(:E: y): 'a_y' = f;(mry)

és lehetséges, hogy ezek #jbdl derivilhatdk, azaz léteznek f-nek mdsodrendd parcialis

derivéltjai:
9 3f _ a'lf (PN . gt
l5) = amum=tn

3 (8f\ _ &f v _
a—y(a— = agor - Ul =l
8 (of i AP
a('@) = ooy~ W=l
o (Of\ _ Ph_ v _
5 () = e =% =1

Fzek kzill az elsé és az utolsé f-nek z-szerinti, ill. y-szerinti tiszta masodrendii parcialis
derivéltja, viszont a két kozépst f-mek = és y-szerinti {ill. y- és-z-szerinti) vegyes
mésodrendii parcidlis derivaltja. '

Ervényes a kivetkezd tétel: ha f-nek létezmek és folytonosak a vegyes mdsedrendil
parcidlis derivaltjai, akkor ezek egymdssal egyenldk, fiiggetleniil: a derivilds sorrendjétdl,
vagyis

"o gt
zy — Jyx -

Ezt a kovetkezdképpen lathatjuk be:

Legyen h # 0 és k # 0, tovabbd négy pont az (z,y)sikban: Pi(z,y), Pa(z + h,5),
Py(z,y+k) és Pi(z+h,y+ k). f-nek e pontokban felvett értékeibil képezzik a kivetkezd
kifejezést:

A= fGz+hy+ k)~ fo +hy)— flay+ B+ f(z,9).

Fzt kétféleképpen alakithatjuk 4t. FElbszdr tekintsiik gp-t rogzitett paraméterenek és
vezessilk be a :

ple}= fz, 9+ k) - flz,9)
filggyvényt. Fzzel

A=p(z+h)—p(z)=h-¢'(z +3h), =zhol 0< P <1.
Azonban
(2} = fulz,y+ k)= filz.y) = k- fry(2,y+ Pk}, ahol 0< P <1,

tehdt
A= hkfy (z+ Ohy+9k).
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Misodszor tekintsiik z-et rOgzitett paramsaternek és vezessik be 2

¥(y) = flz +8,9) - flz,9)

fiiggvényt. Ezzel
A=y +k)—Py) =%-P(y+Hk), ahol O0< P <1,

Azonban )
() = f;{:n + h,y) - f;(z,'y} =h- f;;(a: +#h,y), ahol 0<P) <1,

tehat
A= hkfy(z+ 9 hy + 9ik).

Az A-ta kapoti-kétféle kifejezés egyenlbségébil, hk-val vald rovidités utén, azt kap juk,
hogy -
fo (x4 Oh,y+ 9E) = folz + Fih y + Dik)

és ebbdl A — 0, k — 0 hatirdtmenet utdn:
f:y(m:y) = f;,;(ﬂ’a ¥)

A misodrendii derivaltak djbéli derivildsdval (feltéve, hogy ez lehetséges) jutunk el
f(z, y)-nak harmad-, negyed-, és igy tovibb, ltaliban n-edrendii parcidlis derivaltjaihoz,
Ha ezek a deriviltak folytonesak, akkor ezekre is érvényes az clobbi tétel megfelelé
&ltalnositésa, tehdt pl. fiy, = fio,. Az Osszetett fiiggvények magasabbrendii parcidlis
derivéltjainal értelemszeriien lehet alkalmazni az Gsszetett figgvények derivilasara vonat-
koz6 ldncszabdlyt.

Példaként irjuk fel az f{z,y} fiiggvényre vonatkozé iin. Laplace-féle kifejezést fgy,
hogy az z és y valtozok helyébe polirkoordinitdkat vezetiink be. Jelolje réviden az f(z,y)

fliggvényéridkeket z és legyen
' 8z %2
522 T oy
az in. Laplace-féle kifejezés.
Yelhasznaljuk az
T =TCOSY, Y=Tsinp,

illetve )
r =22 +9%, Lp:a,rctg’g
z
dsszeliggéseket, valamint a

dr z or Y

= e = CAS P, T T — s
8;1: ,/z‘Z +.y2. ay /32 +y2

5&,9 ¥ sing Oy T cosy

P A A T

=sing,




parcidlis deriviltakat.

Az adott fiiggvény - és y-szerinti elsdrendil parcidlis derivaltjaira ezt kapjuk:

9z _ 0z Or 0z Bp 0z . 05 sinp
8z ~ . 0r 0z  0p 0z or °F de v
dz _ 93_?1_'-3_2.3(,0 8zsmg9+i{ cos@

ay ar oy 8y Oy  or EIR-

Ennek analégidjira szdmitjuk ki az z-szerinti és az y-szerinti tiszta mdsodrendd
parcidlis deriviltakat:

3%z 9 [0z . 0z siny .
= - Z21Z, _re 2 - COS ¢ —
Oz? dr \ or o8y dp 5
9 (82 dz sinp\ sing
_390( A G PR ) ro :
0%z 2 #z sinp-cosp Bz sing-cosg
= -9 . -, r r
a2 T %56, P T

ar r dp? 2
P 0 (0n s o)
dy: — 8r \or ! 7] .sm(p
d [0z Jz cosp) cose
@(E Mt e T )'T“
0%z &z sing-cosyp dz sinqa-coscp
= g ag SO g ey

dz coslyp 3%z costy

v tTag e

Ha most a két utolsé eredményt dsszeadjuk, kapjuk a végeredményt:._

&+£_?2+£?z+la_"z-
dy: 92 rdr T r20pr

9.3.6. Kétvaltozds fliggvény magasabbrendii totdlis differencialjai

Lattuk azt, hogy ha az f(z,y) kétvdltozds fiiggvény folytonos elsorendu _parcidlis de-
‘rivaltakkal rendelkezik, akkor 1étezik a teljes differencidlja:

0f(z.9) Bf(r, y)
dz dy dy

df(z,y) =

~ Léathatdan df(a:; y) a parcidlis derivdltakon keresztiil az (z, y) fiiggvénye. Ha tehat 16teznek
és folytonosak az f(z,y) figgvény megfeleld magasabbrendi parcidlis derivaltjai is, ak-
kor beszélhetiink a d?f(z,y) mdsodik (vagy mdsodrendi) totdlis differencialrdl, mint a
df(z,y) els6 (vagy elsérendd) totdlis differencial totilis differencidljardl, és igy tovabb a
magasabbrendi totalis differencidlokrdl is.
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A definici6 alapjdn - figyelemmel arra, hogy a fiiggetlen valtozdk dz és dy differencidljai
a fiiggetlen valtozdk konstansnak tekinthetd tetszdleges megva.ltozasawal azonosak, tehét
z-t0] és y-tol fiiggetlenek — irhatjuk:

1) = ) = 4 (2 a1 2 ay ) -

e a (YD) 4 gy o (YD)

_ % f(z,y) & f(z,y) 9 f(z,y) 32}"(37,?!) »
f""”( B 9493 dy)+dy( geoy °F o y)‘

6 .

dz +

Es teljesen hasonléan adadik f(.'z:,y)-na.k harmadrendii totdlis dlﬁerenc1éljéra:

af( IR (I PRSI (') e g0y 2, PFED) o
a3 )

d+388y

Pf(z,y) =

Matematikai indukciéval'-be lehet azt bizonyitani, hogy ezeket a képleteket formalisan
a kvetkezdképpen lehet eloallitani:

1o = (ot dvis) o).

9.3.7. A Taylor-formula altalinositasa kétvaltozés fliiggvények esetére
Tegyiik fel azt, hogy az f(z,y) kétviltozds fiiggvénynek léteznek és folytonosak az z- és
y- szerinti parcidlis derivaltjai egészen az (n + 1)-edik derivéltakig bezdrélag. A Taylor-
formula az f(e + h,b + k) fliggvényértékeket dllitja elé kézelitdleg a figgetlen viltozdk
adott h és k ndvekményeinek polinomjaként. Vezessiink be elfszor az

g = athi,
¥y = b4kt

osszefuggesben szerepld linearis fuggvenyekkel egy kozos ¢ paramétert. Igy a kovetkezo
egyviltozds fuggvenyre jutunk:

©(t) = fla+ ht,b+kt),

ahol nyilvin
¢(0) = fla,b) & (1) = fla+hb+k).

Felhasznaljuk az egyviltozds fiiggvényre megismert Taylor-formuldt:

0} (0 (=) (n+1) (9
l(f) 2(!)+'”+(Pn!() w(n—l—l()')

©(1) = »(0) +
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ahol 0 < ¥ < 1.
Fejeziik ki a ¢ derivdltjainak a helyettesitési értékeit az f figgvénybsl.
Felhaszndljuk egyrészt azt, hogy = és y a t paraméter linedris fiiggvényei, tehdt
dz = hdt ,
dy = kdt ,

mAsrészt pedig azt, hogy ¢(t) p- edrendtt differencidlja azonos f(z, y)-nak p-edrendii totdlis
differencidljival:

i) &\’
N I ST WL . di?
o = (haw + ka'y) flzyy) - di E

Po(t) = (dx—f’i+dya ) f(=, y)
y=b+

ahonnan

W) (0 BN
) = G *‘(h%"'kb‘;;) F@ i
y=b+kt

Vegyiik még azt figyelembe, hogy ha t =0, akkor z = a, y =15 és ha t =49, akkor
z =g+ %h, y = b+ vk, azaz

L AN, .
#P(0) = (hggm-é;) f(a,),
G+1) a a\"
pI) = (hgptka ) flat Phb 4 Ok).

Mindezekkel végeredményben:

fla+h,bt ) = f(a,b)+(hai+k )f( B+ o ( )f(a,b)+

1/, 8 _a\" a L2
ahol 0<1?<1

Ha most speciéliéan a + h helyett z-et, b + k helyett y-t irunk és ennek megfelelden
h helyett (z — a)-t, k helyett pedig {y — b) t, akkor a Taylor-formula kovetkezo alakjira
jutunk:

f(x,y)=f(a,b)+((x—a) f - )y)f(a,b)+

by (- g+ -0 ) fabyee s

a

to (- g+ -0 ) Sabn

\ 1 5 n+l
+m ((E—G)£+(y—b)a_y) f(fsﬂ)>
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ahol az utolsé tagban‘ az in. maradéktagban az (n + 1)-edrendil deriviltakat a (&,7)
pontban kell venni, amely az {«,y}-sikban az (a,b) pontot az (x,7) ponttal osszekoto
egyenesszakasz egy alkalmas kozbenso pontjit jelenti. :

A Taylor-formula specidlis esetben, ha n = 0, arkét-\ré,ltozés. fliggvényre vonatkozé
kozépértéktételt klfejezo képlethe megy at '

flathbt k)= f(a,b)=h- f(a+¢9hb+t9k)+k F(a+ 9h,b + k),

ahol 0<19<1

Ebbol a kovetkezo nevezetes tétel sza,rmazta,thato

-Ha az (@, b) pontbzm és ennek kérnyezetében mindeniitt az f/ és Iy elsorendu parcialis
deriviltak értéke 0, akkor ott f(z,y) = allandé.

9.3.8. Kétvaltozés fliggvény lokdlis szélsd értéke l1étezésenek sziikséges
feltétele. :

Legyen f(z,y) az {a,b) helyen és ennek egy bizonyos kérnyezetében totdlisan diffe-
rencidlhaté. A fiiggvénynek az (a,b) helyen lokdlis mazimuma van, ha

fla+h,b+E)— f(a,b)<0
barmilyen kicsiny |&| és k| mellett. Es viszont lo(eﬁh’s minimumrdl beszéliink, ha
Fathb+ k)~ f(a,b) 20
tetszoleges |h] és |k} mellett. .
Nyilvinvald, hogy ha f(a,; b) lokdlis maximum, x_ragy minimum, akkor sziikségképpen
maximuma vagy minimuma van az ’
: F(t) = (a+tco'sa b:i-tsina)
egyva}tozos fiiggvénynek is at=0 helyen, tetszoleges o mellett. Ennek viszont sziikséges
feltétele az, hogy F'(0) = 0 legyen, azaz :
fela,b)-cose + fy(a,b)-sina =0
legyen. Ez azonban tetszbleges o mellett csak gy lehetséges, ha. egyszerre teljesiil, hogy

fo(a,b)=0 fy(a, b) =

Ennek a geometrla; jelentése nyilvdnvaléan az, hogy a z = f(x,y) egyenletii feliletnek
az {a,b) helyen az érintdsikja parhuzamos az {z,y) sikkal.

Teljesen hasonldéan lehet azt belitni, hogy egy tetszdleges, totalisan derivalhatd
. tobbvaltozés fiiggvénynek esak ott lehet lokdlis szélséértéke, ahol a fiiggvény valamennyi
elsbrendd parcislis derivaltja zérussal egyenlé. Hogy azutdn ezen a helyen ténylegesen
lokdlis maximum, vagy minimum van-e, azt tovibbi vizsgdlattal lehet eldonteni.
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9.3.9. Kétviltozds fiiggvény lokdlis szélsdértéke létezésének egy
elégséges feltétele ‘

A kovetkezdkben feltessziik azt, hogy az f(z,y) figgvénynek az {e,b) helyen és ennek a
kérnyezetében nemcsak az elsS-, hanem a mésodrendii parcialis deriviltjai s léteznek és
folytonosak.

Legyenek az (e, b)-helyen az elsérendii parcidlis derivaltak zérusok:
fola, ) =0, fi(a,b)=0.

Ekkor a Taylor-formula szerint:
flathb+ k) — f(ab) = %{f;’x(a+ﬂh,b+ﬂk).h2+ 25" (a+ Oh,b+ k) - kit

+f;,’y(a + dh, b+ 9k) - E*},
0<d<1. '
Ebbdl, bizonyos feltételek mellett, el lehet donteni azt, hogy az (e, 5)-helyen ténylegesen
van-e lokalis szélséérték, és hogy az milyen. Ehhez ugyanis azt kell megéllapitani, hogy
elegendben kicsiny |h| és k| mellett ez a figgvényérték-kiillonbség milyen eldjelii.

Hogy ez a vizsgdlat kényelmesebb legyen, azért bevezetjiik f(z,y) masodrendii parcidlis
derivdltjainak az (a,b)-helyen felvett értékei szdmara a kovetkezd jeldléseket:

f;:{z(aab): A, fgy(aab): B, f;;((l,b) =05
tovabba legyen
h=t-cosax, k=t-sina
tetszdleges a-val és legyen

t=vVhE+ k220

elegendden kicsiny. Ekkor a mdsodrendil parcidlis-deriviltak feltételezett folytonossiga
alapjan frhatjuk, hogy ' ’

na+ORbLBE) = At
foy(e+9h,b+9k) = B+ey,
fafa+ kbt 9k) = Ces,

. ahol nyilvin £ — 0 esetén &; — 0 (¢ = 1,2,3). Es ha még
£q - cos® @ + e ~cosa -sino 4 £3 - sina=¢,
ahol termiészetesen

lime =0,
{0
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“akkor
t?.
fla+hb+ k)~ fa,d) = E(A-cosza+2BcQsa sine + Csin’a +¢).

MArmost négy eset lehetséges:
1.) Tegyiik fel, hogy

Acos’a +2Bcosasina+ Csin®a

egyetlen o-nal sem valik 0-v4. Ekkor azonban (mivel a-nak folytonos fiiggvénye) minden
a-Ta ugyanolyan eléjelii. Legyen pl. pozitiv. A0 < @ < 27 intervallumban felvett
legkisebb (pozitiv) értéke legyen m. Ekkor azonban elegendben kicsiny ¢ mellett biztosan
le] < m ésigy az fa+ h,b+ k) — fla,b)elbjelét '

Acos? o + 2B cosasina + Csin? a
¢léjele hatdrozza meg. Mivel ez pozitiv, azért ezesetben biztos, hogy f(a,b) lokdlis mini-

muni.

2.) Teljesen hasonléan lithaté be az, hogy ha
Acos’a + 2Bcosasina + Csin®a

minden a-ra negativ, akkor f{a,b) lokdlis mazimum.
3.) Ha az o
Acos’a + 2B cosasina + Csin’a

kifejezés felvesz egyardnt pozitiv és negativ értékeket, akkor egyidejileg az
fla+ b b+ k)~ fla;b)

fiiggvényérték-kiilénbség is ugyanigy viselkedik alkalmasan kicsiny [¢| mellett. Ebben az
gsetben f(z,y)nak az (a,b)-helyen sem lokdlis minimuma, sem lokdlis mezimuma nem
lehet. ' : '

4.) Végil tegyiik fel azt, hogy
Acos’a + 2Bcosasina + Csin’a

bizonyos o értékre 0§ lesz, egyéhként més o értékeknél mindig pozitiv, vagy mindig ne-
gativ. Ekkor azonban ¢ eljelének ismerete nélkiil semmj biztosat nem lehet mondani
az f(a+ h,b+ k) — f(a,b) killonbség eldjelérdl, tehat tovabbi vizsgélat (magasabbrendi
deriviltak bevondsa) nélkiil nem lehet azt eldinteni, hogy lokalis szélsbérték van-e, vagy
sem. ’ .

Hogy a fenti négy eset koziil melyikkel dllunk szemben, azt a koveikezSképpen lehet
eldénteni; : S .

a.) Tegyiik fel, hogy A # 0. Ekkor (thatjuk:

(A cosa + Bsin a)? b (AC ~ B¥)sin’ o
e ‘ :

Acos’ o+ 2Bcosasina + Csin’a=



Ha most AC — B2 > 0, akkor a tért szamldléja két olyan nem negativ Ssszeadandé
Osszege, amelyek egyszerre nem lehetnek 8-val egyenltk. Hiszen a mésodik tag csak akkor
0, ha sine = 0, de ckkor az elsé tag értéke A% # 0. Igy tehdt, ha 4 > 0, akkor az 1.}
esettel van dolgunk, tehat lokilis maximuma van. (Még azt vegyik észre, hogy ha A £ 0,
akkor AC — B? > 0 miatt kell, hogy €' # 0is legyen, sét A és € mindketten egyszerre
pozitivok, vagy negativok!)

b.} Tegyiik fel, hogy A #£0 és AC — B? < 0. Ekkor az a) esetben is atkalinazott
dtalakitdssal nyert tort szamldléja sino = 0 esetén pozitiv, ctg e = -4% esetén pedig
negativ. Tehdt a 3.) esettel van dolgunk, vagyis lokalis szélsdérték nincsen.

- ¢.} Tegyiik fel, hogy A 95 0és AC - B? = 0 Ekkor azonban

A 2
Acos? o+ 2Bcosasine + Csinfa = { cosoz-;Bs-ma)
Ez azonban 0, ha ctga = —— , egyébként A elo;eleve] azonos eldjelli. Tehdt a 4.} esettel

allunk szemben, vagyis nemn lehet tudni - a magasabbrendii derivéltak v1zsgafata nélkiit =
hogy van-e lokalis szélsGérték vagy sem. :

d.) Tegyiik fel, hogy A = 0 de B # 0. Ekkor
Acos’a +2Bcosasing + Csin’a = sma(2Bcosa+ Csma)

Ha o zérustdl kevéssé kiilonbozik, akkor a zdrdjelben 16v kifejezés elbjele B eldjelével
megegyezik; sin o azonban kiilonbozé eldjelii aszerint, hogy a nagyobb vagy kisebb mint
0, tehit a 3.) esettel van dolgunk, azaz nincs lokélis szélsBérték.

e.} Tegyiik fel végiil azt, hogy A = B = 0. Ekkor azonban nem tudjuk eldénteni azt,
Liogy van-e lokdlis szélsGérték, mert € sin? & csak akkor 0, ha sinoa = 0, egyebkent pedig
- C-vel azonos elgjelii.

Ha most még figyelembe vessziik azt, hogy a d.) esetben AC — B? < 0 az e.) esetbenr
pedig AC — B? =0, ésszefoglalva a kdvetkezdket mondhatjuk:

Az f(z,y) fiiggvény lokdlis szélstértékeinek a meghatdrozasa céljdbol elészir képezziik
az fy(z,y) és f,(z,y) els6rendii parcidlis derivdltjait. Ezeket 0-val tesszilk egyenlévé, azaz
megoldjuk az '

fa(=,9)

fy(=w)
egyenletrendszert. Legyen 2 = @, ¥ = b egy megoldds. kepezziik f(z,y) masodrendu
parcialis derivilfainak a helyettesmes; értékét az (a, b)-helyen:

(e by =A, fr(e,b)=B, f;;(a, b)=C

3

.0

i

Ha most:
AC - B? >0 <o | =0
A >0 <0 nem dénthetd el,
akkor ~ lokilis Iokalis nincs lokdlis | hogy van-e lokdlis
f(z,y)nak | minimuma van | maximuma van | szélsGértéke szélsGérték
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Megjegyzés
Az clébbiekben targyalt vizsgdlat lényegét vissza lehet vezetni a masodrendil parcialis
derivaltak (a,b) helyen felvett helyettesitési értékeivel, mint egyiitthatékkal felithaté

Q€)= AE® + 2BEn + O
kvadratikus alak értékkészlete eldjeleloszlisinak a vizsgilatéra:

Ugyanis lokdlis minimum akkor és csakis akkor van, ha ez a kvadratikus alak (a £ =0,
n = { eset kizdrdsdval) mindig csak pozitiv helyettesitési értéket vesz fel (definit pozitiv);
lokdlis maximum pedig akkor és csakis akkor, ha ez a kvadratikus alak (a £ = 0,7 =0 esef
kizdrasival) mindig csak negativ helyettesitési értéket vesz fel (definit negativ). Minden
mas esetben vagy nincs lokalis széls6érték, vagy pedig ezt csak tovibbi vizsgalat alapjan
lehet elddnteni.

A Q(&,7n) kvadratikus alakot fel lehet {rni matrixokkal is:

Q& m) = (¢ n)(g g) (f:) '

Az itt szereplé (masodrendil) kvadratikus matrix (valés elemtl és szimmetrikus mdtrix)
hasonldsdgi transzformdcidjaval mindig diagonizélhaté és akkor o

Q(£7 7?) = ’\lfﬂ + /\'21]'2 3

ahol Ay és Ay ennek a méatrixnak a sajitértékei. Innen pedig lathatd, hogy (a &' =0,%' =0
esetet kizdrva) ez csak akkor adhat pozitiv helyettesitési értéket, ha a sajitértékek mind
pozitivok, és viszont csak akkor adhat negativ helyettesitési értéket, ha a sajatértékek
mind negativok.

Ez adja a keziinkbe a “kulcsot”, hogy mindezt dltaldnositsuk arra az esetre, ha f n-
véltozds fliggvény:
f(fL’],:Itg,. ..,.’L‘n) .

Tegyiik fel azt, hogy az (¢1,¢2,...,4,) helyen

fe(@1,82,...,8,) =0, minden i-re;
tovabba
MU —“—
Joiz, (81,02, ., 0n) = €ij = @i
és ezekkel az
a1y o1z a1n 3!
@y G2z ... G2 o
A = . . . . ] E = 3
: : o = z
Gnj n2 vee Opy E'n

jelolések mellet felirjuk a
Q61,6 n ) = £TAL
kvadratikus alakot, akkor ha (a £ # 0 eset kizdrdsival} ennek az értékkészlete mindig
_ pozitiv, akkar Jokalis maximuma van. A Q(&1, 62, - .., &) kvadratikus alak definit pozitiv
(negativ) voltdt az biztositja, hogy A valamennyi sajitértéke pozitiv (negativ).
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9.3.10. Kétvaltozés fliggvények kotott szélséértékfeladatairdl
Legyen adva az f(z,y) figgvény, amelyrdl feltessziik, hogy folytonos elsérendii parcislis
derivéltakkal rendelkezik. Keressiik ennek lokélis szélsGértékeit a

g(:l?, y)=0

feltétel mellett. Ez a feltételi egyenlet azt jelenti, hbgy z és y nem fiiggetlen valtozdk,
hanem egyikiik “kOt8tt” olyan értelemben, hogy a mdsiknak valamilyen fiiggvénye, pl. y
az z-nek valamilyen fiiggvénye: @(z)=y. Igy azonban valéjdban nem egy kétviltozss
fliggvénynek, hanem csak egy egyvéltozés fiiggvénynek a szélsdérték feladatardl van szd.
Ha valéban (z) az a fliggvény, amely a g{z, y) = 0 feltételi egyenlet szerint y-f mint z-nek
a figgvényét illitja eld, akkor a feladat arra redukalédik, hogy az

F(z) = f{z, p(2))
egyvaltozds fliggvénynek hatirozzuk meg a lokdlis széls6értékeit.

Az igazi problémdt gyakorlatilag az adja, hogy az esetek nagy részében a feltételi
egyenletbol nem tudjuk, vagy csak nehezen tudjuk az egyik valtozdt a mdsik expli-
cit fiiggvényeként elbéllitani és igy az egyvaltozds fiiggvény szélséérték feladatira vald
visszavezetést ténylegesen nem tudjuk, vagy csak nehezen tudjuk végrehajtani. Eppen
ezért olyan modszerre van sziikség, amely ezt a redukciét megkeriili. Iyen a Lagrange-
féle multiplikdtorok mddszere, amelynek lényegére — a legegyszeriibb vizsgdlt -esetben — a
kovetkezd meggondoldsok vezetnek. '

Ahhoz, hogy az
F(z) = fz,¢(z)) -

" figgvénynek lokalis szélsGértéke legyen sziikséges, hogy I'(z) = 0 legyen, azaz

of [ Ofde _
fz ' Oyde
Az itt szereplo ‘;—“; derivdltat azonban nem ismerjiik, viszont
g(z,p(2)) = 0
z megengedett értékei mellett azonossig és ebbdl derivalassal
8y dydp _
dz  Bydz

adédik. Ha most feltessziik azt, hogy %g # 0, akkor innen

3
dp gt

=—3
dz 5%

adédik. Ezt figyelembevéve a szélséérték letezésének sziikséges feltételére felirt egyenletiink

gy alakul:
ofdg 0fdg 0

dz 8y Oydz
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Fz a feltétei biztosan teljesiil, ha alkalmas dfandé mellett fenndll, hogy

af &f

Pr By _
8g ~ 8g
3z By

azaz egyidejiileg teljesillnek a kovetkezd égyenletek:

af

of

1

63+A5"n =90, dy B'ywo’ y(z,9) = 0.
Ez azonban azt jelenti, hogy a
¢z, 1, A) = flz,y} + Ag(z,9)
haromvaltozds fiiggvénynek valamennyi elstrendii parcidlis derivaltja zérussal egyenld:
g—f = ¢(z.9)=0

FBzzel Gj médszert, a Lagrange-féle muhiplikdtor modszerét taldltuk a kdtott szélsbérék

feladat megoldasira:

Az fz,y) kétviltozds fiiggvénynek a g(x, y) = 0 feltétel mellett a lokalis szélstértékeit
gy keressiik, hogy hatarozatlan A dllandd (szorzd tényezd, multiplikdtor) bevezetésével a

kotott szélstérték feladatot a

#(z, y,)\) = fl=, y)+ Ag(z,y)

fiiggvény “szabad” szélstérték feladatira vezetjiik vissza.

Bizonyos feltételek mellett a fentiek dltalinosithaték 16bb fiiggetlen valtozd és tObd
feltételi egyenlet esetére is. Tovabbi részletekbe (valamint a szelsoertek létezése elégséges
feltételeinek vizsgdltaaba)nem bocsdjtkozunk.

Példaként hatdrozzuk meg az

fz,y,2) = 2% + 2% + 42% + 22y

fiiggvény (kvadratikus alak) széls6 értékeit a

gz, p,2) =2+ +22-1=0

feltétel mellett.

Mindenekelott a feltételi egyenletbsl megéllapithats, hogy

lz] <1,

78

ly <1,

l2l <1,



azaz a valtozdk tartomanya folytonos, Gsszefliggd és korldtos. Minthogy pedig f(z,y, 2}
mint raciondlis egész fiiggvény, e tartomdny minden belsé és hatirhelyén folytonos, azért
ismert tétel (Weierstrass) szerint f(z,y,z) e tartomdnyon beliil vagy ennek hatéran le-
galdbb egy helyen elért a maximumét, illetve a minimumat. Ity médon feltételes szélsGérték
létezése eleve biztositva van, s {gy esak azoknak a helyeknek a meghatirozdsival kell fo-
glalkoznunk, ahol ezek bekoévetkeznek.

Bevezetjiik az
Flzyy,2,A) = f(z,v,2)} ~ Xg(z, v, 2}

figgvényt.
Feltételes szélsGérték csak ott lehetséges, ahol
%%g = rty~kr=2-Apt+yp=0,
18F
29y ytr-Ay=z+2~Ay=0,
18F .
53_2 = 4Z’-A-(4“°A)Z—AO,
OF 2. 2. 2 4.
' T +y +z"—-1=0.
Tehdt a ' '
{(2-2) I ¢ & .
1 (2~ X) 0 yp=48
0 0 a4- X2 z

hemogén linedris egyenletrendszernek azok a megolddsai, melyekre
Pyt patal,

adjak azokat a helyeket, ahol széls5 érték lehet. A feltételi egyenlet szerint #, ¥, 2 nem lehet-
nek egyszerre O-val egyenldk, tehat kell, hogy az egyenletrendszer egyiitthatématrixdnak
a determindnsa O legyen, azaz

(=A% —4X4+3)=0.

Ez az egyenlet az adott kvadratikus alakhoz tartozd

2 1 9
A=|1 2 0
00 4

kvadratikus mét;{ixhoz tartozd karakterisztikus egyenlet, gyoket a sa.jaitértékék:
| M=1, A=3, d=d;
a sajatértékeknek megfelels
i

m=lw}f, t=L23
z
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megoldisok pedig az
- |21|2:$?+y;2+z32:1! 3:112s3

feltétel szerint egységnyi abszohit értékil sajitvektorok.

A1 = 1 esetén:

110 1
110 n | =0,
60 0 3 2
ahonnan
Tl A= -1 0,

tehdt a feltétel szerint:

1
ml—ﬁa n=-s 7=0
Ay = 3 esetén:
-1 1 0oy ]
1 -1 0 v | =0,
0 1 2
ahonnan '
Tziygizp=1:1:0,
tehat a feltétel szerint 1 ;
mz—ﬁ, y2=7—5, z22=0.
Végiil A3 = 4 esetén
-2 1 0 I3
1 -2 0 U3 = [_). [
0 0 0/ \z

ahonnan
: z3:ystza=0:0:1

tehit a feltétel szerint
' z3=0, =0, z=1.

Tovabbi bonyolult vizsgalat helyett gyorsabban célt ériink, ha az f(z,y, z) fiiggvénynek
kiszdmitjuk a helyettesitési értékét a kapott helyeken:

=1,

b0

750) =9

0,1)=4.

1
(2
/(2
f(0,
Tehdt minimum van az 1. esetben s maximum a 3. esetben. Figyelemre méltd, hogy

f-nek a helyettesitési értékei megegyeznek A sajatértékeivel, vagyis a sajétértékek maguk
bizonyos feltételeknek mtegfelels szélstértékei az A-val képezhetd kvadratikus alaknak.

2 &

c:
—
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9.3.11. Implicit figgvények (fliggvényrendszerek) és derivalasuk

Gyakran fordul el6, hogy egy
Fz,y)=0

egyenlet olyan hozzdrendelési utasitdst definidl, amely megengedett 2-értékekhez meg-
hatirozott y értékeket rendel hozzd és ilyenkor azt mondjuk, hogy adva van implicit
forméban egy bizonyos f(z) figgvény, amely z-hez az f(z) = y fiiggvényértékeket rendeli
hozza. Hyenkor az

Flz, f(z))=0
azonossag teljesiil f{s) értelmezési tartomanyaban, vagy annak egy részében.

Be lehet azt bizonyitani, hogy ha az (zg,yo) helyen, illetve ennek a kornyezetében az
F(z,y) fiiggvény eleget tesz a kovetkezo feltételeknek:

1-) F(.’L‘Q, yU) = 01
2.) léteznek és folytonosak az F, és F, parcidlis derivdltak az (zg, yo) helyen és ennek
kirnyezetében,

3.) Fy(zo,90) # 0,
akkor létezik az zo hely egy bizonyos kornyezetében értelmezett f(z) fiiggvény, amely az

zg helyen derivilhaté és amelyre fennall: .

Yo = f(ﬂ"‘o) )

F(z, f(z)) =0,
fiiggetleniil attdl, hogy f(z)-et explicite eld tudjuk-e alliitani, vagy sem.
Az
fe) =3
derivaltat az
F(a, f(z)) = 0

azonossag z-szerinti derivdlasdval lehet elééllitani:

d v ' dy_ .
dIF(m,f(m))_Fx+Fy-dm_0,

ahonnan, mivel feltevés szerint F, # 0

dy - Iy

= F
Az elobbiek — bizonyos feltételek teljesiilése esetén - &ltaldnosithatdk ketténél tébb

véltozét Ssszekapcesold figgvényekre, sét tobb fiiggvénybél allé fiiggvényrendszerekre is.

Igy példdul, ha az (zg,yo,70) helyen és ennek kornyezetében az F{z,y,z) fiiggvény
eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

1-) F("EO, yﬂazﬂ) = 07
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2.) léteznek és folytonosak az I, F,, F] parcidlis derivaltak az (zq, yo, 20) helyen és
ennek a kérnyezetében, :

3') F;(:Bg, Yo, ZU) # 0,
akkor létezik az (xg,ya) hely egy bizonyos kdrnyezetében értelmezett f(z.y) fliggvény,
amely az (zg, yo) helyen derivilhaté és amelyre fenndll:

20 = f(2o0,%0) ,

Flz,y, f(z,9)} =0,
fiiggetleniil attsl, hogy f(z,¥)-t explicite eld tudjuk-e allitani, vagy sem.

‘Az F(z,y,z) = 0 egyenlettel implicite megadott f(z,y) = 2 helyettesitési értékkel
rendelkezd fiiggvény parcidlis derivaltjai a kivetkezs egyenletekbdl fejezhetsk ki:

8z

Oz
FI el — O,
RS O a9
ahonnan az £} # 0 feltevés miatt:
oz _ _&
R
b= _ 5
oy F

Legyen végill példaként adva a F(z,y,2z) $és G’(z,y,z)‘ fiiggvényekbdl &ild
fliggvényrendszer, amelyekkel az :

Flz,y,2) = 0
G(z,y,2) = 0

egyenletrendszer a feltevés szerint y-t és z-t mint az = fuggetlen valtozd derivdlhaté
fiiggvényeit definidlja. Kérdés az, hogy milyen feltétel mellett lehet ezeknek az implicite
adott fiiggvényeknek a derivaltjait elGallitani. '

Feltessziik azt, hogy az adott egyenletrendszerrel definialt p(z) és 9(z) fiiggvények az
z-helyen y-t és 2-t adjdk helyettesitési ériékként: .

p(z) = vy,
P(z)

Ezekkel

F(z,p(z),(z)) = 0,
G(z, ¢(2), ¥{z)

t
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Ezt a két azonossagot z-szerint derivélva kapjuk a kovetkezd egyenletrendszert:
FLA B+ FLy = 0,
G+ G, ¢ +G, -y = 0,
vagy pedig dtrendezve:
Fd B = H,
Gy @'+ G ¥ = -G,
Annak a feltétele, hogy ebbdl az egyenletfendszerbél ' és o kifejezhetd legyen:
J ‘ .
v CEI=FG - FGL#£0.
& G |=no-re

Ha ez teljesiil, akkor
oy FGL - FG
W(E) - o — PG
vz 2Ty
FoGy — F,Gy, .
FiG, — F;G,

-

P(z) =

9.3.12. Filggvényrendszerek, transzformacidk, feképezések

Legyen adva egy bizonyos- kétvialtozés f(x,y) fiiggvény, amelynek z és y a fiiggetlen
valtozdi. Gyakori az olyan feladat, amelynél célszerii az z, y fiiggetlen viltozdk helyett az

{ z{u,v)
y(u,v)
fiiggvényrendszer kizvetitésével 1ij viltozdkat u-t és v-t bevezetni. Feltessziik azt, hogy
egy (u,v) értékpdrhoz ez a fliggvényrendszer
z(w,v) = =z

y(w,v) ¥

médon egy-egy meghatirozott (z,y) értékpdrt rendel hozzd. Megkoveteljiik -azt, hogy
z(u,v) és y(u,v) folytonos elsérendli parcidlis deriviltakkal rendelkezzék. Tovibba azt,
hogy egy (u,v) értékparnak csak egy (z,y) értékpar feleljen meg és megforditva, vagyis
a fiiggvényrendszerrel meghatirozott transzformécié kélesondsen egyértelmii és meg-
fordithaté legyen.

A kovetkez6kben meg fogjuk vizsgilni azt, hogy milyen geometriai kép kapcsolhatd egy
ilyen figgvényrendszerrel meghatdrozott transzformdcidhoz és hogy milyen feltétel biz-
tositja azt, hogy létezzék egyértelmil inverz transzformdcié és végiil hogy az inverz transz-
formécid létezése esetén hogyan lehet az adott fiiggvényrendszer derivaltjaibdl kiszdmitani
az inverz figgvények derivaltjait.

83



Mindenekeldtt l4ssuk a geometriai szemléltetés lehetdségét. Vilasszunk a sikban két
derékszdgii koordinatarendszert. Az egyiknek a tengelyel legyenek x és y, a mdsiké pedig
u és v. Az (u,v)-sfkban megrajzolva az v = ug egyenletii koordinitavonalat (amely a
v-tengellyel parhuzamos egyenes), meg lehet keresni ennek a képét az (z,y)-sitkban. Ez
ugyanis nem egyéb, mint az

z = z(u,v),

y = yl(uo,v)
paraméteres egyenletrendszerrel meghatdrozott gorbe. Ezt a gdrbét az jellemzi, hogy e
mentén a u értéke allandé: ug, és csak a v valtozik (ez most a paraméter). '

Teljesen hasoniéan jutunk a v = vp egyenletii koordindtavonal (u-tengellyel pArhuzamos

egyenes) képére. Ezt ugyanis az

<

)

I

z(u, ),

y(u, vo)

paraméters egyenletrendszer hatirozza meg. Ezt a gorbét az jellemai, hogy e mentén a v
értéke allandd: o, és csak az v véltozik (most ez a paraméter).

A killdnbozé v = alands, » = &llandé koordinatavonalak hdlézatanak az (z,y)-
sikon megfelel egy gorbevonalakbél 416 halézat. E hélézatot alkotd gdrbeseregek vo-
nalai az (z,y)-stk gorbevonald koordindtavonalai. Az (u,v)sik egy tetsz8leges P'(uo,v0)
pontjénak megfelel az (z, y) sikon az a P pont, melyen dtmegy az u = ug, v = vp ko-
ordindtavonal. Igy tehdt az (ug,vo) értékpart ugy tekinthetjiik, hogy az az (x,y)-sikbeli
P pont gbrbevonalii koordinata-értékparja. Maga az adott fuggvenyrendszer altal meg-
hatdrozott transzformacio tehat egyrészt lgy tekinthetd, hogy az az (u,v)-sik pontjainak
leképezését adja az (z,y)-stk pontjaira, mésrészt pedig lehetdvé teszi azt, hogy az (z,y)-sik
pontjait gdrbevonald koordindtdkkal jellemezhessiik.

Ha az (u,v)-sik kiilonbbz6 pontjainak az (z,y)-stkon kiilonb6z8 pontok felelnek meg,
akkor az adott leképezés egyértelmii. Ha tovbbd értelmezhetd az ugyancsak egyértelmi

{ u(z,y),
_ v(z,y)
fiiggvényrendszer, mely az el6bbi leképezés inverzét jelenti, akkor a leképezés kdlcsGnosen
megfordithaté és egyértelmi, (Itt feltessziik azt, hogy az u(z, y), v(=, y) fliggvényrendszer
(z,¥)-helyen vett helyettesitési értékei:
- Cu(r,y) = u,
(T, y)

il
<

adjék az (z,y)-hoz rendelt (,v) értékpart. )

Tovabbi vizsgilatainkat a legegyszerubb speciélis esettel folytatjuk, azaz legyen z{u,v)
és y(u,v) linedris:

Lau+ bhv+er,

8
I

“E.":
1

azu +byeteq.
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Ez egy linedris transzformacid. Nem jelenti az 4ltaldnossig megszoritdsit az az
egyszeriisitd feltevés, ha ¢y = ¢ = 0. Ez ugyanis azt jelenti, hogy az (u,v)-sik origdjanak
a képe, azaz az (z,y)-sik (¢1,c2) pontja nem mds, mint az (z,y)-sik origéja. Ha e; # 0,
ez # 0, akkor egy az (@, y)-stkban végrehajtott pirhuzamos eltolds mindigaec, =0,¢c3 =0
esetre vezet és megforditva. Eppen ezért legyen az egyszeriiség kedvééri:

z = aqutbhv,

Y

I

ast + bav .

Koénnyi azt beldtni, hogy most az u = llandd és a v = allandé koordinatavonalaknak
az (z,y)-sikon adddé képei egymds kézott pirhuzamos egyenesek lesznek. " Ugyanis, ha
% = ug, akkor

il

by bat + (2br ~ a1ba)ug

és ha v = v, akkor

1l

ay 3% + (a1bg — agby}ug .

Tehit valéban mindegyik « = allandé vonal a
by = baz + C}
egyenessel parhuzamos egyenes és hasonldan a.v = dHandé vonalak az
- ¥ = agz 4+ Cy

egyenessel parhuzamos egyenesek lesznek.

Felmeriil a kérdés, hogy mi az egyértelmil inverz leképeaéds létezésénelt a feltétele? Erre
kénnyti valaszt adni, hiszen az adott fiiggvényrendszernek megfelel a kovetkezd matrix-
egyenlet: :

AT A u
y) \ex b/ \v/)’
a b
A= ( 1 1)
az be
az egyiitthatok maétrixa. Létezik egyértelmi inverz leképezés, ha A nem-szinguliris, azaz
létezik az A™' inverz matrix. Ennnek pedig sziikséges és elégséges feltétele az, hogy

ahol

ay b

det(A) = ayby —agby }-’L 0

az by

Al = I by iy
- det{A) \ —az ag

és az inverz leképezést meghatarozd w(z,y), v{z;y) figgvények az

() =amw (% ) 0) @ (i)

legyen. Ekkor




oOsszefliggéshol olvashaték ki:

bgﬂ.’? - bly
aiby — 6251 ’
v = —ag + a1y
arby — gy

Inverz leképezés nem létezik akkor, ha
det{A) = a1by — azby = 0,

azaz, ha )
. g = /\(L;. és bg = /\b] .

Konnyt belitni, hogy ez esetben ba.rmely (u,v)-sikbeli-pont képe az (z, y) sik egyetlen
egyenesére esik, ugyanis '

T = au+bhv,

¥ = Mautbiv) = A
és az
z(1,v) = wmu+ by,
y(u,v) = agu+ baw

fiiggvények nem fiiggetlenek egymdstdl, mert tetszoleges (u,v) értékpér 111eH§tt fennall az
y(u, 'u) Az(u, v}

AZONOSSAE.

Az elébbiek szerlnt tehdt az egyerte}mu inverz leképezésnek a feltétele a det(A) deter-
mindns értékétdl fiigg.: B determindnsnak fontos geometriai jelentést adhatunk.

Tekintsiik az (u,v}-stk v = dllandd, u + An = dllandd, » = dllandd, » + Av = allandd
koordinatavonalaival hatérolt 7 = Awu-Av teriiletii derékszdgii négyszoget és ennek képét
az {«,y)-stkon, a T teriiletii parallelogrammat. - '

A
) 1/, i L7

[

ot

a
12.-4bra
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A T parallelogramma csicspontjainak a i{qordina’.téi:

P oz = autbyw, yl—agu-l—bgv,

Py: ze = ai(u+ Au)+ by, Y2 = ug(u+Au)+bgv,

Ps: z3 = apu+bi(v+Av), ys=au+b(v+Av);

Py x4 = ai(e+ Au}+bi(v+ Av), g4 =alu+ Au) + ba(w + Aw).

Az eldjeles teriileti merteksza,mot —a vektoralgebraban tanultak alapjin — a kévetkezo
determindns adja:

a1Au b Av
wAu byAv

ap b
az by

Ty — &y T3 — Ty
Y2— ¥3—

1

= det(A) - Audv..
ATé T teriiletek kizitt tehat a kovetkezo Ssszefiiggés all fenn:
= |det(A)| “AuAv = jdet(A)| - T'.

A det(A) abszolit értéke tehat a lekepezesnek megfelel6 lokdlis terulettm zulds mértékét
jelenti.

~ Térjiink most 4t az dltaldnos eset tdrgyaldsira. Legyen adva az z-et, ill. y-t helyet-
tesitési értékként el54llité '

{ z(n,v),
’ y(u?v) )

fiiggvényrendszer. Mindkét fiiggvény az. (ug,vg)—helyén és ennek egy bizonyos '
kirnyezetében folytonos elsdrendli parcidlis derivdltakkal rendelkezik.” Szoritkozzunk

az (ug, vg)-hely- egy elegendéen kicsiny kirnyezetére, azért, hogy j6 kozelitéssel helyet-
tesithessiik e fiiggvényeket elséfokd Taylor-polinoinmal, azaz legyen

2(ug, vg) +-(%)o (u— up) + (-g—z)b(w — ),
‘ y(uo, vo) + (%) -(ur— up) +.(%)0('v — ) .

{Itt a parcidlis derivaltak 0 indexe azt jelenti, hogy ezeket a parcmhs derivaltakat az
{20, vo)-helyen kell venni.) . :

2

z(u, v}

I

y(u,v)

Ez a kdzelitbleg érvényes egyenletrendszer, adott (z, y) értékpar meliett u-1a, v-re nézve
inhomogén linedris egyenletrendszer. Mondhatjuk tehdit, hogy az (uq, vo)-hely elegendden
kicsiny kdrnyezetében van egyértelmnil inverz transzformndcié, ha az (wu,uv)-ismeretlenek
egylitthatdibdl alkotott métrix determindnsa nem zérus. EZ a determinins az z-et, y-t.
eloallito, wu-tdl, v-16l figesd fuggvenyrendszel . fu,ggvenydetermmanba (Jacobz -féle deter-
mindnsa);
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Tegyiik fel azt, hogy D # 0, azaz létezik az adott (2, y)-hoz tartozé (u, v)-t meghatdrozd

{’ﬂ(ﬂ:,y) :

v(z,¥) .
egyértelmil inverz leképezés (transzformicié). Ekkor fenndlnak az .‘

T

Y

z(u(z,y),v(z,9)) .
y(u(z,y), v{z, y)}

fl

azonossigok. ] .
Derivaljuk mindkettst elészor z-szerint, azutdn y-szerint, Nyerjiik a kdvetkezd egyen-
letrendszereket az ismeretlen uf, vf, illetve uj, v, derivéltakrd nézve:

o afd LN
{muux-l-a:uvx_l,

. Fod
.yuux'l'y'u’u:r =0 !

illetve ., '
Tty + 20y =0
’ # oot A
MUy + Yy¥y = 1

Irjuk ezeket matrixos alakban:

zl ozl u, — 1

Yo Yo/ \7g 0/’
G )-0)
Yo ¥/ \7Y 1

* Mindkét egyenletrendszer egylitthatématrixa ugyanaz; és mivel a feltevés szerint

po )

;Nu,v)

-

I o i
Lo ‘-# b,

Yo Yo

T

azért létezik az egylitthatématrix inverze. Irhatjuk tehat:
w1
v.) D
azaz

Ezek figyelembevételével nevezetes Ssszefliggést lehet megdllapitani az inverz és az-ere-
deti fiiggvényrendszer fliggvénydetermindnsa kdzott:

O, v)

Hz,y)

/
U

F
v, =
v, v yor

! -

y JUUR S
' i ‘—’U,l_?)y U
z ¥
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D2
— 1 —
- E = Bz}
Au,v}

azaz (z,y) O(wv) _
d(u,v) O z,y)

A fiiggvénydeterminans abszolit értéke a lokdlis teriilettorzulds mértékét adja. Te-
kintsiik ugyanis az (u,v)-stkon azt a T’ terliletdl derékszogl négyszoget, amelyet az v =
allandé, uw+ Au = llandé, v = allandd, v + Av = allandé koordindrtavonalak hatdrolnak:
T = Au - Av. (Feltessziik azt, hogy Au > 0 és Av > 0 elegendGen kicsinyek ahhoz, hogy
z(u,v) és y(u,v) els6fokd Taylor-polinommal legyenek megkozelithetk.) A T teriletii
idom megfelelSje az (@, y)-sikban a T teriiletdi sikrész.

¥4 s
v+av
~
V+4v
T 7 // A__ 7
% "4 F//é/(/ i
. 14
!
u+dy
7 k v i
; Y
¢ P o y vrdu

13. dbra

Az (=, y)-stkbeli idomot hatarolé vonalak metszéspontjainak koordinatai jé kozelitéssel:

Pp: oz = ;L‘(’U,,’U) s N = y(uau);
P, x (2 + Au,v) = 21 + amAu (z+ Au,v) + ByAu
oz = a(w = el g = Jv) = —ZAu;
2 2 3 17 5, » =Y )1 O
Oz a
Py: a3 = w{u,v+Av)m o+ B—iAv, ys = yl{uw, v+ Av) =y + a—gAv;
a'| -
Pyt ozy = m(u+Au,v+Av)z:c1+—lAu+QG—JAU,
du dv
lik e}
ya = ylu+ Du,v+ Ae) =y + B%Au'i' a—zAv.

A T teriiletii sikrész jo kozelitéssel parallelogrammanak tekinthetd és igy egyenlé lesz
a kovetkezo kifejezés abszolat értékével:

aydu 2L Av
mAw yAv
0(z, )

'
' {AuAv = MAEAL'.

Tog — Ty I3 — Iy
Ya—Ur W3-l

T
¥

z
Y

e
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Feunall tehdt jo kozelitéssel:

(=, y)

8(u,0)

|8z, 9)
T 8w, v)

I

Avhv =

Vizsgaljuk meg végﬁl" azt az esetet; amikor az 7
{ (v}, ,
y(u, v}

fiiggvényrendszer olyan, hogy az (u,v)-helyen és annak egy bizonyos kornyezetében a
figgvénydetermindns azonosan zérus: '

8(z,7)

D= =0.
_ ou, v}
Mint tudjuk, "ebben  az esetben nem beszélhetiink egyértelmi  inverz
fiiggvényrendszer  létezésérdl. A D = 0. "azonossig bekdvetkezhet
pl. akkor, ha az =z, ¥., =4, v, parcidis derivdltak mind azonosan

zérusok. Ezt az esetet eleve kizdrhatjuk, mert ez azt jelentené, hogy z és y is fiiggetlenek
-t és v-t6l, azaz azonosan dllandSk lennének. :

Célsgeriiségh6l megvéltoz_!;a,tva,raz éddigi jeloléseinket, tegyen
5= £u,v),
y=n(wr)
és tegyiik fel pl. azt, hogy legaldbb % # 0, azaz £(u, v} biztosan tartalmazza az u valtozot,
tehat feltehetd, hogy az @ = £(u, v) egyeriletbdl u kifejezhetd. Legyen tehdt
& = @(z,v)

és akkor i

v-ben azonossdg. Deriviljuk ezt v-szerint, akkor

% dp 0

du dv ' dv

ahonnan _ ‘
ap X
Bv'-__—_g_g'

Mdsrészt viszont u = p(z,v)-t Behqiyettesitvé y = n{u,v)-be, lesz

‘ y -: f!]((,ﬁ(.’l.‘}’t)),’l?) ’
ahonnan v-szerinti derivéléssél adédik: -

'fﬂv T Bu v + ov’
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vagy ide behelyettesitve a %‘f—re elobb kapott eredményt:

3y o g o
(?v €
Bu

ahonnan

9 Oy _0¢ on. 0E 9y 3(&n)

du v Bu v Ov Fu  A(wv)

Mivel pedig D = 0 és feltevés szerlnt ;é 0, azért kell, hogy
6y'
Ty = 0
iegyer{, azaz az y-t elodllitd - :
n(e(z,v),v)

fiiggvény nem tartalinazhatja a v vilt;oz.é_t és igy kell, hogy 7 csak a:~t6i- ﬁiggj:b'ﬁ, azaz -
y = f(z}

legyen. Kovetkezésképpen az x-}et '111.. y-t elballito
‘ . { £(u,v)

(e, v)

fiiggvények nem lehetnek egymdstél figgetlenek: a kettd kézott funkciondlis I\a,pcsolatna,k
kell fenndlnja.

Megforditva is all az, hogy ha az = és y vdltozdk kozott fennall pl. az Flz, y) =0
egyenlettel meghatdrozott funkcionalis kapcsolat, akkor ebbe helyettemtve az z-et, il. g-t
eloalllthato &(u,v), n{w,v) fiiggvényeket és derivalva u, illetve v szerint:

OF 9t  OF oy

%a"l'*—a = 0,
oF 3{ oF Oy 0:

9z v By ov

Ebben a homogén linedris egyenletrendszerben nem lehet -egyszerre % és g—F zérussal

egyenld (ezesetben F nem fuggene sem z-t6l, sem Ea t61) és igy kell, hogy az egyenletrend-
szer determindnsa 0 legyen, azaz

) _
du,v) b

Ha tehdt a £{u,v), 1(w,v) figgvényrendszer fliggvénydetermindnsa azornosan 0, akkor
ez sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy a két fiiggvény kdzdtt funkciondlis kapcsolat
alljon fenn, azaz e fiiggvények nem lehetnek egymastdl fiiggetlenek (ertekkeszletukk?l nem
kaphatunk fugget!en_ viltozdkat).

Megjegyzés ..
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Mindaz, amit az elozokben két kétviltozds fiiggvénybol
ill6 fiiggvényrendszerekrél elmondottunk, értelemszeriien Altalinosithaté pl.  hérom
hiromvialtozés fiiggvényhdl allé figgvényrendszerekre is. Bér est itt nem részletezziik,
a megfeleld eredményeket a kétvaltozds esetre valé hivatkozdssal a késGbbiekben fel fogjuk
haszndlni.

Példaként tekintsiik az
z(r,¢) = Tcosp,
y(r, @) = rsing.

fiiggvényrendszert.

-
3

rl
2 7 ;

, —
A
Ogﬂﬂs_frzir(’o
¢ 7 z

14. dbra

A fiiggvényrendszer ltal eldallitott leképezés szerint az (r, )-sik mindazon pontjainak,
amelyek a 0 < ¢ < 27, v > 0 sivba esnek, az {x,y)-sikban egy és csakis egy pont felel
meg. Tehit ha csak erre az (r,)-sikbeli részre szoritkozunk, akkor a leképezés kolcsonds
és egyérielmii. A leképezés szerint az (r,)-sik 7 = dllandé és o = dllandé vonalainak az
(z,4)-sikon origd kézépponti kencentrikus korok és az origbdl induld félsugarak felelnek
meg. Ezek a vonalak az (z,y)-sik dn. polérkoordinita-vonalai.

Az inverz leképezést explicite is el6 lehet dllitani, pl. igy:
r=+/z2+y* (r>0)

= arcsin (0 < p<2m).

T

A fiiggvényrendszer figgvénydetermindnsa:

dz,y) | cosp —rsing ¥

wlr,p) | sing rcosy

és ez az origd kivételével mindeniitt 0-14l kiilonbozik.

Ha az (z,y)-sikon kivélasztjuk (elegendden kicsing Ar és Ap mellett) az r= dllands,
r+ Ar = dllands, ¢ = dllandé ¢ + Ay = dllauds koordinitavonalakat, akkor az ezek dltal
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hatdrolt sikrész teritlete (jé kozelitéssel):

Nz, y)
a(r, )

tehdt a lokalis teriilettorzulds mértéke: r.

ArAyp = rArAe,

9.4. Tobbvaltozés fiiggvények integrélééa

9.4.1. Kétvaltozds fﬁggvén& paraméteres integrilja

Legyen adva az (@, y)-sik 7 tartomdnydban, ainelyet az
a<z<h,

c<y<d

egyehliitienségek definidlnak, az f(z,y) folytonos - kétvaltozés fiiggvény, amelyhez a

z = f(z,y) egyenletii felillet tartozik.
Az z = allandé sik ezt a feliletet a

z = f(z = allands, y)

| i ’ )
egyenletii sikgdrbében metszi. :E “gorbe alatti” teriiletet a kdvetkezd integrallal lehet

- kiszamitani:

.. L,
Flz) = [ Fe9)dy

Ha itt = helyébe egy mésik dllandét {runk, egy hasonlé integralra jutunk. Egy ilyen
integralndl ugyan z &llandd, de integrilidl integrélra véltozhat: az integrdl az = pa-
- raméter fiiggvénye. Innen ered az elnevezés: paraméteres integrdl. Az integrlands f(z,y)

fiiggvény folytonossiga miatt F(z) az z-nek folytonos fiiggvénye. Ugyanis a folytonossig
kovetkeztében biztos, hogy birmilyen kicsiny pozitiv ¢ mellett pl.

- |f(m+A'L>'y)‘f($1y)| <81

ha |A#| elegendden kicsiny. Ekkor azonban

. ' d ) ’ d
(# 4 80) - F@)l = | [ o+ doyiy= [ fe,nisl <

<1 [ 1o+ Bag)— o )ldyl < eli—el =1,

hacsak |Az| elegendden kicsiny.
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Be lehet azt is bizonyftani (ennek" részletezésével itt nem foglalkozunk), hogy a pa-
raméteres integrdl akkor is folytonos, ha a hatirai nem allanddk,

: ViR
il frayrdy
ot X4 .

/ y- e
X .

15. 4bra _ S 16. dbra

hanem az z € [a, b] paraméternek folytonos figgvényei, vagyis ha a 7 tartomanyt pl. az
z-= a, z = b egyenletil egyenesek mellett a folytonos u(z), v(z) fiiggvényeknek megfelels
Y= u(m) és y = v(z) egyenleti gorbek hata,rolja,k

F(z) = / S 0)dy .

Ha a 7 tartomdnyban f(z,y) az z szerint még differenciélha.té is és az fL parcidlis
derivdlt e tartomanyban folytonos, tovabbd (az =-t6l fiiggd hatdrok esetén) a hatdrok.
is z-nek differencidlhaté fuggvenyel, akkor a parameteres integral a parameter szerint
differencidlhaté. :

) Alandé hatirok mellett

4 ] a9}y = / Uz,

azaz a derivilds égyszertien az integralas jele alatt elvegezheto (Lemez), va}tozo hatarok
esetén pedig :

(=)

Ezeket a szabilyokat egyézerﬁen lehet ;ga.zolm. Legyen elészor

d - .
Fe) = [ ey,

L iy [ G du
i [, Jis= I ALy st e~ He u(m))_ =
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amikoris

F(z + AA:? - F(z) _ - (/ fla+ A:c,y)dy / f(lay)dy)

[ f(z+ Az,y) - fe0),, af(w,y)
ﬁf As ] , - ha

Az — 0.

A valtozé hatdrok esetére vonatkozo szabaiy 1gazolasara tekintsitk a kovetkezd
haromviéltozds fiiggvényt:

Hawo)= [ flandy,
ahol v = u(z) és v = v(z). A ldncszabaly alkallnazéséval'

de¢ 345 3q3dv ngdu
dr dvdz | Bu da:

azZaz

d u(x) 3 o(z) af(m y) dv du

amint allitottuk.

r

9.4.2. Tartoményintegral éltaléﬁos definicigja és tulajdonsdgai

Ismeretes az, hogy az egyvaltozds, korlatos és legaldbb végesézé,mﬁ szakaszonként folyto-
nos f(z) fiiggvény x € (a,b) intervallumhoz tartozé (Riemann-} hatirozott-integraljira a
kivetkezd meggondoldsokkal jutottunk. Felosztottuk az [a, b] intervallumot az

aEzg<a:1<a:g<...<cc;_1<m;<.r..<a:nzib
osztépontok kozbeiktatdsdval n részre. Az i-edik ré’szinter‘.v_allum hossza
| T;— :v,_l = Aw, .
és ebben a részintervallumban mf f(:n) = m;, sup flz) = M,, azaz
m; < flz) < M;, ha m € {zi_iyzd].

Mmdegyxk reszmtervallumba,n egy tetszoleges kozbenso hely &;. Fennall az 1ntegra1kozellto
osszegekre a kovetkezd relicié: .

thﬂwr < Ef(fz)Ax; < ZMAxi = Sn

i=1

f(x) feltételezett legalibb szakaszonkénti folytonossiga miatt lehet olyan finom felosztdst
vélasztani, hogy egy-egy rész-szakaszon két tetszOleges figgvényérték kiilonbsége, tehdt
f(z) ingadozdsa (oszcillicidja) mér kisebb mint

M; —m; <

b—a’
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ahol € egy elbre megadott kicsiny pozitiv szam. Ekkor azonban
n E "
Sq — 8a :vZ-(M,‘ — mi)Az; < e ZA&‘:; =€,
. i=1 i=1

vagyis
Jm  (Sa—sa}=0,
max Az —0

és igy 16tezik a kévetkezd hatarérték:

i, Zf(f' = [ sty

max Az |—0 {=1

Ennek a gondolatmenetnek analdgidjira a Riemann-integral fogalmét ki lehet terjesz-
teni mérhetd, dsszefiiggd koildtos tartomanyokra kiterjesztett pont- fuggvenyek Riemann-
mtegraljara Ezeket fogjuk tartomdnyintegrdloknak nevezni.

Legyen adva egy mérhetd, sszefiiggd, korlatos 7 tartomdny (ponthalmaz). Egy-
dimenziés esetben pl. egy gbrbedarab (specidlisan egy egyenesszakasz), kétdimenziods
esetben pl. egy feliiletdarab (speciéiisai: egy sikrész), hiromdimenzids esetben egy
térrész. Hogy a tartomdny mérhetd, azon azt értjik, hogy pl. egydimenzids esetben
a szobanforgd gﬁrbedarabna.k van fvhossza, kétdimenzids esetben a feliiletdarabnak van
felszine, hdromdimenzits esetben a terresznek van térfogata. Jeldlje a 7 tartomdny
merteket T

mes (T) =

Jeldlje a T tartomany egy tetszoleges pontjit P, azaz
PeT.

Legyen adva egy a 7 tartomdny pontjaiban értelmezett f(P) fiiggvény, amelyrdl feltessziik,
hogy korldtos és legaldbb résztartomanyonként folytonos. Ha a tartomany egydimenzids,
akkor a P pont egyetlen véltozdval (pl. ‘koordinataval, vagy ivhosszparaméterrel) adhatd
meg, tehdt f(P) egyvaltozds fﬁggvény. Ha a tartomany két- vagy hiromdimenzids, akkor
P két, vagy hdrom koordinatdval (pa;ra,mét;errel) adhaté meg, tehdt az f(P) pontfiggvényt
két-vagy haromvéltozés fiiggvénnyel lehet azonositani.

Osszuk felk a 7 tartominyt A7 resztarto;na,nyokra igy, hogy :

.C:

AT =T,

=1

mes (AT;) = AT; # b, mes (7) = T és :

: ‘_'iAT,- -7
Ci=1
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Legyen AT, egy tetszileges pontja Py
P, € AT;, z"= 1,2,...,n,
és inf (f(P)) = my, sup (f(P)) = M, ha P € AT, azaz
m; < f(P) € M;.

Fennéll, hogy
sw=) mlTi <) f(P)AT; <Y MilT; = S,
; s =1 i=1 i=1 N

Finomitsuk most a. 7 tartomdny részekre osztdsit ,dly médon, hogy a résztartoméanyok
szama minden hatdron tdl ndvekedjék {(n — o00), ezzel egyidejileg a résztartomdnyok
koziil a legnagyobb mértékszdminak a mértékszama is minden hatdron tdl csdkkenjen
(max AT; — 0), azonban iigyeljiink arra, hogy kézben valamennyi résztartomany leg-
nagyobb atmérdje is 0-hoz tartson. ' -

f(P) legalibb is résztartomanyonkénti folytonossdga miatt lehet olyan finom beosztést
vilasztani, hogy egy-egy résztartomdnyban két tetszdleges fuggvényérték Lillonbsége,
tehdt f(P) ingadozdsa (oszcillicidja) mér kisebb, mint %, azaz '

£
M,-—m,-<f,

ahol ¢ egy elére megadott tetszblegesen kicsiny pozitiv szdm. Ekkor azonban

Sy — 8y = Zn:(M;—m,')AT{ < ;}iAT{:E,

=1 i=1

vagyis
lim (S, —s.)=0,
n—00
max AT;—0
lim > mAT = lim Y MAT

n—co
max AT, =0 =1 max AT —0 ;=1

és fgy létezik az alsd- és felsO integrélkdzelitGosszeg dltal kozrefogott integralkdzelitd
Osszeg hatdrértéke is, és ez definidlja f{F)-nek a 7 tartominyra kiterjesztett tar-.
tomdnyintegraljat:
N n
Jim, S sR)AT = [ pPyar.

max Az;—0 j=1 (7
i A tartoményintegrilnak ez az altalinos definiciéja specidlis esetként magdban fo-
glalja az egyvaltozds f(x) fliggvény ¢ < z < b intervallumira vonatkozé Riemann-
integraljat (hatarozott integraljat). Két- és haromdimenzids tartomdnyintegralok két-
és hdromvaltozds fuggvények megadott tartomdnyokra kiterjesztett Lkettos-, illetve
hdrmasintegraljai lesznek. ' '
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A tartomanyintegrilok definicidja alapjin kénnyen beldthaték a kﬁvetl_(ezs tulaj- -
donsagek: )
a.)Végesszami fi(P) (i = 1,2,...,n) fiiggvény Ssszegének a 7 tartomdnyra kiterjesz- -
tett integralja egyenls az dsszeadandd fiiggvények tartominyintegraljainak az fsszegével:

’ H(PYT = H((PYT .
]m;f( ) ;/mf( )

Osszeget tagonként lehet integralni. '

. b.) Az integrdlandé figgvény dllandé szorzéja (egyiitthatéja) kiemelhetd az integrali~l
elé: - '

f cf(PYT = ¢ [ F(P)T .
& @

¢.) Ha az T tartomény n részbdl all:

T=\J%
i=1
és n »
T=mes(T)= Z,mes(’]}) = z T;,
i=1 i=1
akkor |

fm ,f(P)dT - ;/m F(PYT .
d.) Ha 7-ben minden P-re teljesiil, hogy
f(P)<M, PeT,
akkor mivel

. dTr =T,
(T}

azért : o

Um F(P)dT

<[ iseprsmer.
{7) )
e.) Ha f(P) és g(P) T-re kjterjesztett_taftqményintegrélja létezik és
[f(P)-g(P)i<e, ha PET,

akkor

S€'T,

g‘ .
! [ swyir- [ oy
P (T)
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azaz e-nal egyiitt a 0-hoz tart. Tehit a ta,rtom:inyintegrél dz integrdlandé fliggvénnyel
egyiitt folytonosan véltozik.

f)HaT =T1UT és mes(Tz)—e tovai)ba |f(P)|<M ha PeT, akkor

<e-M,

F(PYIT - f F(P)ar]| =

] f(P)dT

(7)

*ami ¢-nal egyiitt a '0-hoz tart. Tehdt a tartoma,nymtegrai az mtegr_ala,31 tartomdnnyal

egyiitt folytonosan véltozik.

g.) A folytonos f(P) fiiggvény tartomdnyintegrdlja egyenld a ta,rtomany egy bizonyos
P;. pontjaban vett fiiggvényértéknek és a tartomany mértékének a szorzatival: -

f F(PYT = f(Py)-T, ahol PieT.
Gl ' o

Innen -
£(P) = ] f(PyT

és ez az adott folytonos f(P) figgvénynek az mtegrql-kozepértéke a 7 tartomanyban.
. h.} Ha az f(P) fiiggvénynek egy, a-Pp pontot tartalmazé AT tartomanyra vonatkozd
integralkozépériékét képezziik, és azutin a _
mes (AT) = AT — 0
hatdrdtmenetet elvégezzik (azaz a AT ta,rtomzmyt a Py pontra huzzuk ossze), akkor

f(Pk) — f(Fp) miatt
P = Jim, a [ SP)T

Ezt a ha.ta,ratmenetet “tartomdny szerinti derlvalasnak nevezziik. A tartomanymtegral P
. pontban vett ta,rtomany szerinti derivaltja az integralandé figgvénynek e pontba,n felvett
helyettesitési értékével egyenld:

d o :
= j f(P)dT = f(P).

. L) Az mtegralszarmtas kozepertektetelenek dltaldnositdsaként elvenyes a kovetkezd
tétel:

Ha f(P) és p(P) a7 ta.rtomanyba,n folytonos és p(P) az eiojelet nem valtja, T-ben,
akkor

[ syt =seg [ peyr
N (7)
illetve
’ f(q‘) f(P (P)dT

‘I‘(T)P(P)dT o .
aliol f(Pg) az f(P} fuggvenynek T-hez tartozd infimuma és supremuma kozott fekvo
a T tartomany legaldbb egyik Pi helyén felvett értéke, az F(P) fiiggvénynek e T

tartomanyra -vonatkozd, p(P) stilyfigguénnyel Lepezett integrdlkozépéricke (sidlyozott in-
tegralkozeperteke)

f(P)=
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.9.4.3. Ketvaltozos fliggvény kettSs integralja

Az e]ozo pontban definialt tartomanymtegral specidlis eseteként tekintsiik a kovetkezd
esetet, Legyen adva az (z,y)-sik egy bizonyos zdrt gérbével hatdrolt, mérhetd. sikrésze a
T tartomdny. Enunek barmely P pontja az (z,y) koordma,takkal adhaté meg. Tehdt az 2,
y.valtozdk viltozdsi tartomdnya a 7 sikrész:

(z, )€ T.
Legyen tovdbbd adva a 7 tartomanyban az
J(P) = f(z,9)

folytonos kétviltozds fiiggvény. Ez a fuggveny a T tartomany “felett” egy blzonyos
feluletdara.bot hatdroz meg:

2= f(z,9).
e felitletdarab egyenlete.

A tartomgnyintegral értelimezése szerint
f(P)T
T)

. -annak a hengerszeril testnek a térfogatit adja, amelyet az (z;y)-stk 7 tartomanya,
e tartomdny hatérgdrbéjére allitott, z-tengellyel parhuzamos alkotéjd- hegerpaldst és a

= flz,y) egyelﬂetﬁ felilletnek a 7 tartomanyhoz tartozé darabja hatirol. (Hall-
gatdlag feltettiik azt, hogy f(z,%) > 0 a. 7 tartomdnyban.) Ez a geometriai jelentés,
a szemnléletesség folytan, nagyban hozzdsegit a kévetkezék egyszertibb megértéséhez.

A tartbma’.nyintegré,l_ definiciéjdhoz hozzdtartozik a 7 tartomdny AT} teriiletil
résztartomdnyokra osztdsa. Bzt a felosztdst kényelmes iigy elvégezni, hogy z-irdnyban
vélasztunk n-darab Az; séélességii rész-szakaszt (j = 1,2,...,n) és y-irAnyban m-darab
Ay szelességli rész-szakaszt (k = 1,2,...,m). Az ezeknek megfelelé osziépontokon 4t ko-
ordinatatengelyekkel pirhuzamos koordinitavonalakat hizunk, vagyis a 7 tartomdnyt ko-
ordindtavonalak derékszogi négysziges halézatdval boritjuk be. Az z-irdnyban kivalasatva
a j-edik résszakaszt, y-irdnyban pedig a k-adikat, a megfeleld résztartomdny teriilete
Az;- Ayylesz. Ennek a résztartomdnynak egy tetszéleges pontja legyen a (&5, 7x) pont és
ebben a pontban a fuggvényérték: f(&;, ). Képezzik az

f(gja Ne)Az; Ay

- szorzatokat az egész"f tartoményban, majd vegyik ezek Gsszégét:

Z Z f(fJ,ﬂk)Aszyk

k= lj"'l

{Az Osszegzés soran természetesen azoka.t a tagokat, amelyeknek megfeleld Axz;Ayy
teriiletek a 7 tartomanyon kiviilre esnek, az dsszegzésbél ki kell hagynil)
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Lz az dsszeg az f(z,y) fliggvény 7 tartomdnyra kiterjesztett tartomanyintegraljinak
egy integrilkdzelitd Osszege, azaz az elobb emlitett hengerszerii test térfogatdnak
egy kozelitd értéke. Anndl jobb ez a kozelités, minél finomabb a 7 tartomdny
résztartomdnyokra vald felosztdsa. Kimutathatd, hogy ha egyidejiileg max Ar; — 0
és maxAyr — 0, akkor ennek az Osszegnek a hatdrértéke az adott fiiggvény tar-
tomdnyintegriljdt, azaz a széban forgé hengerszerii test térfogatdt szolgdltatja.

(A térfogatot illetden megjegyezziik azt, hogy persze ugyantgy, ahogyan az egyviltozés
fiiggvény hatdrozott integriljinak a geometriai jelentésénél, a gorbe alatti teriiletnél
lattuk, itt is eljeles térfogati mértékszémot kapunk és Ha T-ben f(z,y) értékkészlete
egyardnt pozitiv és negativ eldjelii fliggvényértékekbs! 4, akkor a pozitiv és negativ
térfogati mértékszamok algebrai osszege a végeredmény.)

Az elobbiek szerint tehat

] f(P)T =
(7)
’ k=1 j=1

_ /{TJf(x,y)dm dy.

A kettds szummadra tekintettel jeloljiik a hatdrértéket az f(z,y) figgvény (7) tar-
tomanyra kiterjesztett (Riemann szerinti) keitds integrdliaként kettds integraljellel,

Legyen most egyszeriiség kedvéért a 7 tartomany egy olyan derékszogii négyszog,
amelynek oldalai parhuzamosak az z, illetve y tengellyel, azaz legyen

Tra<ae<bh, c<y<d.

Az f(z,y) folytonos figgvény 7 tartomdnyra kiterjesztett kettds integralja, vagyis a
z = f(z,y) egyenletii felilet “alatti” térrész tériogatdnak kiszamitisa céljabdl tekintsiik
elobb az x = dllandé sikok dltal kimetszett gorbék “alatti” teriileteket, amelyeket az
folytonos fiiggvényeként az

d
Fla) = [ fle,vldy
c
paraméteres integral hatdroz meg.
A test [a, 2} szakaszra es darabjanak a térfogata szintén az x fiiggvénye: V'(2). Ha az
F{z) figgvénynek az [x,z + dz] szakaszon Fy, a legkisebD és F,.x a legnagyobb értéke,

akkor a test e szakaszhoz tartozé darabjanak a téifogata, azaz & V(z) fiiggvénynek dz-hez
tartozd AV megvaltozdsa eleget tesz az

Faindz <AV < Fhade
Mivet pedig f(z,y) folytonossdga miatt /() folytonos, azért

Iim Finin = lim Finax =1
dr—0 F(2)  deoo F{z)
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miatt
lim ———— =1,
dzso F {z)dx

tehdt a V'(z) térfogatfiiggvény differencidlja:

. ) .
dV = F(z)da = / f(x!y)dy dz .

A test térfogata tehdt az a < x < b intervallumban:

V= /(’r)/ f(z,g)dm dy = _/:F(m)d.z = fab /Ed f{z;y)dy dz .

Eszerint a hengerszerii test térfogata, vagyis az f(zx,y) fiiggvény 7 tartoményra vonatkozd
kettds integralja két egymdst kévetd egyszeril integraldsra, vagyis kétszeres integrdildsra
vezethetd vissza. ] . : :

Y
d ________
T
elerm-eeh
L
0 ] ; X
17. dbra

Nem szorul bdvebb magyardzatra annak a megillapitdsa, hogy a kettls integrdl
kiszdmitdsdnal kovetett integréldst sorrendet meg lehet cserélni. Az el6bb f(z,y)-nak
vettijk elészor rogzitettnek gondolt z mellett az y-szerinti integriljat c-16l d-ig, majd az
igy nyert egyvdltozés F(z) fliggvénynek vettiik az z szerinti integrdljat a-tél b-ig. De
lIehetne forditva is: -

V= ](T J o dy = / d / ' Hr )i “.

Tekintsiik most az altaldnos esetet, Hatdroljdk a 7 tartomanyt az

y=wile}, y=pfz)
egyenletil, egyrétii, f'olytonos gorbék, mikézben = € [a,d], azaz

Troz)Sy<ea(z), a<z<h.
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Az el6z8khoz hasoulé meggondoldsok szerint egy tetszéleges [, b]-be esd, rigzitett 2-hez
tartozd sikmetszet gdrhe “alatti” teriilet, mint az z fiiggvénye:

ealz) .
F(w}=/ " fz.y)dy .

Y= %

1
b . X
Y= Fx)

ot ————

18. abra .

Igy a hengerszeru test térfogata:

/mey)dwdy—

/ F(a:)da: =
/ ‘/:2(93) flz, y)dy dz .

Ha itt az integralds sorrendjét meg akarjuk cseréini, a.kkor elébb meg kell dllapitanunk
azt, hogy a 7 tartomdny hatira megadhaté az

L= 1.!51(3}) y = d’?(y)
egyenletii, egyréti, folytonos gbrbékkel is, mikézben y € [c,d], azaz
T:p(y) <o <taly), c<y<d.

gy egy tetszileges [c,d]-be esd, rogzitett y-hoz tartozé sikmetszet gérbe “alatti” teriilet,
mint az y figgvénye:

4 ly) ‘
G(y) = / flz,y)de ;
¥ (y)

- /(Tj fla,y)dz dy =

és a hengerszerii test térfogata:
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-/ *Gayiy =

d pia(y)
=/ f(a,9)de dy .
c Jin{y)

19. dbra

(Bonyolultabb esetekben sokszor kénytelenek vagyunk a 7 tartomanyt elébb t&bb,
végesszamii résztartomanyra felosztani és az ezekre kiterjesztett kétszeres integralokat
kiszdmitva, ezcknek az Osszegét képezni.)

Az elsbbiekben a 7T tartomdnyt az z és y koordindtatengelyekkel parhuzamos egye-
nesekkel bontottuk fel résztartomdnyokra. Ezért addédott = és y szerinti integralokként
a kétszeres integral. De nem ez a 7 tartominy résztartomdnyockra vald bontdsinak az
egyetlen lehetséges mddja és nem is ez a legeldnydsebb minden esetben.

A kovetkezokben megvizsgaljuk azt, hogy a 7 tartomanynak mds gorbeseregekkel
valé felosztisa esetén hogyan kell a kettds integralt kétszeres integraldsra visszavezetni.
Amint az igazolhatd (és a szemlélet alapjdn nyilvénvald) a kettds integral értéke csak az
flz,y) figgvénytdl és a 7 tartomdnytdl figg, a tartomany felosztasi médjatd! figgetlen.
(Bérmilyen felosztast vesziink is, ugyanannak a hengerszeri testnek a térfogatdrol van
526.)

9.4.4. Kettds integril valtozéinak transzformacidja

Tekintsiik az (z,#)-stk 7 tartomanydban folytonos f(z, y) fiiggvénynek a 7 tartomanyra
kiterjesztett kettds integraljat:

V= j(‘ﬂ/f(m,y)d:c dy .

e )

Vezessilk be az
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filggvényrendszer kizvetitésével az u, v valtozdkat = és y helyébe. Ezt megtehetjik ak-
kor, ha ez a fiiggvényrendszer kolcsénosen egyértelmil és megfordithaté médon képezi le
egymasra aZ (&,y)-sik T tartomanydt az (u,v)-tk 7' tartomanyira. Mint tudjuk, ennek
sziikséges — és kicsinyben elégséges — feltétele az, hogy az adott fiiggvényrendszer

He,y) _ % %[
Hu,v) =

figgvénydetermindnsa (Ja.cobi-félé determindnsa) zérusté] killonbbzs legyen.
Az Wij valtozdkra valé 4ttérés azt jelenti, hogy az (z,y)-sikbdn-1évé T tartoményt u
= allandd és v = allandd gorbékkel bontjuk fel AT teriiletii résztartomanyokra. Ennek

megfelet az (u,w)-sikbeli 77 tartomdny koordindtatengelyekkel parhuzamos egyenesekkel
AT = AuAvw teritletll négyszégekre vald felbontasa.

% V4’
4 .
fj = Gwmdd
u=dilands 37
!
1 —v=0llondd
Uresuav
X 4
a [}
¥
20. abra
Mint ismeretes, jé kozelitéssel fenndll, hogy 7
d =, '
AT | 28D Ay - [0 A ny
. IHu,v) du,v)
Ennek megfeleléen az integralkézelitd dsszegre ezt kapjuk
m n ‘
alz, .
ZZf(m(izj,vk),y(uj,vk)) aiu i’; Au;Avy,
k=1 =1 * Ik

ahonnan az m,n — co dgy, hogy maxAwu; — 0 és Ay, — 0, hatdrdtmenettel kapjuk a

kovetkezd kettos integralt: _
ve [ ] e ay=
(T

B ‘ oz, y)
- /m/ S ), 9w 0)) | 5o

dudw .

105



9.4.5. Hiromvaltozés fﬁgg\(ény hérmas integralja

A korlatos éfs folytonos

f(P)= f(z,3,2)
haromvaltozos fuggvenynek a mérhetf, hiromdimenziés V(mesV = V) tartomdnyra (azaz
‘a V kobtartalommal bird térrésare) kiterjesztett integraljdt tigy értelmezziik, hogy a tar-
toményt koordindtasikokkal parhuzamos (¢ = dllandd, y. = dlland6, z = dllandd ") sikokkal
részekre osztjuk. Egy ilyen résztartomdny a AV; = Ax; AypAz kobtartalmi derékszogil
'pa.ra.ﬁelepipedon Ennek egy tetszésszerinti pontja a P (E,,nk,g’;) pont. Kepezzuk a

Z Z Z f(E.‘h ks Ck)AmjAykAz;

i=lk=1 =1
mtegralkozehto osszeg hatdrértékét \igy, hogy a felosztast minden hatiron til finomitjuk,
azaz m, n, p — oo mikdzben max Az;, max Ay, max Az — 0. Ha ez a hatérérték létezik,
akkor ez definidlja az adott fiiggvény V tartomdinyra klterjesztett hirmasintegraljat (tar-

toma.nymtegra.lja.t)
f f(P)dV = [_/ Jf(m,y,z)dzdy dz.

A kettds mtegralhoz teljesen_hasonloan jutunk arra, hogy az f(=z,y,z) figgvény hidrmas
- integrdlja visszavezethetd hdromszoros integralsra.
Legyen pl. V a kivetkezd derékzogii parallelepipedon:

h Vie<z<bh, e<y<d, e<2<g.

/f )/f(:r ¥z dmdydz_f]/f(m,y,z)dzdydz

Ekkor :

21: dbra
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Vagy pedig tegyiik fel azt, hogy a V térrésat a
z= ﬁol(xay) y ® = WZ(‘c:y)
egyenletll feliiletek lila,té,roljé,k,‘ mikézben -

Pr{z) < y< Pa(z),

a<z<bh. -

225 (xy)

Z=%(xy)

1.
{
i
i
1
i
[ .
£

Ekkor -

¥2(z) (%)
/‘f‘)/f(m,y,z)dw dy dz = j [ j f(:c,y,z)dz dy d.'c
(V¥ ¥i(z) Jies(zy)

Természeteen  itt is {ugya.nﬁgy, mint a kettds integré.lok kiszdmitdsdndl), a hatarck
megfeleld megvaitoztatasaval az integralds sorrendjet meg lehet cserélui.

Megjegyzés

-A tSbbszorés integral az egyes valtozdk szerinti kozonséges integralok szorzataként
szémithaté abban a specidlis esetben, amikor az integrilok hatarai 4llanddk és az in-
tegralandd fiiggvény olyan tényezdk szorzata, melyek egyenként csak egyetlen viltozénak
a fliggvényei.

PL -ha o
fz,y) = o(z) - ¥(v)

187 -



akkor

Jf(w y)de dy —f / o(z) - B(y) d:v d:u =
]a pl2)da - ] Wly)dy

9.4.6. Hairmas integral valtozéinak transzformacidja

f_/(vJ fzs 4, 2)dz dy dz

hirmas integralban az :
' z(u, v, w), y(u, v, w), z(v, v,w)

fiiggvények kdzvetitésével vezessiik be az u, v, w j véltozékat. Ha ez a fliggvényrendszer
- kolcsondsen megfordithatd és egyértelmii médon képezi le az (z,y, #) koordindtarendszer
V térrészét az (u,v,w) koordindtarendszer V' térrészére, aminek sziikséges.és k!csmyben
elégsége feltesele az, hogy a fuggvenyrendszer :

. 9z Zz Jz
3.(w.>y, ) _ | % & %
&, v, wY F TR T ]

du dv Buw

fiiggvénydeterminans (Jacobi-féle determinédns) 0-t6l kiﬂb‘nbﬁ'o'zc’i leg&ell, akkor

f/ )/f(l‘-ay,Z)d:u dy dz =

/fwff 212, 3(2 ,10), (26,0 wnlggw;y;zg

9.4.7, Kettds és harmas integralok néhany alkalmazdsa

du dv dw .

A kettds integrél geometriai jelentésével kapcsolatban 14ttuk azt, hogy az (z,y)-stk T

tartomanyara kiterjesztett - _
f /'f(m,y)dw dy
T . .

kettds integral annak a hengerszerli testnek az elSjeles: térfogatdt adja, melyet az (z,y)- stk
T sikrésze, e sikrész hatdrgorbéjére dllitott, z-tengellyel parhuza.mos alkotdji hengerpaldst
ésaz= f(:t, y) egyenletl feliilet hatdrol. ‘

Ha spec1a,lisan f(=z,y) =1, akkor

/ de dy=mes () =T
(T

ez pedig a T sikrész terilete.
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Ennek analégidjéra az f(z,y,2) = 1 figgvénynek a tér valamely zart V ta.rtomanyara.
kiterjesztett harmas integrilja

//M/dz di dz = mes (V) =V,

ez pedig a V térrész térfogata. )

Lassunk most néhdny mechanikai alkalmazdst. Legyen p(P)} a mérhetd 7 tartomanyt
betdltd témegeloszlds siirtisége, mint a hely figgvénye. Osszuk fel a 7 tartomanyt ele-
gendben kicsiny részekre. Az i-edik résztartomany mértéke legyen AT}, E résztartomény
egy belst pontja P;. J6 kozelitéssel ennek a résztartomanynak a témege

p(P) - AT:.

Az egész tomeg ezek Osszegének a hatdrériéke, midén a résztartomdnyok szdma minden
hatdron til ndvekszik és mindegyiknek még a legnagyobb dtmérdje is minden hatdron til

csokken, azaz
/ p(PYT .
(7)

Ha a tomegeloszlds tomegkozéppontjdnak (suilypontidnak) egy rogzitett ponttdl (vagy
egyenestdl, vagy siktdl) valé r, tdvolsigdt akarjuk meghatdrozni, akkor — feltéve, hogy
r(F;) jeloli az ¢-edik resztartomanyban klszemelt P pontnak ugyanonnan mért tavolsaga,t

— mivel

r(P)P(PIAT;

jelenti jé kﬁze]itésel az t-edik részben foplalt tomeg. elsorendu nyomatékit és ezek

osszegének-hatirértéke, azaz -
. / r{P)p(PYT
Ty
adja az egész témeyg elsdrendd nyomatékdl, kapjuk, hogy

_ Jayr®(Pyr
T Jey p(PYT |

Igy pl. az elsbrendi nyomatékot az (y,z)-sikra szamolva, a tdmejkézéppont zs koor-
dinatdjara kapjuk, hogy
f(T) zp{PYdT

f(T)P(P L/
Ha viszont a 7 tartomany elegendo k1csmy résztartoméanyokra, vald feloszta.sakor a
p(P:)AT; témeget az r( P;) tivolsig negyzetevel szorozzuk, azaz az

*(R)A(PIAT,

szorzatok Gsszegének vesszitk a hatdrértékét, akkor a
/ r2(P)p( P)dT
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tartomanyintegral a 7-ben foglalt tomeg tehetetlenségi (mdsodrendii) nyomatéhdt fogja
megadni. : o

Példaul sikbeli, p(P) = p(z,y) siriiségli tomegeloszids esetén, ha-az (z,y) koor-
dinitarendszert a tomegeloszlds sikjiban vilasztjuk, akkor az egyes koordinitatengelyekre
vonatkozé azidlis mdsodrendd nyomatékok: ’ :

/ )'/y2 -p(:c,y)d:c dya

(T .

I, = / ng-p(x,y)dm dy .
(T

Az origéra vonatkozd in. poldris mdsedrendd nyomaték viszont:

I

I, = ] J(mz +y8) plz,y)de dy =1, + I, .
T

Szokds még definidlni az (x,y)-tengelyekre vonatkozd dn. centrifugdlis mdsodrendd nyo-
matékot, a kovetkezéképpen:

I =/ [wy-p(ﬂ:,y)ﬁlm dy .
(1)

Térbeli, p(P) = p(z,v, z) stiriségii tomegeloszlis esetén az egyes koordindtatengelyekre
vonatkozé azidlis masodrendd nyomatékok: :

¥

Ly = f[ J(y2 + 2% p(z,y,2)dz dy dz,
(v

Ly = ]/ )/(:l.2 + 22) - p(z,y, 2)dz dy dz,
(v .

L = // )/(mZ + 'y2) . p(m,y,z)dm dy dz .
(v :

Az Un. devidcids nyomatékok:

Izry = // /xy'p($:y>z)dm dy dza
(1)

// Jyz-p(w,y,Z)dw dy dz,
(T

I, = f/ sz-p(m,y,z)dm dy dz .
(T

Az origéra vonatkozd poldris tehetetlenségi nyomaték:

4 1,
I = jf Jﬁvzyz +2%) - ple, v, 2z dy dz = S(Low + Ly + L2) -
(v .

&
N
1l

Anélkil, hogy itt részletekbe bocsitkoznank, megjegyezzik, hogy az
Loa® + Ly + 2% = 2(pyzy + Lpyz + Ipzz) = 1

" 110



egyenletii mdsodrendii felillet az dn. tehetetienséyi ellipszoid. (Az egyes egyiitthatdk az
el6bbiekben definidlt axidlis és devidcids misodrendii nyomatékok.) Ennek az ellipszoidnak
a fotengelyel az un. f§ fehetetlenségi frcinyokka! megegyeznek, a kozéppontja pedig a koor-
dindtarendszer kezdépontja. Ha a koordindtarendszert a kezdépont kériil igy forgatjuk el,
hogy a koordindtatengelyek az ellipszoid fétengelyével egybeessenek, akkor ebben a koor-
dindtarendszerben az ellipszoid egyenlete nem fog tartalmazni vegyes masodfokd tagokat,
vagyis ezekre a tengelyekre vonatkozdlag a devidciés nyomatékok zérusok. A f6 tehetet- .
lenségi iranyokra vonatkozo tehetetlenségi nyomatékok, az in. fétehetetienségi nyomatékok
5z¢€ls6 értékek. Ha a koordindtarendszer kezdGpontjin 4t hizunk egy g egyenest és meg-
keressiik ennek az egyenesnek a tehetetlenségi ellipszoiddal valé egyik M metszéspontjit,
akkor az OM tdvolsig megadja a g-re mint tengelyre vonatkozé tehetetlenségl nyomaték
reciprokdnak a négyzetgyokét.

Befejezésiil még egy mechanikai alkalmazdsra mutatunk rd. A P; pontban 1év6 m;
tomegpont (Newton-féle} potencidlidnak értéke, a téle r; tavolsigra 1évé R pontban:

my

$i=—;

Ti
az my,Ms,..., M, témeg pontrendszeré:

Eil

b=

=1

Ennek alapjin, a 7 tartomanyt p( P} stirliséggel betoltd témegeloszlds (Newton-féle) po-

tencidljira az R pontban:
: p(P)
¢ = / aTr .
7y 7(P)

Ha pl. R(£,7,() és a tartomdny a V térrész, akkor

o) = -~ plz,y,2) .
e ”O_U(v»/ o3 oo s e A

Itt 7(P) jelenti a PR tavolsigot,

Példdk

- 1. Hatdrozzuk meg a

INECECT .

kettds integralban az integrilds hatdrait, ha

T::cz—[-yZSRz.
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23. dbra
Ha az integraldst el6szor & szerint és azutdn y szeriﬂt végezziik, akkor
VB - << VR -,
-R<y<R
és igy lesz:

j_z /m fz,y)dz dy.

e

Ha viszont el8sz0r y szerint és azutdn z szerint integrdlunk, akkor

VR g2 <y < VR?-2?,

~-R<z<R

R VR —z?
]' / flz,y)dy dz .
-RJ /R SE

2. A ff('r) flz,y)dz dy integralban a 7 tartomany az (z,7) sik elsé negyedében 1évd

és igy lesz:

sikrész, amelyet az z =0,y =2— 2,y = z? egyenletli gorbék hatdrolnak. Mik leznek az
integralds hatarai?
Ha elészor y szerint integralunk és azutdn z szerint, akkor
2
"<y<2-z,
0<a<1.

Igy tehat ' :

. 1 22—z

| /f(m,y)dwdy: ] / f(z,u)dy dz .
(7 o Jo2 :
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\ y=xZ

N

y=2-x

24. abra
Ha az integrdlds sorrendjét megeseréljiik, akkor az alaptartomdanyt két részre kell bon-

tanunk:

Ti-ben: 0<a2< /¥, 0<y<i;
Tyben: 0<e<2~-y, 1<y<2.

g
x=Vy
"7
N N\ x=2-y
] ¥ X
25, abra

Ennek megfelelden az adott integral két integrdl tsszegével lesz egyenld:

j F(z,y)de dy = f fla,y)de dy + f f(z,y)de dy =
en) (1) (72)

:-./01 /()ﬁf(m,yidm dy + /i? /02‘3’ flz,y)dz dy .

3. Az z,y derékszigi koordinatak helyett vezessik be 4j valtozénak az 7,
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polarkooerdindtékat =

[ e vyie dy
{T)

kettds integrilban, ahol a 7 fartomany az
(x_R)Z+y2:R2

egyenletti korrel bezdrt sikrész.
Kiszamitjuk el6zor az .

: £ =Trcosp

Y= Tsing

Gszefiiggésekkel meghatirozott fiiggvényrendszer Jacobi-féle determindnsat:

oz .
a(%?!): ? aT,, _jeosg —rsing
ae@r | 3 5 sing roosg

=reoslptrsinfe=r.

. 26. abra

Egyszert geowmetriai osszefiiggés alopjén a tartomany hatdrgdrbéjének polirkoordinatés
egyenlete: ' :
r=2Rcosep,
ahol i ﬂ
o << .
2=%373
Ennek megfelelen a felvett fliggvényrendszer a F tartomanyt T'-re képezi le, ahol

70_'<_?‘S2Rcosgo>,

™ T
L.
._(P._Q

ey
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r=2Rcos¥

T
/7 i g\ i 4
27. dbra
T’-ben mindeniitt _
U C3 7] B
G
azZaz .
dz dy = rdrdyp
és igy-

]- : 2Rcos
= ] flrcosp, rsin@)rdrdy .
_% Lt]

]f{v)/ flz,y,2)dz dy dz

hdrmas integral ¥ tartoménya legyen az

122+y2+22=R2

/ f(z,y)dz dy = ] Jf(r cos @, 7sin @)rdrdp =
€3] {r"

egyenletii gombfelillet altal bezdrt térrész, Alakitsuk 4t az integralt, 1j véltozdkként

gombkoordinitékat vezetve be.:

1_15



2
/s
g '
g by
I
1) ! !
T -
[N y
N
X
28. abra
A P(z,y,z) pont gbmbkoordindtaival:
z = rcosegsind,
= rsingsind,
z = rcos?d.
Mivel
gz nd, &= ¥, ZE=-—rsinpsiny
ar = cossind, Z5 =rcospcosd, L= -rsingsind,
%’Ti:sin(psinﬂ, %':rsin:pcosﬂ, g—%:fcosgpsin't?,
g—f:cosﬂ, g—g:——rsinﬁ, g—;=0,
azért
cospsind rcospcosd —rsinpsind
——= L = singsin® rsingcosd  reosesind | =
(r.9,9) ’ v 4
e cos 9 —rsind 0
=risind.

A V tartomdnynak megfelelo V' tartomdnyban az j véltozdk valtozési intervallumai a
kovetkezok:
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és mivel ebben

6(2:1 Y, Z) 2 :
| = D)
3., 9) r¥sin ¥,
azért :
dz dy dz = r?sin ddrddde .
Igy végil

]] )/f(m,y,z)da: dy dz = ff y/f(i"cost,,psinﬂ,1f‘sin<,osi1115','rcost‘))?'2 sin ddrdddy =
v v . '

2r rm R .
= f [ / flrcospsind, rsin @sin ¥, r cos 19)1'2 sin ¥dr didy .
o Jo Jo :

] Je—m2"y2dm dy
(T

kett6s integrdlt az z* + y* < R? tartomdnyban.

5. Szédmitsuk ki az

29, ibra

Ezt az integrilt © és y szerintl kéiszeres integrilissal elemi Gton nem tudjuk
kiszdmitani. Ezért polérkoordinatakat vezetiink be:

T =7rcosy,
Y =rsing.
Ekkor
2 - B(:r:,y) _

$2+y2:r es 8(r¢)_T

A transzformacié utdn az integralasi hatdrokat a kovetkezd egyenlotlenségek adjak:

0<r< R,
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0<p< 27,

: 2 o 2r rR 2
/ﬂ/ e ¥ Ve dy::_/ / e’ rdrdp =
{ o Jo
2r rR . O il
—1/ j (—27‘)e'rgdrd<p= ——/ [e™" 1 Rdyp =
2/ Jo , 2 Jo

1 o jred B2
—5/ (e - 1dp=n(l-e").
0

Igy

[
Il

i

H

Ezt a végeredményt haszndljuk fel a kdvetkezd improprius integral kiszdmitdsara:

/: e dz .
j )/e_’"?_”? dz dy
r )

az egész sikra kiterjesztve megfelel f haté,rértékének, ha R — oo, tehat

j efxz’.yz dedy=w.
(D)

a a : e a a 2
/ / e“rhyzda; dy:f eﬁxzda:-/ e_yzdyz (/ e_“’zdm)

Ha most a — oo (ez felel meg az integral egész sikra vald kiterjesztésének), akkor
oo 2 2
(f e’ da:) =7,
-0

] e d = T

—Co

Ugyanis

Médsrészt

Igy végiil

(Ez az Gn. (Fauss-féle hibaintegrdl.)

6. Szamitsuk ki annak a testnek a térfogatdt, melyet az 2% + y2 + 2% = R? egyenletil
gémbbél az z2 — Rz + y? = 0 egyenletii hengetfelillet kivdg. (Ez az dn. Viviani-féle test.)
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30. abra

Miutdn a gombfelilet egyeniefébﬁl (a felsé félgémbre szoritkozva)

z=R?— g% -y,
a Viviani-féle test negyedrészének a térfogata:
K ‘
._..:/ J\/Rz —z? — y2dz dy,
ahol a T tartomdny az 2* — Rz + 3% <0, z > 0, y > 0 egyenlStlenségekkel meghatirozott

félkor-lap.
Poldrkoordindtdk (z = rcos @, ¥ = rsing) bevezetésével ez az integral a

{I{-:f )/\/R’érardrdgb
{ ()

alakot 6lti, ahol is az integrdlds 77 tartomdnydt a kovetkezd egyenlbtlenségek hatirozzdk
meg:

Tehat . .

K ' 5§ fRcosp )

Z‘.: /2] VvV R? = r?rdr dop,
o Jo
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i '2—' Réosgo 1 .
= —= / / (R? -~ r2)5(~21‘)drd¢p =
= ——/ (R = PR = ——f (1~ sin’ p)dp =

_ - ? 2 )’
vagyis a Viviani-féle test térfogata:

K—?E(Tl’——)

Vegyiik még azt észre, hogy ha a Viviani-féle testet tartalmazd, (y, z)-stk “elotti” félgdmb-
testb8l magédt a Viviani-féle testet elhagyjuk, akkor a maradék test térfogata:
2R3 2R? 4 8R3
T 3=

Fz pedig a teljes gomb koré irt, 2R élhosszisdgi kocka terfoga.téna,k a kilencedrésze!

7. Szédmitsuk ki annak a testnek a térfogatit, amelyet az

egyenletil ellipszoid hatarol.

31. abra

Az ellipszoid egyenletéhol:
G
1- -

A test nyolcadanak a térfogata;

K / / y
eyf1- —de dy,
(T) s v

120



ahol 7

=)

B VAN VAN
FE=)
IA A
o ale

Erdemes ij véltozékat bevezetni az -

Z = aucosv,

y = businv

dsszefiiggésekkel.
- Mivel
% _ acosw 6—$-~¥ausinv
ou T ’
%:bsinv, %:bu’cosv,
azéri '
az,y) acosv —ausinv
= A = abu .
u,v) bsinv bucosv :
Ezekkel p ' o )
--8——4:] /\/1~u2abududv,
ahol most 77:0<u<1,0<v < T,

Lesz tehat
abe

“bC/ [( 2u)(1 - ) dudo = 55 .

Végeredményben:

4aber

3
‘ (Hag = b =c= R, akkor ellipszoid helyett R sugari gémbrdl van sz6 és ekkor i = 4—‘q;’—r,.)

y = 0, z = 4 egyenletit vonalakkal hatdrolt (els6 -

K=

8. Hatdrozzuk meg az z = 32,
sfknegyedben fekvd) homogén siklemez silypontjinak a koordindtdit.

¥

" 32. Abra

121



A lemez teriilete:

4 pE 1 ' -
T:/f dydz:/.ﬁdzzz[wg]g:—lﬁ.
o Jo 0 3 3

A lemez statikai nyomatéka az z-tengelyre:

4 /T 4 ’
Mx:f f ydy dm:l/ mdz:l[mz]gzzl;-
o Jo 2 Jo 4 -

A lemez statikai nyomatéka az y-tengelyre:
s v 4 2 4
My:/ / :z:dydm:/ z%dmz—[zg‘]f,:-ﬁ——.
o Jo — o 5 5
Igy a silypont koordinatai: »
T =
¥Ys =

9.) Hatdrozzuk meg az y = 32 egyenletli parabola és az y = « egyenletii egyenes dltal
bezart homogén (egységnyi siirtiségil) siklemez poléris masodrendi nyomatékat az origbra.

y L y=X2'
y=x
f1
i ; —_—
1] 1 X

33. dbra

f= [ @4 itedy=
(7)

1 T
= / j (a® + y)dy do =
0 Jg2 - ’

1 3 1 4 1
= /0 {a?y + %r}zz'da: = -/(; (g:z:3 —zi - Ezﬁ)dm:
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10. Szamitsuk ki a p stirliségli, Ry bels§ sugdrral és Ry (> Ry) kiilsé sugdrral biré ho-
mogén gémbhéj Newton-féle potencialjit egy a kdzéppontjatdl ¢ tivolsgra fekvé pontban,
amely nem tartozik a gémbhéjhoz.

Valasszuk a koordinitarendszert dgy, hogy az origd a hatdrolé gémbdk koézds
kézéppontja és az adott pont a z tengely (0,0,¢) pontJa. legyen. Ekkor a keresett ¢

potencial:
6= P]_/ J dz dy dz
W VRt (e — o)t

ahol V az By és R sugart gémbfeliiletek kozdtti térrész:

Vezessiik be (a viltozatossdg kedvéért a 4. péld4tdl eltérd médon) az

z=rTrcospcos?,
y=rcosesing ,

z=rsin¢

osszefiiggésekkel az r; ¢ és ? 0j valtozdkat. Ekkor

2 cos¢
drdddyp ,
¢= p_//w}/ V/r2cos?p + (rsing — c)? v

ahol a V' tartoméany hatdrait a kévetkezd egyenlétlenségek adjik:

RISTSR21
0"<ﬁ<21r

_._< <_
2_99

t\?

Vagyis hdromszoros integrél alakjaban:

27 3 : 2
6= ] / : rcosy dpdrds .
o Jr Joz /12— 2crsing + ¢?

Itt & Belsd integral:

z 2
2 74 cos

5E /72— 2crsing + 2

= Z(WVr+ef - Vir— o),

dy = [—I\/'r2 - 2crsin§p + cﬁ]fg =
c - 2

tehdt

21rp

R RV G o

Mérmost két esetet ke]l megkillonbéztetni:

a.) ¢ < Ry, azaz az adott pont a belsé gombon beliil van. Ekkor az integrélijan c<r,

tehat
R

R 2 ' .
/ (V(r+¢)2 = /[r - ¢)2)dr = / rf(r+c¢)— (r - ¢))dr =
R } R o

123




R .
= 2c] rdr = (R} - R}),
S -
vagyis a potencidl ebben az esetben c-tdl fiiggetlen:

¢ = 2mp( RZ — R?) = 4llands.

b.) ¢ > R, azaz az adott pont 2 kiilso gombon kiviil van. Ekkor az integralban ¢ > r,
tehat

R ) 3 rRo : . By
/Rl T(_\/(T + c)z—‘— \/(7' — c)?}dr = fR r[(r+c)—(c~r)dr = 2—/R ridr = %(R% — R:f),

1 1
vagyis a potenciil ebben az esetben:

41rp

(R3 R3).
Minthogy egy R Sug,&ru gomb terfogata 4R T azért a szoban forgd gdmbhéj tomege:
-4
M= ﬂ( - )

tehdt ebben az esetben a keresett potencidl ¢ = M , vagyis ugya,na,z. mintha a gombhe}

egész tomege a kozeppontban (egyetlen pontban) volna egyesitve.
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10. Vektoranalizis

10.1. Vektor-skaldr fuggvények

10.1.1. ‘Bevezetd alapfogalma—k

A vektorgnalizis olyan figgvények analizise, melyeknél a viltozdk kozott vektorok szere-
pelnek. Mint tudjuk, a fiiggvény dltaldban egy olyan hozzarendelési uiasitas, amely egy
X halmaz egy-egy # eleméhez (z € X) hozzérendeli egy ¥V halmaz poniosan egy-egy y
elemét (y € Y), az f fiiggvény az X halmazt az ¥ halmazba képezi le:

f: X =Y.

y = f(#) az = helyen vett fiiggvényérték, vagyis y az z-nek az f fiiggvénnyel létrehozott
képe. =z a fiiggvény tn. fiiggetlen valtozdja, y a fiiggd valtozd (a fiiggvényérték). Az
X halmaz a fiiggvény értelmezési tartomdnya, az Y halmaz a fiiggvény értékhalmasza
(értékkészlete). Marmost a vekioranalizis kirébe olyan fiiggvények tartoznak, amelyeknél
pl. az X halmaz elemei skaldrok és Y elemei vektorok, vagy forditva; vagy lehet, hogy
X elemei is és Y elemei is vektorok. A kiillonbozé figgvénytipusok elnevezésénél azt a
megallapoddst kdvetjiik, hogy a fiiggvények neveindl két-két jelzdt haszndlunk, az elsbt a
fﬁggvéuyér_ték tipusa, a masodikat pedig a fiiggetlen véltozé értékek tipusa megjeldlésére.
Igy pl. a vektor-skaldr figgvényeknél vektor a fiiggvényérték és skalar a fiiggetlen viltozd;
a skaldr-vektor figgvény figgvényértékei skaldrok és vektor a fiiggetlen valtozd; a vektor-
vektor figguény pedig olyan fiiggvény, melynél a fiiggvényérték is, meg a fiiggetlen véltozd
is vektor. _
Valamennyi vektoranalizisbeli problémat le lehet {rni kozonséges skalaris fiiggvényekkel,
ill. fiiggvényrendszerekkel is. A vektoros irdsmédaak azonban kettds célja van: 1. a vekto-
105 irdmod egyszeriibb és tdmorebb; 2. az alkalmazisokban — ezeket tartjuk elsGsorban a
szemimnk eldtt — a vektorok mindig valamilyen konkrét fizikaj vagy geometriai jelentéstiek
és ezek mindig valamilyen koordinatarendszertd] (bazisrendszertsl) fiiggetlen (invaridns)
jelleget hordoznak; a vektoranalizis egyik f6 célja éppen az, hogy ezeket az invariins
tulajdonsagokat kiemelje, ’ ' . -

A linedris algebrdban pl. vektornak tekinthetiink minden rendezett szdmhdrmast (vagy
altaldban szdm-n-est). Azonban nem minden szim-hdrmas jelenthet egy konkrét geomet-
riai, ill. fizikai vektort {elmozduldst, sebességet, er6t sth.). A konkrét geometriai, ill.
fizikai jelentésit vekiorok mindig olyan irdnyitott egyenesdarabokat jelentenek, amelyek
barmely koordinatarendszerben (bdzisrendszerben) ugyanazt kell, hogy jelentsék.

Legyen pl. a v vektor egy térben mozgd pont sebességvektora. Ha most megvélasztunk
és lerogzitink egy térbeli Descartes-féle derékszogh koordinatarendszert, amelynek tenge-
lyeit az ey, ey, e3 bizis egységvektorok adjak meg, akkor ebben a hdzisrendszerben

v = ey + ne; + ey,
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teh4t a vy, vy, vz szimok rendezett hdrmasa meghatirozza v-t ebben a bdzisrendszerben

és a v vektort ekkor a
™

vy
U3
oszlopvektor fogja reprezentdlni. Ha most egy mdsik pl €}, e}, ef bazisrendszert vélasztunk,
akkor ugyanaz a v sebességvektor ’ '

L £t (P
vV = 1e; + V5€; + V€3

alakban adhaté meg és ekkor a v-nek ebben a bazisrendszerben a

oszlopvektor fog megfelelni. E két oszldpvektor nem egyenlé egymassal, bér ugyanazt a v.
vektort reprezentslidk. Eppen ezért a v; és v! (1 = 1,2,3) szdmok kozdtt meghatirozott
osszefiggéseknek kell fennallniuk. Ezekrdl az dn. -transzformécids dsszefiiggésekral
részletesen fogunk heszélni majd a vektor-vektor fiiggvények térgyaldsakor. Erre a
problémdra itt most csak azért tértiink ki, hogy a vektoranalizis tanulményozdsakor mar
mindjért az elején felhivjuk a figyelmet arra, hogy a vektorok matrix-reprezentdcidjakor
nem szabad kritikdtlanul hasznilni a linedris algebrdban tanultakat, mert ez az alkal-
rmazasokban értelmetlen zavarokat kelthet.

A kdvetkezdkben most réviden dsszefoglaljuk és kiegészitjiik azokat a geometridban
tanult ismereteinket, amelyek a térgbrbékre, ill a feliletekre vonatkoznak. '

10.1.2. Egyvaltozés (egyparaméteres) vektor-skaldr fiiggvények,
“térgorbék

Legyen az r vektor a skaldris ¢ valtozd (paraméter) megadott figgvénye:

(1), telofl

ez egy in. egyvaltozés (egyparaméteres) vektor-skaldr fiiggvény. Fz a figgvény a ¢ skaldris
fiiggetien valtozé minden széba johetd értékéhez (& < t < ) egy-egy meghatérozott r vek-
toridlis fiiggvényértéket rendel hozzd. (Megjegyezzitk azt, hogy itt és a tovibbiakban is
megengedjiik azt a — foleg az alkalmazdsokban - szokésos jelolésbeli pontatlansdgot, hogy
magit a hozzarendelési utasitdst, vagyis a fiiggvényt, és annak a helyettesitési értékeit
is ugyanazzal a betiijellel jelsljik.) A figgvény érielmezési tartomanya rendszerint a i
véltozénak az az intervalluma (a < § < ), mely tartalmazza mindazon ¢ értékeket, ame-
lyekhez r(t) fiiggvényértékek tartoznak. Az értelmezési tartomany valamennyi ¢ értékéhez
tartozd kiilonbozd r(t) vektorok Osszessége alkotja a fiiggvény értékkészletét.

Descartes-féle derékszégii koordindtarendszerben, melynek bazisvektorai a paronként
egymdsra merdleges és az indexek sorrendjében jobbsodrdsi rendszert alkotd e, ez, es
egységvektorok:

- I‘(t) = 2’21(1)81 + Il’.‘g(t)_e-z + $3(t)€3 .
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Tehit az vt} vektor-skaldr figgvény az z{1) (I = 1,2,3) egyviltozds {skaldr-skalar)
fiiggvényekbol 4116 fiiggvényrendszer 16morebb kifejezése.
Az r(t) fiiggvénynek
lim r{t} = rp
t—dp

fatdrériéke 18tegik 85 ez ez 1y vektor, ha a Letszﬁieges kicsiny pozitiv ¢-hoz talalhatd olyan
pozitiv 8, hegy
(@) —rol<e, ha [E-tl< 4.

Az r(t) fiiggvény a 1o helyen folytonoes, ha
31"1130 r(#) = e(tp) .

Az r(f) vektor-skaldr fiiggvényt a killonb6zé t értékekhez tartozé r{t) helyvekiorok
végpontjainak Osszességével szemlélietjik. Ha a fiiggvény folytones, akkor &ltaldban
a fiiggvényt szemiéltetd pontok Gsszessége egy folytonos térgérbén (specidlis esetben
sikgorbén) helyezkedik €l. Ez a térgbrbe a fiiggvény képe; ennek egyenlete:

r=r(t).

E szemléltetéssel Gsszefliggben kézenfekvd az az értelmezés, hogy az r(2), o <t < §-
vektor-skalar fiiggvény a t értékeivel szdmozott szémegyenes (i-tengely) a < ¢ < 3 sza-
kaszit leképezni az r{t) figgvénnyel meghatérozott térgbrbének az r{a), r{) helyvektord
pontok kdzotti ivére. Ha e térgdbrbedarab egyes pontjaihoz hozzdirva képzeljiik azokat a ¢
értékeket, amelyek a megfeleld pontokat meghatarozzik, egy gérbe vonali skdldt, szdmozott
pontsort kapunk.

A mechanikai {fizikai) alkalmazdsok t6bbségében 1 1d6t jel6l és akkor az r(t) fiiggvény
egy ponimozgdst ir le. Az

r = x(t)

egyenlet a pontmoggis pdlyagbrbéjének az egyenlete. Ha az id6 miildsinak, vagyis
¢t novekedésének megfeleléen végigkbvetjiik a pdlyagdrbén a pont mozgisit, akkor az
r = r(t) egyenletii térgorbét — a befutdsi értelemnek megfelelben — irdnyitott térgorbének
tekinthetjik.

Az r(t) fiigevény a to helyen differencidlhaid, ha a tetszbleges At = t ~ fp
megviltozdshoz tartozik egy olyan At-td] fiiggetlen és csak tp-t6l fiiggd #(tg) vektor,
amellyel r(t) megvaltozdsa (Ar = r(t} — r(tp)) igy fejezhetd ki:

Ar = #(tp)At + h(ty, At)AL
ahol a fp-tol és At-t8l fiiggd h{to, At) vektorra teliesiil, hogy
|h{tg, At — 0, ha At>0.

Az ezzel az Gsszefiiggéssel definidlt #(2p) vektor az r(t) fiiggvény o helyhez tartozéd de-
rivdltja.
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Koordindtakban: )
P(to) = ta{ta)er + Zaflo)es + Ea(ta)es .

A differencisthaté vektor-skalir figgvény Ar megvaliozdsinak a forészét a fiiggvény
differencidljdnak nevezziik: '

’ de = ¥{t)dt = Ar;
e szerint a ﬁiggvényérték megvaltozasa “kicsinyben j6 kzelitéssel” a fiiggetlen valtozd
At = dt megvaltozdsanak homogén linedris figgvénye. :

A derivaltat szoktdk differenciaihdnyadosként is jeloini

i-(t):%?:%.

Ha a derivaltvektor zérustél kilonbézs, azaz ¥tp) # 0, akkor ez a vektor az r(t}
fiiggvény altal megha.té'rozott térgdrbe 1y paraméteril pontjdhoz tartozé érintd vekiordt
adja meg. ) - : ‘ :

A derivélt értelmezése alapjin kinnyen igﬁzo]hazték a kﬁﬁetkqii derivildsi szabdlyok,
Legyenek r(t),r:(t), ra(t), ra(t) és u(t) derivilhaté figgvények, €1 és e pedig skaldris
illandék; akkor ' :

d R .
'd‘—t(cll'l + cgrg} = eify +cofy,
d ':
Ei(u-r) = dr+af ,
d . N
-c-&(l'l -rl‘g) =5 reg+ry-Fe,

i {r; X pg) =) X rg+ry X ¥y (itt 5 tényezdk sorrendje nem cseréthetd fel},

d . . . o .
Ez(rlrzr;;) = Pyl + Cybors + ryrefy  {a tényezdk sorrendjét

az egyes tagokban legfeljebb ciklikusan szabad felcserélni) ..

10.1.8. Térgorbék ivhossza

Valamely térgorbedarab ivhosszat - a sikgorbékhez hasonléan — gy szamitjuk ki, hogy a
gbrbedarabon elegendden siiriin vesziink fel osztépontokat, azokat a befutds sorrendjében
egyenes darabokkal (hirokkal) kétjiik dssze és az igy nyert tortvonal hosszisdgdt tekintjik
a gorbedarab hosszisaga kozelits értékének, majd ennek vessziik a hatdrértékét igy, hogy
a felosztdst minden hatdron til finomitjuk. 7

Ha a gérbedarab befutdsakor a t paraméter a-t6l f-ig novekszik és a. felvett osztSpontek
rendre az

=l <t <l <. . <ipoy <t < Lty =
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paraméterértékeknek felelnek meg, akkor a keletkezett tértvonal hosszisagat a
"
Z () - r(tk-l_)l

tsszeg adja. Ha a beosztds minden hatiron til valo ﬁnomlta,sakor {(azaz ha rna:v{(t;c —t51)
is 0-hoz tart) ez a tortvonalhossz meghatirozott véges hatdrértékhez konvergil, ak-
kor a szébanforgé gorbedarabot rektifikdlhatonak (kiegyenesithetdnek), azaz mérhetd
hosszisdginak mondjuk. Ha most feltessziik ast, hogy az r(t) fiiggvény £(t) deriviltja az
[er, 8] intervallumban folytonos, akkor az r(#) — r(2_1 ) killonbség vektorckat egyenként az
?(%:)(tx —tr—1) vektorokkal lehet helyettesiteni és s igy a tértvonal hosszusaga j6 kgzelitéssel
a kovetkezd Osszeggel Iesz egyenlo .

E @)l ~ 1) -
k=1
- Ez pedig a beosztds minden hatéron til valé finomitésakor az

]a o

integralhoz tart és be lehet bizonyitani azt, hogy maga a tértvonal hossziiséga. is ehhez a
hatérértékhez tart. Tehat (2) folytonossaga esetén az adott térgorbedarab rektlﬁkalhato
és hosszusa.ga .

o= (o= [* a0+ E0+ s

hasonldan a sikgorbékre vonatkozé ismert képlethez.

Ha most az integrdl alsé hatdrdt #, = allanddénak és a felsd ha.ta.ra,t va,ltozo i-nek
_ véalasztjuk, akkor az

0= ] [#(1)ldt

. derivélhatg fiiggvényt kapjuk. Az 1vhosszusagna,k mint a ¢ paraméter fuggvenyenek at
szerinti derlvaltja

dff” I = /33 + £3(1) + 43(1)

Ha most feltessziik azt, hogy a vizsgalt gorbedarabon () # 0, akkor tehdt
. . -ds 7
= —
[l =3 > 0
és igy az s(i) fiiggvény monoton névekvd, tehat létezik enmek egyértelmi inverze, mis -

szoval ‘a t paraméter kifejezhetd az s ivhossaisig fuggvenyeben1 Tehat a térgorbét meg
. lehet adni az s ivhossz- pa.rameter fiiggvényében:

r=r(t) = r(i{s)) .-
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Az {vhossz-paraméter szerinti derivdltat felil-pont helyett vesszovel jelSlve ezt kapjuk:

, _dr _dro dt dr 1 r

Tds dt ds dt &7 i

ez pedig érinto-irdnyd egységvektor.
Ha az r(¢) fliggvény egy pontmozgast ir le, akkor a sebességvektor:

_dr_dr ds ds

VIR T L e T @
Ezt pedig fgy értelmezziik: a sebességvektor irdnya az érinté irdnyival megegyezik, a
nagysaga pedig a megtett dtnak az idd szerinti derivéltjival, az din. pélyasebességgel

egyenld:
ds

|V| = E .
10.1.4. Kétvaltozés ~ (kétparaméters) vektot-skaldr  fiiggvények,
feliiletek.

Legyen az r vektor a skaldris u és v paraméterek fiiggvénye:
r{u,v) ;

ez egy kétvdltozds (kéiparamdéleres) vekior-skaldr figgvény. Ez a figgvény az (u,v)
fliggetlen valtozék minden széba johetd értékparjdhoz hozzdrendel egy-egy meghatirozott
r vektor fiiggvényértéket. A fiiggvény értelmezési tartomédnya az (u,v) fiiggetlen
valtozéknak az a kétdimenziés T tartomdnya, inely tartalmazza mindazon (u,v)
értékparokat, amelyekhez r(u,v) vektorok tartoznak. Az értelmezési tartomdny -va-
lamennyi (w,v) értékpirjdhoz tartozé kilonbozé r(wu,v) vektorok Gsszessége alkotja a
fiiggvény értékkészletét.

Descartes-féle derékszogii koordinatarendszerben:

r{u,v) = z1{u, v)e; + 2a(u, v)eg + za(u, v)es .

Tehit r{u,v) az z:(v,v), i = 1,2,3 kétviltozds (skaldr-skaldr) fliggvényekbdl &ilé
fiiggvényrendszer tomorebb kifejezése.

Az r(u,v) figgvénynek (u,v) — (up,wv) hatdrdtmenet esetén (ez azt jelenti, hogy

u — ug 65 v — ug egyszerre és egymastol fuggetlendl) van hatdrértéke és ez ro, azaz

lim r(u,v)=1rg,
{,v)— (w0 ,va) ( ) 0

ha a tetszdleges kicsiny pozitiv e-hoz taldlhaté elyan pozitiv 4, hogy

II‘(’U.,‘U)—};‘UI<5’ ha \/(u—uo)Z_{_(v_t,ﬁ)Z(a_
Az r(u,v) fiiggvény az (ug, vo) helyen folytonos, ha

lim r(u,v) = r{ug, vo) .
LV (v, ) = r{uo, vo)
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Az r(u,v} kétparaméters vektor-skalir figgvényt a  kilonbdzé  (u,v)
értékpdrokhoz tartozd r(u,v) helyvektorok végpontjainak Gsszességével szemléltethetjik.
Ha a fiiggvény folytonos, akkgr a fiiggvényt szemléltetd pontok Osszessége altaliban egy
folytonos felileten helyezkedik el. E szemléltetés kapcsan kézenfekvd az az értelmezés,
hogy az r(uw,v) kétparaméteres vektor-skaldr figgvény az (u,v) értékparokkal meg-
hatarozott T siktartomanybeli pontokat leképezi az S

r =r{u,v)
egyenletil felillet F darabjdnak a pontjaira. Az F felilletdarab az {,u) paraméterek T

tartoménydnak a képe.

Az r{u,v) kétparaméters vektor-skaldr figgvény egy-egy vy = dllandé, illetve ug =
allandd paraméterérték lerogzitésével dtmegy az

ruyvo) ,

illetve

r(up, ¥)
egyparaméteres vektor-skalir fiiggvényekbe, Ezeknek a képei specidlis felilleti gorbék, dn.
paramétervonalak:

r = r{u,v)

egy Un. u-vonal, _

r{ug, v) 7
pedig egy dn. v-vonal egyenlete. A paramétervonalak az (u, v)-sikbeli koordindtavonalak
képel. A paramétervonalak hilézata ahhoz hasonldan hilézza be az F felilletdarabot,
ahogyan behdlézza az (u,v)-stkbeli T tartomdnyt a koordindtavoralak hélézata. E

szemléltetés alapjan mondhatjuk, hogy a felilet egyes pontjaihoz tartozd u és v értékek a
feliileti pontok gorbe vonali koordindtdi.

Ha egy tetszbleges t paraméter kozvetitésével, az
= u(t),

v = ()

egyenletrendszerrel, az u és v paraméterk kdzétt valamilyen fiiggvénykapesolatot {runk
elo, akkor az

r{u(t), v(t)) = r(t)
egyparaméters vektor-skaldr fiiggvénnyel egy bizonyos felileti gérbét adunk meg.

Az r(u,v) fliggvény az (ug,vo} helyen (totdlisan) derivdlhatd, ha a fiiggetlen valtozdk
tetszileges
Au=n—1g, Av=v-1p
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megva.itoza,sa.hoz tartozik két olyan Awu-tél é Av-tél fiiggetlen, és csak wg-tdl,
vo-t6l fiiggd ri(wo,vp), illetve r,(uo,vo) vektor, amelyekkel r{w,v) megviltozisa
(Ar = r(u,v) — ¥(uo, w)) {gy fejezhets ki:

Ar = ¥, (g, vo)Au + 4 (g, vo)Av £ hiAu + hyAvw |

ahol az (ug, wo) értékpartdl és a Awu, Av megvaltozdsoktdl fiiggd hy és h, véktorokra, tel-

Jesiil, hogy - 7
b2 =0, i=1;2, ha VAu2+Av2 0.

Az ezzel az csszefuggessel definidlt rl, r vektorok az r(u,v) figgvény u- illetve v-
szerinti parcidlis derivdit vektorat.

or -,31'

'
r,= )
YU ou' Yow

A Ar (teljes) megvaltozds forésze a fiiggvény n. teljes (totdlis) diﬁef'enéiélja:
dr = rldu + rijdv = Ar;

e szerint a fiiggvényérték teljes megvéltozésa “kiesinyben jé kozelitéssel® a fiiggeflen
véltozék Au = du, Av = dv megviltozdsinak homogén linedris fiiggvénye.

Az r(u,v) fliggvény az (uo, vo) helyen akkor és csakis akkor differencidlhaté (totlisan),
ha e helyen léteznek és folytonosak az rf(u,v) és rl(u,v) parcislis derivaltak.

A parcidlis derivaltak koordindtikkal igy fejezhet8k ki:

or 8z Oz Oz
" — — —
r, = 6’[1. a e + 5‘11. ey + au ez, .

;. or Oz Oy O3
r, = E}—_: 'B_vel -i--—a;Eg + a—ﬂe;;
Ezek a parcialis derivaltvektorok az u- ill. v- paramétervonalak érintévektorai.

Ha a feliilet egy pontjiban r}, xr, # 0, akkor ott a feliilet érintésikjsnak, azaz maganak
a feliletnek normalis vektora:

7 n=r, xr,
A felillet érintésikjdban benne van az érintési ponton dtmend valamennyi
r = r{u{t), v(t))

egyenlettel méga.dott feliileti gorbe érint8je; hacsak 4% 4+ 42 # 0, akkor ennek a feliileti
gorbének az érintévektora:
. I = I’L’t:r. + ri,'& .
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10.1.5. Feliletdarab felszine

Valamely feliletdarab felszinének kiszdmitdsdra a kovetkezbképpen jarunk el. Az
{2, v)-sthon a vizsgaly felilletdarabmak megfeleld 7" tartoményban hiromsziges halozatot
készitiink. Mindegyik hiromszég szégpontjainak megfeleld felilleti pontokon 4t
hiromszdglapot fektetiink, igy a felilletdarabba befrt poliéder feliiletet nyeriink.

Azt vérnd az ember, hogy ha most az {u, v)-sikbeli haldzatol minden hatdron tdl fi-
nomitjuk, azaz a hiromszégek sedmét minden hatdron 4] ndveljik és oldalaik hosszisigit
egyidejiileg minden- hatdren t#] csokkentjik, akkor a megfeleld poliéderfeliiletek
Telszinei meghatdrozott hatdrértékekhez fognak kbzeliteni, s ezt tekinthetnénk a vizsgilt
feliletdarab felszinének. A helyzet ezzel szemben az, hogy mir olyan egyszerii feliilet,
mint egy egyenes kirhenger paldstja esetén is eléforduthat, hogy a beirt poliéderfeliiletek
Telszfnei — a hdlézat finomitdsinak médjatél figgden — végtelenhez, vagy kiilonbozi véges
hatdrértékhez tartanak. Kimutathatd azonban, hogy ha az (ﬂ, v}-sik vizsgalt részén ), és
!, folytonosak, tovabbd a hdldzat finomitdsit dgy végesziik, hogy valamennyi haromszog
mindenegyes szige egy 180°-ndl kisebb korlat alatt maradjonm, akkor a lefrt médon
szdrmazé poliédereliletek felszinei valéban egy meghatirozott hatdrériékhez kozelednek,
5 ezt tekinthetjiik a vizsgdlt feliiletdarab felszinének.

Hogy est a hatarértéket Kiszdmitsuk, készitsink az (u,v)-sfk 7 tartoménydban
ciyam héromsziges hildzatot, mely az u = &llandé, v = dllandd vonalakkal megrajzolt
négysybgrics négyszogeinek egyik Atldjukkal térténd felezésével keletkezik. A haldzat egyik
haromszogének oldalai ekkor Au és Av nagysagiak lesznek; az ennek a hiromszégnek
megfelels feliiletbe irt hdromszbg megfelelé oldalvekioral legyenek Ary és Arz. Ennek a
haromszognek a tefiilete:

—[Al'l X Ai“z]

Pétoi.]uk 2 Arq vektort a vele kdzelitbleg egyenls v/, Au vektorral, a Ar, vektort pedig az
1), Av vektorral, akkor a kérdéses hiromszog tertilete kozelitoleg:

, 5]1'1.’3'“ x K,Av| = frl x ] —Q-AuAv = Ir‘; X AT,

ahol AT-vel jeloltiik az (#, v)-sikbeli hiromszog terilletét; a parcidlis derivaltvektorokat e
haromszog egyik szogpontjsban vesszilk. A beirt poliéderfeliilet felszinének kozelits értéke

igy
PLAT ALY

s a haldzat miinden hataron til vals finomitdsaker ez a

/ )/jr; x ol |dT :j I, xv! |dudv
{7r (7

kettGs integralhoz tart hatrériékben, ahol 7 az (u,v)-sik azon részét jelenti, amely a
vizegdlt felfiletdarabnak felel meg. Kimutathaté, hogy a hilézat finomitdsakor az al-
kalmazott kézelitésekndl elkévetett hiba 0-hoz tart, dgyhogy végeredményben a keresett

felszin: -
F:/ Jlr:‘ X v, |dudv .
(T
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Példdk.

1.) Hatédrozzuk meg az &
r(t) = acoste; + asintey +btez , 0<t<2r

fiiggvény altal meghatérozott kozdnséges csavarvonal egy menetének a hosszisagat.

Az adott figgvény deriviltja:
7 : f(t):—asinte;—}—acostez-{»bte;;
és ezzel az ivhosszdifferencidl:
ds = |[p(t)|dt = Va? + b3dt

tehdt a gérbedarab ivhossza:
2w B
s= [ |E(t)|dt = 27 v/ a% + b2 .
0

2.) Hatdrozzuk rﬁeg az origd kdzépponti R sugard gombfelillet felszinét.
A feliiletdarabot az

r(u,v) = Rcosucosv e; + Rcosusinv ey + Rsinu ez,

—%gug%, 0<v<or
fliggvény hatdrozza meg.
Most

r, = —Rsinucosve; — Rsinusinvey+ Rcosues

r:, = —Rcosusinve; + Rcosucosv ez
és ezekkel ]

Ir! x )| = R*cosu .
Végiil pedig
2 I 2 x 2
F= ./0 ) R? cos ududv = RZ[O [sin u]i%dv = 2R? A dv = 4R*n |
)

ami a jél ismert eredményt adja.

10.2. Skalar-vektor fiiggvények

10.2.1. Alapfogalmak

Skaldr-vektor fiigguénynek nevezziik azt az
u(r)

134



figgvényt, mely az r fiiggetlen viltozé vektor minden egyes szébajoheté értékéhez
hozzérendel egy-egy meghatirozott u(r) skaldris figgvényértéket:

u(r)=u.

Ha r helyvektort jeldl, akkor az u(r) fiiggvény az u skalarértékeket, a tér r helyvektord
pontjaihoz rendeli hozzd. A figgvény értelmezési tartomdnya az az r helyvektord pon-
tokbdl 4116 V tartomdny (térrész; specidlisan kétdimenzids esetben: sikrész), melyekhez
u(r) fiiggvényértékek tartoznak. Az értelmezési tartomany valamennyi r vektordhoz tar-
tozé kiilonbozd w(r) helyettesitési értékek Osszessége alkotja a fiiggvény értékkészietét.

Skaldr-vektor fiiggvénnyel lehet jellemezni (lefrni}) skaldris mennyiségek (pl.
hémérséklet-, nedvesség-, légnyomds-, tdmeg-, siiriiség-, potencidl-, stb. értékeknek)
térbeli (vagy sikbeli} eloszldsat. Ezért az u(r) skaldr-vektor fiiggvényt skalarmezonek
skaldrtérrnek, skaldreloszidsnak is szokds nevezni.

Descartes-féle derékszogii koordindtarendszerben

<.
> r = 1€ + T9€9 + E3€3 ,

igy
w{r) = u{zq, %2, 23) -
Tehdt u(r) az u(z1, 2o, 23) tobbvaltozds (skaldr-skaldr) figgvénnyel azonosithatd.

Az u(r) skalar-vektor fiiggvénynek létezik a

Jip o) = 0

hatdrértéke, ha a tetszéleges kicsiny pozitiv e-hoz talalhatd olyan pozitiv é, hogy
[u{r) —ug| < £, ha |r—rei<é.
Az u(r) fiiggvény az rp helyen folytonos, ha
r]iynrlo u(r) = u(ro) .
A folytonos u(r) skalar-vektor fiiggvényeket sikbell r helyvektor esetén szintvonalak-
kal, térbeli r helyvektor esetén pedig szintfelilletekkel (4ltalaban dn. szintalokzatokkal)

szemléltetjiik, Ezek az azonos u fiiggvényértékii pontok geometriai helyei. Az u(r) skaldr-
vektor fiiggvény egy szintalakzaténak az (implicit) egyenlete tehdt:

u(r)=c, ahol ezillandd ,

azaz, har = z,e; +zgep+z3e; (vagyr = m-j-y_]-i—z k), akkor ez az egyenlet koordinatakkal
felirva igy fest:

"‘(3’1;32;33) =c

(vagy pedig u(z,y,2) =¢).
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Példaként dbrézoljuk néhdny szintfelilettel az r = zi + yj + zk helyvektor {z, ¥, 2}
koordinatdinak figgvényeként megadott

u(r) =z -2 — 9%

skaldareloszldst.

34. dbra

u(r)‘helyébe kiilonboz6 ¢ = dllandé értékeket helyettesitve, a
z—c=z 44
egyenletil feliletek adédnak, melyek mind egybevigs, »-forgistengelyit, forgdsi paraboloi-

dok. Ezek egymdstdl csak abban killonboznek, hogy a z-tengely irdnysdbarn c-vel el vannak
tolva,

10.2.2. Skaldr-vektor fiiggvény derivaltja: a gradiens vektor

Az 1o helyvektord pont kérnyezetében értelmezett u(r) skaldr-vekior fiiggvény e pontban
differencidthaté, ha a fiiggetlen valtozé vektor Ar = r — o megvaltozdsdhoz tartozik
egy olyan Ar-t6l figgetlen és csak ro-tél fnggo g(rg) vektor, amellyel u(r) megviltozdsa
(Au = u(r) — u(rg)) igy fejezhetd ki:

Au=g(ro)-Ar+ h-Ar,
ahol az pg-tdl és Ar-t8l fiiggd h vektor 0-hoz tart, ha Ar — 0:

h—-0, ha Ar—-0.
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Az ezzel az Osszefiiggéssel definidlt g(ro) vektor az u(r) skaldr-vektor fiiggvény ro hely-
hez tartozé derivdlija. Ezt a vektort nevezziik a skaldr-vektor figgvény gradiensének:

g(r)=grad u .

A differencislhaté skaldr-vektor filggvény Au megviltozdsanak a forésze e fuggveny diffe-
rencidlja:

du = gradu - dr =~ Ay ; )
. e szerint a fliggvényérték megvaltozdsa “kicsinyben jé kozelitéssel” a fiiggetlen valtozé
Ar = dr megvéltozasinak homogén linedris fiiggvénye.

. Szokds a skaldr-vektor fiiggvény derivaltjit, a gradiens vektort szimbolikusan a
kovetkez6 differencidlhdnyados alakban is jeloini:

du. d
grad u = el
Térbeli Descartes-féle derékszogii koordinatarendszerben:
r=zie + z85 + z3€3 ,
dr = dzie; + dzze; + daze; ,

u(r) = u(z,y,2) ;
du o du

du:a d1+6_$2+ 3d(L‘3—-

du S du
= (Ex—]el + a—;ez + Eea) (dziey + dzge; + dizges) =

=grad u - dr
Igy a gradiens vektor komponensekre bontott alakja:

rad u Ju n du L v

a = e e —e3 .

g B:cl ! (9%2 z 6$3 3

Szokas még bevezetni a szimbolikus “nabla” vektort (Hamilton-féle operdtort; az ezzel valé
formélis szorzds differencilési utasitast jelent):

a a d
V-ela +e28 +eaa
akkor irhatjuk:
: grad ¢z = Vu .

(Még megjegyezzilk azt, hogy az u(r) skaldr-vektor fiiggvény du differencidljanak a
képzését formalisan a

d=dr-V =
7} a d
= d:ﬂja +d.’£~26 oz +d:1735;:—3-

~ differencidl-operatorral valé szorzassal lehet értelmezni.)

137



*10.2.3. Skalar-vektor fliggvény irdnymenti derivaltja
Vizsgaljuk az u(r) skalar-vektor fiiggvényt szemléltetd
N u($1,$2,$3) =

egyenletl szintfeliil_etsereg’egyik felilletét, azt, amelyik a ¢ dlland$ egy bizonyos rogziteti
értéke mellett adédik. Ha valamely-

r(t) = z1(t)er + za(t)es + z3(t)es
_ vektor-skaldr fliggvénnyel megadott.: térgorbe rajta van ezen a feliileten, akkor az

(@ (), e2(t), 55(8)) = ¢

egyenlet a térgérBe t paraméretében azonosan teljesiil.

. A baloldal most vegeredmenyben CSa.k t-t0l fligg és ha ez a fuggveny differencislhaté,

akkor ezt kapjuk:
ou d:l':l Ou dd’,‘g ou d$3

. Bay di " 0oy dt Yo @
Figyelembevéve azonban azt, hogy

Bue + Bue- +6‘_ue =gradu
oz, 1 dzg 2 Oz3 3=8
és hogy . .
dzle 4 dzo doy +d:c3 ﬂ
T E TGS w
és ez nem mds, mint a szintfelileten felvett térgdrbe érintvektora, akkor est ka.p juk:
. . e
.E-Vgradu'z 0.

Ez'az eredmény az u(z, 2, %3) = ¢ egyenletil szintfeliilet birmely pontjén dtmend diffe-
rencislhaté r(¢) figgvénnyel megadott feliileti gorbére érvényes. Ez pedig azt jelenti, hogy
a grad u vektor a szintfelillet egy pontjdban merdleges az e ponton dtmend valamennyi
érintdvel rendelkezd feliileti gorbe érintévektordra, vagyis az ezeket tartalmaz6 sikra, azaz
a szintfeliilet érintdsikjara: gradu e pontban a szintfelilet normdlvektordval pdrhuzamos.

Vizsgaljuk most az u(r) skaldr-vektor fiiggvényt az ro helyvektord ponton dtmend va-
lamely egyenes mentén: - ’

' r{s) = rq + se ,

ahol r = cosaie; + cosaze; + cosazes az egyenes iranydt megadd egységvektor és
ro = Zgiet + Tozes + Tozes. Az s paraméter ro-bdl e irdnydban, vagyis az egyenes mentén,
az elmozdulds nagysigit méri. Ha most ez az elmozdulis As negysagi és ekdzben u{r(s))
megviltozasa, - ' : .
Au = u(rg + Ase) —u(ry) ,
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akkor a
Au _ u(ro + Ase) — u(ro)

As As :
differenciahdnyados az ‘u{r) skaldr-vektor figgvénynek az e irdnydban a As szakaszra
es6d adltagos értékviltozdsi sebességét fogja megadni. Ennek a hatérértéke a As —
0 hatdrdtmenet mellett pedig az u(r) figgvénynek ry pontbeli, e irdnydban vett
értékvdltozdsi sebességét fogja meghatdrozni. -

. Au _ tim u(rg + Ase) — uro)
As—0 As - As—0 As

Ezt a hatdrértéket az u(r} fiiggvény ro pontbeli, e irdnydban vett irdnymenti derivdljdnak
hiviuk. S . ' :

A kiszdmitdsa a lincszabdlynak megfelelden torténik: az u(r) figgvényben r helyébe
az ) :
r(s) =rp+se

fiiggvényt helyettesitjiik és igy kapjuk az

u(r(s))
kézvetett fiiggvényt, amelybol adédik

_du(;is)) = Z—: . % =gradu-e;
szoktdk ezt %-sel jeldlni, ahol s az elmozduldst méri e irdnydban és a parcidlis derivilds
jele arra utal, hogy e irdnya barmilyen lehet. '

Konnyil azt beldtni, hogy ez az értékviltozdsi sebesség akkor a legnagyobb, ha a
vélasztott irdny a skalir-vektor fiiggvény kiszemelt pontjabeli (az ezen dtmend) szint-
feliiletének az w ndvekvd értéke irdnyiba mutaté normdlisa. Jeldlje n ezt a normélis
egységvektort és jeldlje s helyett n a kiszemelt feliileti ponttdl az ebben az irdnyban mért
. elmozdulést; ekkor

—E:gradu-n.

on
Fennall, hogy

ou . e ;o Bu
—_— = e= . < { = e
5 grad u - e = |grad u| - cos(n, €) < |grad u] 5

amint dllitottuk,

Az alkalmazasokban igen gyakori az az eset, hogy konkrét fizikal jelentésii u skalaris
véltozé nemcsak az r helyvektortdl, hanem a ¢ id6tél is fiigg. Ilyenkor beszéliink insta-
ctondrius (azaz id6tol is fiiggd) skaldreloszidsrol és ezt egy

u(r;t) = u(zy, v2, 3; %)

139



fiiggvény irhatja le Ebben az esetben a gradiens vektor az u(r;¢) figgvénynek rogzxtett
{(éllandd) ¢t mellett képezett r szerinti “parcidlis” derivaltja:
ou b} du Su ou

ar =gradu = Vu= Eu_ 5gl~e1+a—$2eg+—a—a—:;e3
Ezt hivjdk momenidn deriviltnak. Ez a vektor a kivilasztott és régaitett (dllandd)
t idopontban jellemzi a skaldreloszlésnak az egyes szintfeliletekre merdleges irdnyban
vett lokélis (r helyvektord pontbeli) elmozduldshoz viszonyitott relativ értékvaltozdsit
(értékvéltozdsi sebességét). A gradiens vektor a skaldreloszlds inhomogeneitisinak a
mértéke. Ebben az esetben lehet beszélni az u(r;t) fiiggvénynek rogzitett {dllandg) ¢
melletti “parcidlis” differencialjardl:

dru =dr-gradu = (dr- V)u =

+ dzg— 0

rdE] 6 a

dz1

Ju Bu ou
= ——d —d —dz3

92, L1+ 57— 92, T+ — T
Ez az u{r;t) figgvény dr elmozduldshoz tartozo ertekvaltoza,sana,k a forésze, allandd ¢
mellett.

-}-dmga Yu =

Ha az id6tdl is fiiggs w(r;¢) instaciondrius skaldreloszldsnak egy-egy kivdlasztott pont-
beli és csak az id6 vdltozdsa kovetkeztében (r = dllandé mellett) bealld megvaltozdsit
tekintjiik, beszéliink e fiiggvény id6 szerinti értékvaltozasi sebességérdl, az u(r;t) fiiggvény
un. lokdlis derivdltjdrol:

du
| T
és rogzitett r helyvektorhoz tartozé parcialis differencialjarél:
Hu

dit = —dt .
= 3t

Az u(r;t) fiiggvény teljes (vagy totdlis) differencidlja viszont:
du=dru+ dju =

=gradu-dr+-?:-dt=

du . du du
(a 6$2d$2 + 8 3d$3) + adt .

Vizsgaljuk végiil az instaciondrius u(r;#) skalireloszlist valamely

dzq 4

r = r(t)
egyenlettel megadott pilyagdrbe mentén, amikor is az
a(r(t);t)
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osszetett fiiggvény in. fotdlis derivditja:

du  dyuw  du dr  Ju
Er T S T T
Ou dzy  Budzy  Bu dza ou
\Ozq dt + Bog dt Bos dt + Fre
Itt a zardjelben 18vé elsd tag az tin. konvektiv derivdll, a misodik pedig a mar el6bb is
emlitett lokdlis derivdlit.

Ha az u(r; ¢) skaldreloszlis homogén (r-tél fiiggetlen), akkor a konvektiv derivalt zérus
(mert most grad u = 0) és ekkor a totélis derivalt egyenld a lokalis derivélttal:

duv _ du
dt — ot’ :
ha viszont a skaldreloszlds staciondrius (azaz id6ben nem véltozé), akkor {mivel most

%—‘t‘ = 0) a totalis derivalt egyenl6 a konvektiv derivalttal:

dr
P gradu-:ﬁ .

10.3. Vektor-vektor fﬁrggvények

10.3.1. Alapfogalmak
Legyen az y viltozé az x fitggetlen véltozd fiiggvénye:

y(x) .

Ezt a fiiggvényt vekior-vekior figguénynek nevezziik. Az y(x) vektor-vektor fiiggvény
mindenegyes sz6ba johetd x vektorhoz hozzdrendel egy-egy meghatirozott y vektort. Ha
itt x helyvektort jelél (x = r), akkor az y{x) vektor-vektor fiiggvény az y vektorokat
a (siknak, vagy) térnek az x helyvektorokkal meghatdrozott pontjaihoz rendeli hozzd. A
fiiggvény értelmezési tartomdnye az az x dimenziéjival megegyezd dimenzidjt (sikbeli vagy
térbeli) 7 tartomdny, mely tartalmazza mindazon pontokat, melyekhez y(x) vektorok
tartoznak. Az értelmezési tartomdny valamennyi x vektor’é,hoz tartozod kiilonbdzé y(x)
vektorok sszessége alkotja a fiiggvény érickkészletét.

Vektor-vektor fiiggvénnyel lehet jellemezni (leirni) vektoridlis mennyiségek (pl. dramlé
folyadék sebessége, elektromos, magneses erd, sth) térbeli (vagy sikbeli), dltaldban 7T tar-
tomanybeli eloszldsat. Ezért az y{x) vektor-vektor fiiggvényt vektormezdnek, vektortérnek,
vektoreloszldsnak is szokds nevezni. Ha a ¢ skaldris véltozd az idét jelenti és az y vektor
valtozd az x helyvektoron kiviil az id6tél is figg, azaz

yix;t),

akkor azt mondjuk, hogy ez a vekloreloszlis instaciondrius (idében valtozd, nem
dllanddsult). A kovetkezékben egyelére ettd] az esettél eltekintiink és altaliban mindig
csak staciondrius vektoreloszldsra gondolunk.
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Térbeli Descartes-féle derékszogil koordindtarendszerben:
X = z181 + 22€3 + 23€3 ,

s igy
y(x) = y(z1,22,23) =

= p(x)es + ya(x)es + ya(x)ez =
= n(r1, T2, z3)e1 + y2(21, 22, T3)eg + ya(2z1, 32, 23)es3 .

Innen kiolvashatd, hogy tehat a (térbeli) vektor-vektor fiiggvény tulajdonképpen egy
hiromvaltozés (hdromparaméteres) vektor-skaldr fiiggvénnyel, vagy az

y{(x) = yl'(xl:'r‘c?-l 133) bt = 11213

skaldr-vektor fiiggvényrendszerrel, illetve tdbbvdltozés (hdromvéltozds) skaldr-skalar
fiiggvényekbdl 4116 figgvényrendszerrel azonosithats.

Az y(x) vektor-vekter fiiggvénynek létezik a

lim y(x) = yo

X—=Xp

hatdrértéke, ha. a tetszbleges kicsiny £-hoz taldlhaté olyan pozitiv 6, hogy fennaljon
ly(x)—yo| <&, ha =|x—xo|<d.
Az y(x) vektor-vektor figgvény az xg helyen folytonos, ha
Jm y(x) = y(xo} -

A vektor-vektor fiiggvényeket t6bbféleképpen lehet szemlélieini:

a.) Mind az x, mind az y vektorokat helyvektoroknak tekintjiik és az y(x) vektor-
vektor fiiggvényt igy értelmezziik, hogy az a fiiggetlen véltozé x helyvektorokat (illetve
az ezek altal kijelolt pontokat) leképezi a fiiggs vltozé y helyvektorokra (illetve az ezek
altal kijelolt pontokra). M4s fogalmazasban: az y(x) vektor-vektor fiiggvény az y helyvek-
torok egy ‘nyaldbjat’ leképezi (transzformalja) a megfelelké y(x) ugyancsak helyvektor-
nyaldbra. Ha az y(y) vektor-vektor fiiggvény folytonos, akkor az x helyvektor-nyalibnak
az y(x) helyvektor-nyaldbra valé leképezését gy tehetjiik még szemléletesebbé, hogy
rendre meghatirozzuk valamilyen feliiletnek (vagy térgdrbének) a megfeleldit dgy, hogy
csak a kivalasztott feliiletekre (vagy térgorbékre) esd pontok x helyvektorainak az y(x)
képvektorait hatirozzuk meg.

b.) Az egyes x helyvektorokhoz (ezek végpontjaihoz) hozzirendelt y(x) vektorok
eloszlésat gy tesszitk szemléletessé (folytonos y(x) esetén), hogy tin. wvektorvonalakat
(4ramlasi térben megadott sebességeloszlés esetén dramvonalakat, erbtérben erdvonalakat}
képzeliink el (esetleg rajzolunk fel): olyan vonalakat, amelyek minden pontjéiban az érintd
irdnya megegyezik az ahhoz a ponthoz hozzirendelt y(x) vektor irdnydval. Megdllapodunk
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tovabbd abban, — azért, hogy a vektoreloszls egyes vektorainak irdnydn kiviil, azok ab-
szolit értékérdl is hozzdvetOlegesen szemléletes képiink legyen, — hogy a vektorvonalak
stirtiségét aridnyosnak vessziik a vekioreloszlds vektorainak abszolit értékével, azaz a tér
egy tetszés szerinti pontjiban a vektor nagysigat a széban forgé pontban a vektor irdnydra
merdlegesen elképzelt egységnyi teriletdi sikdarabon dthaladé vektorvenalak szdmaval te-
kintjik arinyosnak.

A vektorvonalakat meghatdrozd differencidlegyenlet vektoros alakban:
dx = y(x)dt ,
vagy
y{x)x dx=0;
koordinatdkkal kifejezve:

drie; + dxye; + dzaes = di{yer + yrez + y3€3) ;

vagy skaldris differencidlegyenletrendszer alakjiban:

dz; .
d—'=yi(-’~«‘1,22,x3), 1":1’213-

10.3.2. Homogén linedris vektor-vektor fliiggvények: tenzorok

A vektor-vektor figgvényeknek egyik — mind elméleti, mind gyakorlati szempontbél
nagyon fontos-osztalyit alkotjdk a homogén linedris vekior-vektor fiiggvények, amelyeket
homogén linedris operdtorokkal, tenzorokkal adunk meg.

{Megjegyezziik azt, hogy itt és a kovetkezOkben a tenzor fogalmat lesziikitjiik az vin.
mésodfaji tenzorokra és ezeket is esak ortogondlis és normélt bizisrendszerben tekintjiik.)

Az y(x) vektor-vektor fiiggvény homogén linedris, ha tetszdleges x;, Xz, x vektorok &s
A1, Az, A (valds) skaldrok mellett fenndll, hogy

y(Aax1 + Aaxz) = My (x1) + Aay(x2) ,
azaz specialisan
y{x: +x2) = y(x1) + y(x2} ,
y(Ax) = Ay(x},

tehdt a homogén linedris y(x) vektor-vektor fiiggvény Gsszeg- és ardnytartd leképezést
(transzformdciot) hatdroz meg. Az ilyen homogén linedris vektor-vektor fiiggvények
jelolésére alkalmazzuk a homogén linedris operitorokat, tenzorokat. Tehdt az y(x)
fiiggvényjelolés helyett az A tenzorral ezt {rjuk:

y=Ax.
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A homogén linearitdst kifejezé el0z6 fiiggvényegyenletet ezzel igy frhatjuk:
A(/\lxl + A2x2) = )\1A(X1) + /\QA(XQ) N
ill. specialisan
A(Xl + Xg) = A(X]) 4 A(Xg) ,
A(Ax) = AA(x),

A tenzorrdl szemléletes képet dgy kaphatunk, hogy a (héromdimenzids) tér x
“targyvektorainak” halmazdhoz hozzdrendelt y “képvektorok” halmazit vizsgaljuk. E
vizsgalat céljabol megvélasztunk és lerdgzitiink egy Descartes-féle derékszogii koor-
dindtarendszert, az e, ey, e3 ortonormdlt (ortogondlis és normalt) bazisrendszert.

Az, hogy ez a bazisrendszer ortogonalis azt jelent, hogy a bazisvektorok paronként
egymasra merolegesek, tehdt a skaldris szorzatuk 0:

el-eg=e1-e3:e;-e3=O .
{Két vektor skaldris szorzatdt igy is szoktdk jeloini:
- (a,b)=a-b;

a kdvetkezokben fogjuk ezt a jelolést is hasznalni.)

Az, hogy a bdzisrendszer normalt, azt jelenti, hogy a bazisvektorok hossza, abszolit
értéke, vagyis a normdija 1:

le]] = vei-e; = /(er,e)) =1, i=1,2,3.

Tehit a bazisrendszer vektoraira teljesiil:

0, hai#k,
(e”e")“s"“{L ha i =k

ahol i,k = 1,2,3.

A bézisrendszer vektorainak megfeleltetjiik a kovetkezo oszlopvektorokat:

1 0 0
e~ e = 0 3 €3 ~ €5 = 1 3 €3 ~ €3 = 0 L]
0 6/ - 1

tehdt az y; bédzisvektorokat az e; oszlopvektorok reprezentiljdk (mdtrixos irdsmédban).
Ezt a bézisrendszert szoktuk természetes bdzisrendszernek tekinteni.

Még megemlitjiik azt, hogy — megdllapodds szerint — az e, eq, e3 bazisrendszerrel meg-
hatdrozott koordindtarendszeriink jobbsodrasi, tehat pl.

e X ey =es.

Maérmost a fiiggvénykapcesolat homogén linearitdsat kifejezd fiiggvényegyenlet alapjan
belathatd, hogy elegendd a tenzor vizsgalatihoz a bazisrendszer e}, eq, e3 bazisvektoraihoz
hozzarendelt képvektorokat megadni.
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Legyenek az e, vektoroknak az A tenzorral eléallitott képvektorai:
ar = Ae; = ajrer + agrey + agrez, k=1,2,3.
Ezeket az ay vektorokat a lerogzitett bizisrendszerben az a, oszlopvektorok reprezentaljak:

a1k
ag ~ o = | ag , k=1,2,3.
a3
A tetszoleges
X = xz1€; + 227 + T3€3
vektor A tenzorral el6illitott y képvektora:

Y = Ax= A(ze; + 22ep + 7ae3) =
z1(Ae;) + zo(Aey) + z3(Ae3) =
z18;1 + T8y + 2383 =

= {an?1 + 1223 + a1azs)e; +
(62172 + a22%2 + azazs)es +

= (az1%1 + 63222 + azzz3)es ;
és mivel az y vektornak a valasztott bizisrendszerben a komponensekre bontott alakja:
Y = yie1 + yze3 + y3e3

azért az g; és z koordindtak kézott a kdvetkezd linedris egyenletrendszer ithaté fel:

Y1 = eanTi+ a12%3 + 41373,
Y2 = anT+ aT; + anar3,
Ys = az1%1 + 43223 + azzzs ,

vagy rovidebben és témorebben frva:
3
¥ = Za;kmk , 1=1,2,3.
k=1

Mindez indokolja, hogy a valasztott bizisrendszerben az x, y vektorokat az X,y osz-
lopvektorokkal reprezentaljuk:

Z1 ¥
X~X=|22}) ., ¥Y~yYy=|1u#n
T3 Y3

€s a koztiik eléirt homogén linedris kapcsolatat létesitd A tenzort pedig a (harmadrendii,
kvadratikus} A matrixszal reprezentdljuk:

e a1z @3
A~A=(a a az)= | an @2 an

azy @32 asz
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Tehdt azt az egyenletet, amely kifejezi, hogy az y képvektor az x targyvektornak az A
tenzorral eldallitott képe, azaz
y = Ax,

az adott bazisrendszerben a formailag teljesen megegyezd
y=Ax

mdatrixegyenlettel lehet reprezentdlni.

Vezessiik be a tetszéleges a és b vektorokkal képezheto specidlis tenzort:
aob,

amely a tetszdleges x vektorhoz a kovetkezd definicié szerint rendel hozza y vektort:

y=(aob)x a(b x)=

a(b,x) ,

Il

ahol b-x = (b, x) e két vektor skaldris szorzata. Az acb tenzort az a és b vektorok diadikus
szorzatdnak (roviden diddnak) hivjuk. E definicié szerint az y = (a o b)x képvektor az a
vektorral parhuzamos, mégpedig a-nak {b - x) skalirszorosa.

Konnyil ellendrizni azt, hogy ha a, b, x, ¥ vektorokat az adott bizisrendszerben a meg-
feleld a,b,x,y oszlopvektorokkal reprezentaljuk, akkor a o b diddnak megfelel az Qr{'

==

matrix és a b« x = (b, x) skaldris szorzatnak a bTx sorvektor-oszlopvektor szorzat.

Marmost az A tenzort és az ey, ey, e3 ortonormalt bazisrendszerben neki megfelels A
matrixot az

3 3
A=Y moe~ a3 ne
k=1 k=1

didd8sszeg alakjiban lehet eldallitani, aminek az a jelentdsége, hogy beldle Kézvetleniil leol-
vashatd, hogy e diddok jobboldali vektortényezdinek, az egymasra paronként merdleges ey
bazis egységvektoroknak az A tenzorral elédllitott képvektorai éppen e diddokban szerepld
baloldali tényezok, az a, vektorok; ezeknek a vektoroknak megfelelé (8ket reprezentald)
oszlopvektorokat irjuk egymds mellé a tenzort az adott bazisrendszerben reprezentdlé A
matrix oszlopaiként. Az a; vektorokat szoktdk az A tenzor adott bazisrendszerre vo-
natkozé vektorkoordindtdinak is nevezni. Az A tenzornak a rdgzitelt bazisban k-adik
vektorkoordinatija i-edik skaldris keordinatdja, a tenzort reprezentalé matrix i-edik sova
k-adik eleme:

ik = (e, ax) = (e, Aey) ~ aix = €] 8, = €
- ahol 1,k = 1.2,3.
A tenzorok kizir végezhetd algebrai miiveleteket a tenzorokal az adott és lerdgzitet:

bazisrendszerhen renrezentdlé matrixokka! végezhetjilk el, a mdtrixalgebra szabalyai sze-
rint.
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10.3.3. Specialis tenzorok

A kovetkezikben Osszefoglald jelleggel bemutatunk néhény specislis tenzort és matrixaikat
az €], eq, ez ortonormalt bizisrendszerben.

a.) Zérustenzor, 0 az az elfajuld tenzor, amely minden x vektorhoz a zérusvektort
tendeli hozzd. Mdtrixa a harmadrendd zérusmatrix:

0 0 0
0~0=10
0

1] 00
0 0
b.) Egységtenzor (identitdstenzor), E az a tenzor mely minden x vektorhoz onmagit
(vagyis x-et) rendeli hozza:
Ex=x.

Matrixa a harmadrend{i egységmatrix:

E~E=

[e=T =]
(=R = }
Ll == =]

Diddosszeg alakjdban az egységtenzor igy fest:

3
E=ejoe; +e0eytej0e; = ZekOGk .
k=1
c.) Tenzor adjungdltja (csatolja, transzpondltia).

Tetszés szerinti u, v vektorparra valamely A tenzorral ltaliban
(0, Av} # (Au,v),

vagyis a v vektor A-val el6allitott képvektoranak és az u vektornak a skaldris szor-
zata dltaldban nem egyenld az u vektor A-val eldéllitott képvektordnak és a v vektor-
nak a skaldris szorzatdval. Viszont minden A tenzorhoz tartozik egy egyértelmilen meg-
hatdrozott A* tenzor, A-nak az adjungsltja, amellyel

(W, Av) = (A*u,v).

Koénnyd beldtni, - a métrixalgebra szabdlyai alapjin - hogy ha a A tenzor matrixa A,
akkor az adjungdlt A* tenzor métrixa A7, vagyis A transzponiltja.

Ugyanis

azaz

Ha a2z A tenzor maétrixot az €1,e3,e3 ortonormalt bazisrendszerben didddsszeg
alakjaban irjuk fel:

A~A=ael +ael +agel,
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akkor A* matrixa didddsszeg alakjaban felirva a kbvetkez lesz:
A'~AT =gl +ea] +esa] -

Ez pedig azt jelenti, hogy ha

an 4z &3
A=(a; a; az)=1an an aul,
G431 432 O33
akkor T
a3 ajl &n 4:n
AT=[al | =1an an an],
9.3‘ a13 @23 @33

megfeleléen annak, hogy
aix = el Ae, =e{ ATe; .

d.) Reguldris, vagy nem elfejuld az a A tenzor, mely csak a zérusvektorhoz rendeli
hozzd a zérusvektort. Ha egy rogzitett ortonormdlt bazisrendszerben e tenzor A matrixat
tekintjiik, akkor kell, hogy det(A) # 0 legyen. Ebben az esetben létezik az A™! inverz
matrix és ez reprezentélja az A~! inverz (vagy reciprok) tenzort. Ha tehdt det(A) # 0,
akkor az

u=Av

Osszefiiggéshdl egyértelmiien kovetkezik a
v=A"lu

Osszefiiggés. _
Fennill az AA~! = E azonossag,

Az A tenzor A mditrixabél az A~! tenzor A”! métrixit a méatrixalgebraban tanultak
szerint szdmitjuk ki:

A~A

det A

adj (A)
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a21

a22

a23
Gz1
@27
a3

@21
a31

agy

a32 ]

a3z

a3

ax [#0,

Q33

Qg3 a1z alal 212 @13
as3 a3z @33 22 @23
a3 an alsl _p %11 3
a3z 31 @33 G2y 0423
a2 a1 012! @11 432
@32 a3t 432 @21 Q22 )




és végiil

adj (A)
det(A) -
Ha létezik az A tenzor inverze (reciproka), vagyis A reguliris, akkor a tenzor ap = Aeyg
(k = 1,2,3) vektorkoordindtdi linedrisan figgetlenek, ilyenkor a tenzor nem irhaté fel
haromndl kevesebb didd dsszegeként, vagyis A métrixdnak (A-nak) a rangja hirom:

A-—I'N A—l —

plA)=3.

Ha viszont nem 1étezik inverz-tenzor (ilyenkor mondjuk, hogy A szinguldris, vagy elfa-
juld), tehat
det(A}=10,

akkor az a; vektorkoordmata.k linedrisan Osszeliggdk, a tenzor matrixdnak a rangja biz-
tosan kisebb 3-ndl: p(A) < 3.

Ebbél kovetkezik az, hogy ha egy tenzor egyetlen egy didd, vagy legfeljebb két diad
osszegekent adhaté meg, akkor ez a tenzor biztosan szinguldris.

e.) Onadjungdlt (szimmetrikus) és ferdén szimmetrikus (anteszzmmetmkus) tenzor,
Onadjunga.lt {(szimmetrikus) a A temzor, ha azonos az adjungiltjival {(transz-

ponaltjéval), azaz

A=A".
Ekkor az A tenzor A matrixa szimmetrikus matrix;

A=AT,
azaz

Qi = ki iak:152:3'

Ebben az esetben, ha u és v tetszdleges vektorok, akkor
(u,Av) = (Au,v).
Ezzel szemben az A tez;zor ferdén szimmetrikus (antiszimmetrikus), ha
| A=_A"

Ilyenkor az A tenzor A métrixa ferdén szimmetrikus (antiszimmetrikus), tehdt a transz-
ponaltja (—1)-szerese:

A:—AT:

aZazZ
iy = —Qk; i:k:1;2’31

tehat e¢; = 0,7 =1,2,3.

Ebben az esetben, ha u és v tetszoleges vektorok, akkor
V(u,Av) = —(Au,v)}.
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Az antiszimmetrikus A tenzorhoz mindig taldlhaté egy olyan a vektor, hogy tetszdleges
u, v vektorok mellett teljesiiljon a kdvetkezd azonossag: ' .

(v, Av) — (v, Au) = 2uav ,

ahol a jobboldalon az u,a,v vektorok vegyes szorzata all. Ezt az a vektort a ferdén-
szimmetrikus A tenzor vekiorinveridnsdnek nevezzitk. Fennall, hogy

Av=axv,
azaz a v vektornak az A ferdén szimmetrikus tenzorral eléallitott képvektora azonos a -
tenzor vektorinvaridnsanak, a-nak a v vektorral képezett vektoridlis szorzatival. Ha ugya-
nis az e;, e, e3 ortonormalt bazisrendszerben

0 d % %)
A~ _A_ = a3 0 —iy
—a3 5] 0
és
v
v~y = V2 B
U3
akkor :
0 —az g ™ (agv;g - ag’vg)
A_\_f_ = a3 0 —&1 V2 = ({13’01 - Uq’Ug)
—ay 4 0 Vs {a1v2 — az2vs)

és ez éppen az a x v vektoridlis szorzatot reprezentalé oszlopvektor:
a X v = (aqvs — aztz)e; + {e3v; — ayvs)es + (e1v2 — aavq)es .

Erdemes még azt megjegyezni, hogy a tetszbleges a é b vektorokbél képezett
boa — aob tenzor ferdén szimmetrikus és a vektorinvaridnsa az a X b vektorialis szorzat,
vagyis ha x tetszéleges vektor, akkor ennek a képe (a hirom vektor vektoridlis szorzatdra
vonatkozd kifejtési tétellel Ssszhangban):

(beca—aob)x=(axb)xx=
= (a,x)b - (b,x)a.

Ha most T egy tetsz6leges tenzor, akkor ezt mindig fel lehet bontani egy szimmetrikus
{0nadjungélt) és egy ferdén szimmetrikus (antiszimmetrikus) tenzor Gsszegére:

1 1
T=3(T+T)+5(T-T),

ahol .
HTHT) =T, =T
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