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Adva van véges sok elem (térgyak), bxzoayos sorrendhe kell 6ket el- o L

- helyezni, vagy adott elemekbﬁl adott szamut- keH klvélasztam és blzonyos S

o .sorrendbe rakm ezeket

s

S i Is_fr;tiétIééfrﬁxjé]kii’l’i"ﬁerr'riuft'é,c'i‘é_k' )

Adva van h ‘sz4mu egymastdl klllonbozé’ elem Kérdes, hényfele k{l-'

o lonbioz6. sorrendhe lehet Sket egymis mellé elrendezni. ‘Egy meghatéyozott ‘- i

. _:}' sorrendet az’'n elem egy permutacmjénak nevezunk ‘Ha egyetlen elemet ‘i,
- elmoz ditunk az e16z6 helyér61 akkor uj permutaczét kapunk SRR
o p1 SEURENS L ,'.73, oaeeiem egy sorrend o
Ce ',7 3,04, cn Cegy mésik sorrend L
e '_ s, j_ ' 38Y mas1k permutaCIG. f“,-r .

s, e

Lathat6 ha 1 db elemlink van, a sorrendek szama 1 EEE
“ha'2 db elemiink van,, akkor 2 db elrendezes Fow 0T
lehetséges 12° és. _;' e R L

-

Jeloljﬂk n elernre az tisszes permutéélék szamat P -nel P =7

7 kérdésre kell valaszt adni. L
' Létni ngjllk hogy . Pn v155zavezethet6 P re. Igy pl a P -at e

' P:,z-re yezetjlk vissza, 3

. Altalaban az eljirds. az Iesz hogy rogzn:llnk egy elemet az elso hely_, B R
. re es a mdgotte lev'o elemeket heiyezzlik el az Bsszes lehetseges sorrend-

be de ezek szamat tud]uk mert mér e16bb klszamltottuk Nezzhk P3
meghatarozast o - . L ‘




e i;est ;u:ogzﬂ_}ﬁk_ e 2’3 } P. "sc.)rr:_énd'e_t_ képe:z‘:'tihkﬂ R
,2:8‘?_03233% E }P sorrendet kepezunk:: o
'3-as rogzxt]ijk .'V‘V-f‘

es }P sorrendet kepezunk :"_—. S

: Mlvel 3 elemet rogz1thettimk és’ mmdegyzkhez. P2 =2 3b elrendezes'
tartozott, dsszesen : ‘ . . EET .

_sot?e'h'dét:kép,ei_tﬁhl_c';;_i LS

permutacxét kepezhetlink Ugyams (a rbgz1tett elemet alahuzzuk)

S P | Sorféﬁdet - E_-" :.az 1- -es rogz:,tett elem utdn 2 az,’
L n-1 SR osszes lehetséges: sorrend}et '
kész1thethnk - i képeznikell:{n- 1) db- elemnek

' ’-.‘ezek széma P' db

L :-_A 2-es elem rogzm;se 15 P sorrendet ad

A 3 as elem rogzn:ese hasonlé eredmenyhez vezet

- - E f f
L. .. N . o PR
i Lo .
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Az n-ik elern J:ogzztese eseten P kﬁlbnbﬁzéfpé;:mu_jté‘;ié’tirirliétuﬁk1

,fel Bz osszesen " blokk 1even,

nP : sorrendet jelent
SRS £l

- Igya P =n.P .‘i_?;'-:'reku‘;fzicsj formuldhoz jutunk,

:.:: "._ 4 -:- _‘-'.717- 3



o 'r‘eladatok

Ez a formuia mmden n re zgaz, ennek alap;an
'i* (n - 1) P

\n

i e heEREe D Ry

Pra DR

SR e
- esigyrovabh. |
‘ g '-.Végililf:is

RS

1 fi";;Hanyfelekeppen tud 10 tanuio egy padban elhelyezkedm. (A padban
= '»_,_l{) ilés v_an.)_, B S . L

2, Hanyfele elhelyezkedes 1ehetseges egy kerek. asztal kor(il ha u] el-
helyezkedest az’ jelent hogy valakl nem a régi szomszedal kozott ui’?
: »M Mivel az asztal kerek ‘az"egy-hellyel vals, tovabb ules nem ad’ aj -
. -ulesrendet “ez minden elheiyezkedesnel 10 elhelyezkedes helyett
"csak 1 ulesrendet ad Igy 10 y ulesrend helyett

=9'1 S i

. lehetSeges eset van; '?L P T LTI
" Az Llyen permutacmkat c1k11kus permutacmknak nevezﬂ(

snal o
n elem c1k11kus permutamomak a szama o (n = 1) l :




o 'igaz az.

1eolvashat6 (1. dbra),

-3, Hény olyan t121egyu szém van, amelyben minden jegy csak egyszer e
. “fordul e16 (az els6 szam]egy 0 nem lehet). - L
. Megoidés Ahanyszor a 0 az elsﬁ helyen 411, az 6sszesen 9 ! esetet y
-jelent, ezekben az esetekben 9 jegydl szémot kapunk ezek feltéte-‘. L

linknek nem.- felelnek meg. -Az bsszes esetek szdmdt, azaz az dsszes
~permutéc16t szémitsuk k1 és a9 Jegyu szémokat von]uk le. belé'le.

101-9:-9}(10 1) 9. 9; ,,-1

o ""1.2‘»::5fifling}eféfin-xi-ié"?i"" |

, A formula n ! értékenek kbzehtesére szolgél Nagy n-ek esetehen a
i kxszamitést meggyors1t]a. ‘Mérnvki gyakorlatban is hasznaljék i
S - Megértése az elsé éviolyam anyagdt képez§, a végtelen sorokkal kap-
L csolatos tételek ismeretét téteiez1 fol csak A formula a kovetkez6 ‘ »

SRR n;[-_j_' Z'ﬂ'n nnene n’
S ’ ] — 7" ':-/“ 1 “.:.I-,I> -' 1 .-. .‘
' SR .12-‘n+1;<'...»]f‘?ﬁf: 1Zn .
Ebbﬁ létham hOB'Y 3.85 —"1 ha n—-oo tovabba az is léthato

- "hogy a kozelités igen éles, azaz arénylag kis n-ek esetere is ]61 kozeht
A b1zony1tés tobb Iepesben torteml; - : R

a) Mwel az y= lnx ﬂiggveny smgoruan monoton nbvekvc’i ezért a

R k+1~7f.
f 1nxdx<1nk< f lnxdx
egyenlﬁtlenség k>1-re a,ml példéul geometrlallag a. mellekelt ra;zbdl 1s",

, Nézztik még meg a’ (O 1) es (1 2) mtervallumokra az egyen16t1en-
S seget, parciflis- integrilis. elvegzésével Az elss mtegrél unproprlus m-' :

. ’Ltegrél ezért emlékeztetllnk a limx lnx 0 hatarertekre : o
S g Do - X—-O E B .

b







| "‘".eg‘yenlotlenseget kell- 1gazolm G
Parc1a115 mtegralassal kap]uk hogy

s

fxlnxdx E{lnx x:l i 4

l:x Inx ‘X] <1n l<l:x lnx x] SO

R ;.

.amia, 0

- alakban is- 1rhat0 e - SRR R R e
o Nezzﬁk ‘a kovetkez6 osszegekre fehrt egyenlotlenseget L -'_.‘_*/:l_
ey f In x dx<1n nl < Z flnxdx
,k—l k 1 k~ ko s

",‘amely mmden k Z 1 egész szamra fennaII : :
: (Szabad az egyenlotlensegek megfelelo oidalan osszegezm a relauo
L _-1ranya nem véltozik meg, ) : : 3
S LA hatarozott mtegralnak a hatarokra vonatkozo addmvzrasa rmatt az
L egyenlotlenseget 1gy 1rhat]uk o :

o Mgl b [ lnxdxns

| Végezzlik el azintegraldst: .



e b} Tekmtshk g
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" a titt egyszertsitése utdn;

’
f

s [xlnx- x] “<n f_1!,<'_E('1nx-.le
b eder e

R

L

©ahncachnle@Ym@) on. L L

Azl igaz, hogy n<n+ 5 <5i+1, ennek alapidn tehft
Cnlnhemg @+ D) Innca<@ilin'@el) <n

. ,géé,ryéﬁlfitlenség is fenndll, <

‘ -

o sorozatot Szeretnenk errol a sorozatrél Jellemzest adm, és konvergens o . .
. vagy dwergens voltat megallap1tan1. Azt az ismert tetelt fog]uk alkalmaz-r L
: m, hogy monoton korlatos sorozat konvergens ' : S -

,)‘

) dn'dm_ = lnn ’ - (n+ —) ln n+ n ln nl -ln (n+1)+(rL+ 1 + —) ln(n+1) (&;.1)" B T

: Qs_szev,onas_ _Vutal,_n:: L
R SR e NN

2n+2 -« 1 , T

D T U R

R (2:&1»1
Dy ' Gnel)T B

: d — lnn' - (n+ -—) 1nn+n (1)




rozat konvergens

Emlékeztetlink az’ y 111 (1+x} es az'y = ln (1 x) nggvények nuila ;
: -_‘ kﬁrﬂli Taylor soraira Azokbol dsszegezéssel kap]uk a ktivetkezd formulét -
X x_. _x_ zs_'

-

3 lp.

,V H

~a sor. |x|<1-re konvergens

".’FEzt alkalrnazva kap]uk hogy RS

d-a -(2m1){ 3 +3 +} 1L
" “+ i il * 3 (2n+1> 5 (2n+1)

;'.ElyiégeZvera bgszo;:zés_'t:. ’
(2n + 1)

d -d =%

RIS (2n+1)

(2n+ I)

l
5

-.lls—-

_'-‘;'Léthato, hogy a4 1>o amib6l dsa. ktsvetkezik Ad so-’-’?

" "_-_"rozat monoton csokkené’ és mwel d1 = 1 ez a sorozat maximélis értéke, .-

: . iN'ézzi.ﬂc az alulrél va16 koriétosség megvan-e? Ha igen, akkor a { } so-

aﬁ_f-“%?l(‘l[“-* gty — +]
R i (2n+1) Cewn® (2n+ 1) IR ERREEC

' .-".'a geometrial sorral valé ma]orélés alap;én, azaz

(2 mﬂ) '

C ilriélt,vé

P



w1 120  12(n+1)
e i'Vfig'Yiét.':réxAide,z'vfe;:j LT

Ut et

'ﬁ<d 1211<d -~ ‘_

'ezéltal d -re adtunk egy a!sd becslést, ésped:g d > 1 L -

Emellett a —-< d = 1 egyenlﬁtlenség is. mmden n—re fennéll igy
Sl limd =a’

Cmeee L

letezxk C : S L
L Szeretné‘nk “d" értekére becslést adm. Nezzﬂk meg a d _-T:’dl;_‘l_l_>,0 SERNMERS
o k(libnbségeket S Sl e e .;
(Zn + 1) '5(2_;1'+ .1)- 7(211 ¥ 1) S

L »dn__,-'_ﬂd _n+’1'; 3

oembel

(2 n+ 1)

Az elsd tag k1sebb mmt az osszeg, hlszen pozmv mmden ossze--‘ .
- .adand6 Fennall meg -az’ ; SR o

¥




-3 (2 +: 1) 1?“*‘-1_ 12(n-+1);_7+1\ e

egyenlotlenseg is, F‘nne}: 1gazolasa algebra1 uton tortemk Vegezzhk el a.

k;jelolt mﬁveleteket majd a nevezdk pozmv voIta 1matt szorozzunk bé a
Lozos nevezovel L

o menzer-mmet
3(411 +4n+1) (12“+ 1)(12 (n+1)+1)

. 1 S

ey = ESvyTRVES: 1
3;(.4;1’2'#_4“1) 12n2+12n+3 77712n12(n+ )+ 2(n+ )+ pEY y

L azaz- / ST s .
12n +12n+3 144n +144n+24n+13 \ )

~

Ebb61

144 52 + 168n + 13>144 n + 144n ¥ 36 "; Frei e
"_‘{'Villgt_vé’".-r ' S T

2a>23
L kgvetkezik.. Igy tehét

o T P el T T DT

dn 12 n+1 d 12 (n+ 1}+ 1

Lz




jelolest bevezetve kap;uk hogy bﬂ>b tehat a { b } sorozat monoton S
csokkeno Lattuk hogy az. { Un";“.- dn* 12 sorozat monoton novekvo, to—"i, BN
Vabbafennall azr.,.;_f‘f G S R

o U< b;a‘- egyenitlenség.’ « =~ T

S ‘%-,a _._1__< s<d RTIE L
SEREE S T < % ForEa i

CoHm o su)=0.f0
ey X s\ I n .. . 3
"* Az alabbi 4bra szemlélteti az elmondottakat: .~ ;- -

PR

dnﬁ;; d »d 12n+1 S

pozmv, mon nﬁvekvo feiulrél

mon. cstikkeno poz tagu sorozat T
korl sorozat d €1 S

alulrél korlatos, »d >

_:A fﬂeﬁéié}% aldpién -

11
<"
ST d<l

| Nézzikmeg a d - & ?alp’é’r_és_t:”

azaz

Ca o dmdE o jelolést bevezetve:




R 12n+1<”<12n

A '\3- +d d kifejezest fObjl]k hasznélni Az (1) bsszefﬂggésbe

helyettesztve kap;uk hogy

S n mnl-(n+—)lnn+n,~-:
et
e
= ,.qagy mivel dn=d+ ﬁn‘ 2i

.t_rn;|=e_.e_,-pr,_—_fﬁ'e.-_;

Az e értéket akar]uk meghatérozni Tudjuk hogy e “—_e/l,_ ha

R n—-rco-.

Az e értéket a Wallis -formuia segitségével kap;uk

c) A Walhs-formula : :;l" R ' - ;
Tekintsuk az- EREE RN

smnx dx ihteg_::élt.,;_ o

L]
=
SERRETY | AN ',

R T

' Parclélis integréléssfal kapiyk-; hogy R R *

£
sinn-lx sinx dx.= [—}gipn_. 1y cosx] + (n - 1) £ 2x co_s?_')_; dx,:

ow;a .,

R R

T



"4.

! vagyii:-az S

[

I-(n )( 2) (n )In
; rekurzids formuléhoz ]utunk amelyb{ﬂ

R el

\\

mlnden indexre _fennéll Két esetet klﬂbnbﬁztetunk meg n péros és n pé- n |
o ratlan. Akkor . . : :

S -TI | 2n - 1'I ‘ '_“j:: '7 S 1
B N S

: ugyanigy 2n - '2'-'-'fg. eﬂk&lrﬁéz’va.
(2n 2) 7 (2n_-4) S T T

Helyettesnsuk ezt L be .‘

e 1 ont 39 -3 -5 g Lo
2n ,'-211 Zn 2 2n 4 ‘4 270

i formulahoz jutunk Lévén R, S




LT (2 n~3) (2 11 1) _
8,0 21‘1 et 2‘

Sz.am1t§u1§. k1 has.onléan 1(2 _[_1) ket}\.,,\- o o
eI o 2n 2n -' ‘2 n- 4 L 23
o Ty TR -1 Zas T
. o I1 = f sinx dx——-f‘ [.—-_»c'_os:{'. o= 1
. émnéifogva -
e (2n+1) 1. 3 (211 1) {Zn—!-l)

g Léssuk be az alabbl egyenlﬁtlenseget

(2n+ 2) (2n+1)
- SoaA

L R8sz isy

LA

: r ‘I, >I(2n+1)>1(2rt!-2)

< R ammt a’ koveﬂcez6 ﬂiggvenyabrazolés szemleletesen mutat;a (2 abra)

SRR kel Lk : :
L (Ui 0<x<1 -re 0<sm j x<sm x<l mmden termeszetes k szamra

Ty R . '_ .



vagy mésképpen

vt o
L 1350 (Zn 1) $2.4.6.... 20 (2n+2) S
(2n+2) - 2.4.6.... 20 " 1,3, 5.. (2n 1) (2n+1), e

“ T S e R

- n+ e ;:_ G

im 2oy

Ln

imi ——-—— 1 szmten, e

nﬂ--oo (2n + 1)

.. (n-2)2n '2"4T6;7.‘.7 35

(2n+1)
| f%‘z'nj

(2n 1) (2m1) L. =1

e Cneny T




; ;Atalakztésokat végezve azt kapjuk hogy

e |'_é. 4.6.... 2;{]2 L ";r_
E VR DR CE ) %) ml) 2

\ A ttirtet b6’v1tve SR j:? o
7;_"[2 4 6 Zn:}':__'rﬁel 'azl,;"k_fa.;_}juk, hogy;'-"';."’ '

.{ i'|_"2 4.6.. '}2:'1]4 R 1 .‘

B [1 2 2 3. 4 5(‘?n 1)2n] 'zn“_'”:ff 2.0

E(z nen (2 9@9... n)]4 Sl
' [(2n) 1] (2 n+1) ' . '7 2 >
(n pto g

[(Zn) ;] (2r1+1) '_ 2

Negyzetgyokot vonva ad6d1k hogy

(n 0 AT_ ST

~ mivel "l

w22 VEF— B L

Il—->o° (2]1)' J—

K Most a (3) kxfe]ezeshez ter;link v1ssza es vezessuk be az e




,':___Jelbiést Tud]uk hogy ) I

limd —d letezik 1gy

: Il-—,—po :

T

“lima =a= efd" 1is Jétezik, -

E >eb'b6,_1'_g

F n {_e ‘

S n '-t behelyettemt]tlk (4) be 1gy kap]uk hogy : N

w2 211 n

‘ -’{_2 J’zE(z) 2’“/"..‘

amelybﬁl egyszerlisitesek utdn adddtk hogy S ] o

. _‘72 K
a .
Noova T 2%, hani—eoe R

. Mivel -

hm a-—a, ezert an--a, aZn—-a- a, es '
n__m . : Bk -
gy S
g L
a—-—- -_——'a,‘ n—"oo 'ese_ten.l B

' "19- .




S el

RN tovabb1 k -szdmu szmten azonos egymas kdzott tovabbl k3 szému azonos{

L egymassal stb es vegul k azonos egymas kozott

Cehdt o G oo
S s o 11man= J2T .
| Tzzel meghatiroztuk a konvergens {fe: " } sérozat hatdTértékét is.
d _ :_"d, d I
fim e "= ;Mzﬂ-*,_; Tim e ®=e%= o,
Comeweo o vUmesmee 00 T

hm d-—lnyZJl

o D—-—»—oo
" Mindezekalapiin Sl
S iy
s n! =_> V?.'}Tn n e. s e .
am1t1gazolm akartunk ST s '
Fenn EgYenlosegﬁnk 10gar1tm1kus alak]a ' S

1nnf—1n|/2(?+(n+—) lnn n+ 73\

P 1-2—_'&;;:1("’0 <’l2 T

¢ I3Dmedsespermuticick .-

Adva van n szamu elem, ezek kbzott k elem azonos egymassal

:333.,.'\5 g}gg_; .52/'_3/_23 \1(_3/ 128 ..
a,a,d ... 4, b,b,b, e b, 6,6,C, 4.. C E_.v,v,v, ,,.‘.-

Camo- o
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Az elemek szama k + k + k +. L k .—- n. Kerdes hanyfele

sorrendben lehet egymas melle elhelyezru o'ket Nyllvanvaléan nem Ir'apunkr, o
-annyi sorrendet, mintha mind az. n elem kiilonhtzd volna, U.i8 ha .akdr- .

o melyik felirt sorban csak az egyforma "a’" elemeket cseréleém fel egymds -
.. kozott, ez ugyanazt a fehrast adja. ugyanigy.a "'b" elemek egyings Icﬁzott ‘ ‘
valé' feicserelese ‘uj sorrendet nem ad; Ugyamgy van a ‘robb1 azonos ele- - i

meknél’ is.- Uj sorréndet csak akkor kapunk “ha kulonbozo eiemeket cseré--

" liink fel egymassal ‘Az, ISmetleses permutaciﬁk sz4mdnak meghatarozasat e

' '7_,'v1sszavezet3t1k az. 1smetles nelkuhekre }el(ﬂ]uk ezt & keresett szamot o

:,,’neil.‘ o

'meket 1smet termeszetes szamokkal ) . R e

B, 1

112223%3 5 .
2 _1 122233 ... .5
2 2"'2 1 1 1 2 3 3 §

. '..._-,?- e W e amee e e

. Tekmtslmk egyetlen fehrast és’ az egyenlé 1 eseket kUIonbozteSSUk
= 'meg és permutéljuk oket egymas kozott a tobbi elém kozben Iegyen 1og-
* zifett igy azonban egy tenyleges elrendezesbcﬂ annak k. 1° SZOTOS4t kap]uk

- Ez mmden kulonbozo ismétléses permutac-.lé esetére 1gaz gy az. "1“-esek

‘megkiilonboztetesevel a keresett permutacwk kl l«-szorosat kaptuk

. Most az 1gy kapo’st wj permutacmkban a "2"-’es elemeket ]elbljtik i
meg megkulonboztetesul és'az el6bb nyert minden’ egyes sorbol kesz1tsuk
Lel az osszes khlonbozo serrendeket az eldbbz mﬁdon Mwel k szamu )

- "2"—es elemunk volt mmden el(’)zo fehras k g~ szorosat kap;uk

Ce et

R T

o ~Az 1smetieses permutacmk sZAmat nem tud]uk de gondolatban 1rjuk e
“r-fel az bsszes 11yent (Egyszernseg kedvéert Jelolﬁlk az eirendezendo ele-" i .,

3




"—f‘>,szémupermutéc16t FR I SR St

R _rkog mér ﬁsszesen S

-z651 feladatot, Ha a golyék egy celldban’ helyet cserélnek az nem uj 4lta-

- - lent; Kérdés, hényféle 4Hapot elrendezés lehetséges. A felirt'modell mu-
o ‘-tatja, hogy ismétléses’ permutamérél van sz¢; az. Usszes: elemek szdma.
.M, 1

L 'Ezt xgy 1rhatnank le szamokkal

.-tis's_z'es‘e'ni S ismy kg ko, eee kYoo ]
N Pn" o kl‘

s+ Most jarjunk e1 az elézé' mcdon a “3"-as ]elzésu elemekkel isy ak- :

(ism; '—, ’ «mk) ".' i
S0 2’ tmt N, L e
B T

o kﬂlﬁnbozﬁ permutécms sorrendet kapunk
: El]érésunk végen a .

ﬁ°yw {{?(@@5?5%%;tf
'f“.fOrmuié»hoz Jutunk. T RS
" EbboL -

2’ e m” . oy

\(i.s‘rri. K, k) ,
| To. K1

-f.Eggpelda e
5 ; Boltzmann szermt n db megszémozott (tehét egymés kozt kulﬁnbﬁzﬁ)
. _golydt m szamu celléban helyezlink ugy, hogy az. l-es celléba n1 szému, ¥

2

= .‘:4a 2-es celléba n sz:imu, \. iy az m es. celléba nm szamu golyét teszunk f
S Az nI, n2, J..n szémokat betdltes1 szémoknak h1v3uk ‘

Az mdb celléban n1 + n2+n3 + +n T n szému goiyﬁ Van-_'

1-e8 cella 2-es cella 3-as cella o m-e;s”,c:elria*

' :-n golygi, B, go__lyc‘) ; ns.golyé,"_'f"' n:lg‘olyo‘ .

BT

Fog]uk fel ugy a dolgot mmt egy reszecskékre vonatkozé elrende-

" pot.. Ha azonban a golysk: stmennek mésik’ celldba; az’ ‘mér uj éllapotot je-

db egyez6 n

1

L, db” mas, de egyméskﬁzt megegyezo elem van. 8. i t



S kepezzﬁk

. kozotn sorrendjet valtoztat]uk dzaz a + Jeleket egymis kozott permutal- :

1234 .8 12 3'... UL 208 L
'_-, g; 31,8"1' gl gi; i’,_"gz'gzrg,,_'f,-- ':_1’7 :_--_- gm gm gm .. gm o

ami pediy eppen klmdulo feIadatunk volt az 1smét1éses permutécmk kiszé- g
'mltésandl Tehét L . . . , , :

b A(1§_m.; -kl_j, kZ_" km)_~ ol
mooLo o s S Tain

14 Kombmac1ok 3

: - n-szdmu kﬁlonbozd elembol kwaIasztunk mmden 1ehet5 médon k
szému elemet- (0<k £ n), ugy, hogy a kwalasztott Mk" elem ‘sorrendiére _
. nem vagyunk tekmtettel Azt mondJuk n eiem k- ad osztélyu kombinémélt :

PlL,: Hany kulonbozé sakkpartl 3é.tszhat6 10 reszvevo eseteben‘7 o
it 19 elem mésodosztélyu ‘kombindcisit kell: meghatédroznt. Altalanosan N
]elol_]lﬂc a meghatarozando kombmécmk szamat C -val '

Sk j=’£-1,c'ombi.néciék»s.zén&a;x S

Legyenek a ktilonbozc’S elemek 1, 2, 3, Loomn, k adott sz4m,. 1r3unk =
_a kwalasztott k db elem folé "+ Jelet, aki nem vélasztottak fole pedlg e

'(ezek (n- k)- anvannak), n ]elet
Pl xgy kN
- 4 o +J:+~. oY _ + R
1, 2, 3, 4, 5, eie (=), 0,7

: it most klvalasztottuk az" 1, 3 4, .. n 'éleiheke't' Ha ezeknek’ e"grynias

juk, uj kombindci6t nem kapunk.: Ezen elgondolas alapjdn ujabb k elemet

S ugy valasztunk ki az eldz6hoz kepest, ha legalébb egy S Jelet egy man
.'1elzéssel cserélunk fel pl [ _ R
' - FoE ok s
1; 2,73, 4, 5. ... 1), n, - ,

- ’_n23' ..'.- '




o ]elentl, hogy az "1"-es ¢lemet nem valasztguk ki, de az elébb nem szere-.

| és (n-k) -szdmu

¥

Az elso + 1e1et felcsereituk a 2-es folott a116 L ]ellel Ez azt o

pelt: - 2"-es elemet igen, A- definici6 ertelmében uj kombmacnit k_aptunk
- Tegylik. meg az §sszes Ieheiseges klvalasztasokat Bz a k szdamy "+"- ]el :
o ]el osszes 1smet1eses permutamémak szamat ad]a.. S

i i ‘

o ’Tud]uk mér, hogy : :
L p (i ,k,-*«'n'-‘k-!);" atl
R h o S Tk ek

Ismert formulék alapjén: -

o\ Tk (n—k)r
 deercljtk. bogy '(n‘-’k)= (k) L
» Ck . "i B nl ' 1.2. R (Il k) (n-k+1) L. {n l)n _\.
k! (n-k)! k‘ (n-k)! '

k_n<nl)(mk+1)_n

be
ke 123k et (o Do a@-d) . (o bty

. “a” T ,k'<n-k)f Lo e BT

1gy tehgit:" )

'egyenloseg kombmatonkaﬂag azt ]elenti, hogy n elembol k szémut annyl =
- felekeppen Iehet kwalasztam, mlnt n elembo’l (n k) szamu elemet Ez ert




“ihet6-is, 'uz mmden kulonbozo L szamu elem klvalasztasahoz tartomk e
<L (n-ky eiem ki nem valasztasa. Igy k- -szdmu elem- kwalasztasanak szama e
T egyenlc az (n k) szarnu elem os‘szes k1 nem vaIasztasangk szamaval : '

o Peldak:_., e T TIRES P
ST ‘Lo!;toszelvenyek kulonbezo kltoiteselt szamoi_]uk kI. n 90 k 5 o
2 Ah4ny madon 90: elemhdl's’ elemet ki tudunk venii, annyl ku;onbozéi P
' -"',:‘Iottészelveny van.. Az elemek mmd kuloanzo’k SR

90 43949268~44 106

C90 - 5 ¥ 85 l

N 2. Tudjuk hogy eg"y c’ib S talalatos szelveny van Kerdes hany clarab

o4 talslatos: szelvény. Iehetseges (1tt a kiilonbozs. k1t01tesueket szémlt- : S

c Juk ki, ne:tévessziik: Ogsze azzal,” hogy hany 4'taldlatos szelveny van

. ~hetenként, ezek: kozott ugyams 1ehetnek azonos kitoltésilek is, ami = - ..,
P azt Jeienu, hogy tobb onan szelveny van,. amelyeken ugyanazok az s

ERE—— eitalalt szdmok),. SRR SRR Sl

R A 4 ta,lalatosokon 4 szam a klhuzott S szam kdzul van, és a-

B ,fennmarado T szam pedzg a k1 nem huzott 85 koziﬂ valé 5 eIemb

B g »:"4~et (Z) fele modon 85 elembo’l 1 et ( = 85 modon 1ehet klhuz— Vf_".-’
LS : _‘: n1; Igy a4 talalatosok szama ~,{(w4-) (8 ) 85 425 .

’Ugyanezen méggondolassal a 3 talalatosok szama = ( ;)(gs) oy

Egy tarsasagban 10 ferfz és 8 ng Van Hany kum“bo‘%as ferﬁbOl es ' |
4 nob61 a},lo tarsasagot alhthatunk ossze : L T

oo : - v

M A IO ferfibol ( g) médon valaszthatunk kI 5 ferflt a 8 n(’)’ =

:

: ;'bOl (8) keppen 4 hot De mu'“l a ferfIaknak mmden egyes kwalasz"' S

. Fa - . ‘ i
tasahoz az osszes lehetseges no' csoport mas ‘és mds 9 tagu tarsa- L

o ‘.sagot Jelent lgy a (;0) ferfl k1va1asztéshoz (Ig)(i) kwalasztas "": ) :
T - ad]a az osszes lehetseges 9 tagu tarsasag szamat L LT
i ! 4'_.{"',--”‘ g




~ -vy§ sorrendet fogguk hasznalm. Ezek utan megad]uk az 1smet1esek kombx- B

el 1.5;11'smét;1ésés” kdm;bﬁj‘aciék{

} Meg;egyezziik eloljaréban, hogy mwei komb1nac16rol van szé egy : 2
B . kwé.}asztasha.n, ha az eIemeket mas sorrendben 1r_]uk ugyanazt a kOmbi‘ Sl
nac16t kapjuk. = SN L
: Pl.:.1 1. 2 2 1 2 1 2 ugyanaz a kombmamé Igy, ha szamok-
':-{kal Jeloljuk az’ e'lemeket ‘a termeszetes sorrendet ‘azaz 4. monoton novek-

nac.lé fogalmat S : . .
“-Adott i kulonbozfi ‘elembol kwalasztunk k szamu elemet de az ele—' :
: "',mek kozbtt az 1srnet1est is. megengedjuk (It is k- ad’ osztalyrol van sz6. )

PlL.: Legyenek akulonbozo elemek az 1;2;:3, 4, 5 szamok
oo Valasszunk ki3 elemet, -az ismétlések megengedettek ﬂyen kwa- -
L 11asztasok lehetségesek pl -a kovetkezé’keppen ) : . S
’ cal R - o

" _Ha .plr.'_"' o »1 1 2 kwalasztast tekmt]uk '_

=
NS !"",'-

ST ter | l2lésa :
S {2 11 ugyancsak ketto 1-est’
e snt - ésegy db 2-8st tartalmaznak, .
S 2 .7 de-- - ezek mem ‘adngk: u]abb 1smet1eses
T T :kombwacuit R

.-

™o ‘
b

B .'" 7-' 4 55 .‘<’V> :
05 5 5"» :
3 7'iAz 1smet1eses kombmacmk szamat n “kulonbozo elem eseten, ha az

osztalyszam k ]elollek C(k 1sm )

LR A mi peldank eseteben

N ~

o Kepzel;ilk el az Bsszes, 1smetleses kombmacmt egymas aIa irva baI g
» oldalon, szamukat nerm 1smer]uk A monoton novekedest a felirt szakoknal

R
g
£



' '-_"ménoton novekvoek és-az els§’ helyen aIIOhoz mmdlg O-t, a mésocdik helyen B

BT eredeuleg egyen16 szamok allnak egymaés mellett, a leképezes utdn: egymés :

termeszetesen tart]uk Rendeljﬂnk hozza mmden egyes 1smet1eses kom-, R
bmécmhoz egy ismétlés nélkilit a kovetkez6 médon: . o
’ " Adjuk a bal- oIdann mmden elemhez sorban a0,1,2 értékeket
(Felhl Ie!ezzuk ) . el D T

.._
._
et
AR
e
SRR I

X

G =
w

.............

e e & e e et

Mwel a bal oldalon fehrt 1smc’deses komb1nac16kat _]elkepezo szamok:

alléhoz mindig I-et, a ha.rmadlk helyen 4116hoz mmchg 2-gt adunk ha”

.. ‘utdn kovetkez§ szhmokat kapunk szigoruan monoton novekvs. sorrendben. e
‘Ha. pedig’a bal oldalOn klilonboz6 elemek dlinak ‘egymis. -miellett, akkor a N s
o ‘leképezésnél nemn’ egymas uténi szamokat kapunk de a’ smgoruan monoton o

' _"novekves szmten bekovetkezﬂc PLo . -

. -

.
h . -
; Ps

) 4 . PR




. miatt, Pl, egy tetszés: szerinti: 1smetles nélkili kombmacao Tegyen 1 27,
- ennék VISszatranszformalt]a a 115 I,esz, ennek pedlg a bal. oldalen szere-

Ry e
(SRR

Ll N
ot
19
(o)

L
.
(S e e

.
e,

(&2 RN
[S 8 o)
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e

Sl VT A sz1goruan monoton novekedes a ]Obb oldalon éilé lekepezesnel ep- o
pen az: 1smetles nélkili kombmacujk ]ellemZOJe A fellep6 elemek, ame-. - '
lylkbol a harmadosztalyu ismétlés nelkdll kombmacmkat kepezzuk az
‘1; 2,73, 4;.5,:6, 7 elemek. Ugyams a 6és 7-es fellepeset a masochk és
harmachk helyen 416 elemekhez val6:1 és 72 ertek hozzaadasa mdokol]a L

A masodlk és’ harmadlk helyen mmden elem fellep 1 25°3; 4, 5 is;:igy a
426 5+l =6 &5 .5+2 =7, téhat a6 &8 7.uj elemek Iepnek fel.: “1gy a

7 elembol éllo harmadosztalyu 1smet1es nelkuh koinbindciékat kaptuk a

]obb oldaion. Kiilénboz6 1smet1eses kombmamékbol kulonbozd ismétlés
nelkuh ‘kombindciockat kapunk a jobb oldalon; és forditva, haa jobb oldaion
4116 bérmely sorrendbélt v1Sszatranszformalast vegzimk, Julonbozo 1smet- :
Iesek kombmacmkat kapunk. S S i .l '
Igy a bal oidalon allo 1smet1eses kombmacmk szama

e, ( o8 L

Meg felmerul az a kerdés hogy a jObb oIdalon klmerltettuk e G

osszes lehet6éege1t Ez tenyieg igy van, ‘mert barmeiy 11yen k1va1asztas- .’ 3
ol azaz a 7. elembol Lwalaszthato 3- ad osztalyu kombmacmk barmelyﬂ(e z
. k@zul egyet vegyunk k1, von;uk 1e az’ utolsd elembél 2=t;. a kozepso elembdl™
Clvet, az’ “elshol 0+4t, akkor lathato ‘hogy 2z i1, 2, 35 4, 5. elemek Iephet-__
»"nek csak fel 54 321goru ‘monoton povekedesbolx(nem szi:ksegkepp sZigo -’ g
Coruay monoton novekedes kovetkezﬂc be'a: vlsszatranszformalas szabaiyau

o pelm kellett anil az 1smet1éses kombmacm def1n1c16]ab61 kovetkezﬂ( Ha
- -5 h_elyett n= et ‘és 3. helyett k =t 1runk a fent elmondott blzonyitas a kovet- L
ol ,kez’o S lEd : : R :



£

’

’.:"-«nacmkat (Elemek 1, 2 3, )

Ke’pez,zuk az 1 elembol alkothaté k ad- osztalyu: ismetleses kombl— N

‘A definicio tartalma 'ch hogy az kulonbozd elembdl az Usszes Ie- L S

L hetseges médorni kepeZZUk a monoton novekvo sorozato’kat amelyek k- ad
" ..osztalynak. . R PR ok :
- Legyenek az elemek T B :

Cee g v 3, a an mmd kulonbozoek es ezen Jeloles helyett

L hasznal;uk az’ 1 2, 3 4, 2o T1 ]elolest az elemeket ez a Jeloles ugy
megkhlonbozteti, mmt barmely mas- megkulonbozteto jel o .
“Képezzlk az osszes lehetseges ismétlések. kombmacmkat vagy1s ‘az
O elemek és. osztaly szam adta Bsszes monoton novekvd kombindci6s sorten- -
" det.” Ezek SzAmat fog]uk meghatarozm kolcsonosen egyertelrnu Iekepezes-: .
S sel, A "Iekepezes1 utasitdsunk az, hogy adjunk rendve minden elemheza’ -
o ;kovetkezo mo6don nem-negatzv egesz szamokat az els6 elemhez 0-dt, g
. mésedik elemhez’:1- -et, a harmadlkhoz 2-t,; “és 1gy tovabb a k-adik heljen
"alléhoz pechg (k 1) et.. ERR A R

B S "{.

"-f.b 12345 B

112 ,2,2,3 45 —»1 2,4.5.6,8) 4+1~ 2, Stk-1 R R
ST e el e e W e wi. oA felul irt ‘sz&mok mutat]mk a hozza-‘ AT SRR
S - '_*,f_,adando ertekekEt. Ca |

Gl Itt alinak az 1smet1eses kom- el 'Itt ]obb oldaion allnak a tran@zfor-"

. ; bina016k valamemlylen ‘

| 'malfak

. A transzformaltak mmd kulonbozo élemekbc’ﬂ allo k ad Qsztalyu ::i, s

: komh1nac1ék Mmd k(,llonbozo elembdl’ a11 mert ha két AZOnos. n;zoysaﬂu

- elem dlltis‘az eredetibep egymés m,eiLeLt az egy hellyel Jobbra allohoz
Tlegy egyseggel tobbet adtunik, - Kiilonbozs ket 1smetleses kombmacmhoz kii-

© - lonbbzé két ‘igmétiés nélkiilit; kapumc. Ugyams ezeknek legalabb €gy. elem
- ertekében él- kell térnitk és, akkor a iekepezesne& is meg van : az ugyan-' '
o annywaT valo eltérés ;

I‘ord1tva, két. 'kulonbozo transzformalt sofbﬁl v1sszatrans¢forma1as—7-'7‘

! nai ket kiilonhizs eredetl 1smet1eses kombmacm‘noz jutunk, ‘Tehdt egy~egy. -
e ertelmu a ’lekepe7es Nezahk meg: a kélétkezett: 1smetles nelkuh k=ad" osz-
- talyu kombmacmkat hauy elembo’l kepeztuk Bket. Az €ls§ elemitd] az-utol-
 'sGig mmd megtalalhato ithis, hlazen #z elsb Helyen alle elemekhez mindig -
.04t adtunk (az els§ helyen pedig: mmden elem fellép az 1smet1eses kom-
bmaméknal 1 2, s, A Iegnagyobb erteku pedlg n+k =1 erteku




Ca kombmac1é szzgoruan monoton novekvd. sorozat, . v1sszatranszformalasa 2

3 '1:. 6 munkas éyente 4, 1zhen kap Jutalmat Hanyfelekeppen lehetseges B

et az utolsé helyen felIép()’ elémhez k-1 adédik hozzd, ami maximalis =~
“ntk=1 értéket jelent.. Teh4t a jobb, oldalon nt+k- 1 elembol kepzett ismét- '

© 1és nélkili kbmbmamdk vannak . T R
Sl Kérdes mmd itt van- e’?

LY

4 C;klsmi) - (n'—H;—'l) L Iga'z'_-e' ezeri‘- égyér»;'l,t;)'s-é‘g?"_

Erre ggnnel keil valaszolnunk Ugyanls mmden 1smét1es ne]kuh j' 7
utdn.a vlsszatranszfcrmalas szabalya szerint monoton novekvs’ sorozatot

kapunk ‘ez pedig-az 1smét1eses kombmacm def1n1c16]a szermt egy sor- T
rendet jelent Tehét : : , ,

A (k 1sm ) nfl'-k—l‘);_, o
Vllégos, hogy az 1smet1eses kombmaciék eseteben K lehet n- nel
nagyobbis.... _ - P R s S
Feladatok “ oo S e :

ez, hia -egy szemely akar negyszer is kaphat

. M: Kombmacxés kerdes, mert csak a szemely erdekel bennunket,
. (akiket' szamokkal fogunk megktilo:rbdztetm) a sorrend nein szamit,
. Istnétléses ped1g azért mert egy szemely tobbszor 1s kaphat ]utal-,_ :
- mat, Tehét T A E TS _ : : .

g )()

- 2 -',' o iHény lapocskabél all a nyolcas dommé'f‘ "

2 h M Tudnunk kell hogy a lapocskak ket szamot kapnak és ezek egyen-'
o 16k is lehetnek ~és.azt, hogjr "0 jegy is- szerepel r{‘unt szdm, Igy:
S ‘Mivel mmden domméra két szam kerul masodosztalyu a kép— '7
B zés 9 db elembél, - . i
- Még arra kell valaszolnunk mlert kombmacm\‘? Azert mert

‘a’ dommon a szamok ‘sorréndje nem szamit,’
O A r_f} 1] -es dommo egyben az I:l 0:] -4s. is. A vegek nmcsenek

g :,megklilonboztetve, 1gy csak 1 db van ebbol e ‘A




. Tehdt o

$ A nyolcas dommo 45 lapocskabél all

gy (0] s
T ;2,._);.—_:(;2 ITREER

pa L

' "Harom teherauténk van, és- 100 db zsak burgonyank Egy kocs1ra

akdrhdnyat tehetiink.: Hanyfele kﬁlonhozo megte;:heleﬁ,sel leheta L

‘:szalhtast elvegezm? e

‘»_M Jelol_]tik meg a kocs1kat 1 2 és 3 ]elIeI egy megterheles sablon-? o
_-jalegyen.az, hogy- arnelylk kocsiban van a zsa.k azt a szamot- kapja BT

Pl ha, _mmd az elsd kocsﬂaan van, csupa l-es a sorrend

L 99 100 R
. .j_.=.—.;-_;1,,;1,,‘1, 1, T

Ccn E

.(»--

3,
Lo

|_|

I

g_.

‘Ha. p1 az elSo k'ocsﬂ)an 30 a masodlkban 25 a harmadlkban terme—_.
C _’__szetesen a tobb1 ekkor a ]eioles a kdvetkezd S <

U'l
U'I
O\
S
R

-31'_ o 5

2 2

1 2
Ay ) s S R
2 1 1 " 7'1:;. ’-,:2,2, cee 2, 3,3,_3, ...3 Ve

HCOD.

foa egy terheles meilett a kocs:.k sorrendjet felcserel]uk de a zsa-_'" e
.. kok maradnak, nem- kapunk ujabb terhelést, -

Lathaté, hogy minden lehetseges terhelest Ielr eza modell

. ,:ak.kor ped1g 3 ktﬂonboz6 elem 100-ad osztalyu 1smét1éses kornhma—" T
, ‘cmjar()l van, szé Tehat 8 S R

(100 Ism.)-_ 3+100 1_) (102) 102
3 v 100 ]~ \100 21-»_‘__ o

. ‘Bose Emstem problema, (Hasonlo az eldzo’hoz ) L S
\ Legyen k db’ cellank és’ helyezzunk el benniik mmden Iehetseges mé-

f : o “don-molekuldkat. ‘A rnolekulak egymas kozt teljesen egyformak ,
o gzért'csak az a Ienyeges hogy egy. celldban hiny molekula helyez-

o kedlk el;- de az nem, hogy mely molekulak ezek

: 5--A'C1 TRy | Sgf Lo ck (molekulak
S ) Szama n)

L

.




& szerepelhet ).

- Mmden elhelyezkedés Iehetseges oly médon, hogy akar egy cellabant -
lehet minden molekula, Két allapot akkor Lulonbozo, ha valamelylk ‘
cella hetolte51 szama megvaItOZIk - -

M Itt is azt mondhatnank hogyha valamely molekula valamely1k R
- celldba: bekerll, a cella sz4dmat veszi fel. Igy ha a celldk egy. ‘el6z6:
allapothoz kepes’c mas: molekulakkal vannak tgyan. toltve de-a szavt
“'muk sehol sem valtozott ineg, ug’yanazt az allapotot _}eIenuk Tehat
‘az 1628 feladat terhelem problemajarél van §z6. A cellsk- legyenek

megszémozva cl, c k - és. a’ molekul azt az 1ndex szamot

.. :f vesz1 fel, amelyﬂ{be beiekerul Igy k eiem 14 ed osztalyu 1Smetle-~_ E
c ses kombmacm]arél van szé : :

. Pl R ) Cl Cl c2 c:2 c3 z k ceilak

1,2, 3, 4 5, D n molekuIak o

T ) 5, Legyen T2 n és legyen n db gon() helyeazﬁk el az T celIaba ugy
" hogy egy. cellaba legfehebb ER golyo kerlllhet Hanyfele elhelyezke-s o

des“ lehetseges’? o ) . :

M ‘Mivel mmden golyét el kell heiyezm, az osztalyszam n és. mwel
_ “r cella, kozul kell ezt dz n db celldt’ kivalasztanl, ,1gy ( n) szamu
o elhelyezkecies van (Ferrru-Du'ac -fele elhelyezkedes) .

B S

PP

16 Isﬁiét_'léfs_ nélkiili variaciok

Ce Ca ktllon_bozo elemb()’l kwalasztunk k Szamu kulonbozot es ezeket . =
'mmden lehetseges sorrendbe 1r]uk (Egy kwalasztott elem csak egyszer

Mlvel n kulonbozo elembol k SZATmL elemet ( )-felekeppen 1ehet
:klvalasztam ezen fehrasoicbol keﬂ kepezm az osszes lehetseges sorren—

. i :

;. det. Igy mmden kombmacms sorbol k I Sort kepezlmk az ( ‘k-) sorbol ( k)
. szdmu sort, S T
. Tehat

h




2 A, 0 Ay 2 3 4, 5 65 7 8, 9- ]egyekbol hany db negy;egyu szamot

COREdle T
E I, - 20 tanulobol hanyfelekeppen lehet osztalyt;tkart penztarost és ta»-
. nulmanyl felelost k1va1&s7tam‘?

'M Mivel a harom tlsztseg kulonbozﬂc, igy harmas kzvalas,:,tas ese— -

' N tén niég flgyelembe kell azt is venni," ‘hogy 4 hirenféle tisztség a. :
+.“hdrom tanulé kozott meg 3r kulonbozo modon ‘oszthaté el, M4s eset

e gaz ha A szemely aki egy kivalasztasnal szerepel -a t1tkar a.pénz; AR

. taros, vagy.a tanulmanyl felelds usztet 14tja el. Mivel (? } ~téle-
,-.keppen vaiaszthatunk Ki 20 tanulébol harmas csoportm JL €8 minden
..kwaIasztas meg 3l vanacmt Jelent 1gy az tsszeés escfek szAmAat a’,

k4 -

20) P
’ 1 Szam adig. -

VZO ( 3 3 S éam, aﬁj& -

'Meglegyezzuk hogy ahol a pelda termeszete Szermt a mas mas~ L
-jksorrend mas -mas esetet ]elent az mmd Varlacms teladat

‘

- Iehet fehrm, ha egy szamban mmden Jegy kulonbozo

L M Lathato, hogy 10 elembél kepzetl: negyedosztalyu varxaczék sza-"
i az Jsszes 85z4m negyeseket mégad]a Azonban ezek } ozott~van— -
 nak a négy. jegybél 4116, de .0-val. kezdo §z4zas nagysédgrendii sz4 -
. mok is. Ezeket le kell vonnl. A-0<szim az ‘els§ helyen annyi ését~
Lo ben allhat ahanyszor a fennmarads kilenc" elem-hdrom elemi varza—’-ﬁ
. clsit kepezm tudjuk, ez pedig ()3 1 -szdmu eset. Ezt le kell vonni’
A az gsszes esetbo’l Tehat a szo L33 forgo negy szam]egyu szamok
szdma-. . . o LT R
I MR 10 My
¥y ¥ ‘( 4__) 4}' “(3)30
. L7 Ismétléses variaciok -~ -

o n kulo bozo elem. kozul k szdmu elemet valasztunk k1, ilgyelve a:
- sorrendre és megengedunk 1smet16deseket : S .
: A lehetseges k1va1asztasok szamat ]élol]tlk

R g (k ism. ) A V(k 1sm.) szém"' S
._;.meghatérozééé;téljé'é indhkr;iﬁva,l té_irtéﬁ‘ikf., N

sl




0 Legyenk=2.

- " Legyen-elészor x = 1. ', Ekkor n ‘é_lé'inbéi e'g'?y»elemet;v-.;{léé'thl'!kf‘:k'i—'.,‘

71 A lehetséges varidcick:

" gzéma ugy hatdrozhats meg, fogy minden-el6z6b61 n db. ujat képeziink oly
*. m6don, hogy az n elem, iindegyikét leirjuk utols6 elemként az elfbbi
'elempafok mindegyike mogé. 1gy mégint az elfzbe :
kapjuk. e L

© T Merijunk a. k-adik osztdlyrl a- (crl)ik osztélyra. Feltételozztik,
hogy ::.4_ o R ’.-:.l" ‘ e R . :

v
-

A lehetséges yarideiok:. -
: :. 7»» ».:1’—.2_’_-3”-_..‘-'.:-;.; 11 N
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A Vk 1sn} szamu sorrendet felu:]uk most :.s gondolatban es a -

. -.k+1 ik helyre minden edd1g1 nk szamu vanacxdhoz hozzalr]uk az- . S
R T 2 3, vty n elemeket, igy minden egyes. k-ad oszté.lyu zsmetleses A
y ;;var1ac16b61 n szému (k+l)-ed osztalyu vanamét kapunk Tehét

L] " -

(k+1 1sm) . ..f-z__k;_lc; ,
T _n '

P amégic . oy

W e e
Ten en e (A
ot

_Pelda' e

-.'-'-/;:Hény 6. Jegyu szém van’? ":‘, A TR S
L My A feladat 1smét1eses eIrendezes mert a szémokban egy-egy
E SZamjegy tobb izben is feliéphet pl 224413 is 11yen. Az is lat-

S :_hatd hogy klilonbozo sorrendbe irvaa szémjegyeket, més és més’ _
: ,szémokat kapunk Tehit 10 elem.6- -od osztélyu ismétléses Varlécld— L

j]ardl van szo. Lathat6 hogy ezekben azegy, vagy tobb "E}"-val kez -_; R

o ¢d6d6 szimok is benne vannak, ezek azonban nerh. 6 ]egyu szémok
pl a 0 0 0 0 14 szam. Ezek szémat azaz a- :

(5 ism. )_ 5
V10 g —10 -

. .

‘szdmot Ie kell vonm. R e ';_"ff AR
i Az osszes hét_]egyﬁ szamok széma tehét L
e 1sm) 6 15 ‘ "'5'

(6 1sm.)-.
Vl(} 5 V10 —..0. 10 —10 (10 1) 9 O




. . Megoldas

(50) (9 ) (45) "‘:‘__S-Oa . 48 o2 46 45 = 953442 000 -

. f 5 J [ 2 2 L 3 ] l 6 ] mok sorrend;e nem, szamlt )

"Tsm_belan 5|J ]egyet adtak el A sorsoldson elészor 3 egyforma ki- -
.+ 8ebb nyevemeuyt sorsolnak -mdjd.a megmaradt szAmok kozott két -
"_egy“forma nagyobb nyerf-menyt véglil és ezutdn megmaradt szamok _
- KBzt a fonyeremenyt A nyero tombolajegyek hanyfele Vaitozata PR
o Iehetseges‘? ' el : s

a __'Negy egyforma kockat feldobunk Hanyfele dobas iehetseges‘? : L

. A kobkakat megkﬁionboztet;uk A kockakat nem kulonboztet]uk

1 '2',7 ’ ‘:;."3".: :E : 4 I ismétléssel, de.a sorrend le~',_
'  6 szambol kell neg‘yet kwa»‘ o

- '},,_6-1-4_,-,1.___,49, __,987,6«.;,,_-
.- lasztani; 1smet1e_sse1 sor-;’ L ( 4 ") - "4 _;;~.'- 234 " b '
- .rendI'e ugyelve! - . - s :.-5 : BRI .‘:, - T e
o ¢t=36. 36 1296
) jHanyrfele szinil- golyot kell egy dobozba tennunk hogy ket egymas
- utdni-huzdsndl 28 <féle kiilonboz8 1ehetosegunk legyen, ha az.els@-

B . ként. k1huzott golyot v1sszatess7u1< a‘dobozba es ‘a goiyok sorrend]et
-_ a k1huzott paroknal flgyelmen kwul hagyjuk‘? S :

) '-fele szmut 1 2 3 :. . ,L-‘,' n a;sé'fr}ek‘:

38 ?eidakal‘iombmatorﬂiahoz L

) :'r."' e

3

v 1 3i L 2i

-

CIC cset .jt;a'; H eset

meg egymastol (Itt a dobott. sza—

-: b szambol negyet valasztunk kl e

_ nyegtelen

4 ‘ S a=9, _2--ﬁi__7f=:'6i3'-.i_"' = 1'2'6'

P .

A

M

Megoldas

Lo +'2»‘f‘1i' JymEly D=



] :'T’_I_9 ? Bwezetes

L melyfole ABAABCBGC .

Ry o “9,-? ».fi’9' 'I-,

: ‘ ' 7. tehde 7 féle T

SR

I S S TR LIS S i N Sy P SR I
n +n_56 =:Qi- "ni.: : }- S + = -

s I-i-'_"

—1 TR "7'»8?2? EE
o 4 ‘:9 emhcr akar felszallm egy harorn k0<,S1b61 4116 Vﬂlamopszerelveny—' 5
L re Hanyfelekepp 1ehetseges ez egyaltaldn, ‘t6vabba. hdny . olyan fel-' )
‘ sZallas van, -amelynél mmdegylk kocsira 3-3 ember ]ut?
A kocs1k 1egyenek A, B C Jelliek ‘
A BAA B cc/a c ’

Szemeiyek " 1234 5 6 7 B9 ’
it Az Ay B o Jeleket kell 9 heiyre feh’sm 1smet1essel a sorn'
K ?-rend is 1enyeges A 1ehetseges fels7allasok szama 2 : '

el Amlkor mmdegy]k kocs1ra ‘3 -3 ember Jut ezt ugy szmnboh— B
o Aaljuk iogy hdrom A, hirom B és ha;com C betut 1runk a 9 sze-

12345678‘9

". =

CA lehetseges szdm: pl = o e e

~ 19 Bolyongasok a szamegyenesen " .

A szamegyenesen valé bolyongast 51kbeh (2 d1menz1és) abraval szemf ’

'_ro’legesen a i 1d0tengelyt A pontnak mmden egyes lepese egy 1doégyseg
- ‘alatt menjen véghe, -ésigy’ ‘minden eg"yes iepesnek megfelel egy lepes ]Obb-- .
“ Ta'az id6 tengely. menten, tovabbéd egy 1épés felfeld, haa szdmegyenesen
f_.]obbra mozdult el a. pont e's cgy 1epes lefele, ha az X tengelyen balra moz-_.
“dultela pont, - : :

Az egyes eimozdulasokat gehat egy ket komponcnsu vektoxral abrazol-

ijuk : amelsmek az eISo komponense m1nd1g 1., A ‘mésodik komponense + 1,

haa szamegyenesen Jobbra mozdult er a pont -1, ha. ba&ra mozdult el a’

. pont

Cas ]

i ’
.’ ~ o -
I] , L .




o elmozdulésokat Jelkepezé' 8 = [1 6] vektorokat egymés ‘utén felra]zol- K
_ - .]uk 6, =. +1 ha Jobbra mozdult el apont, es 6 = -1, ha balra mozdult
ela pont. Igy az n Iepesbdl allo bolyongést egy tort vonaﬂal vagy més -

T vetkezd n: szdmu 5 vektorb61 éll n lepes utan a mozgé pont helyet a-

. “gbray.

ik,

e - Induljunk k1 mmdlg a (t X)- rendszer orlgéjébél ugy, hogy az egyes

e néven uttal szemleltethet;hk amely az orig6bol kiindul6’ egymés utdn Ko~

e ' {t, x) koordmata-rendszerben megad;a az (n,x) koordmétakkal b1r6 pont,
- _"ahol na lépések szdma és. ’:' W R I IR

x S = 6 +. E‘2+ 53"’"': En L

S R 1epésb61 é116 holyongést az abra szermt szemléltettink egy tort-
: ":vonallal (uttal). - o .
e "Ha a mozgd pont p lepest tesz ]obbra, és’ q. lépest tesz: balra, azaz'

STRCY 8_3, iy ki’izoét P. szému + 1 és q szému -1 van, akkor

i "‘~.~i5%q’=: n

" 'n és x megaddsdval p' &5 q adottak és viszont, -

BRI C> SRR Tt S

tehét n.és x pantésa megegyezxk L ST
- Hény kiilénboz6, n lépésbél alld ut letezﬂc egyaltalan‘? - o

Valasz ahanyfeleképp a¥ és - Jelek az m. szam folé fehrhatékf B
minden lehetseges (1smet1eses) sorrendben, teh:it osszesen RV

A lehetseges, - Iépéses utak széma tehat 2
' ﬁJ—' o S -+ -
'1,.2, 3 4, 5,..‘(11 2),; {n- 1), E ]
Hany ktﬂﬁnbdzﬁ ut vezet az (n x) pontba'? Ezek szémét ]elolguk -
| N '--J-szel o e |

n,x

- . " 38 :.-
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e . foie mmden 1ehetseges sm rendben, tehat

R A : R S o ’ {

n!’ e 7.1’1' . "nl.:; - k -
p! q' pi (n—p)I ( ) PR

FIOI]aroban megjegyezzuk, hOgy e7zel egyuttal Valaszoltunk arra a
kérdésre. is, hogy mekkora valoszumseggel 3ut el ey, a fenu modon bo-.

lyongo pont Az orzgébol n lepes uté’m a szamegyenes % pont]aba A
¥

S : B ': . ( + ) l v.alészmhseggel P
_ Konnyen belathato a kovetkezd ha nem az ong()bol hanem ak eges
o ‘erteku pontbol indul a bonongo pontés 1 1epest tesz.meg, a fentl dbrdzolds
' szerint ez annyit Jelent hogy a kundulo moigo pont’a (0, k) pontbol starto
s ésaz abran lathato uj (t 3 X ) koordmata rendszerben, amelyben a {0 k)
v f e pont az or1jgo, -az! (n, X= k) pontha ]ut tehat a ]ehetseges utak szama';'
o e T n(xk) 2T T




g .

924 tikiessicly

n= .)m:".,.:-

Cpdsn o 2pe=ni(ick)

Cprasxk f 2qms@wen

tehat n és (x k) parnasa egyenlo

Ismet meglegyezzuk hogy annak a valészimisege hogy n: iepes PRI
. utdn; a mozgo pont, Vlsszater & kundulo pontba, az’ elqbbl‘jeaet_he‘z hasonlgan |

S

= '.‘:—EE»I-{- Bt
Ekkor persze nés- 0 egyenlo parltasu, ehét": o fiérqs "sz':é}‘n:
o RENTE A L l
E T SR m).

A valsszintiség :'21{5 (_Zm) TR

B .h~'\"’—' ""'— '-:'“T'-.:"""




= pontba a t-tengelyt érint6, vagy metszd ut pontosan annyit vezet, mint .

B :csatlakoztassuk az A b6l kiinduls;- P fele tarté ut maradek EP részét.

A t-tengely felettl A pontbél ugyancsak ‘a t tengely feletti P cel-' i

~“amennyi ut egyéltaldn elvezet az - A pont t- tengelyen vett A’ tukorkepebol' :
a P célba (l4sd az 4bratly - ' o
= - Ugyanis az "A-bol’ kundulé ut a t-tengelyt elso 1zben az E- pontban o
metsz1 vagy Erinti; - ra]zoljuk mega (tel;esen a t-téengely Telett vonulo) AE
tortvonalnak. (teljesen a t-tengely alatt vonul6) A’E- tukorkepét és A’ E—hez

: Igy nyerink. egy, A”-=b6l P-be vezetd utat; ‘Vildgos, “hogy ] kﬁlonbdzo
. AP utaknak’ lci.ﬂiinbozo AP utak feIelnek meg: &8 forduva, mmden Al P ut-
. 'nak megfelel egy . AP’ ut; amely metszi | vagy. er1nt1 a t-tengelyt (A ttikro
zést kell csa.k alkalmazm.) R . ARPIRT : ;

.

i 6 abra

A tukrozem elv segltsegevel klszam1t3uk hany olyan ut vezet az {
orlgébél - lepessel az adott P(n,x) x>0 pontba, amely nem érinti: vagy-
metsz1 a t- tengelyt, vagyls amely allaﬁdéan a - tengely felett marad'

_:.s >o sz>0 %5—1:.,9 s>0



Nyllvén az e186 lepes az (1; 1) pontba vezet, 86t a masodlk is ]obbra
' el g\[ azt kell csak klszﬁmltam, hany olyan ut. vezet az. (1 1) pontbdl

........._...

(4 J)':

-be, amely nem erinu és nem metsm a t-tengelyt A tﬂkrbzes1 elv sze-
rmt iiyen ut N ‘ N szému van,’ Szémltsuk ezt kll e
: <1, x-1 N XL, SR
Az N11 'x szimbolum ertelme alap]z-in az egyenlé’ az alahb1 klfe]ezessel

R

-

\. N 2.; .




'193 Tovabbz bolyongah feladatak

ERN Szamu ut vezet Osszesen van tehat

1

A kovetkezé’ i. feladatban aZfongobﬁi kundulo pont 2 n lépest tesz
s Kerdes hany ‘olyan’ ut 1étezik; amélyek mmd a t- tengely felett haladnak
s »tehat azt nem is ermtlk azaz amelyekre ' iy

| s >0, s >0 5, >0 : S8 >'0ﬁ', ~'s-9->c ?
: Itt a, vegcel mncs megadva, -az, 1ehet rmnden obyan (.’Zn.,x) pont
"'amelyre x>0 €sa 1ent1 feltételek tquesulnek ra Leven 2n es X’ parltasa

: ’\egyenlo X paros szém’ Iehetseges erteke

-

x::'=>-,‘2;~4;: 6, 2n (x = 2r, 4 r = l 2 3 '.., ,n) R

S Ha 3 egy konkret le ertek akkor elobb1 méggondolasamk szerlnt :
E .:az or1g0b01 (Zn, 2r) be a t tengely folott ARy
NZn 1, 21‘ 1 N‘zn-;l_,-‘ 2Rl

i ( Zn 1 21 1 N2ﬁ41?;"2i%l)'

.s_zé’tmu',_ut,.;_.Az_ utébbi"d_ss’Zeg reszlete,s_en-_-lgirvég:;' “

“*szh-.i,”1': NZn 1, 3+ N2n1 3 N?'H?""LYS' S
N5 Nanen, 7 Mo, ang Mo,z e, g0

Uy



omert

Ennelfogva E

(2n l) (2n - 1) (2n _3.. 20 tif_l:o' s
Zn /oo (2 n) | ~= =0

) Tehat a keresett utak szama

LT 21‘1”'- W2 1)r (2 n - 1)! 2n ' f L e
Nzn 1,17 ( ) f‘ nl (n- 1)f T 2( ,) RIS

TPhat a4z erlgébol kundulo, 2 n lepeses teljesen a t tengely felett--']
halado ut (amely nem érintKezik a t- tengellyel) fele olyan.sok van, mint .
’ amennxn 2n- Iepeses olyan ut, amelynek végpontja a (2n, 0) pont. ’
) Ha ezeket az atakat a t- tengelyen tiikrgzztk; megkap]uk mmdazon,
»' az: or1géb61 kundulo 2n iepeses utakat amelyek teijesen ant- tengely
[alatt vonulnak e il : AT TR

o (_’ezeki‘ie_ _teihat S <0 8 < {) :'2' 1<GS "';'<.»Q) i
azaz melyek a't tengeiy a}att haiadnak es nem. erlntkeznek a- g tengeilyel;" o
' Mmt kbvetkezmenyt emht}uk az Oflgﬂbol knndulo olyan 2n lépéses . . -
utak szama, amelyek ném crmtkeznek a t tengellyel ‘azaz amelyekre B

:'.OSS.Zeben (n )7.:_-—‘\121_1’,., Iai eg-'yenlc. Cor : Co L

2. feladat Hany onan 7n lepeses az ongebol hlndulo ut van, '
amelyekre ' > ‘ : ;

52 os;o 5,20,

“Iifs nyllvan 5 >0 53»>0 . 82}1 >O Ezek az’ ﬂtak tehat ermt—

kez;hetnek F: t- tengellyel de nem. mermek a tengely ala, ,mmd folott° ma~' L
radnak R Vo s ] L SRR

e 45 o :




S a lépések szama 2n -1 es a iehetseges vegpontok a e

8 ébra L

Tekintsﬂk most 8z dsszes nlyan, 2n 1 lepesbﬁl éilé utat, amelyek
. az (1 1) pontbol 1ndu1nak ki és amelyek nem érintik-és. nem metsz1k a "
t --tengelyt, azaz melyekre (az eredeu lépésszém szermt) U
i S1 f’f‘," _ S >0 S3>0, weds §.2-n__1_-7?0_, : 52n>0 B

i ,'ézg.ik s!'zuér'rjxa;"a.zierlﬁbl_iiek szeri.t:it'-i

- o -2 2m,0° Tl s T

9 abra

AT e T

- Ha most az: (x 1, ) kooxdmata rendszert az utakkal egytltt a tenge-"

lyekkel parhuzamosan eltoljuk azg. eredetl (x t) koordméta rendszerbe
" Yissza, ‘megkapjuk az Gsszes olyan, az orig6bsl knnduld utat amelyeknel

(2n-l r-l)(r-—l 2,..‘..n)




o V_hetseges E. vektor huzhato a tenyleges vegpontokba, 2 Iehetseges (az

: -'Vagyls olyan bolyongasok s.c,amat keressi.!k amelyeknel az orle'ébél kl-: :

,ppnt_:ok,'f:tOVébbé'—émeljeléli_;éi_’_, : e e P
AP =0, 5.2 s so s &
sl_o, 5,30, 8,30, .08, 20, _Sz_n-l‘o‘

_ Hlszen tud]uk hogy az ongobﬁl kundulva, paratlan szamu lepes utén B
égpont ordmata]a is pératlan szam, azaz az’ orlgobél kundulé
-’.—'0 S ='0, ..a.,,S 290, S _.0 utnal mmdlg :

“2n 2" 2 1
S iSﬁ1>:0',;'],s'zeo,*,-'éa 0,00, 8, f-;;o_, 50 3o,
'.'E:z;élé éﬁémé __téﬁét

i

Mlutén a (2n - 1) Iepessel elert vegpontok mlndeqylknbol ketto le--

',orlg(‘)bél knndulé) S >0 S 2 0 S, >0 S 2 0, ...,-‘S2 = O' .

52 >0 S2 ‘2 0 tipusu utak szdma ketszerese fo}.yamatosan, '

. :__2:» _71-1. nek azaz{ egyenlo (_"1'117,7)4:77--_‘?]211,'0: val
:3. feladat Hany olyan 2n- 1epeses, az 03’.‘19“")61 kun"ulé ut van, .

émelynelS 70,8, 70, 85#0,...,8,7,70, 8, #0, de 5, = 0:

jmdulé pont elso 121:-9:1 a 2 n-ik 1épésre ter vissza a7 origéha. G

Do Megoldés Az olyan (az or1géb61 l’nnduié) utak szima, a.melyeknél
‘S # 0, S # 0 S }-‘ 0, ..~;, 82 23—’ 0, elo’bb1 szamelasamk szermt ’

(Zn 2.

SR ) .gyel egyenlo

} "-_ Mmdezeknel az’ utaknaj termeszetesen S # 0 hlszen az 0r1g6h61'_'-' ‘
: 2n- g

. knndulé pontnal az (ny x) Vegpont n: es X koordmé.tal egyenlo pantasuak
gy d2n-- 1) Iepesnei X :is paratlan.szdm, Ezeknel az utaknal a (211 2) 1k
'lepesre az X ordmatak Iehetseges erteke1 S :

e

x= -(2n Dt 2, 4, FODR I R




' 10, dbras

o '1?1;,_-'érbr‘aj;_



v 2n 1epeses (az ongobol 1ndu10) utak szama melyeknel

e

Y =

-

Vegyunk szemhgyre egy konkret (2n ,2) lepesbol allo, S 74 0,

‘-S 95 0 A 52 Iy # 0 tipuéu utat amely ‘mond Juk a _V ponrba i:mkolhk es

: ,;meiynek utolsé lepese az i vektor A v pontbol ket lehetseges (zn - 1) ﬁt -,
o ’iepes van, az’ @, il B vektor altai Jeizett lépések. Az - a vektor veqpont-~ R
o ]abo} tovabb1 ket lehetseges 2n 1k ¥epes 1etez1k (sadggatott o jlll;i‘ ]Plohuk

S #0 S #0 S #0 2 27‘0 (esxgypefs}r.

“2n-] G ) o s
'-?‘.4(n—1)
Mmdezen utaknal S iehet nuliatél ku10nbozo es nuIIa is

Ha meg akarjulr kapm mmdazoknak az utaknak a Szamat amelyek— ST
Sl# _ S#O S#O Sznz#(}

._i—

;éo, s, 0',_"

i»_ o

L akkor a fenn szambol k1 kell Venm az:on utak szamat melyeknel o

s ;ﬁo s, ;eo s, ;eo,-,.-.,s #0 S, #0 s, #0

""*azaz',,ar ke-r_e,set"t'utak szérria_ S

v
s

»*ézfeigyéﬁrs- =

(2n-2)r (2n—2)|(2n-1)2n (211 2)I [ 2(2{2-1)]
(n - 1)!] (n - 1)!] [(n - 1) f]
2 (Zn-z)r'ﬁ' @i - 2)1(2n-1)2n -““(2n)l -
[(n- 1)!] ens o’ [(n -1)!]2 “an -y (nf)




R

K1egesz1tes. Az e1626ek alap]an konnyen belathaté hogy azon utak
szama, amelyeknel (0<k<n) L - . ) :

3 . ?-: | Sl’sz’ _53,” P SZk 1 tetszolegesek | SZk=0’9E A
S2k+1 # o SZk+2 # O - ;§2h‘# o '

E egyenlo

A bolyongasoknak ez a targyalasa W Felle:c amenkai matemankus-

61 szarmazﬂc S




