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Kivonat

Ez a modul az Eseményalgebra alapismereteit foglalja 6ssze. A hallgatok elsajatitjak az eseménytér fogalmait,
megismerik az eseményekkel végezhetd miiveleteket, és jartassagot szereznek a Boole-algebra témakdorében.

Jelen szellemi terméket a szerz6i jogrol szold 1999. évi LXXVL térvény védi. Egészének vagy részeinek masolasa, felhasznalas kizarolag a
szerz0 irasos engedélyével lehetséges.
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2. fejezet - Eseményalgebra

1. 2.1 Bevezetés

Jelen modul a Matematika III. targy masodik fejezete, modulja. Az itt kovetkezd ismeretek megértéséhez
javasoljuk, hogy olvassa el a Targy kordbbi moduljandl irottakat. Amennyiben ez még nem lenne elég a
megértéshez, akkor forduljon a szerzohoz segitségért.

Jelen modul célja, hogy az Olvasé6 megismerkedjen az Eseményalgebra alapvet kérdéskoreivel, és képessé
valjon azok valdsziniségszamitasi feladatok megoldasaban valé felhasznalasara.

A természetben, a gazdasagban és a tarsadalomban milyen jellegi szabalyok, térvények 1éteznek?

A természeti torvények (szabadesés, Ohm térvény, bolygdk mozgésa, stb) altalaban meghatarozottak. Emellett
léteznek véletlen jelenségek (pénzfeldobas, lottd, stb.), amelyeknél a figyelembe vehetd koriilmények nem
hatarozzak meg egyértelmiien a jelenség kimenetelét. Azonos koriilmények kozott a jelenség kimenetele lehet
kiilonboz0d, véletlenszerti. A jelenség feltételrendszere lehet olyan bonyolult, hogy minden feltételt nem tudunk
figyelembe venni. Tehat léteznek determinisztikus (a koriilmények ismeretében a jelenség kimenete

meghatarozhatd) és sztochasztikus (a koriilmények nem hatirozzak meg az események végeredményét)
jelenségek.

Véletlen tomegjelenség: az események nagy szamban fordulnak eld, azonos koriilmények kozott tetszdleges
sokszor megismételhetok.

Kisérlet: véletlen tomegjelenség megfigyelése.
Minden kisérletnek tobb, akar végtelen sok kimenetele lehet. Azt nem tudjuk, hogy a kisérlet melyik kimenete

kovetkezik be, de azt tudhatjuk, milyen lehetséges kimenetek vannak. (Kockadobas, hémérsékletmérés,
lottéhuzas, stb.)

2. 2.2 Alapfogalmak

Definicio:

Egy kisérlet 6sszes lehetséges kimeneteinek halmaza az eseménytér.
Jele: £

Példa:

1. kockadobas £¥ = lehetséges kimenetek oz 51'2'3'45'6}

_fga
2. pénzérme feldobasa Q = if,ij

Ay 2y 1
3. 2 kocka feldobésa Q= EU‘ i=12,..6;j=12,..6

A Kkisérlettel kapcsolatba megfogalmazhatunk kiilonboz6 allitasokat:

(= ]
* 4-nél nagyobb szamot dobunk 205

A
« irast dobunk !

[ L i ( 1l
*+ egyforma szamot dobunk t11)(2,2), .66}

Definicio:




Eseményalgebra

(Jele: A, B....

Az £ eseménytér részhalmazait eseményeknek nevezziik.

(Jele: ey, oi,...)

Az © eseménytér egyelemii részhalmazait elemi eseményeknek nevezzik.

Az elemi események alkotjak az eseményeket : A

Megjegyzés:

Tehat egy elemi esemény a kisérlet egy lehetséges kimenetele. Egy elemi esemény csak egyféleképp, egy
esemény tobbféleképp is bekdvetkezhet.

Példa 1:

Kockadobas esetén

elemi esemény: 4-est dobunk

esemény: paros szamot dobunk A= 24,6
eseménytér: =1,2,3,4,5,6

Példa 2:

Legyen az A esemény az, hogy paratlan szamot dobunk.
i l.—'l_ =¥

Ekkor A= & 3 3 pgidaul 1€ A,

Definicio:

£ | mint esemény a biztos esemény,

@ (lires halmaz), mint esemény a lehetetlen esemény.
Példa:

Harom papircetlire felirjuk az a, b és ¢ betiiket, majd elhelyezziik a papirdarabkakat egy urnaban. Ha kihtizunk
az urnabol cetliket, milyen események fordulhatnak el6?

Megoldas:
_ L 1
Eseménytér: Q=@ b, c
i i
a} . b
Q-" :b} :ar C} :'ar b.r c}
. ';c]. II‘J CI
Osszes esemény: ;B

Tehat az Osszes esemény szama: 2 =8

Kovetkezmény:

Altalanosan is mondhatjuk, hogy n elemi eseménybdl osszesen - esemény szarmaztathatd, amelyekbdl

2" -n-1 darab esemény Osszetett esemény.

3. 2.3 Miiveletek eseményekkel

Definicio:
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AcCB)

Az A esemény maga utan vonja B eseménytl : Ha az A esemény bekdvetkezése, maga utan vonja a B

esemény bekovetkezését is.
Példa 1:

Mit jelent A = B ? (Vélasz: (A EB) ¢ (BS Al
Példa 2:

A = kétkockava? hatostdobunk

Ac B

B = ladobottszéd mokisszegearos |
Azonossagok:

Mindig fennallnak az alabbi azonossagok:
1. DA
2. ACA
3 AcQ

4. Azisigaz, hogyha ACB ¢BCC S ACC

5. A =B, akkor és csak akkor, ha AC By BCC g

Definicio:

Az A C L) esemény komplementer eseménye A esemény, amely akkor kovetkezik be, ha A nem
kovetkezik be és AcQ .

Példa 3:

] T i 1
KOCkadobésnél legyen A = tB—ﬂE”(ISE bbEﬂGbUH*: "1', 2_[

Ekkor A = Bf 4, 5, 6 :

Azonossagok:

Nagyon fontos, trivialis azonossagok:

=
=

=

=l
]
8]

2.
3 A=A
Definicio:

Tetszdleges ABc Q eseményekhez hozzarendeljik az A + B eseményt — az osszegiiket —, amely akkor
kovetkezik be, ha A és B koziil legalabb az egyik bekdvetkezik.

Példa 4:

3
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_ 1
A = {paros szam } — 24,6

_ 1
B = | legaldbb 4-t dobunk } = (:3:6}

Ekkor A+ B= {2,456} '

Tétel:

Az események 0sszeadasara fennallnak az alabbi dsszefiiggések:

A-B=B+A (kommutativ)
(A-B)-C=A=-(B+C}) l(asszociativ)
A-A=A (idempotens)
A-Q=0
A- A
A=

AR )
]

=0

Feladat 1:

Hogyan értelmezziik végtelen sok esemény 0sszegét?
A +A+. =7

Feladat 2:

Bizonyitsuk be a fenti azonossagokat!

Definicio:

Tetsz6leges ABcQ eseményekhez hozzarendeljik az AB eseményt — szorzatukat —, amely akkor
kovetkezik be, ha A és B esemény is bekovetkezik.

Példa 5:

Az el6z6 példa A és B eseményére:
AB= {4,6}

Tétel:

Az események szorzasara fennallnak az alabbi 6sszefliggések:

AB = BA (kommutativ)
(ABIC = AIBC) l(asszociativ)
A-A=A (idempotens)
A-OQO=A

A- D=2

AA =2

Feladat 3:

, w s , ’ .
Hogyan értelmezhetd végtelen sok esemény szorzata Ay-Ag =

Feladat 4:

Bizonyitsuk be a fenti azonossagokat!
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Tétel:

Az £ eseménytér tetszéleges A és B eseményére igazak az alabbi egyenlségek:
1. A+AB=A

2. A(A+B)=A.

Tétel:

De Morgan azonossagok:

Az £ eseménytér tetszéleges A és B eseményére igazak az alabbi egyenlségek:

mi

1. A+B= A
2 A-B=A+B

Tétel:

Az események 6sszeadasara és szorzasara nézve fennall az u.n. disztributiv tulajdonsag:
(A+B)- C=AC+BC
A+B)-(A+C)=A+BC

tetszleges A, B és C eseményekre.

Bizonyitas:

A+BC=A.-BC=A.B+C)]=A.-B+A.C=A+B+A+C=(A+BJA+C)
Definicio:

Tetsz6leges ABc Q eseményekhez hozzarendeljikk az A\B eseményt — a kiilonbségiiket, amely akkor
kovetkezik be, ha az A esemény bekovetkezik, de B esemény nem.

Példa 6:

Az el6z6 példakban: A\B= {21

Példa 7:

Legyen A az az esemény, hogy paratlan szamot dobtunk:

A=135

B az az esemény, hogy 4-nél kisebb szamot dobtunk: B=1,2,3

Ekkor A + B = 1,2,3,5 az az esemény, hogy dsszes 6-nal kisebb primszamot dobhattunk.

AB = 1,3 az az esemény, hogy vagy 1-et, vagy 3-at dobtunk.

_ K
A\B =15 az az esemény, hogy 5-6t dobtunk.

A= 2,4,6 az az esemény hogy paros szamot dobtunk.

4. 2.4 Boole-algebra (halmazok és események)

Definicio:
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Amennyiben halmazokon, eseményeken értelr 4 zve van, az A + B 0sszeaddsnak és AB szorzasnak nevezett két
0} = (7 tovabba minden A elemhez létezik ~ komplementer elem, valamint az alaphalmaz komplementere

az iires halmaz. Es igazak a kovetkezé azonossagok:
A+B=B+A AB=BA
A+(B+C)=(A+B)+C A(BC)=(AB)C
A+A=AA=A
A(B+C)=AB+AC A+BC=(A+B)(A+C)

A+ D=p A=A

i, o

A+=A K =
AtA =A-A=0O
akkor ezt a struktirat Boole algebranak nevezzik.

Megfeleltetés:

Létezik egy 1-1 értelmii megfeleltetés az események és a halmazok k6zott, amely nagyon hasznos az események
¢és halmazok kapcsolatanak vizsgalataban (az eseményeket lehet halmazként szemléltetni):

esemény halmaz

eseménytér alaphalmaz

véletlen esemény részhalmaz

elemi esemény egy elemti részhalmaz

biztos esemény alaphalmaz

lehetetlen esemény iires halmaz

ellentett esemény halmaz komplementer halmaza
A +B ssszeg AW B unio

AB szorzat A M B metszet

A\B kiilonbség A\B kiilonbség

AcCB kovetkezik A < B részhalmaz

Definicio:

Tetszoleges ABc O események egymast kizar6 események, ha egyiitt nem kovetkezhetnek be, azaz

A-B=0

Példa 1:
_ F o __F 1
Legyen a kockadobasnal Py t1'3"’} és B = 1245 , azaz
A= fpé ra tlarszémot]dabunl«}
6
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B = [padroszamotobunk

A ¢és B események egymast kizaré események.

Tétel:

Az 1 eseménytér tetszéleges A és B eseményére igaz az alabbi egyenléség:
A =AB+ AB

ahol AB és AB egymast kizard események.
Bizonyitas:

AB+AB = AB+Bl=A0=A
Egymast kizar6 események:

AB+AB = AB+Bl=A0=A
Definicio:

Az PerPzrsPne- események teljes eseményrendszert alkotnak, ha

1) egyik esemény sem lehetetlen esemény: A=D i=12,.. 2) egymast paronként kizaré események:
Py ofly =12 §2u Wi =12,... 3) dsszegiik a biztos esemény: Ay +Ag+ooit Ayt =0
A definicio azt jelenti, hogy a teljes eseményrendszer eseményei koziil mindig egy és csak egy kovetkezik be.

Példa 2:

Az A és A események teljes eseményrendszert alkotnak, mert AA =10 ¢ A A =0 .
Példa 3:

Az elemi események teljes eseményrendszert alkotnak, mert egyiitt kiadjak az eseményteret, és egymast kizard
események.

Definicio:

Legyen az £ eseménytér bizonyos részhalmazaibol képezett H (nem iires) halmazrendszer.

Az £ eseménytér részhalmazaibol képezett H eseményrendszert eseményalgebranak nevezziik, ha
1. VABeH A+BeH

2 A €H

Kovetkezmények:

1. Q€H mert A€H akkor AcH g A+A=0QcH

2. DEH mert Q€H ¢ Q=DEH

3. VABeH esemény esetén A-B=H mert A- B=A+B

7
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4, VA,BeH eseményesetén‘a‘\tBEH,mert A\B=ABeH

Példa 4:
> Ml S 1 f |
A kovetkez6 halmazok eseményalgebrat alkotnak: iy 12,35 1,2, 3 .

Példa 5:

Az £ eseménytér osszes részhalmazai eseményalgebrat alkotnak.

5. 2.5 Osszefoglalas

1. Az egész szamok kozott valasztunk egy szamot. Az A esemény jelentse azt, hogy a kivalasztott szam 5-tel
oszthato, B pedig azt, hogy a szam zérussal végzddik. Adja meg, mit jelent

a. A+B
b. AB
i. A-Besemény!

2. Egy cég vastton is, teherauton is szallithat arut. Legyen A az az esemény, hogy egy adott napon van vasuti
szallitas, B pedig jelentse azt, hogy teherauton van szallitas. Mit jelentenek az alabbi események?

AB A+B B-A

e |
=
+
u9)

A+B |AB AB A +B

| o

1. Igazoljuk, hogy tetszdleges két esemény Osszege két egymast kizard esemény 6sszegére bonthato!

2. Vizsgaljuk meg, hogy milyen kapcsolat all fenn az A és B események kozott, ha teljesiil az AB=A
egyenldség!

3. Vizsgaljuk meg, hogy milyen kapcsolat all fenn az A és B események kozott, ha teljesiil az A+B=A
egyenloség!

4. Vizsgaljuk meg, hogy milyen kapcsolat all fenn az A és B események kozott, ha teljesiil az A+B=AB
egyenldség!

(4+ B4+ Bf 4+ B)

5. Hozzuk egyszeriibb alakra az (A+B) kifejezést
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