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AZ OLVASOHOZ

Ez a jegyzet a Matematika c. jegyzetsorozat IIl. kitete. A sorozat
& kiivetkezd kitetekbSl 41

I, kttet, A matematika alapjai

I, kttet, Egyvéltozos valos fiiggvények

I, k#tet, Lineéris algebra

IV. kbtet. Végtelen sorok

V. kiitet, Tbbviltoz6s valos fliggvények

V1, kitet, Differencidlgeometria és vektoranalizis
VIl. kitet. Komplex fllggvények
VI, kitet. Differencidlegyenietek

A sorozat a szigorlatl Matematika anyagol tartalmazza. A jegyzet
azokhoz a gépészmérndk hallgatékhoz sz6l, akik a Matematika c. térgy
el6addgait s gyakorlatait ldtogatjdk. Ezért nem tartalmaz hosgzadalmas
magyarizatokat, bevezet§ és fllusztrativ példikat stb., hanem "csupén”

a tulajdonképpeni anyagot lehet6ség szerint teljességre és maximdlig tt-
mirségre térekedve. (A levelez§ hallgaték szdméra kilitin utmutaté ceat~
lakozik a sorozathoz. } A sorozatot a Matematika Példatdr kitetet egészitik
ki, amelyekben az olvas6 nagy szdmu kidolgozott és kidolgozatlan példit
ég feladatot taldl.

A kbtet fejezetekre, a fejezetek pontokra vannak osztva, de a pontok
szdmozédsa a fejezetekt8l figgetient], folyamatosan tértént, Az egyes pon-
tokon belit! kiltn-killon szdmozzuk a definicibkat, tételeket {segédtételeket,
ktvetkezményeket), példdkat, formuldkat, {ll. dbrdkat. A példék részben
a nehéz fogalmakat, tételeket vildgitjdk meg, részben "ellenpélddk” és
nagyrészt az elméleti anyag szerves részét képezik. A hivatkozisok egy
kdteten belill az idézett definicis, tétel stb, sziménak megaddsdival, més
kitet esetében, ezen kiviil a hivatkezott kitet szdménak megadésival tfr-
ténik (mindkét esetben a fejezet megaddsa nélkil). Tehdt pl. az 1. Kitet-
ben a "1. 13.2 Tétel” hivatkozds az 1. Kotet 13. pont 2. tételét jelenti;

a TI. Kétetben ugyanerre a tételre ugy hivatkozunk: "1, I. Kotet, 13.2 Té-
tel”. A bilzonyitdsck végét pont és felkldltdjel jelzi: . |



Az Irodalomjegyzék elsGsorpan az anyag irént mélyebben £rdeki6d6
olvasénak ajénlott milvek €8 nem az eredmények eredeti forrésainak cimelt

tartalmazza. Az iredalomjegyzékben felsorolt miivekre szigletes zérojelbe
tett szdmokkal hivatkozunk,

Budapest, 1971. mércius

A szerkesztf
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Els6 fejezet

ELEMI VEKTORALGEBRA

1. A kozbnséges tér vektorai. Elemi miiveletek vektorokkal

A mechanikai, ili, fizikai tdrvényekben fellépS menuyiségek jelentSs
része nem jellemezbetS egyetlen valés szém megadfsdval. Az elmozdulds,
a sebesség, az er§ stb, olyan mennyiségek, amelyeket cgak akkor tekint-
hetlink egyértelmilen adottaknak, ha nagysdguk mellett irényuk is ismert,
Az elmozdulds, példful, olyan mivelet, melynek sorén a tér egy tetszlle-
gesen kivélasztott pontja egy mésik meghatérozott pontba megy 4t, Vaia-
mely x elmozdulés megadisdhoz meg kell adounk annak "nagysdgit” (egy
nemnegativ szémot), azt az “egyenes 4lldst", amellyel pArhuzamos az el-
mozdulda (egy adott 4lidsu egyenest), végll az "irdnyt", amelyben az el-
mozdulés tirténik (az adott egyenesen a két lehetséges haladési irény ktziil
az elmozduldsnak megfelelst). A tér tetszS8leges két régzitett sorrendben
adott A &g B pontja meghatfiroz egy és csak egy x elmozdulidst, mely A-t
B-be viszi t. Ezt az elmozduldst azutén a tér bérmely mds pontjdhol ki-
indulva elvégezhetjilk. Forditva, a tér tetszSleges A pontja ég egy tetszl~
leges x elmozdulds meghatdroznak egy és csak egy B pontot, melybe x az
A pontot &tviszi. Két elmozdulds egymés utdni elvégzése uibol elmozdulédst
eredményez, ez utehbit az el6bbl két elmozdulis "#aszegének” tekintjik,

Az elmozdulds szemléletes (" intuitiv") fogalmét szem el6tt tartva fogunk a
tov4bbiakban "vektorrél” beszélni.

Azt mondjuk, hogy megadtuk az X vektort, ha adott X hossza (abszo-
lut értéke): |x|, 4lldsa és irdnya, vagyls egy nem-negativ valés szdm, egy
egyenesillds és a kijelslt 4ll4su egyeneseken a haladdsi irdny, A vektoro-
kat aldhuzott kis latin betitkkel jeltijitk, Két vektor akkor és csak akkor
egyenl§ (ugyanaz), ha hosszuk, &llésuk és irdnyuk megegyezik. Ha az x vek-
tor hossza zérus, |x|= 0, akker x-et mullvektormak nevezzilk és §-val je-
181k, Azt mondjuk, hogy az 8 és b vektorok pirhuzamosak (kollinedrisak),
allb, ha éll4suk megegyezik, illetve, hogy az 8, b és ¢ vektorok kompla-
nérisak, ha van olyan sik, mellyel mindbdrom p4rhuzamos.

A tér tetgzbleges két rogzitett sorrendben adott A és B pontja meg-
hatdroz egy 6s csak egy X = AB vektort, éspedig azt, amelynek hossza az
AB szakasszal egyenls, lldsa az A és B dltal meghatérozott egyenes 4lld-
séval megegyezik és irdnya sz A-b6l B-be mutaté irény, Az A és A pont
megadisa a 0 = AA nullvektort hatdrozza meg. A nullvektor 4114s4 hatdro-
zatian; a nuilvektort bérmely vektorral pirhuzamosnak tekintjik. Az A és
B pont &ltal meghatdrozott X = AD vektort az irdnyitott AB egyenesszakasz=-

.



szal abrizolhatjuk. Ilyenkor A-t az x vektor kezdSpontjdnak, B-t végpont-
janak nevezzikk és B-hez nyilhegyet ra]zoiunk

A tér tetsz6leges A pontja és a tetszfleges x vektor meghatdroznak

"egy és csak egy B pontot, éspedig annak a szakasznak A-~t6l killtnbtzd vég-
pontjdt, melyet ugy kapunk, hogy az A-n dthaladé X #ltal meghatdrozott 41~
ldsu egyenesre x irdnydban rdmérjuk |x}-et. Nyilvén x = AB,

Az AB irdnyitott egyenesszakasz (mely az A ponthoz és az A, B 4ltal
meghatdrozott egyeneshez van rigzitve) 4brizolja az Kﬁvektort de nem
azonos vele, AB-t minden AB-bdl parhuzamos eltoldssal nyert iranyltott

- .egyenes szakasz ugyanugy dbrdzolja. Az-eldbb elmondottakbél kovetkezik,
hogy ha A ,B és C tetszfleges pontok és x = AE, akkor a C &s x 4ltal meg-
hatérozott D ) ponttal, melyre x = CD, az x vektor egy mdsik felirdsdt
kaptuk: x = AB = CD. Id6nként szilkség van arra, hogy a vektorokat pont-
hoz rbgz;.tsiik Szokdsos az elGbbieket ugy fogalmazni, hogy a CD vektort
az AB vektorb6l az x wektornak A- b6} C-be tirtént pdrhuzamos eltoldsdval

- nyertiik.. Val6jéban természetesen AB és CD ugyanaz.a vektor.

= A paralelogramma elemi tulajdonsdgaib6l adédik, hogy ha AB= ch,

. akkcr AC= BD

o
‘\\‘-.\“‘
—
£ )
= ——
ooy

1.1. dbra

4 + Az.a.és b vektorok .o 8z¥gét a kivetkezOképpen. érielmezzik. Legyen
- A atér tcmzﬂegupomjaéaa AB, b= AC az of = BAC -et a két vektor -
= ;sz_&ég nevezzilk,. Nyilvinvals; hagy ot nem filgg A megvélagziisiisl ég
00X _ Ha az a £ b vektorok sziige 'i"’ akkor azt mondjuk, hogy 2 és b
-, 1egym£ara merSlegesck (ortogondlisak), <A nullvektor é8 bérmely més vek-
- tor-azbge hatfrozatlan;. a nullvektort birmely vektorra mer6legesnek te-

g,




1.1 Definici6é. Legyen adoit az a és b vektor és legyen A tetszdleges pont,
hatrdrozzuk meg a B, ill. 2 C pontot 2 kivetkez8képpen: a_=
AB, b =BC; az AC vektort a és b dsszegének nevezzik és
a +b=vel jeltljik.

Az a &s b vektorok bsszege fliggetlen A megvélasztdsdtél. Legyen u, i,
A’ a tér egy tetsz8leges pontja €s hatdrozzuk meg a B, ill. C' pontot a
koyetkez8képpen; a =A'B’, b=BC’. Mivel AB= A’ B’ és BC B'C’, ezért
AA’ = BB =CC’, innen azonban kovetkezik, hogy AC=AC |

Az bsszeadandé vektorokat Bsszetevdknek (komponenseknek), az sz~
szegvektort eredének (rezuitdnsnak) nevezzilk, Az 8sszeadds miivelete a k-
vetkez6 milveleti azonossdgoknak tesz eleget (ezek az azonosségok az 1.1
Definicié egyszerl kivetkezményei),

at+b=b+a, (L.1)

vagyls az bsszeadds kommutativ mitvelet.
Az 1,2, dbrén bemutatott Ysszeaddsi szabdlyt az erfk Usszeaddsdnak
"paralelogramma szabdly''-a néven ismerjtk,
(@+by+c=a+(+c) (1.2)

vagyis az Usszeadds agszociativ miivelet.

1,2, dbra

E két szabily ismételt alkalmazdsédval adedik, hogy véges sok vektor
eredfje viltozatnal marad, ha az Usszetevlket felcseréljik vagy tetszdle-
gesen csoportositjuk,

a+0=0+a=a, (1,3)

vagyis a vektor nem véiltozik meg, ha a nullvektort adjuk hozzd.
Az a vektor ellentettjének nevezzitk és -a-val jeldljik azt a vektort,
melyre

-9..



a+(-a)=(-a)+a=0. (1.4)

Ha A tetszéleges pont és a_ =K§, akkor nyllvdn ~a =BA, Lithat6, hogy a és
~a hogsza &s 4lldsa megegyezik, irédnya pedig ellentétes,

1.2 Definici6, Az a és b vektorok kiiltnbségének nevezzik az a ~b=a +(~b)
vektort,

Amint ez az 1.3, dbrd-
b6l 14that6 az a-b killlénbség~
vektort ugy szerkesztjikk meg,
hogy a-t és b=t ktzbs kezd§-
pontb6l mérjik fel és meg-
szerkesztitk a kivonands vég~
pontjébsl a kisebbitend6 vég-
pontjdba mutaté vektort,

1,3, &bra

1.3 Definici6, (Vektor gzorzdsa "skalir" szimmal.)
a) Legyen 4 = 0 val6s szdm és a adott vektor, akkor A2 az
a vekivr melynek hossza Alaj, 4ll4sa megegyezik a 2 41~
14sdval és irdnya megegyezik a irdnyéval.
b) Legyen A =<0 val6s szdm és a adott vektor, akkor .1a az
a vektor melynek hossza . 1Alla), 4lldsa megegyezik a 41~
ldsdval és irdnya ellentétes a Irénydval, '

Az elvi kiilonbség ellenére az eddlg csak a valés szdmok szorzdsakor
hasznilt " . " jelet most szdm és vektor szorzésénak jeltlésére is hasz-
néljuk, A(-1}.a vektor nyilvin -a-val, a ellentettjével egyeni6. Ha |a] #0,
akkor az ao = —I:}— a= r:-E- vektort a egzségzektorénak nevezzlk, mivel

; ial

a-val egyenl§ 4llisu, irdnyu és laol Iia] _t Ial =1,

Nyilvénvals, hogy a .1 & vektor akkor és csak akkor 0, haa A=0
és az a = 0 feltételeknek legaiébb axz egyike teljestil,

A skaldrral val szorzis a ktvetkez8 milveleti azonossdgoknak tesz
eleget. { A és 4 tetszbleges valoés szdmok, a és b tetszlleges vektorok ):

A.a=a. (1.5)
Qu).a=a(u, ay=aM. 3 (1.6)
(A+uy.a=Jd.a+p. 3 (1.7}
A@+b)=Ada+4b, (1.8)

.10 -



vagyis a skalérral val szorzds milvelete a vektorok tsgzeaddsira nézve
disztributiv, (1.5) egyszeril jeltlésbeli megéllapodds. (1.6) - (1.8) knnyen
igazolhat6, Bizonyités helyett I, az 1.4. és L.5. sbrét, A ktvetkezSkben né-
hény egyszerti, de fontos tételt igazolunk.

(Arw)a
wma G Tl ta
B T o — ":
i Hﬁ' d
Y Aarwa A
1,4, fbra

1.5, &bra

1.1 Tétel, Haa#0és Ja=g a, akkor JA=p.

Bizonyitds.  Mivel a akkor és csak akkor egyenl6 u a-val, ha killonb-

séglk 0, Aa - a =0, amibbi (1,7) alapjén A =g =0 kitvetkezik . |

1.2 Tétel, a akkor és csak akkor pdrhuzamos b-vel ha egylkilk a mésik
skalirszorosa.

Bizonyitds. A feltétel szilkséges. Legyen 3 b és pl. b # 0, Ekkor ird-
nyuk két killsnbz6 esetének megfelelGen

(¢} O
a'=b, vagy

3_0 = -_130 teljesiil, ahol _E_l_o, i1, _lf az 8, ili.
b vektor egységvektora.

-11 =



Az els6 esetben a = b°

&

ahol A=

L8

A mésodik esetben a = 41 b, ahol = n—ii—-:—.

|
Ha b =0, skkor b = 0. a miatt igaz az 4llités.
A feltétel elégoéges. Tegylik fel, hogy van olyan 1 szém, hogy a =4b,
vagy olyan u szém, hogy b =t a. Az 1.3 Definici6 szerint az esetek bér-
melyikében az a és b azonos 41ldsu vekior, tehdta || b .|

Ha a és D tetsz6leges vektorok 4 1 és le pedig tetszfleges valds
szidmok, akkora A Lt A 2 b vektor nyilv4n a~val és b~vel komplandris,
Ennek megforditdsit mondia ki a ktivetkez§

1,3 Tétel Legyenek a és b nem pérhuzamos vektorok és a y tetszfle~
ges, a-val és b~vel komplandris vektor; akkor taldthat6 egy
és cgak egy A L A 2 rendezett sgzdmpdr, amellyel

¥= .115_1-.12_1)_,

vagyls v az a és b vektorok egyértelmil "linedris kombind~
cigja”™,

Bizonyités. 4 ) &3 «12 létezését vagyis egzisztencidjdt geometriai szer-

kesztéssel mutatjuk meg ugy, hogy az a, b és v vektorokat kiztis kezdSpont~

bél felmériik és v végpontjdn 4t pirhnzamos egyeneseket huzunk az a és b

élldsdval, Mivel a }f b-vel, igy egylkilk sem 0, és az el6bb huzott egyene~

' sek metszik az a, 1ll. b 4ildsu

egyeneseket, Az 1,2 Tétel alapjén
a kizts kezdbpontbél a metszés~

Agb pontokig huzott két vektor egyike

5{1 a=-val mdsika pedig }‘2 bevel

jelvihetf. A konstrukcié miatt
(1. 1.6. dbra).

I=}'1§;+J’2£-

. Megmutatjuk indirekt rmédon a
A1@ Q)‘ felbontds egyértelmilgégét (unici-
1,6, &bra tdgdt). Tegyllk fel, hogy van U1 1

IU’Z valés szémpédr, melyre



y=p at+p,b. Akkor Jlg_-[—}lzé_: M3+ My b, vagy dtrendezve

() -ppa= (@, -Ayh 1
Mgty i

Ha pl, .11 # M|, akkor 3 = 7'-1-:7‘; b, vagyls a || b, ami ellent~
mondds. Hasonls ellentmonddsra jutunk, ha A 9 7 /uz—t tételezziik fel, Te=

héat ﬁl=/U.léS .2.2=/U2.§

1,4 Tétel. Legyenek a, b és c nem komplanéris vektorok és v tetszg~
leges vektor, akkor talilhats egy és csak egy A v A 9 A 3
rendezeit szdmhirmas, amelyre

y= A, a+d,btd e (1.9)

vagyls v az a, b és ¢ vektorok egyértelmll linedris kombi-
nécicja.

Bizonyitds,  Mivel a, b és ¢ nem komplandrisok, egyiktk sem nullvektor
&g nincs koztik két pithuzamos vektor sem, Legyen A a tér tetszbleges
pontja s mérjuk fel az a, b és v vektorokat a kizts A kezdSpontb6l, A v
vektor C végpontj4n &t huzzuk meg a c vektorral pirhuzamos egyenest. Ez
az egyenes az A ponton ithaladé a és b dltal meghatdrozott sikot egyetlen
pontban, 2 B pontban metszi (mivel ¢ nem pirhuzamos e sikkal), v = AB + BC,
Azonban ABazaéshb
vektorokkal komplanéris,
tehdt az 1.3 Tétel alap~
jén BB= 2 a+2,b:BC

pedig c # O~val pirhuza-
mos, teh_g_t az 1,2 Tétel
alapjdn BC = A 4c, Innen
g_=.llg_+12_l_}_+.13_<_:_
adédik (1. 1,7. dbra),

Tegytk fel most, hogy
van-/ul, /U.z, }.13 szam-
hérmas, melyre v = J
M 1 §.+/J'2 §_+,113_g:_ugyan~ A
coak fenndll, Akkor 1.7, ébra

My B+M b+ =

A, 2+2,b+2,c, vagy dtrendezve (- A3+ (= A b+ (= Adc=0.
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IR N
Hapi.,u.l-,é.-ll, aldr.q::ri:--)tl_l/_11 b+ T, A, c, vagyisa, bésc

komplanéirisak ellentétben & feltevéssel. Hasonlé ellentmonddsra vezet 2
My ;!.2,2, il a pi 7 -3t3 feltevés. Ezek szerint 4, = .11, Mo =.12,

Mg =4 g vagyis az (1.9) felbontds egyértelmil, {

Az 1.3, ill, 1.4 Tételbfl kbvetkezik, hogy két nem pérhuzamos, ill.
hérom nem komplandris vektor "kifesziti" a sikot, iil. a teret, mivel 11~
nedris kombindci6jukként a sik, ill. a tér birmely vektora egyértelmilen
elgillithatd,

Két (vagy tibb) pirhuzamos, hdrom (vagy tthb) komplanéris, ill,
négy (vagy tibb) tetsz6leges vektort "linedrisan tsazefilggSeknek™ neveziink,
mivel az 1.2, 1.3, ill. 1.4 Tételek alapjdn legalébb az egyik kuzillik ki~
fejezhet, mint a ttbbi linedris kombindcigja. Két nem pirhuzamos, ill.
hérom nem komplanéris vektor "linedrisan fiiggetien”, mivel egyik sem
irhat6 fel a mésik, 11l. & mésik kett§ linedris kombindciGjaként. V.8, 9.1
Tétel.

2. Vektorok szorzasa

Két vektor szorzatdt kétféleképpen érielmezzik ugy, hogy a szor~
zis milveletének eredménye az egylk esetben skaldr, a mésikban vektor.

9.1 Példa. Ha a P pontban lev6 pontszeril testre az { vektorral adott er§ hat
€s a pont az er( hatdsédra, vagy annak ellenében az r vektorral adott el~
mozdulést végzi, akkor a végzett munka L "az erf nagysiginak és az

er6 irdnydban megtett utnak a
szorzata", vagy mésképpern "a
megtett utnak és az er§ elmoz~-
duldsirdnyu vetilletének szorza-
ta": L= )£| Ix| cosq, ahol @
az f és r vektorok sztge (L. 2.1.
ibra).
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2.1 Definici6. Legyen a és b tetsz6leges vektoxr; a és b gkaldrig gzorzatée
nak nevezzik a kvetkez§ valés szdmot

a.b=lal . ibl cosg,
ahol ¢ az 2 és b vektorok szbge.

Ha az el6bbi definiciéban szerepld vektorok kizott mullvektor is szerepel,
akkor z két vektor szbge nincs egyértelmtien értelmezve, Ekkor azonban a
defini416 egyenlSuég jobb oldalén a mullvektor abszolut értéke, zérus is fel-
1ép tényezbként, tehdt a skaldris szorzat ebben az esetben is értelmezve
van és éxtéke zérus.

2.1 Tétel, Legyenek a és b tetsz8leges vektorok; a felirhat6, mint egy
b-vel pirhuzamos és egy b-re merSleges vektor Usszege;
ha b # 0, az a vektor b~vel pirhuzamos komponense

0,, 0
a ={(a.b ,
a,=@.b)k

aholgo a b vektor egységvektora.

Bizonyitds, Hab=0, akkoraza= 0 + a trividlis felbontds meg ‘elel,
mivel g mergleges a nullvektorra, Hab # 0, legyen A a tér tetszlleges
pontja, mérjik fel a~t és b-t a kizis A kezdfpontbsl és jeltljik C-vel a
végpontjdt, Vetitsilk C-t az A-n fthalad6 b irduyuegyenesre és jelMljik a
vettiletl pontot B~vel, a = AB + BC a kivdnt felbontés.

|aB!=llal cosgl= [1a 111° | cospl = |2 B°)

ahol (p az a és b vektorok szige (l. 2.2, &bra). Az AB vektor b-vel, vagy
ami ugyanaz, 10-l1al egyélldsy, irdnya pedig megegyezik, ill. ellentétes
;_f irfnydval aszerint, amint
¢ hegyes, {il. tompaszig
(cosg > 0, ll. cosg< 0,

a cp=«3§-, vagyis a cosg =0

esetben a trividlis felbontis~
sal az 4llitds igaz). Az elsb
esetben AB=|a ., b%IDb° =

=(a. b%) 1%, A mdsodik

esethen AB= {a, B°| (-b7) = 2.2, ébra
“a . 1% () = @p’. !

A skaldris szorzds miivelete a kifvetkezé miiveletl azonosségoknak
tegz eleget. :
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» A 2.1 Definicithél azomnal kﬁvétkezik, hogy
2b =Da, @.1)

vagyis a skaldris szorzds kommutativ.
Tetszfleges A valos szdmra

(A a)b = A (ab), (2.2)

Ezt a kévetkezbképpen 1ithatjuk be (cos(a; b) sth. a megfeleld két
vektor szbgének coginusit jeldli):

(Lab=12dallbl cos(Aa; b)= |Alal |blcos(Aa; b)=
Alal 1Bl cos(a; b) = A (sb), haaA=o,
u. i, ekkor cos{i a; b) = cos(a; b).
- Alal |B] (-cos(z; b)) =4 (ab), har=0,
u.1, ekkor cos (A & b)=~cos{a; b).
A skaléris szorzis digztributiv az Usszeaddsra nézve, vagyls
a(b+c)=2ab +ac, (2.3)

Bizonyitds. Ha a =0, akkor (2.3) igaz, mivel (2.3) mindkét oldalin zérus
gll. Ha a #0, legyen a° az egységvektora; El6sztr az

2°p+g)=a’b+a’c 2.4)
egyenlGaéget igazoljuk, Legyen A a tér tetsz6leges pontja, ‘b= ﬁ < =-§E,
b +¢ = AC és vetitstik az ABC hdromszdget az A ponton dthaladé a? irdnyu

egyenesre, A vetillet vektorokra, vagyls 2 b, ¢, ill. b + ¢ vektorok a%lat
pirhuzamos komponenseire

+¢) =b +ec.
®+g), =Db, *e,

(l. 2.8, dbra), A 2.1 Tétel alapj4n ez az egyenlfség a kbvetkezbképpen
irhaté

@@ +c)a’ = (2%)a° + (@° c)° = (b +2%0)2°,
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I
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|
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tp

A (Q *Q)p
2,3, dbra

ahol felhaszndltuk (1, 7)~et. Innen az 1,1 Tétel alapjdn (2, 4) kovetkezik, Ha
(2.4)~et - |a| -kel megszorozzuk és minden tagban (2.2)-t basznéljuk (2, 3)-at
kapjuk, |

Matematikal indukcioval igazolhatd, hogy a (2. 3) disztributiv azonos~
sig érvényes tetszdleges véges szimu vektor sszegére is.

Az a vektor nmagéval képzett gkaldris szorzatdt a négyzetének ne-
vezzilkk, A 2,1 Definicicbol

2 | '2

=i..§.=

cos 0= I_.’:_l_fz,

lal = V;z_ {2.5)

A 2,1 Definici6bol 14that6, mivel minden ¢ -re [cos¢=< 1, hogy
tetszbleges a és b vektorra fenndll az

vagyls

la.bl<=lal bl (2.6)

egyeniftienség. Mivel a hiromszig két oldaldnak Ysszege mindig nagyobb
vagy egyenlS, mint a harmadik oldal, az 1.2 dbr4beél léthat6, hogy minden
2 és b vektorra

la+bl=la] + |bl| (2.7
ahonnan, ugyanugy mint I. Kdtet {11, 8) kivetkezik ax
[lal - Ipll=la ~p] (2.8)

egyenlStlenség,



2.2 Tétel, Két vektor akkor és csak akkor merfleges egymdsra, ha
skaldris szorzatuk zérus.

Bizonyltds. Legyena. b = 0. Ha a vektorok egyike 0, akkor az minden
Vektorra, igya mésikra ia mer&leges. Ha a vektorok egyike sem 0 és sziglk
@, akkor | a] . [b|cosq = 0-bol kvetkezik, hogy cos@ =0, amihél

0= =K miatt @ = -—321 adeédik és igy a két vektor egymésra mexSleges. Ha
mosta @ =5 feltevésh6l indulunk kd, akkor cos ¢p = 0 és a 2.1 Definicio-
bola.b=0.1

2.3 Tétel, Legyenek u v Uy és L nem-komplanéris vekotorok és v.
‘mindhfromra mer6leges vektor, akkor ¥ =0.
Bizonyitfs., Az 1.4 Tétel alapjin v = J\lgl + 121_1_2 + 33}_13. Szorozzuk

meg az egyenlet mindkét oldalbt skalérisan y-vel. (2.2), (2.83)ésa 2.2
Tétel felhasznfldsdval _12 =4, .9 +.12@ .Y +A u, . ¥y =0, tehdt
vzl 1= 2 3=3

2.2 Definici6. A ktzts kezdSponttol felmért nemkomplanéris a, bése
rendezett vektorhfxmas jobbrendszert alkot, ha ¢ irdnydbol
nézve az a vektor irénya az 6ramutaté jdrdsdval ellenkez
és J mzttgnél kisebb forgatdssal a b vektor irdnydba forgat-
haté.,

Nyilvénvals, hogy ha a, b, ¢ jobbrendszert alkot, akkor b, ¢, 3 va-
lamint ¢, 8, bis jobbrendszert alkot. ¢, b, a; b, 3, ¢ valamint a, ¢, b

viszont nem alkot jobbrendszert {balrendszert afkot).

2.2 Példa, A mechanikéban a forgatényomatékot (statikal nyomatékot, el~
s6rendil nyomatékot) dltaldnosan vektorként definidljuk. Az A pontjdban rdg-
zitett merev testre a P pontban tdmadé f exrd A-ra vonatkoz6 forgatényoma-
tékot gyakorol. A forgatényomaték azzal az m vektorral jellemezhetd,
amelynek abszolut értéke {f| Iz | sing, ahol AP=x, pazrésf vektorok
sztge, ésigy |r| sin@ az "erS karja". (1. 2.4. dbra.)m dlldsa merble~
ges az I és f vektorok dltal kifeszitett sikra, ir4nya olyan, hogy r, f, m
jobbrendszert alkot (m irdnyénak ilyen vélasztisival m irdnydb6l nézve a
test az erd hatdséra az éramutaté jirdséval ellenkez§, pozitlv forgést vé~
gez), Ha a mexev testre kifltnbtz8 pontokban killtnbtizé erdk hamak, akkor
az igy definidlt forgatonyomaték-vektorok vektori tsszeaddsival nyerjuk

az ered$ forgatényomatékot.
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2,4, ébra

2, 3 Definici6, Legyen 2 és b tetszfleges vektor és @ a sziglk; az adott
sorrendben vett a és b vektorilis szorzaténak revezzik azt
a ¢ vektort, amelynek hossza |c| = lal . |b| sing, 41~
14sa merdSleges az a és a b vektorra, irdnya olyan, hogy
a, b, ¢ jobbrendszert alkot.

A vektorélis szorzatot a x b~vel jeloijk (olv. a keresztb), Haazaésb
vektort a kbzds P0 kezdépontb6l mérjik fel és 3 = Poi"l, b= POP'Z, a+b=

= P°P3, akkor azt mondjuk, hogy & P0 P1 P3 P2 csucspontu paralelogrammét
az a, b vektorok hatdrozzdk meg, vagy feszitik ki, A vektorélis szorzat
abszolut értéke a tényezd vek=
torok éltal meghatdrozott para«
lelogramma terilletének mé-

részdma (2.5, dbra), Haa b

tényezdk kizbtt a nullvekior - :
szerepel, ill. ha a tényezék / b / sin¥
pérhuzamosak, akkor ¢, ill, @ /]

a vektoridlis azorzat £ll4sa o
nincs egyértelmilen meghatd- ==
rozva, Ez azonban nem okoz 2,5, dbra
nehézgéget, mivel mindkét

egetben nullvektor a szorzat értéke.



2,3 Példa, Legyenek a # 0 és b # 0 tetsz6leges vektorok és a # b, Tudjuk,
hogy a felirhat6 mint egy b-vel pdrhuzamos és egy b-re mer6leges vektor
tsszege (1. 2.1 Tétel). Igazoljuk, hogy ebben a felbontdsban az a vektor
b-re merfleges komponense

Tudjuk, hogy a m =2 _E_lp =a -@_f )_hf'. Ha o az g, b vektorok sziige,
akkorl_qml = la] sinx és Iﬁ’xg)x_h_ol = lgox_a_. Il_l_)_oi sin%—=

|a|sina, tehﬁt!_qmi = f(p_o xa)xb°|. E két vektor 4ll4sa is megegye=

zik, mert rindketté b, és a sikjdban van (az ut6bbl azért, mert__b_° X aera
merSleges) és b -ra meréleges. b° a, b° x a jobbrendszert alkot, caake
ugy mint b° x a,° b9, a is ("ciklikus" csere). (b° x a), b° és ®° xa) xb°
szintén jobbrendszert alkot, vegyisa és (b° xa) x b% 2 b° x a &3 1P 4ltal
meghatdrozott sikdlldshél ugyanabba a féltérbe mutat, Mivel azonban

(6° x a) x b° e sikdlldsra merfleges, az a és a (b° x a) x b° vektorok szige
kigebb mint -g:-. Mésrészt.a és a. szige is kisebb, mint -;E {az gl') +e =2
tigazeadis elvégzésekor el6élis dexéksztig hiromsztig egylk hegyesszige),
Ezért g és (b” x 8) x b° azdge sem lehet R, akkor viszont zérus, tehdt

8 = (00 x2) X 1O, |

2.4 Tétel, Két vektor akkor és csak akkor pérhuzamos, ha vektoridlis
szorzatuk 0,

Bizonyitds.  Legyen a xb=0. Ha a vektorok egyike 0, akkor az minden
vektorral, igy a méisikkal is pirhuzamos. Ha egyik vektor sem 0, és szt~
gtk ¢ , akkor laxbl = lal Ibl sin @ = 0-b6l kbvetkezik, hogy sing =0,
amibfl 0= Q=T miatt ¢ = 0, vagy = I adsdik. Ha most a ¢ =0, vagy
a (= J feltevésb6l indulunk ki, akkor sin¢ =04ésigy laxbi =0.!

A vektoridlis szorzds milvelete a kvetkez§ milveleti azonosségok~
rak tesz eleget,

4 2,3 Definicitbol azonnal kivetkezik, hogy

axb=+~bxa), 2.9)

vagyis a vektoridlis szorz4s nem kommutativ,
Tetszbleges A valés szdmra

J\(gx_bT) =(A8)xb=2ax(lb). (2.10)
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Bizonyitds,  Nyilvénval6 az 4llitds ha a és b pdrhuzamosak, vagy ha A =0,
Ha a nem pirhuzamos b-vel, akkor elegends a > 0, ill. a A = -1 skaldrok=
kal elvégezni a bizonyitdst, mert ha A<<0, akkor ugy szorzunk, hogy az
egyik vektortényezdt elfsztr | |-kel majd »1~gyel szorozzuk. Ha A= 0,
akkor a és Az, ill, b és b egylrdnyu vektorok és igy a 2, 3 Definiciobél
{2. 10) kovetkezik, Ha 1= -1 és 8, b szbgét & -val jeldljik, akkor (-a)xb
és a x (<b) hossza és 4lldsa, sin¢f = = gin(Jl ~&% ) miatt, az_a x b vektor r hosz-
széval &g &lldsbval megegyezik, irdnya viszont ezzel ellentétes, vagyis

~@xb)=(=a) xb =2 x (-b). !
Legyenek a, b és ¢ tetszlleges vektorok, az
@axb).c
szimot az adott sorrendben vett 3, b, ¢ vektorok vegyesszorzatinak nevez-

zik és @ b ¢)-vel jelﬁljﬁk Ha az a, b, c vektorokat kizs P kezdSpont~
bol mérjﬂk fel ésa = P F y £.= , akkor az a, p,_ ¢ _vektorok

fltal meghatdrozott, vagy kifeszitett parale{epipedonnak nevezzik azt a
paralelepipedont, melynek P, csucspontjiba Usszefuté hirom éle P P P P

2
ég P P,. A 2,3 Definiciébol és a 2.1 Tételbd] ktvetkezilk, hogy a vegyes-
szorzat abszolut értéke a tényezd vektorok fltal meghatdrozott paralelepi~
pedon térfogata, u.L. |(axb).cl=jaxbli(@axb cl &t laxpbi
a paralelepipedon egylk lapjénak teriiete, |{a x b)° . ¢ | pedig az e laphoz
tartozé magassdg,

Az elfbbiek kvetkezménye a

2.5 Tétel, Az a, b, c vektorok akkor és csak akkor kompianéxisak ha
vegyesszorzamk zérus,

Bizonyitds.  Ha g, b, ¢ egysiku, akkor az flialuk meghatdrozott para-

lelepipedon elfajulé s kibtartalma 0, tehdt (2 xb)e=0. Ha(azb)c =0

ésa xb =0, akkor a 2.4 Tétel szerint a pirhuzamos b~vel tehdt 8, b, c

egysiku vektorok, ha a x b # 0, akkor a 2,2 Tétel felhagznfldsdval c mers=~

leges 8 x brre, tehdt ‘pérhuzamos az a és b dltal meghatérozott sikkal, |
Ervényes a felcserélési tételnek nevezett azonosség:

(@axb).c=2a. bxe) (2.11)

Bizonyitds.  (2.11) jobb oldalénak abszolut éxtéke (csakugy mint a bal
oldalé) az a, b, c vektorok 4ltal meghaté.rozott paralelepipedon térfogata,
mert [a. @_x_}! =lbxcl i@b .al és |bxc| aparalelepipedon
egylk lapjénak terilete, =gl . al pedig az ¢ laphoz tartoz6 magasség,
Ha a, b, c jobbrendszert alkot, akkor egyrészt a x b és ¢ szge hegyes~




sz8g és (@ x b) . c elfjele pozitiv, mésrészt b, ¢, a is jobbrendszert alkot
ég ezért (b x c) . 2 elfjele is pozitiv. Ellenkez6 esetber (ha a yektorok bal-
rendszert alkomak), (2, 11) mindkét oldaldnak elfjele negativ. !

¢4, 11) bizonyitésdban kvetett médon igazolhats, hogy

(axb).c=(cxa). b (2.12)

(2.11) és (2. 12) kimondja azt, hogy a vegyesszorzat nem valtozik, ha a
tényezbket “ciklikusan" cseréljik fel, vagyis

(abe)=(bea)=(cab) (2.13)

és a vegyessorozat -1-szeresére véltozik ha a tényez6k ciklusit megvéltoz~
tatjuk, vagyis

{cha)=(bac)=(achl=-(abe) (2.14)
A vektoriflis szorzds disztri.bﬁtiv az Usszeaddsra nézve, vagyis
axp+e)=axb+axec. (2, 15)
Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a (2.15) atrendezésével képezelt

y=ax(+c)~(@axh) - (a xc) vektor 0, Legyen u. i u tetszfleges vek~
tor; (2.3) és (2.13) felhaszndldgédval

v.u=Lax®+c)lu-(@xbu-@xcus=

=fuxa)(b+e)-@xab-uxag=0

adédik, Miutén v minden u vektorrs merSleges, a 2,3 Tételbfl kivetkezik,
hogy = 0.1
Ervényes a kifejtési tételnek nevezett azZonosség:

(axbxre=@.cb-b. c. (2.186)

Bizonyitds, Megmutatjuk, hogy a (2.16) §trendezésével képezett y=(a8xb}xc-
-@.chb+(b. cha vektor 0. Ha a pirhuzamos b-vel, akkor az éllitds
nyilvdnvalé mert az a = a®l al ill. b=t a® b | vektorok (2. 16)-ba val6
helyettesitése utdn mindkét cldalon G4ll, Ha a nem pérhuzamos b-vel, ak-
kor a 2.3 Tételben levé w vektorokat vdlasszuk a kivetkez&képpen:

u =3 u,=h és ug=axh

majd igazoljuk, hogy



(2.13), (2.2) 63 (2.3) alapjén a skaldris szorzatokat Atalakitva, majd
a 2.3 Példa eredményét fethasznilva

=(@axbca)-(a. gh.at+b,.cla.
c@x@xbc-(b.a)@. s G. o=
=lat? [ x @ xp) - @R’ +b ] =
~1af{p- [+ xbx s’ J}. e =
=lal?[p-p]. e=5

analég médon

v.b=(axbch) ~fa-ch.b+{.
= |pf? [v° x@axb’)-a+bh’ @.

=, Ls
o
i

= p}? [@. '’ + @ xax b’ -a]_g=0;
flletve a 2.5 Tétel alapjén
vaxp={@xbc@xzbh-@.bab)+
+b.c@am=0

Bzekutén a 2.3 Tételbsl 4Hlitdsunk kivetkezik, |
A kifejtési tétel mésik alakja:

axbxe)=(@ac)b-@hc (2.17)

(2. 17) igazolfisa a (2. 16) bizonyitéshben ktvetett médon, vagy (2. 16} fel-
haszndliséval a ktvetkez§ meggondnldssal trténhet:

axbxe)=-bxe)xs,

ezért (2. 16) a vektora helyébe b-t, b vekiora helyébe c~t, ¢ vektora helyé~
be a-t helyettesitve:

{bxe)xa=~[aic-(ca)b]=
=@abh- G

adédik, ami ugyansz mint (2,17).



" Felhivijuk még a figyelmet arra, hogy vektorok ktrében az ogztist
nem értelmeztik &s nem is tudjuk értelmezni, A val6s szdmok ktrében a
zérustol killdnbz6 szdmmal val6 osztds egyértelmil elvégezhetSsége més~
képpen kifejezve azt jelenti, hogy az ax=b egyenletnek tetszfleges b ese=
tén van egy és csak egy megolddsa, ha a # 0; éppeneza mepoldis az

x =§ hényados. Specidlisan b = 0 esetén ax =0, a ¥ 0-b6l x = 0 ktvetkezik,
Ez azonban vektoroknak sem skaldris, sem pedig vektoridlis szorzatdra nem
lgaz:a - x=0, ill. axx =0, a # 0-b6l nem kivetkezik egyértelmilen x = 0,

u.1, 2z els6 egyenletet minden 2-ra merdleges, a mésodikat minden a~val
pirhuzamos x vektor kielégiti.

3. Bazis. Vektorok koordinatai

A vektorokkal valé mtiveletek gyakoxlati elvégzését az teszi lehet6yé
és kinnylivé, hogy az 1.4 Tétel alapjén egy-~egyérteimi megfeleltetés 16te~
sithetS a vektorok halmaza és a rendezett szdmh&rmasok halmaza kdzvtt,

3.1 Definici6. Ha ai £y 8y 53 vektorok nem komplandrisak, akkor azt
mondjuk, hogy bézist alkotnak a térbeny &, ~et, &,-t és g -at

3
a bézig vektorainak, réviden hézisvektoroknak nevezzilk,

Ha &yr 8y €4 bézist alkomak, akkor az 1,4 Tétel szerint tetsz8leges
¥ vektor pontosan egyféleképpen irhato fel

Y=V, 8 tv, 8, v, e, 8.1}

alakban, Rugzitett bdzis esetén tehdt egy-egyértelmil a megfeleltetés a vek-
torok, I, a rendezett szdmhdrmasok halmaza kiztt, ha minden ¥ vektor-
boz a (3, 1)~ben szerepl§ [vl, Vo v3] rendezett szdmhirmat rendeljik,

vi-et, v -t és vg~at a ¥ vektor koordindtdinak nevezzik. v és koordindtéi
Usszetartozdgdt v ¥ [vi, Vs vsj-mal jelbljtik,

=2
kor az 4ltaluk alkotoit bézist ortogonélisnak (merSiegesnek)
nevezzilk; ha ezen Kvill g8 és &4 egységvektorok, akkor

az #ltaluk alkotott bdzist ortonorméltmak nevezzilk,

3. 2 Definicis, Ha s &) 5 bézist alkomak és pdronként mer6legesek, ak-

aua



Ebben a fejezetben a tovdbbiakban feltételezzlk, hogy bevezettik és

lerbgzitettik az 2 23 ortonormdlt bézist és azt, hogy az e 1+ g 84

béizisvektorok jobbrendszert alkotak. E feltevések mellett & &y _e_s-at

rendre i, j, k-val is jeldljtk. Az ortonormdlt, jobbrendszert alkoté i, j, k
bézist a kivetkez§ egyenlfaégek jellemzik:

F==k =1 (3.2)
i.3=j.k=k.1i=0, (3.3
k=ixj i=jxk j=kxi (3.4)
ixi=jxj=kxk=0. (3.5)

Ha v tetszfleges vektor és a

N= vl_i_-i- v21_+ v3g_

egyenlfgéget rendre megszorozzuk skaldrisan i-vel, j~vel, ill, k-val (3.2)
és (3. 3) felhasznildséval a koordindtdk kovetkez§ kifejezésethez jutunk:

v =vi= {v!| cosox

vy=vji=lvlcosp

Vg=vk= |v| cosp (3.6)
ahol o, f ill. y* y-nek és i-nek, j-nek, ill. k-nak a szige. Hay # 0,
akkor képezhet§ y_o = L egységvektora, v° koordinstéit vo-et, v;-t és

k4 - 1

vg-at v irdnykeszinuszainak nevezzilk, mivel (3. 6)~bél nyilvin
) 0 o
v, =cosd, v, = cosfd, Vg = COS. 3.7)

A kivetkezOkben megmutatjuk, hogyan kell az 1. és 2, pontban ér-
telmezett milveleteket elvégezni, ha a vektorok koordindtdikkal adottak, Le~
gvenek a, b és ¢ tetszdleges vektorok, A tetszdleges skaldr szdm és

a¥[ay, 2y 23], b=E[b) by byl e¥[e), ey gl
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a+h=(ai+ a2L+3315)1‘{b1_1_+b21+b3_19=
=(a, Th L+, 2)J_+(a b 3k

ahol felhagzndltuk (1.2)-t és (1, 7)-et. Azt kaptuk, hogy
+

a+b=[a ¥b, 8, by, a tn,] (2.8)
Aa =.1(a}_i_+azj_+- aal_c) = (.ﬁ,al)_i_+(£az)j_+ {2 as)lc_,
ahol fethagzndltuk (1.0)-at és (1.6)~ot. Azt kaptuk, hogy
lg_":’[ﬂal,ﬂaz,ﬂa:}]. {3.9)

.b=A{a i+h21+33~_) {b.i +b2j_+b3§<)~a b +ab +a3b3,
{3.10)

ahol felhasznéltuk a skaldris szorzds (2.2) és (2. 1) mlajdonsdgait valamint
{3.2)-t és (3.3)-at. Speciidlisan

vagyils

+a )‘/ (3.11)
bxe=dl+ sz_«}-bsl_c) X (c,i+ey) + cgk) =
= (l:zs:3 - bsczli_-‘ (hlca - bacl)j_+ (I:vic2 - bzcl)ﬁl {3.12)

ahol felhasznéltuk a vektoridlis szorzds (2. 15) disztributiv, (2,9) és (2. 10)
tulajdonsdgde, valamint (3. 4)-et és (3. 5)-8t. (3.12)-6t az un, "determindn-
sos" irdsmdd teszi jobban 4teekinthetdvé és megjegyezhetsvé:

]*_1_ ik
bze= i bl b2 bS s {3.13)

. F

€y % S I




ahol a jobb oldalon szereplf "determindnst” a k¥vetkezSképpen értelmezzik

i 41k
b, b, b3 = i b2 b3 i bl b3 +k b, bz {3.14)
€, €y Cg C) Cg ¢, ¢4 € S
és ite
bi bk = b, ¢ -hk ci; i, k=1, 2, 3
c (3.15)

definlilja a szerepl§ szimbdlumek, un. "mdédsodrendl determindnsok"” ér~-

tékét.
Az{a b c)vegyes szorzat kiszdmitdsdhoz irjuk azt az(e bc)=a . (b x¢)
alakba, Igy (3.14) ég (3. 10) felhasznildsédval

{abgla b b -a b b +a b b

hanbanl | 2 3 2 1 3 3 1 2
s
¢, ©g ¢, ¢4 ¢, €
vagy
(abe)=12a, a, a,
bl I:o2 b3 R (3.16)
€, € €

ahol a jobb oldalon 4116 "harmadrendd determinéns” értelmezése a kbvet~-
kez§:

a1 32 83 = a1 b2 b3 = a2 hl b3 +a3 bi h2

¥
l:;1 b2 b3 = c2 c3 c‘.l c3 < Cy
€ ¢ ¢4 .17}

-27 -



Megjegyezzik, hogy a 2.5 Tétel most a kévetkezbképpen is megfogal-
mazhaté: annak szilkséges és elégséges feltétele, hogy az I:al, ag, 2 3ia

[bl . b2, b3]’ [cl, cz, c3:] vektorok linedrisan Gsszefliggdk (komplandri-

sak) legyenek, a beldlik alkotott (3, 17) determindns nullicitdsa; vagy més-
képpen: annak szllkséges és elégséges feltétele, hogy az [al, a,, 33],

{bl, b2, bs:l, [cl, Cos ca] vektorok linedrisan fuggetlenek legyenek (ne

legyenek komplanédrisak), a bel6lik alkotott (3.17) determinéns értékének
zérustsl vals killonbbzdsége,

Megjegyezzllk még, hogy ha £,» &y nem parhuzamos vektorok, akkor

bézisnak tekinthet8k "az Sltaluk meghatdrozott sikban"”, Segitségikkel az
1,3 Tétel alapjdn egy-egyértelmil megfelelietés 1étesithetd az e 8 leal

meghatdrozott sikdlldssal pdrhuzamos vektorok, ill. a rendezett szdmpdrok
halmaza kbzott.

4. Koordinata-geometriai és mechanikai alkalmazasok

Ha lerdgzitjilk a tér egy Opontjdt és az i, j, k bézist, a vektorok hal-
maza &s a pontok halmaza, ill. a rendezett szdmhérmasck halmaza és a
pontok halmaza kizttt egy~egyértelmll megfeleltetést tudunk létesiteni a_
ktivetkez8képpen: a tér tetszbleges P pontjdhoz hozzérendeljik az r = OF
vektort, ill. ha r =xi+yj+zk, a P ponthoz az (x, y, z) rendezett szdm-
hdrmast. O-t origénak, az O ponton 4thaladé i, j, ill. k irdnyu irédnyitott
egyenest x~, y-, ill. z-tengelynek, r-et a P pont heiy_v_ektorénak, x-et, y~t
és z~t P koordindtinak nevezzilk és azt mondjuk, hogy a térben Descartes~
féle deréksztig koordindtarendszert vezettlink be (4. 1. 4bra),

A ponthoz és helyvektordhoz kdzs rendezett szdmhérmas tartozik,
ami hasznos 2 feladatok megoldédsakor. Ez azonban nem jelenti azt, hogy
a heiyvektorok és a pontok azonosak lennének. Az elvi kiilltnbséget mutatja
az az egyszerl tény is, hogy amig a helyvektorok tsszegét és kitltnbségét
érteimezzik, addig pontokérél nem beszéliink,

A Pl(xlylzl) és a Pz(xz,yz,zz) pontok d tivolsdga a P1P2 szakasz

hossza; ha x; a P, pont és r, a P, pont helyvektora, d = |z, - Il =

=lz; ~ gyl
(3. 8) és (3. 11) figyelembe vételével

a= [ - %)+, -9, 4oy -2y (4.1)
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4,1. fbra
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4,1 Példa. Adott 2 Pl és P2 pontok #ital meghatdrozott szakasz, Keresslk
PIP m

azt & P pontot, melyre ———=-=—, vagyis amely a P_P, szakaszt adott arédny-
PZP n 12

ban osztja, m és n pozitiv szdmok. ¥ p Zor és 1 jeltlje rendre a Pl’ F, és

P pontok helyvektorait (4,2, é&bra},

Legyen
FP-a & PP
P1 =a és P 5 =D,
Mivel
o
r=x +2 € a=(,-1) laf,
tovébbd
lal Bl _, 5 _men
fal " ]al m m
igy
[ﬁl +I.].J.’ = l£2 "5_1[
miatt
m
i"i m+n L-2 5—11’
tehét
a-m(r r.) és r=r + T, =T )
- m+ 2 = —=1 m+nL2 e

amit itrendezve

4.2)

adédik,

A tovébbiakban egyenes €s sik egyenleteivel foglalkozunk.

Az olyan dsszefliggést, amelyet az alakzat pontjainak helyvektorai
kielégitenek és mds pontok helyvektorai nem, az alakzat vektoregyenleté-
nek nevezzik, Ha a helyvektorokat koordindtdikkal adjuk meg, a vektor=
egyenlethél az alakzat egyenletét vagy egyenletrendszerét kapjuk, Az alak-
zat egyenletében szerepl véltoz6 helyvektort, vagy koordindtdkat a “fut6
pont” helyvektordnak, vagy koordindtdinak nevezzik.

Valamely sikot egyértelmilen megadhatunk egy pontjdval, és egy a
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sikra mer&leges 0~t6} kilonbtzd vektorral, Az ut6bbit a sik normélvekto-
rénak nevezzitk,

4.1 Tétel, A P ponton dthaladé n normdlvektoru sik vektoregyeniete
a -5 )=0, {4.3)
ahol x,a Po pont €s r a futé pout helyvektora.

Bizonyitds, A (4.3) egyeuletet azok és csak azok az r helyvektorok elégi-
tik ki, melyek a sik pontjainak helyvektoral, mert egyrészt ha r a sik egy
retszéleges P pontjdnak helyvektora, akkor r ~ z, pirhuzamos a sikkal, me-
réleges n-re, a 2.2 Tétel szerint tehft (¢ ~ In= 0; mésrészt abbésl, hogy
{z - x m = 0 kbvetkezik, hogy (x - _g_:o)_L m, (-~ I, } pirhuzamos a sikkal és

mivel x, asikegy pont}dnak helyvektora, az r = I + (r - £, ) helyvektoru

pont is a sikban van, !
A sik (4. 3) vektoregyenletét |nl-kel osztva a sik egyenletének Hesse-
féle normdlalakjdt kapjuk:

-1 ) =0 (4.4)

Ez 2 képlet gyakorlatilag azért jelent6s, mert a bal oldaldn £116 kifejezés
megadja tetszéleges r helyvektoru P pontnak a giktél mért elGjsles tdvolsd~
g

(-~x ) ==1d (4.5)

ahol d a P pont és a sik tdvolsdga, d =0, ha a P pont a sikon van; az eldjel
+, iil, - aszerint, amint P abban a féltérben van, meiybe n_mutat, ill, a
mésikban (1. 4.3. fbra).

4,2 Tétel, A sik egyenletének 4ltaldnos alakja
ax+by +cz+d=0, {4.6)

ahol a, b, ¢, d valds szdmok, és 2, b, ¢ kiztl legaldbb az
eg vik nem zérus,

Bizonyitds. Elgszir megmutatjuk, hogy minden sik egyenlete a (4.6) alak~
ban irhatd. Legyenr = [xo, Y zG] a sik egy rtgzitett pontjdnak helyvek-

tora. Az g helyvektoru futé pont keordindtdit ['x, y, z], az n normélvek-
tor koordindtéit [a, b, c | jeltlje, akkor
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I=

4,3, ébra
R.{£-x)=0
koordindtds alakja

afx - xo) +by = yo) +cfz ~ zo) =0,

ami ax+by+ecz+d =0,

= -{a xo +byo +c zo).

Forditva, (4.6) sik egyenlete, ha az a, b, ¢ szdmok kuzll legaldbb az
egyik nem zérus, U.i. ebben az esetben a

= «(axo + byo + czo)

egyenletb8l xo, Yo z, meghatdrozhats, Pi. ha a # 0, akkor

wd - byo - ez

x 3
o a ?

ahol 'yo és z tetszfleges,
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n2[a, b c]ésx #[x, v, z_ ] vélasztdssal (4.6) dtirhatd az

- )n=0
alakba, ami sik egyenlete, |

4,3 Tétel. Legyen P0 tetszbleges pont és 3 H b; ekkor a Po'ponton étha-
lad6 2 és b vektorokkal pirhuzamos sik egyenlete

r=xr + Aa+pub 4.7)

ahol x a Po pont és r a fut6é pont helyvektora, a A és p. "pa-

raméterek” egymdést6l fliggetlentll minden valés értéket fel-
vehetnek; {4.7)-et a sik paraméteres vektor_egyenletének ne-
vezzik,

Bizonyitds. Az 1.3 Tétel egyszeril ktvetkezménye, !
A (4.7) vektoregyenlet koordindtds alakja

x=x°+ lal+}l b1
Y=Y, * Aa,+ pb,
z=z + .133+pb3,

ahol x, = [xo, Vo zoj, a% I:al, a,, a3:|, E'—‘——’[hl . b2’ b3]'

Valamely egyenest egyértelmilen megadhatunk egy pontjdval és egy
az egyenessel pArhuzamos 0-t6l killtnhtz6é vektorral, Az utébbit az egyenes
irdnyvektordnak nevezzik.

4.4 Tétel. A P, ponton 4thaladé v irédnyvektoru egyenes paraméteres vek-
toregyenlete

X +, (4.8)

=X
s
ahol X, a Po pont, r a futé pont helyvektora, és a t paramé~
ter tersz6leges valos értéket felvehet.
Bizonyitds. Mivel I, ez egyenes egy pontjdnak helyvektora, az 1 = X, +

+(xr - I, ) helyvektoru pont akkor és csak akkor van az egyenesen, ha



(x-r) I| v. Az 1.2 Tétel szerint ¢ - r, akkor és csak akkor pirhuzamos

v # O-val, ha van t valés szdm, melyrer -, =tv,!
Az egyenes vektoregyenletének koordjngtés alakja:

X=X +tv
0

1
Y=y, Y,
z=zo+tv3,

ahol L [xo, Vo 2 o-J s ¥V E [vl, Vyr Vg . Abban a speciélis esetben,

amikor v, #0, k =1, 2, 3, minden rdgzitett t-re mindhdrom egyenletbSl
kifejezhetd a kozds t érték, &s azt kapjuk, hogy az egyenes futé pontjdnak
X, ¥, Z koordinétdi kielégitik a ktvetkezé egyenletrendszert:

= = . (4.9

A vektoralgebra fontos mechanikai alkalmazédsalval mdr taldlkoztunk
a 2,1 és 2,2 Példdkban, Most tovébbi két jelentds mechanikai alkalmazdst
ismertettink,

4,2 Példa, Ha egy merev test valamely Po ponton 4thaladé egyenes, mint
tengely kbirill egyenletes forgé mozgist végez, ez a forgis jellemezhet§ az
w szbigsebesség vektorral, w -t a kbvetkez8képpen érteimezzilk: hossza,
|wla szbgsebességgel, vagyls az egységnyi id6 alatt megtett sztgelfordulds-
sal egyeni6, 4lldsa a forgdstengellyel pdrhuzamos, irdnya pedig olyan,
hogy abbél az irdnybsl nézve a merev test forgdsa pozitiv (az 6ramutaté jé-
résdval ellenkez§). Ha P a merev test tetszfleges pontja és P ill. P hely~
vektora I jll, r, a P pont sebesség vektora

I=w xr-z) (4.10)

ui. P olyan k8rpdlydn mozog, melynek sikja a forgédstengelyre meréSleges,

kbzéppontja a forgdstengelyen van és sugara ¢=|r - I, | sing , aholg

az w (a forgdstengely irdnya) és az r - r_ vektor §ltal bezdrt szdg; tehde
¥| =lwilg=|w=x(r-x,)|, ¥y merfleges w-ra, ésr - I -Ta és irdnya

{4.10)-nek megfelels (1. 4.4. fbra),
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4.3 Példa, Haatér Pk pontjaiban m, = 0

tomegeket helyezink el, k=1, 2, ... n, tér-
beli témegpontrendszerr8l beszélink, Azt
mondjuk, hogy & térben a g "tbmeger§” hat,
ha a térben bérhol elhelyezett egységnyi té-
megil pontszerd testre a g vektorral jeliem~
zett erd hat, A tmegpontrendszer sulypont~
jénak (tvmegktzéppontjdnak) nevezzik azt az
S pontot, melyre a ttmegpontrendszer forga-
tényomatéka tetszdleges g timegers esetén
zérus (1. 2.2 Példa és 2.3 Definicié). Legyen
a Pk pont helyvektorar , k=1, 2, ..., 0,

meghatdrozzuk a sulypont 8 helyvektorat.
A sulypont definici6ja szerint tetszbleges g
wvektor esetén

4,4, fbra

n
;:(ak-_)xtmkaﬂ.
=1
vagyis
n n
(ka;k-_s_ E mk)x_g_=0.
k=1 k=1

A zérojelben 4116 vektor ezek szerint minden g vektorral pirhuzamos, tehét

> 3
L =8 ={
e B
ahonnan
S,
§ = ————— (4.11)
>
k=1 mk
adodik.






Mdsodik fejezet
KOMPLEX ALGEBRA

5. Komplex szdmok

A vektoralgebra miiveletel, ha bézist és koordinitarendszert vezet-
tink be, a vektorok koordindtdibsl alkotoit rendezett szdmhérmasok, ill.
ha egy adott sikkal pArhuzamos vektorokrél, “sikvektorokrél” van szé, ren-
dezett szdmpédrok kbzttti mitveletekként foghatok fel, Ha a rendezett szém-
pérokat ugy tekintjik, mint rdigzitett ortonorméit b4zisban adott sikvektoro-
kat, mondhatjuk, hogy 2 vektoralgebrdban értelmeztilk rendezett szémp4-
rok Usszeaddsdt, valés szdmmal val6 szorzdsir, skaldris és vektoriélis
szorzdsit. Bizonyos értelemben "hétrényos” az, hogy mind a skaléris, mind
a vektoriflis szorzis kivezet a sikvektorok kbrébfl, a szorzds eredménye
mér nem sikvektor, nem szémpér; mds sz6val a rendezett szdmpdrok hal-
maza nem zért e milveletekre nézve. Hitriny az is, hogy a vektoralgeb~
réban vektorok, rendezett szdmpérok osztdsa nem értelmezhets. A "komp-
lex szdm" fogalménak bevezetése kikilsztbbll ezeket a hétrényokat.

Tekintstk a valés szdmok R halmazénak Snmagdval képzett direkt
szorzatit (1. I. Kutet 3.1 Definicidg), az RZ = {(x, 7I:xE R v E R} 2
halmazt, Tudjuk, hogy (xl, yl) (x2 yz), ahol (xl, yl)E R2 s (x:Z yz)ER .

akkor €s csak akkox, ha x, =X, és ¥y =¥y Az R? halmaz elemel, a valss

szdmokbol 4116 rendezett szémpérok kbzutt értelmezzilk az Usszeadds, a
valés szdémmal valé szorzés és szorzds milveletét, Mindhérom milvelet
eredménye ujb6] rendezett szémpér, Legyen (x,, y,)} € R?, (x2 v, € Rz
2ER; A 2
Definicis szerint:

ﬁo(xl! Yl) = (‘111’ z'yl)’ (5.2)
és

(xl, yi) . (2 ¥,5) = (xlx2 “Vi¥p ¥, "’Vl"z)' | (5.3)
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5.3 Definlcis. A valos szdmokbsl 4116 rendezett sz8mpérok R? halmazét,
ha abban a mtveleteket {5,1), (5.2) és (5. 3)-m=} értelmez~
tik, a komplex szdmok halmazdanak nevezzik és Z-vel jeltl-
jik; & halmaz elemeit komplex szdmoknak nevezzik.

A Z-halmazban (5,1) - (5. 3)~mal értelmezett miiveletek klelégitik a
ktivetkezf miiveleti azonosségokat (z = (x, y), z, = (xk, yk), k=1, 2, 3,

7 tetszSleges elemed, A , j tetszbleges val6s szdmok):

z, +2Z, =2, +7,, (5. 4)

vagyis az Usszeadis kommutatlv:

z, + (z2 +23) = (z1 +zz) +z (5.5)

3}

vagyis az Usszeadds asszociativ;

ha a § = (0, 0) komplex szdmot tetgzfleges komplex szdmhoz hozziadjuk,
annak értéke nem viltozik:

z +(0,0) = z (5.6)

ha a z komplex szémhoz hozzdadjuk a -z = {«X, =y) komplex szimot, al
komplex szdmot kapjuk

z+ (=z) = O _ (5.7)
Afuz) =)z (A +u)z=Adz+puz;
).(zl +7y)= Az + Azg; (5.8)

Z,2Z, = 2,2, (5.9)
vagyls a szorzds kommutativ:

zl(z2 23) = (zl z-Z)ZB’ {5.10)
vagyis a szorzis asszociativ;

zl(z2 +zs} =%, % + 2 {5,11)

173
vegyis a szorzéds az Usszeaddsra nézve disziributiv;
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ha az (1, 0} komplex szdmmal szorzunk tetszlleges z kompiex szdmot, an~
nak értéke nem viltozik;

{L,0).z=12z (5,12}
A felsorolt azonossédgok bizonyitdea az (5. 1) - (5. 3) definicio felhasz-
néldsdval kbzvetientil adédik,
Igazoljuk pl. az (5. 11) azonossdgot:

z) (Zy +2g)= (x5, ¥1) (%) + 25 ¥y +7g)

it

(x) (= +3%3) = ¥;{¥, +Ygh ¥;(x5 +X) + X,(y, +75))

. «xlxz - ylyz) + (xlxa “ ylys)r (xlyz +Y1x2) + (XIY3 + y1x3))

. = zlr.t:2 +zlza. I

A zy és Z, komplex szémok kiiltnbségét a kbvetkez6 képpen értel-
mezzik:
zl - 22 ={xl :Yl)‘ (xzty'z) = {xl - le Yl - yz)‘ (5' 13)

Léathats, hogy z, ~2Z,82, ésa ~Zg komplex szdmok Ysszege,

5.2 Definici6, A z, és z, komplex szdmok hényadosénak nevezzik a
’ z
Z = -z-l- komplex szdmot, ha z
2 -

17 %%
5.1 Tétel, Ha z, #0és z, tetszbleges komplex szfm, akkor van egy

és csak egy z komplex szdm, melyre Z) =Z Z,, vagyis a
2

-4 ---;-!- hényados egyérteimtien meghatérozott komplex szdém,
2

' Bizonyitds,  Elfszbr az egyérteimilséget bizonyitjuk. Tegyik fel, hogy
van z = (X, y) komplex szdém, melyre Z, =% 2Zy vagyis (5. 3) alapjdn

(xys ¥y) = (% ¥} (x9 ¥o) = (X, - yy,, XFy +¥2,) (5.14)
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Innen
XX, =~ ¥¥y =X X¥, tVE, =Y, (5.15)

kbvetkezik., Szorozzuk meg az els§ egyenletet xz-vel, a mésodikat yz-vei
és adjuk bssze az igy kapott egyenleteket:

2 2
xy +¥y) = X%y TV

szorozzuk meg (5, 15) els§ egyenletét (—y2)~vel, a mésodikat xz-vel és ad~
juk Bssze az igy kapott egyenleteket:

2 2
g +T5) = XYy = RyIy

Mivel Z, #0, X, és Yq ktiztll legaldbb az egyik nem zérus, vagyls

x; + yz > 0, Tehét az utolsé két egyenlethsl
X% T¥,T v, - X.¥
12 77 241 172
S R L R R (5. 16)
X2 + YZ xz + yz

kivetkezik, vagyis x és y egyértelmilen meghatdrozottak. (5, 16)-nak (5. 14}~
be val6 helyettesitésével kiizvetleniil beldthatjuk, hogy a z = (x, y) komplex
szém valsban z, ég Zo hényadosa, !

Az el8z8 tételbbl 1dthats, hogy 0~tol killonbtz6 komplex szdmmal az
osztés milvelete is egyértelmilen elvégezhet§, Ez indokolja azt, hogy ebben
8 trgyalésban a rendezett szdmpérokat (komplex) szdmoknak nevezzilk.

Tekintsik a Z halmaz azon elemeib6l 4116 H részhalmazét, melyek
mésodik koordinitdja zérus:

H= {(x, 0):xER} .
A 1l halmaz nyilvén tartalmazza a (0, 0) és az (1, 0) szdmot, zdrt tovdbba
a komplex szfimok ktrében értelmezett négy alapmiiveletre nézve, u.i.

tetazbleges X5 X € R esetén

=, 0 e, =& Ix, 0EH,
(5, 0) (x5 0) = (x;%, O) € H,
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(xl, 0) X
m =(§c‘2‘, 0] €H, x,#0. {5.17)

A H halmaz és a val6s szdmok R halmaza kzbtt természetes médon
egy-egyértelmi megfeleltetést Iétesitlink ugy, hogy minden x € R-hez
(x, )& H~t rendeljik, Az (5, 17) formuldkbsl 14thaté, hogy ez a leképezés
milvelettarts, pl. xl-nek (xl, 03, xz-nek (xz, 0) és X% ~nek (xlxz, 0) =

(xl, 0) (XZ’ 0) felel meg. Ldthato tovdbb4, hogy a H halmaz (xl, 0) elemé-

nek tetszfleges (x, y) komplex szédmmal vai6 szorzata ugyanaz, mint X-
nek (x, y)-nal valé szorzata

(xl? G) (x’ Y) = (xl X, XIY) = XI(X, 3’);

{(a baloldalon az (5.3), a jobboldalon az (5,2) szorzdsi szabélyt alkalmaz-
va ugyanarra a ktzépen 4116 eredményre jutunk), A fentiek alapjén jogos a
H halmaznak a valos szdmok R halmazéval valé azonositdsa, az x = (x, 0)
jelblés haszndlata, és mondhatjuk, hogy 2 komplex szémok Z halmaza
tartalmazza a valés szdmok R = H halmazét, a komplex szémfogaiom a va-
16s szdmfogalom bévitése.

Ha 2a sikon bevezetiilk az x, y Descartes-féle derékszigt koordindta~-
rendszert (1. II. Kotet 1, pont), a komplex szdmok e sik pontjaiként &bré-
zolthatok, & z = {x, y) komplex szdm képe az x abszcisszdju, y ordindtdju
pont. E sikot Gauss-féle szdmsiknak, komplex szdmsiknak, vagy roviden
z~-giknak nevezztik, Bizonyos tsszefiiggésekben célszeril a komplex szdmo-
kat a komplex szdmsik pontjainak helyvektoraival dbrédzolni,

A gzédmsikon az (1, 0) és a (0, 1) "vektorok™ linedris kembindcicjaként
bérmely "vektor” egyértelmilen felirhats, tetszdleges z = (%, y) komplex
szdm egyértelmilen irhats a kbvetkezd alakban:

z={x, y)= x(1,0) +y{0,1).
(1,0) az 1 valés szdmmal azonos, (0, 1)-et képzetes egységnek nevezzik
és bevezetjik az
i=({1 {5,18)
jeltlést, igy
z=(x, y)=x+ly. (5.19)

(S, 19)-et a komplex szém algebrai (kanonikus) alakjdnak nevezztk,
Az (5, 3} szorzési szabdly alkalmazdséval kapjuk, hogy

i2 =i,1=(0,1), (0,1)=(-1,0) = -1, {5.20)
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Megijegyzés. A tdrgyalist meg iehet forditani. Posztulilai lehet (5.20)-
at, az (5, 4)~(5, 12) miiveleti azonosségokat, az 5.1 Tételt(az (5, 8) bsszefilg-
gések elhagyhatok és apr6bb fogalmazésbeli modositdsok szikségesek) és a
komplex szdmokat az (5, 19) algebrai alakban lehet felirni, Ebben az eset-
ben a tdrgyaldsunk sarkktvét képezf (5. 3) Usszefliggés levezethetbvé vélik,
. i

2
(xl + lyl) . (1(2 + iyz) = XX, + iylxz + 1::1372 + i Y,¥y =
= XXy ~ 1y + Ux ¥y Y %)

A {0, y) =iy, v € R, alaku komplex szdmokat képzetes szdmoknak
nevezzik, A komplex szdmsik x tengelyét, melyen az {x, 0) = x valés szd-
mok helyezkednek el, valos tengelynek, y tengelyét, melyen a (0, y) iy
képzetes szdmok helyezkednek el, képzetes tengelynek nevezzilk, Az {5.19)
komplex szémot meghatdrozé x, ill. y valés szdmot a z szédm valés (redlis),
ill. képzetes (imaginérius) régzének nevezzik €3 a kivetkezOképpen jelti-
jke _

x=Rez, ¥=Imz.

Ezekkel a jeitlésekkel z=Rez +1Im =,




5,3 Definici6, A z = x + iy komplex szdm konjugéltjinak nevezzik a
z =x ~ iy szdmot,

A Z-at sbrizols pont a szdmsikon a z pontot dbrdzolé pontnak 2 valés ten-
gelyre vonatkozé tikkdrképe (I, 5.1, dbra),

Mivel
Rez=Rez és Imz=-Im z,
Z+z=2Rez, z~-z=2ilmz,
ahonnan a
Rez=2 (z+7), Imz=r- (z-2) (5.21
ez=y5(z 3 z =57 .21)

tsszefliggéseker kapjuk, (5.21)-b6l az is l&thats, hogy egy komplex szdm-
nak és konjugiltjinak bsszege, ill. kliltnbsége valds, ill, képzetes szdm,

Az 5,3 Definiciéb6l azonnal adodik, ill. (5. 3)-ban Y, és Yo helyébe
Y, ~et és -yz-t irva kapjuk, hogy

Z=1z, (5.22)
z, +2, = z; +22, {5.23)

ill.
Z 2o = Z1Z4. (5,24}

Matematikai indukcidval bizonyithats, hogy az tsszeg, ill. szorzaf: konju~
géltjénak képzésére vonatkoz6 (5,23), 1Il. (5.24) szabdlyok tetszdleges vé~
ges szému tag, ill, tényezs esetén is érvényesek.

5.4 Definici6, A z = x + iy komplex szé&m abszolut értékének (modulusédnak)
nevezziik a

2| = @2 +v%)*/?

nem~negativ szdmot.
Az 5.3 és 5.4 Definiciéb6l azonnal kdvetkezik, hogy 1z | = [z| &s
iz fz = ZZ {5.25)

(5.25)-bbl az is l4that6, hogy egy komplex szdmnak és konjugéltjdnak
szorzata nem-negativ (valés) szdm. Nyilvdnvaléan érvényegek tovdbbd a
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IRezl<|z], |Imz|=|z! (5.26)
egyenlStlenségek,
»5.2 Tétel, Tetszbleges = f és Z, komplex szémra
lz) + z, | <z ] + Iz, (5.27)
Bizonyités. (5.23), (5.24), (5.25) és (5,22) felhaszndldsdval:
|2, +2)1% = @, +2,) @ FEy) = (&) +2,) @) +F)) =
= lel 24 !zziz-i-zl'z—z +z)Z, =

2 2 —_
—izll +lz2| +2122 +zlzz,

ahonnan (5,21)~et figyelembe véve

2 2 2 —_
Izl +zzl = izll + izzl +2 Re(z,Z,)
adddik. Azonban {5.26) alapjén

Re(z, 'ZZ) = fRe(z1 EZ)Ié |z1 'z"zl =
= lzli EZI = Izli izzl .
vagyis
|z1 +zzi L Iz‘.{f 2 +2|zll |22| + Izzl 2. (Izll + Izzl )2.!
(5.27)-b8l az I. Kotet (11.7) bizonyitdgdhoz hagsoni6an adsdik, hogy

ilzll - |zzl fé:-|z1 'i'zzl . (5.28)



6. Komplex szam trigonometrikus és exponenciélis alakja

Algebrai alakban adott komplex szdmok 8sszeadfisa és kivondsa kény-
nyen elvégezhetf, A szorzds és osztds, tovdbbi a hatvényozés és gybkvonds
elvégzése bonyolultabb miivelet. E milveletek iényegesen egyszerisidnek,
ha a komplex szémok most bevezetéare kerill alakjit hasznéljuk,

Vezessiik be a komplex szdmsikon a szokésos médon az r, ¢ polir-
koordindtarendszert (L. II. Kitet 20, pont),

A z = x + iy komplex gzdm valés, ill, képzetes része kifejezhet a ki~
vetkez§ mddon:

X=rcos¢ ,
y=rsging ,
yvagy, ami ugyanaz
x = r cos{¢g+ 2k« ),

y =r sin(q+2kT ), k=0, %1, T2, ...,

ghol r= sz+y2= lzl .

A komplex szém tehét nem hatdrozza meg egyértelmilen az (r, ¢ )
szdmpért, Ha a 0£¢<2X megszoritdst tesszlk, akkor egy komplex szém-
hoz csak egy (r, ¢ ) szémpér tartozik. Kivételt képez a zérus, amihez ¢
tetszlleges val6s értéke hozzérendelhets.

A z = x + iy komplex szém trigonometrikug alakja

-z =r(cosp+ising)

vagy
z = r(cos (¢p+ 2k ) +1 sin(¢ +2kI)), {6.1)

0 +1 2, L ERN]

ahol r a z komplex szdm modulusa;

¢p -t vagy (@ + 2kJ )-t 2 z komplex szdm arcusénak (argumentuménak)
nevezzik, jeltléser @ =arc z. A @+ 2kT szdmok kizill azt, amelylk 0 és
2T (O-t beleértve, 2T -t viszont nem) kbzé esik, arc z f6értékének nevez-
zitk,

Az (r, ) szdmpér egyértelmilen meghatérozza a z komplex szdmot.
Ha két komplex szém egyenl$, z, =z, » akkor lz,f = 2, és



arc z, =arc z, + %0 . 6.2)

Ha z =x{cos¢ +1ising), akkor
Z=r{cosp ~igng )= r{cos(~@ ) +1 sin(-@}),

vagyls arc z = -arc z.
(1. 6.1, 4bra),

"}

74
: Y
¢ : —~ X
2
4
6.1. fbra

A trigonometrikus Ysszefiiggések (I II. Kbtet (3,2), (3.3)) alkalma-
zésdval kapjuk, hogy

Z) o2y = rl(cos ®, +1 sin q:l) . rz(cos Py +1 gin cpz) =

=1, rz(cos (cp1 +@ 2)+i sin(cp1 +<92)), 6. 3)
tehdt
le . 221 = Izli izzl {6.4)
€s
arc (az1 . zz) = arc z, +arc z,, {6. 5)
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Tehit

ég

i_ zZy . '52 _ r,x, [cos(rpl - <pz) +isin( @, ~ q;z)j _
Z T w By 2 -
2 2 2 z,
1
= ;2- (cos (@ =~ @,) +1sin (o, -goz)). {6.6)
Z, Izzl
%1
arc —i;- =8rc Z; = arc z,, 6.7)

A z = r{cos@ +1 sin@) komplex szim négyzete 22 =2, 2 6.3)

felhasznédlidsdval

z2 =r:Z {cos 2p+isin2¢).

Matematikai Indukcioval adédik az un. de Moivre formula:

Z'=r(cosn@ +isinng) (=12, ...} {6.8)

6.1 Definici6, Egy komplex szdm n~edik gytkén (n pozitiv egész szdm) azt

a komplex szémot értjilk, amelynek n-edik hatvénya az adott
szém,

6.1 Tétel. A z # 0 koroplex szdmnak pontosan n szému killnbtz§ n-edik

gytke van,

Bizonyités, Legyen a z =x(cos ¢ +1 sin @) n~edik gytke w = g(cos 8 +
¢ ¢ 1

+1 ain 8), akkor

n
w =Z

{6.8)-b61 Q™ (cos n8 +1sinud) =r(cosp +1isingp )

(6.2)-b61 ¢" =xr &8 8= +2KkX,
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k=0, T1, *:2, aaa, Innen g = n/ r >0 egyérrelmlien meghatdrozott, de

oo o+ 2

n

litszolag végtelen sok értéket vesz fel,
Azt kaptuk tehdt, hogy z Bsszes n-edik gytke

n n -
(VD =[x [con B+ Dy 11 i@ + LT,

k=0, F1, ,...

Bebizonyitjuk, hogy n-edik gytkvonds esetén a klilonbbzd gyokok szdma n,
Legyen k = m tetszbleges egész, akkor

n n
( 2 = | x| cos LI gy @ 22T ]
m n n

Ha k=m-+mn, akkor

n

i _
(V—‘Z)m_m= ﬁ[cos _gc*______+2g1+m)ﬁf+ism____________cp+2g1+mﬂf]
‘/—[‘“’S Wzmﬁ +2ﬂ>+ism"9‘f—in£"+m ’]

n
V—(cos g+2mﬂ' +1 <P+n2m3[')=(l/':)m

Ez azt jelenti, hogy elegendd n szdmu egymdst kivets egész értékre ki-

n
gzédmitani V;értékeit, pl. ak=0, 1, .., n -1 védlasztéissal,
(i; z)k= i; r {cos ﬂf—k_ﬂg_ + isin ._CE.,.'%I.Z_IS_JC_.) ,

k=0,1%, ...n=1 (6.9)
z Bsszes killinbtzd n-edik gytkét (6. 9) szolgéliatia. Az, hogy z # 0 esetén

ezek 8 gybktk valoban kiilinbz6k, nyilvénvals, mivel birmely kett§ arcu-
sénak killtnbsége abszolut értékben 2 f -nél kisebb pozitiv szdm. |
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A z = r{cos ¢ +1 sing ) komplex szdm n~-edik gytkei a komplex szdm~
gikon szemléliethetfk egy szabdlyor n~gziig csucsaihoz huzhato helyvektorok-

X
kal, A szomszédos vektorok egymésgsal bezdrt szige g;—- és a vektorok vég~
n

pontiai egy origd kbzéppontu, ngaru kHrin fekszenek,
A z =1 kemplex gzdm n-edik gytkeit n~edik egységgytkbknek nevez-
zik, Mivel [z] =r=1ésarc1=0, az

n
l{ 2k 2% _
enk-( I)k—cos o +isin——1;—-, k=¢, ...n=1,

jeltléssel e =1,
no

+1 sin -Z-EE- é8 a {6.8) de Moivre formula alapjdn az n-edik

e.‘-3 en-l
! "ol °**? "m1 ¢

€ _ = CoR
nl n

egységgytktk I, e ei

6.1 Példa. A 2== n-edik egységgylktk 8sszege zérus, Ui ez
e . #1,
nl

l=1, és

eﬁl -1=0 ugy is irhats, hogy

n-1 n~2
(em1 ~1) (tenl +e

L + e +en1+1)==0.

Az utébbi egyenldséget {enl = 1) # O=val osztva azt kapjuk, hogy

uel | ne2 a-1
enl +en1 +...+en1+1=;)enk=0.

A trigonometrikus alakban adott komplex szdmokon végzett milvete-
teket dttekintve azt ldtiuk, hogy két komplex szdim szorzésindl, osztdséndl,
ili, egy komplex szdm pozitiv egész kitevre val6 hatvényozdsindl az
arcusok Usszeadsdeak, kivonddnak, ill. a hatvinykitevGvel megszorzédnak,
Rokonsdg van tehét a komplex szémokkal végzett miiveletek és az azonos
alapu hatvdnyokkal végzett miiveletek szabdlyai kbzttt, Az utébbi esetben
ui. szorzésnél, osztdsndl, ill. hatvinyozésnidl a kitevlk Ysszeadédnak,
kivonddnak, iIl, & batvdnykitevdvel szorzédrak., Ez az apalégia indokolttd
teszi, hogy a komplex szémok felirdsdnak olyan alakjdt keresstik, melyben
azonos alapu hatvinyok szerepelnek az arcusszal a kitevédben,
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6.2 Definicis. (Buler-formuls. ) Az e szdm képzetes kitevfji hatvényét a
kivetkezdképpen értelmezzitk

e =cosg +ising,
ahol @ tetszlleges valés szdm,

Rddig csak valés értékll x szdmra jamerttk & értékét (1, X, Kotet,
10. 1 Definicis), Most a kitev6 képzetes szdm, Megmutatjuk, hogy ez & de-
finici6 meglrizte az exponencidlis fiiggvény azon alapvetS tulajdonsdgdt,

hogy
Xl X2 zl + x2
e e =@ N

vagyis, hogy kUztis alapu batvényokat ugy szorzunk, hogy a kbz&s alapot
leirjuk és a kitevlket tsszeadjuk. érvényes az

gy, 19, e, tey)
e

e ,e ‘= (6.10)

azonossig (cp1 és @ 2 tetszbleges valds szdmok). Ul. a trigonometrikus
tsszegképletek alapjdn (1, I Kitet (3.2), (3.3))
i¢ 1 1(92
e - =(coscpi+isjncpl)(coscp2+isincpz)=
= cos{cpl +q72) +1 sin{(pl +q02) =
(p, +%,)
e .

=

A z =r1(cos @ +1 sin @ ) komplex gzdm az Euler-formula alapjén a
kavetkezd alakban irhaté

Z= reup ’
ahol r= |zl, @=arcz. (6. 19)~et nevezzilk 8 komplex szém exponenciilis
alakjdnak, i 1‘92
A szorzds, 111, az osztdsaz =r. e , Z, =TI, & exponcenciflis

1 1 2 2
alakban adott komplex szdmokkal (6.5), (6,6), (6.10) és az Euler formula
alkalmaz4séval a kitvetkez§ egyszerdl madon t¥rténik:
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i((pl +cp2)
e ’

ZyeZy =L T, (6.12)
itl, ha Zy # 0, akkor
z r. (@, ~¢,)
;-1- =-i_-l e 1 2 . {6.13)
2 2

Haz=r elfp, a (6. 8) de Moivre~formula és az Euler formula alapjin

2 = ein({J (n termégzetes szdm), (6. 14)
ill, {6.9) és az Euler-formula alapjdn
n i Q_E_.Z_k_ff
i; z= I/ r e {n pozitiv egész szédm, {6.153)
k=0,1, ..., n~1},
6.2 Példa, A 25 n-edik egységgytkok szorzata (~-1)* ' -nel egyeni6

(v.8, a 6,1 Példdval, felhagzndljuk a 6,1 Példa elfit bevezetett jeldléseket),
Ui, az Euler formula alapjén

2
e =cos-2—3£-+ising~?£—=e n ,
nl n n
és
l.e e e =e e2 e"’3 enwl—
**pl° n2° 03°°" mn-1 nl° ml° nl”°" Tml
2
n =n
14+24+3+...Hn-1) 2
= nl = enl =
2
n -n
2 7
X (n-
= (e n) —ei (n-1)
_(eidr)nml (l)n ],

ahol fethasznéltuk a véges szdmtani sor dsszegképletét &g (6. 14)-et.
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7. Polinomok

A komplex szdmok hevezetését torténelmileg a polinomok zérushe~
lyeivel (magasabbfoku algebrai egyenletek megolddsaival) kapcsolatos vizs-
ghlatok tették szilkségessé. Ismeretes, hogy a val6s szdmok kirében a
zZ+1 polinomnak nincs zérushelye, vagy ami ugyanaz, a zZ+1= 0, vagy

= ~] egyenletmek nincs megoldésa, A 6,1 Tétel értelmében viszont a -1
szAmnak pontosan két kiilénbtz8 {komplex) négyzetgytke van, éspedig
}r-_l_ =11, més azoval a | polinomnak az i és a -1 komplex szémok
zérushelyel. A polinomok zérushelyével kapcsolatos vizsgélatok, ha azokat
a komplex szdmok k¥rében végezzlk, lényegesen leegyszeristdnek.
A
n=}

i}
p(z)—anz ta % +.ﬁ.~§-a1

z+ a, (7. 1)
kifejezést, ahola,, k = 9, 1, ..., B tetgz6legesen régzitett komplex szém,
és a z viltoz6 barmilyen komplex értéket felvehet, legfeljebb n-edfoku
polinomnak nevezzlk, n=0, 1, 2, ... . Haay #0, akkor azt mondjuk, hogy
(7. 1) pontossn n~edfoku polinom. Ha a, =1, akkor azt mondjuk, hogy (7.1)
n~edfoku norméipolinom. Ha p(z 0) = 0, akkor azt mondjuk, hogy 8 (7.1)
polinom zérushelye (gytke), vagy a p(z) = 0 egyenlet megoldisa (gytke).
Azt mondjuk, hogy a p(z) polinom egyenld (azonosan egyenld) a g(z)
polinommal, p(z) = q(z), ha p(z) = q(z) minden z € Z-re. Kénnyen ldthats,
hogy polinomok Baszege és szorzaia is polinom, tovdbbd az, hogy egy pon~
togan {legfeljebb) n-edfoku és egy pontosan (legfeljebb) m~edfcku poninom
szorzata pontosan (legfeljebb) (m +n)~edfoku polinom, Ha {7.1)=ben

2 #0és an-nel elosztjuk p(z)~t, akkor az -s— p(z) normélpolinomot kapjuk.
n
Nyilvénval6, hogy z, akkor és csak akkor gytke p(z)-nek, ha ;1- p(z)-nek
n
gybke. Polinomok gybkeinek vizsgélatindl elegends tehdit normdipolinomok-
ra szoritkozni,
Alapvet§ jelent8ségi a ktivetkez6

7.1 Tétel. -  {Az algebra alaptétele, ) Minden legaldbb elsSfoku polinom=
nak van gybke,

A tétel bizonyitdsa komplex filggvénytant eszkbztket i igényel, ezért
azt itt nem kyzoijik (1. VII, Kbtet).



7.2 Tétel. (Bezout tétele, } Az n-edfoku (o= 1) p(z) polinomnak z,, akkor
és csak akkor gyvke, ha p(z) felirhat6 a

plz) = (z - z ) q{z)

alakhan, ahol q(z) (n~1)-efoku polinom. Az itt szereplf z-z
elsd foku polinomot & Z, gytkhtiz tartozé gytktényezbnek ne~
vezzilk,

Bizonyitds, A feltétel nyilvénvaloan elégséges, mivel ha teljesill, akkor

P(Zo) =z, - ze} q(zo) =0,

A feltétel szilkséges is, ul. tegyilk fel, hogy p(zo} = {0, akkor (7.1) leltlései~
vel irhatjuk, hogy

By < k< ¥k
p(zizp(E)~plz = E az - E a z EE a (Z =z . (7.2}
o k=ok k=ok° k:’k 0

Azonben k¥ =1, 2, ae., O=re

Z - zk.=. z-z )(zk"l +kk“2 z_ -+ Z};..g z2 toue +zk-1),
o o 2 o c

igy (7.2) jobb oldalén minden tagbél kiemelhet€ a (z - zoj tényezd, vagyls
pz) =@~z ) ‘§ a {zk-l+zk'2z +aea +zk 1},
o £ o1 k

abol a jobb oldalon a (z ~ = ) mellett 4116 rényezd pontosan {n-l)-edfohx
polinom, -mivel hense z legmagasabbfnku hatvényénak, z" l.nek egylittha-
t6je a_#0,1

Az el6z6 két tételnek egy sor egyszerii fontos kvetkezménye van.

7.8 Kévetkezmény., A (7.1) pontosan n-edfoku {n = 1) polinora (a_ # 0)
felirhatg a ktivetkez§ "gytkténvezls alakban'™

p(z) 28 (z = zl) {z ~ 7‘2) san (%= zn) =

n
28 (z -2%) (7.3)
2 I o

¢.53m



Bizonyitds, Legyen z, 2 p(z) polinom gytke, akkor a 7.2 Tétel alapjsn
plz)=(z = zl) ql{z), ahol ql(z) pontosan (n~-1)-edfoku polinom, melyben

zn_l egyiitthatéja a_. Han ~ 1 =0, a 7. 1 Tétel figyelembevételével alkal~
mazzuk a 7,2 Tételt q,(z)~re, kapjuk, hogy p(z) = (z - 2,) (z ~ ,) 4,(z),

ghol qz(z) pontosan {n-2)-edfoku polinom, melyben zn"2 egyliitthatsia a .

r szdmu 1épés utdn a (7, 3) gyvktényezbs felbontést kapjuk, |

7.4 Kovetkezmény, A (7.1) pontogan n-edfoku {n =>1) polinomnak (a, #0)
~ legfeljebb n szdmu kiiltinbtz6 gytke van,

Bizox_qﬁs. Miutdn (7, 3) jobb oldale akkor és csak akkor zérus, ha vala-
melyik tényezie zérus, z , kkor és csak akkor zérushely, ha valamelyik
k-re, k=1, 2, ,,. n), zO =zkb !

7.5 Kbvetkezmény., A p(z) = anzl1 +ene F a,z+ a, éa q(z) = bnzﬁ1 +oee +
+ blz_ +b° legfeljebb n~edfoku polinomok akkor és csak
akkor azonosan egyenldk, ha

ak = bk’
Bizonyitds, A (7.4) feltétel nyilvdn elegendS, hiszen teljesillése esetén
ugyanarrél a polinomrdl van szé. Megmutatjuk, hogy (7, 4) szlikséges,
Elegend§ annyit feltenni, hogy van n + 1 szému killtnbtz6 hely
zl’ 22: soay z!l+1, zi ?‘zk’ i1#k, ahol p(zk) =q(zk)s k=12, ..., n+1,

Ebb6l ugyanis kivetkezik, hogy a

k=0,1, 2, ... n (7.4)

n
p(z) - qlz) = (a b))z +...+(a -b}b)z+ao ~b°

legfeljebb n~edfoku polinomnak n + 1 szému killtnbbz6 gytke van, A 7.4
Kévetkezmény szerint ez csak ugy lehetséges, hogy p(z) - q(z) O-adfokn
polinom, vagyis

ak.-.bk, k=1, ..., nés p(z)»q(z);—-.ao —hD.,

Mivel 0= p(zk) - q(zk) =a = bo’ 8 = b{’a !

7,6 Kovetkezmény, A 7.3 Ktivetkezményben szereplS gytktényezSs felbon-
tds egyértelmii,




Bizonyitfs. A bizonyitdst n-re vonatkoz6 matematikai indukcidval végezzik,
Az 1 =1 esgetben tegyllk fel, hogy

alz +ao sal(z -} = bl(z =¥},

Nyilvén a; #0, b1 # 0, de akkor mivel a kbzépen 4ll6 polinom a z = u helyen

zérus, a jobb oldalon 4116 polinom is zérus ezen a helyen, vagylsu ~v =40,
u = v~b8l azonban a, = h1 kvetkezik, ha az azcnossigot (z-u}~val osztjuk,

z # u, Tételezzik fel, hogy minden pontosan (n - 1)~edfcku polinom egyféle-
képpen bonthat6 fel a (7. 3)-nak megfelelS elakba és legyen

n n
plz)=a (z-z)=b z-%,) (7.5)
n k—ll.l k nJIl k

Nyllvdn b # 0, Helyettesitstink a k¥zépsé és jobb oldall polinomba 2 = z ~et,
 kapjuk, hogy

n
0=b k‘[ 1(:.vn - Ek).

Innen ktvetkezik, hopy van k =m, melyre z = § o' Osszik el & (7.5)

azonosségot z = z_ =z - o mel, 8z

=l n
e I @=-z)zb T z-¥)
Myl " 2,01 k
k#¢m
azonossigot kapjuk. (E két polinom azorossiga az eldzf K¥vetkezmény

bizonyitAsdbo6l 14thats, mivel éxtékilk minden z # z_ helyen megegyezik. )
Mivel e polinomok mér (n = 1)-edfokuak, az indukciés feltevés miatt a = bn

és a bal-, ill. jobb oldalon 4116 tényezbk sorremdtfl eltekintve megegyez-
nek. !

7.7 Kévetkezmény, A (7.1) pontosan n~edfeku (n=> 1) polinom {a_ # 0)
egyértelmiler a kitvetkez gytktéayezss alakban irhat6

! Mg O
p() =8,z -2z} " {Z-Z)) “...(z2) =
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Bizonyit4s.
7.8 Tétel,

(7.6}

by m,
Tr(z—Z)
ahol z, #z., 143, mkpozitiv egész, k=1, ..., r és

2 m, =, zl, ceey Z, 2 p(z) polinom bsszes kiilinbbz8

k=1
gytke, 1 < r = n; mk-t a Z gybk multiplicitdsdnak ne~

vezzilk, A pontosan n~edfoku (n > 1} polinom ’ ‘multiplicitdsok~
kal szdmolt gytkeinek szdma" pontosan n,

Kbzvetlentll ad6dik a 7.3, 7.4 és 7,6 Kbvetkezményekbdl, |

(Gytkbk és egytittharok kiztti Usszefliggések, Vietd~féle

gizonzités.

formuldk, ) Tekintstik a (7. 1) pontosan n-edfoku (n=> 1) poli~
nom (7.3) gyﬁktényezé’s felbontdsat; az a8, k=01, ..., n

egyttthatok és a z =1, ... 0 gybktk kozttt fenndllnak a
ktvetkez§ egyenié’k ségek

an 1
zZ, bzt .+ = ———

1 2 n a
n
a
n=-2
zIz2 +2123 e +Zn..1 zn— an
a
2.2, +esetz .z oz =- B3
ZyZgZg Tess n~2 “n~-1"n a
1t ao
%y e Ty A

- (7.3) jobb oldaldn a szorzds elvégzésével a 7,5 Kovetkez-

mény alapjdn adedik. |

7.9 Tétel,

Ha a (7.1) polinom egylitthat6i valés szémok, vagyis Im a; =0,
k=0,1, ..., n, és z, a polinom gytke, akkor Z, konjugéltia,

io iy gytik;

ZO multiplicitisa egyenlds z, multiplicitésdval,



Bizonyitds, (5.23) é3 (5,24) felhaszndlisdval p(zo) = (~hal

n o . n
k k -k —
0= pizoj = p E_ . az = kE_ _ az = kE_ Oakzo = p(zo),

tehdt Eo valéban gytk. A p(z) polinom oszthat6 a z , ill. ;o gytkhiz tartoz6

gyoktényezbk szorzatdval, (z ~ zo) (z - Eo)-tal. Azonban (5,21)-~b6l é3 (5,25)~
bol l4thats, hogy

- 2 — —_
(z ~ zo) (z ~ zo) =z - (z0 + zo)z + Z,Z, (7.7}

val6s egylitthatés polinom, tehéta

’qz(z) = (

polinom ig valés egyiitthatés, Ha z a qz(z) polinomnak is gytdke, akkor ;0
is gytke e polinomnak, vagyis ha p{z)-nek z, kétszeres gytke, akkor Eo is
az. Az elébbi eljrdst folytatva a multiplicitdsok egyenldségére vonatkoz6
Allitdst kapjuk eredményiil. |

7. 10 Kdvetkezmény, Ha a (7, 1) polinom pontogan n-edfoku (= 1) és egyiitt-
hat6i valés szdmok, akkor egyértelmilen felirhats a
ktvetkezd alakban

4 ) g3
p(z)_=_a11 szrl (z -zk) . h_f:rl =z +bhz +ch)

ahol z, #Z,, és (b, Ci) # (bj’ Ci)»

ha L#3 ans zk: k=1, ..., q) bh: ch:

th=1, ..., 8) valds szdmok, a z - k a p{z) polinom
tsszes kilinbz8 valés gybkei, a z2 + bhz tep poli-

nomoknak nincs valés gytkik, m, -k és ih ~k nem:-
negatlv egészek,
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s
m +ZZ£ =1

k=1 k h=1 b
és qén, 2s <,

Bizonyitds,  Kuzvetlentil adodik & 7.7 Kbvetkezménybfl és 2 7.9 Tételbdl,
ha minden egyes konjugélt komplex gytkpdrndl figyelembe vesszik (7, 7)-et. |
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Harmadik fejezet
MATRIX ALGEBRA

8. Elemi miiveletek matrixokkal

8.1 Példa, Ha egy tizem m féle "nyersanyagot” hasznil fel és n féle
terméket gyart, aik-vai jelolhetjik az i-edik fajta nyersanyaghdl a k-adik

fajta termék egy egységének elfdllitdsdhoz szlkséges mennyiséget,
i=1,2, ..., my k=1,2, ..., n. Az

TV e VR (8. 1)
8g; 899 v g cer gy
311 312 tee aik .es ﬂm
aml amZ Lo amk cer A

tébldzat az lizem fajlagos nyersanyagielhaszndldsi tdblézata, A tébldzat
i-edik sordban egymds mellett 4116 szdmok, 15 Bigr »eer By 22 i=edik

fajta nyersanyag felhasznéldsdrol nyujtanak felvildgositdst a kilonbbzd ter=-
mékek egy egységének elSéllitdsakor. A tdbldzat k-adik oszlopdban egymds
alatt 4116 szdmok a 1K’ Byt o0 a mk’ a k-adik fajta termék egy cgységé-

nek el64llitdsdhoz a kiltnhdzg nyersanyagokbol felhaszndlt mennyiségeket
szolgéltatjdk.

Az ei6hbi példiban szerepl§ tdbldzathoz hasonlé elrendezésck a
gyakorlati élet és a matematika szdmos terliletén fellépnek, Célszerl czck
kozelebbi vizsgélata, lehetségesnek mutatkozik kazotlitk milveletek értel-
mezése.
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8.1 Definicio. Az m.n szdmu aﬁc {valés, vagy komplex) szdm

=12, ..., mjy k=1, 2, ..., n)téglalap alaku (8.1) el~
rendezését (mxn) tipusu ((mxn)-es) métrixnak nevezzik és
aldhuzott (4ltaldban nagy) betitvel jeloliik,

A=iagy 3, .. 2
Bo1 Py cvr gy
aml am?. see an‘mj

4z 8. szdmokat az A métrix elemeinek nevezzik: haszniljuk
mégaz A = [a J.k'-i rividitett jeltlést is; azt mondjuk, hogy az
A1s Bins enes By elemek a mdtrix i~edik sorat

=1, 2, ..., mj, az alk’ aZk’ vess 8 eiemek pedig a2

mk
métrix k~adik oszlopédt (k =1, 2, ..., n} alkotjék.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az indexként haszndl: betliktdl figgetlentl]
egy elem elsf indexe mindig az elem sordnak, mésodik indexe pedig osz~
lopénak sorszdmit jelvii,

8.2 Definici6. Azt mondjuk, hogy az (mxm)-es A = [aﬂc] és a (pxq)~s
B= [bﬂc] métrizok egyenlék, A =B, ha azonos tipusuak,

vagyism=pésn=¢g &5 egyerd indextl elemelk egyenibk,
vagyis

ai.k:h‘ y i=1, 2, .., |, kr=l, N

A kivetkezbkben fontos szerepe lesz néhdny specidlis médtrixnak, i1,
métrix~tipusnak, Azt az (mxnj-es métrizot, amelynek minden eleme zérus,
zérusmitrixnak nevezzlk és 0-val jelvljik, Az mx? tipusu métrixokat, vagy-
is azokat, melyeknek egyetlen oszlopuk van, oszlopvektoroknak (oszlop~
méitrixoknak) nevezzik, aldhuzott kis betlivel jelbljik, és elemeik mellél az
oszlop sorsz4dmét jelz8 mésodik indexet elhagyjuk:
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oot e e e ey

o

¥
[,

Az (Ixn} tipusu métrixokat, vagyis azokat, melyeknek egyetlen soruk van,
sorvektoroknak (sormétrixoknak) nevezzlk, aldhuzott vesszds kispetiivel
jeloljik és elemeik melldl a sor sorszdmdr jelz6 elsé indexet elhagyjuk:

1
'

s ek M >

AT (nxn) tipusu métrixokat {vagyis azokat, melyek sorainak szdima megegye-
zik oszlopainak szdmdval) n-edrendi négyzetes (kvadratikus) méatrixokmnak,
vagy roviden n-edrendli métrixcknak nevezzlk., Azt mondjuk, hogy az

- = Iq 1 Atd i o morrix £ ;
n-edrendd A = i-aii«:*‘ métrix A, Agar eees am} elemei e marrix ¢64tleidt

T AT o A
TR et dizgoadlis mée~
rixnak {(4t16s métrixnak} nevezziik, ha a f64tion kivili elemei mind nulldk,
vagyis ha d_._,{ =0, i #k, Azt az n-edrendt diagondlls mérrixot, melvnek

{f6diagonalisdt) alkotjsk, Az n-edrendi D = |d

minden fGdtlchan 4116 eleme i-gyel egyenié, n~edrendu sgységmitrixnak
nevezzilk ég _E}n-nel, vagy II-vel jelolitik, rehdr

1, A2 i,
o RN L,
E= (1 0 0 ... 0! @ (8,2)
11 H
0 1 0 ... ol g
00 1 ... 0 f (3
I
..... Y Ay o ow e S e M R !
8 0 0 ... 1| @

8.3 Definici6. A 6ﬂ< Jelet, ahol 1=1, 2, ,,.; k=1, 2, ..., Kronecker

szimbolumnak nevezzuk és a kovetkezbképpen értelmezzilk



A Kronecker szimb6lum alkalmazdsdval az egységmiétrix E= [6 }.k} .
Artértink a métrixckon végezhetd miiveletek értelmezésére,

8.4 Definicis. Az (mxn)-es A = [aﬂ{] métrix transzponélt métrixfnak

nevezzlk az (nxm)-es A’ = [-_a;d] métrixot, melyre

ai{l=aﬁ(" i=1, 2, ..., m
k=1,2, ..., 0.

Més sz6val az A métrix trangzponéltjft ugy kapjuk, hogy oszlopait
soraival felcseréljiik, Ha A speciélisan négyzetes mdtrix, akkor transzpo~
néltjét ugy kapjuk, hogy "elemeit a f64tlora tikrozzik" (a f64tl6 elemei hely-
ben maradnak), Az {mxl)-es

a=la

m
R u

oszlopvektor transzpondltja az (1xm)-egs g’ = [_al, 9.2, coss am] sorvektor,
Az (Im)es b’ = {bl’ bz, ey bn]sorvektor transzponditia az (nxl)-es

@y =[b,

| ]
oszlopvektor,

Altaldban, a (8, 4) Definicicban szereplé A métrix A’ transzpondlt-
Jénak transzponéltja az (mxn)-es (A’) = [aik] métrzx, melyre
2, = 81(1 =8, vagyls érvényes az

@y =A (8.3)

miveleti azonossig,
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8.5 Defininis, Az (mxn)-es A = [a 1k:l és az {(mxn)-eg B = [bik] métrix

bsszegének, ill. kildnbségének nevezzik és A + B~vel jelol~
jik azt az (mxn)~es C = Ecik} mdétrixot, ahol

=a I
cik~a1k bik’

k=1 2, ..., n,

i=lr 2: evey I

Ezek szerint csak egyenlS tipusu métrixok Usszeaddsét értelmeztilk,
&spedig ugy, hogy a megfelel§ helyen 4li6 elemeket bsszeadjuk.

8,6 Definicld, Az (mxn)-es A = [aik] métrix ellentettjének nevezzik az

(mxn)-es - A = [_naik] métrixot,
8.7 Definici6, Az n~edrendi A = [aik] métrixot szimmetrikusnak nevez«
zifk, ha
A’ =A.

Nyilvénvals, hogy az n-edrenddl A mitrix akkor és csak akkor szim-
metrikus, ha a f64tlora tikrisen elhelyezkedS elemei egyenldk, vagyis ha

aki=aik, i= 1, 2, svaey n; k= 1; 2’ cnay n,
8,8 Definicié, Az n-edrendi A = [a, ] métrixot antiszimmetrikugnak ne~

vezzik, ha
A’ ==A,

Nyilvénvals, hogy az n-edrendli A métrix akkor és caak akkor auti-
gzimmetrikus, haaik="aki’ i=1, 2, .., 3 k=1, 2, ..., n, Specidlisan
aﬁ = -aﬁ-»bﬁl kévetkezik, hogy aii =0, i=1, 2, ..., n, vagyis antigzim-
metrikus métrix £64t16j4ban minden elem zérus.

A métrizok Bsszeadisa a k¥vetkez§ milveleti azonossdgoknak tesz
eleget,

A 8.5 Definici6éb6l azonnal kivetkezik, hogy

A+B=B+A, (8.4)

vagyis a2 métrix Usszeadds kommutatly, merta szdmok Usszeadisa kom=
mutativ mivelet,

A 8,5 Definicls feltételeit kielégit§ tipusu A, B és C métrixokra tel-
jestll, hogy

@+B+C=A+B+C) (8.5)
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vagyis a métrix Ssszeadéds asszociativ, mert a szdmok sszeaddsa asszo~
clativ mivelet,
Az (mxm)=-es A €s az (mxn)-~es zérusmdtrix tsszege A, vagyis

A+0=A4, (8.6}
A 8.5 és 8.6 Definicichdl kbvetkezik, hogy egy mitriznak és ellentettjének

sszege 8 zérusmitrix:

A+(=A)=0, (8.7)

8.9 Definicid. Az (mxn)-es A = Eaﬁ(] ~métrix A szdémmal képzett A, A

gzorzata az az (mxn)}-es B = [h } métrix, melyre

ik
= = ' = 2 *- s 1
bik .laik, i=1,2, ,..my k=12, ... m

A 8.5, 8.9 Definiciék, valamint a valés és komplex szidmok kommu-
tativ, asszociativ, ill. disztributiv miiveleti azonosségainak felhaszndldsd-
val ktnnyen beldthatd, hogy teljesiilnek a kbvetkez6 milveletl azonosségok:

Tetszfleges o €s [0 sz&mdra

(ot +P A= A+ PA, (8.8)
vagyis a métrixszal valo szorzds a szdmok Usszeadisdra nézve disztribu-
tiv milvelet,

Tetgzfleges o gzdmra, ill, azonos tipusu A és B métrixokra
(A +B)y= oA+ &B, (8.9)
vagyis 2 métrixok szdmmal szorzdsa a métrix bsszeaddsra nézve disztri-~

butiv mitvelet,
Tetszlleges o és [0 szémra

ot (PA)=&p) A. (8.10)
Nyilvdnvald, hogy birmely A métrixra

1.A=A, (8.11)
és
(-1). A= -A,



8.2 Példa, Tételezzik fel, hogy egy el6készit§ Uzemrész m-féle nyersanyag
felhasznélfisdval n-féle félkész terméket 4llit eid és legyen az {mxm)-es
A= [aik] métrix a fajlagos nyersanyag felhasznilds métrixa, vagylsa,:

az i-edik fajta nyersanyagbdl felhasznélt mennyiség a k-adik fajta félkész
termék egy egységének elféllitdsakor (1. 8,1 Példa). Az YsszeszerelS Uzem-
rész az el6készitd 4ltal gyirtott n-féle félkész termékbbl p-féle késztermé~
ket 111t el8, és az (nxp) tipusu B = [bk:[ métrix szolgéltatja a szerel§
izemrész fajlagos félkész termék felhaszndldsi matrixdc, vagyis bk :

a k-adik fajta félkész termékbél felhagznélt mennyiség az £ -edik igajta
késztermék egy egységének elfillitdsakor. Ha most feltesszik a kérdést,
hogy az i-edik fajta nyersanyagb6l mennyire van szikség az { ~edik fajea
késztermék egy egységének el6illitdséhoz, a vélasz a kbvetkezf, Az i-edik

fajta nyersanyaghbol 8ipr eees By mennyiség kell rendre, az 1., 2., ..., 0.

fajta f6lkész termék egy egységéhez; az 1., 2., ..., n. fajta félkész ter-

mékhdl viszont rendre blf s b2 PURTE bn P mennyiség kell az { -edik kégz~
termék egy egységéhez; tehdt az i-edik fajta nyersanyaghol Cip = %" blE +

e : F'd - I3 k 4 I
+ a12b2£’ + ...+ ai.nbn p mennyiség kell az { ~edik késztermék egy

n
egységéhez. Az (mxp) tipusu C = [ci{’] métrix, ahol¢;, = kE* . a, by e

a szerel§ lizemrész fajlagos nyersanyag-felhasznéldsi métrixa.
E példét gzem el6tt tartva értelmezzik métrixok szorzdsit a ktvet-
kez6képpen:
8,10 Definici6. Az {(mxm)-es A = [aﬂ(] 6s az (nxp)-s B = [bﬂ(] métrix
szor zatdnak nevezzik és AB-vel jeloljuk azt az (mxp)-8

n
c= [cik] matrixot, ahol Co = glaif b{’k

i=1,2, ...,m k=1, 2, ..., P

A 8,10 Definiciéban a Cox elemeket "gor-oszlop kombindldssal™ kap~

A 8.10 Definici6b6! kbvetkezik, hogy 2z n-edrendil kvadratikus mét-
rixok szorzata is n-edrendil kvadratikus métrix, Az (mxn)-es A = [aik]

tuk,

métrix és az (nxl)-es x = [xk] oszlopvektor szorzata (mxl)-es b = [bi]
n

oszlopvekior, ahol hi =k§— : a, % i=1, 2, ..., m, vagyils
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11 219 c* aln . xl = allxl-l-zx.uxz~}-..,.+alnxn = bl

321 322 32n %, a21x1 +322x2+... +a2nxn b2

0 00 10 0 B 48 B 2 S T WS O Y L L L T L

31 2mace” &mn *n tni™1 +am2x2+ see ¥ 3o bn]

b - . -d .

Az (lxm)-es ;g_" = [_ai} sorvektor és az (nxl)-es b = [bi] oszlopvekior szor=

n
zata (1 x 1)=es [c] métrix, aholc = Z aibi’ vagyls
i=1

a ., §= [al, By eees an] b | = [a1b1+a2b2 boe +anhn].
{8.12)

Az 1xl-es [c¢], cER, vagy c€Z métrixok halmaza a skalérok (val6s, vagy
komplex szdmok) halmazdval azonosithat6. Ezért {c] helyett a kvetkezbk~
ben c~t irunk, Az (ax1)-es & = [a;] oszlopvekior és az (1xm)-es p = [bk]
sorvektor szorzata, amelyet dia szorzatnak {rviden diddnak) neveziink,
az (nxmn)-es C = [cﬂ(:[ métrix, ahol S = ai.bk’ vagyis

) " T = i T
a.p=[a [b)s By vees bn] ab, eby...ap |, @19
8y a,b) a5hy ... 8)h,

0 3 n e e G 4 Sut T A e T 00 3w T 50 3N

" Lanbl anb2 cos anan

b =

Az (mxn)-es A métrix és az gn egységmétriz szorzata

A.E =A (8.14)
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Az E-n métrix és az (nxp)-s A mitrix szorzata
EA=A, (8.15)
S
Ha A (mxn)-es métrix és 0 az (nxp)-s, ill, {pxm)-es zérusmdtrix, akkor
A.0=0A=0. (8. 16)

Az (mxn)-es A és az (nxp)~s B métrixok szorzdsa felcserélt sorrendben
csak akkor végezhet§ el, vagyis B . A csak akkor képezhetS, de 4ltaldban

A.B#B. A, (8.17)
vagyis a szorzés nem kommutativ. Azt mondjuk, hogy az A és B métrixok
felcgerélhetfk (egyméssal kommutdlnak), ha A. B=B . A, Konnyen igazol-
hat6 az, hogy péld4ul az n~edrendil diagondlis métrixok felcserélhetfk.

8.3 P6lda. Legyenm A= (1 O ésB= |1 1.
1 1 0 1
Megmutatjuk, hogy A . B#B. A, Végezzlk el a szorzést:
A,B=1{1 1}, B.A=|2 1]
1 2 1 1
tehdt A . B#B. A,

8.4 Példa. Adjuk meg a szilkséges és elégséges feltételét annak, hogy a
misodrendli A métrix és A’ transzponéltja felcserélhetd legyen,

A= jay, a5,
| %21 %22 |
A=l 2y
219 2
L
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, 1.2 2 R
ALA = a, +a;, A1Pa1 t2f0n | 0
2 2
| P11%21 F2%10%00 At
y .12 2 ]
A A= |2, ta, a1%12 P20 | -
2 . 2
| 211%12 F221%0 TR

A . A’ akkor és csak akkor egyenlS Al A-val, ha a megfelel§ helyen 4116
elemeik megegyeznek, vagyis ha

2 2 2 2

Ggp 59 = 3y T3y
2 2 2 2
Bgg tagy = 2ty

311821 T219%00 T 311712 T 291%0y

= -
Az elsf két egyenlet akkor € csak akkor igaz, ha 810 = "8y Ha a12 a0

vagyls ha az A mdtrix szimmetrikus, akkor a harmadik egyenlet is teljestl,

Ha 312 = -2, # 0, akkoxr a harmadik egyenlet csak az a11 = 322 esetben

elégithet§ ki, Tehdt A és A’ akkor és csak akkor cserélhet fel, ha A szim-
metrikug mitrix, vagy ha az A mdtrix f64tl6jdban 4116 elemek egyenlSek és
a mellékétlshan 4116 elemek egymds ellentettjel.

A mitrixok szorzdsa a kifvetkez§ milveleti azonogssigoknak tesz ele-
get.

Az (mxn)-es A = [a 7, az (nxp)-s B = [b ] ésa (px)-s C = [en ]
métrixokra ik i Ik

A.B.C=A.(8. 0, (8.18)

vagyis a métrixok szorzisa agszociatly,

Bizonyitds. (8.18) jobb és bal oldaldn (mxq) tipusu métrix van, mert
A,B=R= [rikj (mxp)-s, ill. B. C=8= [sik] (oxq)-es, tehdt R . C

{mxq)-s és A . S 18 (mxq)~s métrix.-R . G, {ll. A. S i~edik sordnak k-adik

) b
eleme az rih:egl aie b{h, h_-']', 2) LR ] pés S£k= hzlbzh Chk,

¢ =1,2,...,n. helyettesités utdn a kvetkezSképpen irhat6 fel:
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M’u

n n
, § %p Doy O M- {g e 2 Doy Oy

l!

Az Usszegezés sorrendjének felecserélésével az utsbbi elem
n D p n
2_; 2 by Oy & § TR

vagyis egyenl§ az elébbivel, tehdt (A . B)C és A . (B. C) i~edik sorédnak
k~adik eleme megegyezik, i=1, 2, ... m; k=1, 2, ... q.!

Az (mxnj~es A= [a_ ] ésaz (axp)~s B=[b ’], ill. C=1fe¢
métrixokra [ Tk [ ik]

AB+Q=4.B+A.C 8.19)

vagyis a métrix szorzés disztributiv mitvelet,

izonxgtés. A 8,5 és a 8,10 Definicick felhasznéléséval (8. 19) axt jelenti,
i

k=1, 2, e« P, ami nyilvénvaldan igaz, !

Az (mxn)-s A = [a ] ésB= [hik] ill, az (nxp)-s, C = l:c ] mét-
rixokra

A+BC=A.C+B.G (8.20)
vagyis a métrix szorzds az tisszeadisra nézve disztributiv miivelet akkor
is, ha jobbrdl szorozzuk az Beszeget.

Bizonyitds, A 8.5 és a 8,10 Definlcick felhasznéldsdval (8. 20) mindkét ol~
daldn (mxp)~s mdtrix van és ezen métrixek i~edik sordnak k-adik eleme
megegyezik, mert

kH n I
g thygdey = gx aifc{k+£1bif © px

i=1,2, ...m, k=1,2 ,..p.!
Tetszfleges o« szdmra £ az (mxu)~es A, 1ll. az (uxp)-s B mdtrixekra

XA, B=(x, A). B=A. (xB) (8.21)
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Bizonyitds. A 8.9 és a 8. 10 Definici6k felhasznildsdval (8. 21) bal és jobb
oldaldn (mxp)-s mdtrix van és e mdtrixok i~edik sordn k-adik elemei egyen~
16ek, mert

n n n
o« a, by = ) (eca,dby = ) a, (xby)
1s 1 12 ik (=1 i’ "Lk Pt} {k
i=1,2, ,..m k=12, .,.p1
Legyenek A = [aik] ésB= [bﬂ(‘] azonos tipusu métrixok, akkor

(A+B)y =4" +F, (8.22)

vagyis baszeg transzponéltja egyenlf a transzpondltak tsszegével,

Bizonyitds. A 8.4 és a 8.5 Definicik felhaszndldsdval egyszertien kivet~
kezik. |
Az (mzxn)-es A = [aﬂ(], ill, az (nxp)~s B= [bik] métrixokra

(A.BY =B .4, (8.23)

vagyis szorzat transzponéltja a felcseréit tényezbk transzponéltjainak szor-
zata,

Bizonyitds. Az (A . BY métrix tipusa (pxm). A (pxn)-es B’ = [b’ ] és az
{(nxm)-es A’ = [a’ k] métrixok szorzata szintén (pxm) tipusu. Ezen métrixok

i-edik sordnak k-adik eleme megegyezik, mert a 8,10 és a 8.4 Definicisk
felhasznildsdval,

£§1 e Ppy = Z e

i=1,2, ...p k=12, ..., m1!
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9. A rendezett szam n-esek linearis tere

Ha a valds szdmok R (a komplex szdmok Z) halmazit n példédnyban
vesszik {n pozitiv egész szdm) és képezzitk ennek az n szému halmaznak

r? (Zn) direkt szorzatée (1. 1. Kbtet, 3. pont) a rendezett szdm n~esek hal-
mazdhoz jutunk. Az (XI’ Zys eves xn) rendezett szdm n-es RA-pek, iil.

7P-ek eleme aszerint amint xke R, il xké Z, k=1, 2, ..., n, Jelii-
jitk az n elemil oszlopvektorok, ill, sorvektorok halmazét Qn-nel, il §°-

nel, Az R® (vagy Zn) és a Qn, i, az R” (vagy 7"} és az s" halmazok kvzbitt
egy-egyértelmtt megfeleltetést 1&tesitiink, ha minden (xl, Zny oces xﬂ)e RR
(€ ZM-nek megfeleltetjik az

z=0x%,

oszlopvektort, ill. az x = [xl, xz, ases xn] sorvektort. A Qn halmaz,

ill, az S" halmaz elemein az el6z6 pont alapjdn miveleteket végezhetiink,
Ezek szerint "a rendezett szdm n~esek oszlopvektoroknak, vagy sorvekto-
roknak tekinthet8k" és ebben az alakjukban rajtuk 8 métrix-algebra megfe-
lel8 miiveletei elvégezhet6k. Ebben a pentbar a tovébbiakban az n~elemil
oszlopvektorok ~Qn halmazéval foglalkozunk, azonban mindaz, amicél sz6
lesz, viltoztatis nélkill igaz a sorvektorok §° halmazéban is, 111, az el6b-
biek alapjan a rendezett szdm n-esek R™, ill. Z  halmazéra is vonatkoztat-
haté.

A QIl halmazban a 8.5 és 8.9 Definiciék alapjén értelmezve van ele-
mek tsszeaddisa &s val6s (vagy komplex) szfmmal valé szorzésa. A 8. pont-
ban bebizonyitottuk, hogy ezek a miiveletek bizonyos miiveleti azonossd-
goknak eleget teszoek, most Usszefoglaljuk ezeket az azonogsigokat:

Minden
X ¥, z €Q-re Xty eqQh
X+y=y+E% ©9.1)
(x+y) +z=x+( +2z% (9.2)
2+0=3% (9.3)



ahol 0= a zérusvektor,

1
oo [ e
'

.

L

x+(=x)=0; (9.4)

minden o, BER (vagy Z)-re X € Qn,

X+ = x+oly; 9.5
+P). x=C. x4B. & (9.6)
(B x)= &P). x5 (9.7)

1.x=x (9.8)

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a {(9.1) ~ (9. 8) miveleti azonossd-
gok megegyeznek a kUzbnséges tér vektorain értelmezett és az 1, pontban
tdrgyalt mitveletek azonosségaival,

Legyenxk € QY .?L ER (. Z), k=1, 2, ..., m;

n
a]\ x +?4.zxz+.., -H\ X GQ oszlepvektort az Xps oeos X oszlop-

vektomk Hnedris kombiné.cié_ ﬁnak nevezzik, Az 1, pont végén levl meg~
jegyzést figyelembe véve és dltaldnogitva értelmezzitk oszlopvektorok lined-
ris figglségét b¢ fliggetlenaégée,

9.1 Definici6. Azt mondjuk, hogy az Eyr Xgr weer X € QIl oszlopvektorek
linedrisan tgszefligrfk, ha van Al, J\z, ceny .?\m éR
(ill. Z), melyre Ml‘ +]J\2| +aue +|.}\m| >0 és
Az HAZ, +ooo + A x =0

Més szdval az x, (k=1, 2, ..., m) oszlopvektorokat akkor mondjuk
linedrigan tsszef ek, ha van "nem-trividlis zérussd vils linedris
kombindcisjuk”, "Nem~trividlis” az olyan linedris kombindci6, melyben
nem minden egylitthats zérus (legaldbb az egylk A, nem-zérus). A |.A | +
+ A 2 | 0o + |A | > 0feltétel éppen a trividlis esetet zdrja ki,
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9. 2 Definici6. Azt mondjuk, hogy az Xi» By -oer X 1= Qrl oszlopvektorok

linedrisan fliggetlenek, ha nem linedrisan Usszefligglk, vagy~
is ha csak 2 trividlis linedris kombindci6juk zérus; mdis sz6~-
val, ha a

Al_;gl +A2;_(2+... +J\m>_cm=g

egyenl&ségbbl szilkkségképpen ktvetkezik

?\1=J\2=ﬁ.3=... =7\m=0.

A 9,1 Definiciébsl nyiivanvaloan ktvetkezik a

9.1 Tétel. Az Xps Xgy eeer B =] Qn oszlopvektorok akkor és csak ak~

kor linedrisan $sszeflggfk, ha legaldbb az epyik kozilik ki~
fejezhet§ mint a ttbbt m~1 szdmu vektor linedris kombind~
ciéja.

A vektorok linedris dsszefliggésével és fllggetlenségével kapcsolat-
ban néhény tételt bizonyitunk. E tételekb6l kiderill, hogy a Q" halmazban
maximéligan hény vektor lehet linedrisan filggetlen és hogyan lehet kell§
szdmu linedrisan fllggetlen vektort felhaszndlni a Q" halmaz Ysszes vekto-
rinak megadisira.

9.2 Tétel. Ha az X eeer X < Qn oszlopvektorok kozll az egyik a zé~
rusvektor, akkor e vektorok linedrisan Gsszefliggfk.

Bizonyitdsg. Legyen pl. x = 8. Ekkor a Al# 0, .?*.2 = .?t3 = e =J\m =0

vélasztigsal képzett nem~triviflls linedris kombindcio Ay g+o. X, +
+eee +0. §m=0.1

9, 3 Tétel. Ha az X Egr eeer X € Qn oszlopvektorok linedrigan Ysz-

szefligobk és ol oo g;p < QIl tetszlleges oszlopvektorok,

akkor az % X oy J_;p vektorok is lined-

2) (R Ems 5m+l’ o
risan Ysszefligglk.

2} * 0
re Algl +Jtz:_:2+... +/’1m5m=gés Mll +... +Mm| > 0. Ekkor
azonban a ﬁl, ?tz, cees A A= ]Lm+2 = L., =/'\p = 0 egyltthatékkal
kérzett nem-triviilis linedris kombinécié

Bizonyitds, A feltétel szerint vannak jll, A AL szdmok, melyek-
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+...+0.x =0.1

2.2 m+1 P

ces . + U,
1 + ‘amzm 0.x

i

9. 4 Kovetkezmény, Ha az Xy Koo eoer X € Qll vektorok linedrisan flig~

getlenek, akkor az {X,, X, ..., X } vektor-haimaz
t=17 =2 m

birmely nem-iires részhalmaza is linedrisan filggetien
vektorokbéi 41l.

9.5 Tétel, . Qn -ben van n szdmu linedrisan filggetlen oszlopvektor.

Bizonyitds. Legyen

— 3 -l =— 7 -
£ { . €y o1, e, 01}, (9.9)
0 1 0
0 0 0
| 0 ] L 0 L}

vagy a Kronecker szimb6lum alkalmazédséval (8.3 Definici6) ¢, = [45 1k] ,

i=1, 2, ..., n. Megmutatjuk, hogy a (9, 9) oszlopvektorok linedrisan fiig-
getlenek, Tételezziik fel, hogy valamilyen J\l. 7\2, cons An szimokra

n
2 .?\i g =0. A A, szdmokkal a 8.9 Definici6 szerint beszorozva és az

i=1

bsszegezést a 8,5 Definicié szerint elvégezve ez azt jelenti, hogy

" A = (0],
.7\2 0
| An 0

vagyis ]xl=3\2=... =An=0.1

9,6 Tétel, Tetszllegesx € Qrl oszlopvektor egyérteimien felirhato,
mint a (9. 9) vektorok line&ris kombindcicja.
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Bizonyitds, Legyen rx. 7 . Mivel

£
L]
I

1
%
X
L™ n
"x, 1=Tx,7+[0 ] "0 =x. [1] 0] 0]
X, x, +fo01+...4+10 x; 1 +x2 0 +,..+xn oi,
x2 0 xz 0 0 1 0
an- ..O . -0 . -xn.. -—0— LO_ ,_l__
x=x¢g -E-xz_,z +xn§n 9. 10)

vagyis x valéban a (9.9) vektorok linedris kombindci6ja. Megmutatjuk, hogy
a (9. 10) felbontés egyértelmilen meg van hatfrozva, Tegytk fel ui., hogy

=718 Y8y teee TGy
és vonjuk ki az ut6bbi egyenldséget (9, 10)-b6L:
(x, -y )g) + (%, -Vpley *... +(x -7 )e =0

A 9.5 Tétel szerint azonban az g,, €, -««s & vektorok linedrisan filgget-
ienek' vagyis xl - yl = x‘2 _YZ Z e =T xl] "Yn = 0} tehat yl = xl’
y2 = x2, sasy yn = xn. {

9.3 Definicio. Azt mondjuk, hogy 8z 2,, 8y, +-.r 8 € Q" oszlopvektorok

a Qn halmaz bézisit alkotjdk, ha linedrisan fiiggetlenek és ha
Q" minden oszlopvektora el84llithat6, mint az 2,,2,,..., 2

~m
vektorok linedris kombindcicja, (V.. 3.1 Definicio.}
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9.7 Tétel, Haa, 8, ..., 2 € Q" a Q" halmaz bAzisa, akkor Q" bir-

mely eleme csak egyfélekeppen irhaté fel a,
linedris kombindci6jaként,

Bor vrees B

Bizonyités, A bizonyitis sz6r6l széra megegyezik a 9.6 Tétel bizonyitd-
sénak (9, 10)-et ktvet8 részével, igy azt az olvaséra b1zzuk i

A 9.5és 9.6 Tétel érteiméhen a (9. 9) vektorok a Q halmaz bazisit
alkotjdk, Megmutatjuk, hogy Q minden bizisa pontosan n szdmu oszlopvek-
toxbdl &ll, vagym az el8z8 Definiciéban szllkségképpen m = n,

9.8 Tétel. Legyenek b b bz, vees b € Qn linedrisan filggetlenek; akkor

r<nésa (9 )] vektorok kozll kivélaszthatén ~ 1 szamu

ugy, hogygi, 22, vess b’r’ & +1, e +2, oo 8 Q bézi-

st alkotjék (1, #1,, £#K). T r o
Bizonyitds. A bizonyitdst ugy végezzilk, hogy megmutatjuk: a {9.9) vekto-
rok ktziil elhagyhato egy és ez gl -gyel potolhaté ugy, hogy b 1 és a (9.9)-bfl

megmaradt n~1 szdmu vektor Q" bézisa; mésodszor a megmaradt n-1 szé-

mu e, vektorb6l elhagyhat6 még egy é3 ez I_)zuvel potothaté ugy, hogy _1;1, t_>2

és a {9, 9)-b6l megmaradt n=2 szdmu vektor Qj1 bézisa, &s igy tovébb,
Ebbd! az az §llitds, hogy r £ n, kbvetkezik, Ui. tételezzik fel, hogy az
elébbiek bizonyitdsdt mér elvégeztik és r > n; akkor az n-edik 1épés utdn
(9.9)-b6l mér minden vektort elhagytunk ésb , by, ..., b 2 Q" tér bazisa.

Q minden eleme, igy b b is n+l €1} felirhaté, mint a b1 aess _bn
vektorok linedris kombinécié}a.

by = Ay F ARyt + AR,
Ez azonban ellentmond annak, hogy b b 2, eoss D, _bn 1 linedrisan flig-

n
getienek (1. 9.1 Tétel).
Térjunk vissza az el8z8 bekezdés elején mondottak bizonyitdséra.
Miutén €)r <oes € 3 QP halmaz bézisa, valamilyen All’ ‘7\12’ sees A

gzdmokkal

b, = ]‘1191 + .7\1292 + ... + Alngn. (9.11)

A .}\ (k =1, ..., b) szémok ktzll legaldbb az egyik nem zérus, mert

kulﬁnben b = § lenne és ekkor a 9.2 Tétel értelmében b ees _I_Jr nem

2]
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lehetne linedrisan fiiggetlen vektor~halmaz. Az 4ltaldnossdg megszoritdsa
nélkil feltehetjlik, hogy /\l 1 #0. Igy (9. 11)-b81

A A
e =—1——t_) +(-——l)§ +...F (-

1
oA Ay T2 A

In

e,
kovetkezik, Miutén Qn bdrmely eleme felirhat6, mint €y verr & linedris
kombinécicja és az elfbbiek szerint g 1 felirhat6, mint _Igl, €r »eer &) B~

nedris kombindcitja, ktvetkezik, hogy Qn birmely eleme felirhatd, mint
bl’ s voer & line4ris kombindcidja. Azonban e vektorok lineédrisan fug-

getlenek, amit indirekt uton igazolunk, Tételezzik fet, hogy van
Pygr Bygr e My melyek nem mindegyike zérus és

‘u‘llbl + Myg€y tees T80 =0 (9.12)

Ha 1ne 0 tenne, akkor 120 Mgt seer Mg kozot kellene zérustél
kiiltnbtzdnek lennie, vagyis a

Mig8pt Myglg e TH 8,

nem-trividlis linedris kombindcié zérus, ellentétben azzal, hogy €y e )
linedrisan fuggetlenek, Tehdt L i1 # 0. Ekkor azonban (9. 12)=bdl

P p
12)924»... 4+ (-l

b.=0.¢
M1 M1

=1 +{-

1 ) €, {9.13)
Mivel a2 9,6 Tétel érteimében 1_31~nek az ¢, vektorok linedris kombindci6ja~

ként val6 eld4ilit4sa egyértelmilen meghatdrozott, (9. 11) és (9. 13) bsaze-~
hasonlitisa azt mutatja, hogy All =0, ami ellentmond4s, Igazoltuk tehdt,

hogy 1-)}’ €1 «ees & 8 Qn halmaz bazisa.

E bAzisbs! kiindulva, valamilyer A ., A, ., .cvs A szdmokkal
. 21 22 2n
irhatjuk, hogy

§2=J\211_)1+ Agg8y teee +Ag8 (9.14)
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A /\ (k =1, ..., 1) szémok kbzill legaldbb az egyik nem zérus, mert kil-

wnben b = ( lenne, Ha J\ = A vee = A, =0 lenne, akkor
23 2n

b, - Azl b, = g, AZI # 0 rmatt b, és b, linedrisan sszefliggs lenne, el-
lentétben a feltevéssel, Igy a }‘Zk {k =2, ..., n) szdmok kozitt van zérustél
kiilonbtz8. Az 4ltaldnosség megszoritisa nélkiil feltehetjlik, hogy A ,, # 0.
22
Igy (9. 14)~b6l
A

22:(‘}‘

2
b L HGEA B3 ) =
22 22 22

kbovetkezik., Mivel Qn birmely eleme felirhat6, mint bl’ g1 4o &

linedris kombindci6ja s az elfbblek szerint e, felirhats, mint
b X h » €as vees 8 lineéris kembinécidia, Q“zbérmely eleme felirhatd,

mint bl’ bz, €gr eves & linedris kombinécisja. Azonban e vektorok linedri-
gan fiiggetlenek, amit indirekt uton igazolunk, Tételezzik fel, hogy van
Propr Hogge coer Mg melyek nem mindegyike zérus és

Mol tHggby T Hgaegtene +10g 8 =0,

Ha P’ZZ = 0 lenne, a tibbi My {k # 2) kzbtt lenne zérustol killonbbz6;
vagyis 21’ €30 sess & linedrisan Ssszefliggl lenne, ami ellentmondéds,
Tehét p,, #0 és

Mas3 Han
+(—ﬁ-—-)§3+... +(=—}r—-)e .

Mo
92 = (" F__ﬁ_’l +0. 22 =5

22 22 22

Az utobbi egyenlfséget (9. 14)-gyel Usszehasonlitva J"t = 0 adodik, ami
ellentmondds.

£s igy tovébb; az eljdrédst folytatva a b, vektorok rendre egymés
utén behozhatdk a (9. 9) bézisba egy-egy &, véktor elhagydsa mellett, Vég-
eredményben b b 2, soes h éga (2.9 vektorok ktzdl megmaradt n-r

szému vektor QIl bézisa. |
A 9,8 Tételnek fontos kivetkezményel vannak.
9, 9 Kivetkezmény, Béchogyan adunk meg n + 1 szému oszlopvektort Qn-ben,
azok linedrisan Usszefliggdk.
Bizonyitis.  Kutzvetlentl ad6dik a 9,8 Tételb6l. |
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9,10 Kévetkezmény, Ha b I’ _1_32, veey pn € Q linedrisan tuggetlen vektorok,
akkor Q" bézisédt alkotjdk,

Bizonzités'. Kozvetlenlll adodik a 9.8 Tételbél, ha otr a by vektorok sz4-
mar=n,!

9, 11 Kovetkezmény, Qn minden bézisa pontosan n szdmu oszlopvektorbsl
all.

Bizonyitds, A 9.8 Tételb6l lithat6, hogy Q" birmely bézisa legfeljebb n
szdmu vektorb6! 411, Csak azt kell beldtni, hogy n-nél kevesebb vektor nem
alkothat bézist. Tegylik fel, hogy a 1 Bgr eer By QP bézisa és m < n,

Akkor a 9.8 Tétel bizonyitdsa megismételhet§ azzal a véltoztatdssal, hogy

€.r sesrs gn,ili. 91’ cees _t;r szerepét B1r vees B il, €yr vees & jatssza.

Azt kapjuk, hogy n < m, tehdt m =n,!

Az el6bbiek alapjdn azt mondjuk, hogy az n elemti oszlopvekiorok
"n-dimenzi6s linedris teret” alkotnak vagyis Q" n-dimenzids linedris tér
(1. 16. pont). Q" elemeit, az n-elemt oszlopvektorokat, n-dimenzios esz-
lopvektoroknak is nevezzlk,

A ktvetkezSkben, tobbek kzbtt a linedris egyenletrendszerek tdrgya~
idsdban, fontos szereplk lesz a Q" tér olyan részhalmazatnak, melyek az
oszlopvektorok bsszeaddsdra és szdmmal val6 szorzésdra nézve “zdrtak”.
Az ilyen részhalmazokat fogjuk “altereknek” nevezni,

9.4 Definicis, A Q" tér H" < Q" részhalmazat m-dimenziss altérnek
nevezzik, ha minden z, y € H™, ol €R (vagy Z)-ro

(x+y e T és o, X €Hm, tovdbbi ha Hm—hen van m gzd-
mu linedrisan fuggetlen oszlopvekior, de bérhogyan vilaszt~

juk ki H® menél nagyobb szdmu elemét, azok linedrisan sz~
szefliggtk,

Nyilvinvaléan igazak a kéivetkez6k, A zérusvektor, 0 a Qn tér minden
alterének eleme, Altér dimenzi6ja, m nem lehet nagyobb n-nél (. 9,9 K5~

vetkezmény), Ha H a Qn tér n-dimenzids altere, akkor H" = Q_n {l. 9.10
Ktvetkezmény). n
Az 310 Byp wnes B & Q oszlopvektorok Usszes linedris kombindci6-

jébol 4116 halmazt a Qn tér 811 g aue 3 vektorok #dltal kifeszitett rész-

halmazéinak nevezzik,
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9.5 Definicis. Legyen BT a Qn tér m-dimenzi6s altere; azt mondjuk, hogy
AZ 8y, By vens B € H™ ogzlopvektorok a H™ altér bézisht

alkotjfk, ha lineérisan fliggetlenek,

9,12 Tétel. Haa,, 8, ..., 8 az m-dimenziés H™ altér bézisét alkot~

jdk, akkor minden x € " oszlopvektor egyértetmilen elf-
4llithaté6 az Byr eoes B vektorok linedris kombinédci6jaként.

Bizonyitds. Az m~-dimenzi6s altér definici6jabél kverkezik, hogy
215 venr B, X linedris Usezeftigglk, vagyis van J\I, ?‘2’ coes A s Py

hogy
Algl + A2§2+.,. + Ama +px=0

&s |J\I| + [J\ZI Faee t+ l}‘ml +} | > 0, Ha itt ju = 0 lenne, a .?\k-k
ktizott kellene zérustél killénbtiz6 szémnak lenni, de akkor 215 eess ém
linedrisan bsszefligglk lennének ellentétben a feltevéssel, Tehdt u# 0 és

Ay Ay
x= (e ey b (-

m
)_E_Lm. (9.15)

Az, hogy 2 (9.15) elfdllitds egyértelmilen meghatdrozott, ugyanugy bizo-

nyithaté, mint a 9,6 Tétel (9. 10)-et kiivet§ része (el, oo 8] szerepét

MOSL &4y +ves B Jétesza). |

=1

9,13 Tétel. Legyenek a g2 Bgr ceer B € Q]1 linedrigan fiiggetlen oszlop-
vektorok; Q@-nek Bys seer B éltal kifeszitett Hm részhal-
maza Qn m=-dimenziég ailtere {(melynek By 00 B bézisa),

Bizog_zités, Az, hogy az gk-k Usszes linedris kombindcisjsbsl 4ll6

. m m
{.}\ g, +. e + A i .(Al,?tz, ceer A ) ER (vagy Z )}

halmaz eltér, nyilvénvalé, mivel g, -k két linedris kombindci¢jdnak Yssze~
ge és gk-k egy linedris kombinécidjdnak szdmszorosa ugyancsak gk-k -

nedris kombinécisja. Be kell ldmi, hogy H™ m-dimenzi6s. H ~ben van m
szému linekrisan figgetlen vektor, ti. 8, € B, k=1, 2, ..., m. H" de-

finicisja szerint H™ minden eleme el86llithats az 2, oszlopvektorok lined~
ris kombindcigjaként. Kinnyen l4that6 az is, hogy ez az elééllités egyér-
telmil, Azt kell tehdt beldtni, hogy ha a bl’ b2, sses b € H™ vektorok
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linedrisan fggetlenek, akkor r < m, Ennek igazolésa ugyanugy ttrténik,
mint a 9.8 Tételé (gl, cees & szerepbt most 3y seen B jétssza), |

Innen azonnal ad6dik az egyszeri

9. 14 Kbvetkezmény, Az 84y 8y vee gp € Qn vektorok Qn egy r dimenzids

e alterét feszitik ki, ahol r{ £ pjaz a 2 Bgr eee gp

oszlopvektorok ktzott a linedrisan fiiggetlenek maxi-
mélis szdma,

9, 15 Ktvetkezmény. Ha a 1 Bos eves ap & Qn egy ~~dimenzi6s H alteret

fesziterek ki és a ¢ €1 Egp oor E, oszlopvektorok mind

az 8, k=1, 2, ..., p) vekto -ox linedris kombindcioi,
ak.kor “k(k=1, ..., q) kdiz itt a uinedris fliggetlenek
maximalis szdma legfeljebb r

9.1 Példa,  Tekintstk Q _-ban azg, = (1] és:.
g, = [ 0]
1
L0

linedrisan fliggetlen oszlopvektorokat, A 9,13 Tétell ktvetkezik, hogy
2
Qa-nak az g, és €y &lial kifeszitett Hz részhalmaza Q" ~.ak 2-dimenziés

altere és

Hz={xgl+y92:(x,y)€R2} ={ x :(x,y)GRz}.
y
|

Ha az elaet és € -t a kbztnséges térbeli i, i k bézisban az i és j vektorok-

nak megfeleld oszlopvektoroknak tekint}ilk, akkor H2 vektorai az i és j vek~
torok &ital meghatdrozott sikdlidssal pérhuzamosak.

=8} =



9,2 Péida, Igazoljuk, hogy QB-ben a

-~ =
%1

_519

aex |

(i=1, ... a=x; & x? Krenecker szimbdlum, ¢ ik tetgzbleges szdmok) .

vektorok linedrisan fliggetlenek. Az igazolds a 9,5 Tétel bizonyitdsi mdd-
szerével t¥rténik, Bevezetjtk a ktveikez§ jelblést:

Ser1® ] 11|’ Sps2 [ S |7t &7 | Cpar,2

€12 €22 Cher, 2
cl: ch cn—r,r
1 0 0
0 1 °

U Lo 1 B

Tegyiik fel, hogy
Apst Spe1 T Apqp Grag tece A = 0



A beszorzésokat s az bgszeaddst elvégezve kapjuk, hogy

-Ar-{-l ‘i + ‘a‘r+2 c21+... ~3-J\ncn--r,l i = 0 7
Ar—é—l €12 + Ar+2 Cog Teve + An cn—r,z
Ar+1'clr+ }\r+2 c2r+"' + Ancn-r,r 0
Ar+1 0
Ar+2 0
L An _ [ 0 ..
ahonnan Ar 41 /‘\r 43 = ]"n 0 kisvetkezik!

10. Determinansok

Ha az n-dimenzios ogzlopvekiorck Qjn terében, vagy az n~dimenzidsg
sorvektorok S terében megadunk n szému vektort, alapvetfen fontos kér=-
dés az, hogy ezek linedrisan fggetlenek~e vagy sem. Az g € Q,
k=1, 2, ..., n oszlopvektorokbel, ill. az ¢} € 5%, i=1, 2, ..., n sor~
vektorokb6l n~edrendd négyzetes métrixot készithetiink, melynek k-adik

" oszlopa, ili. i-edik sora az 2, i1, gc.; vektor. Forditva is, célszerl lesz

a tovébbiakban valamely métrix oszlopait, ill. sorait oszlopvektoroknak,
ill. sorvektoroknak tekinteni. E pontban végig a kivetkezd jeltléseket fog~
juk hagzndlni, A az

é= all s0 alk L] alﬂ (10'1)
a21 so0 a2k ore azn
ail s 0 aik o0 aiﬂ
i anl seaw ank ore ann §




n~-edrendl négyzetes métrizot feltli,

371 %k

métrix k~adik oszlopvektora, = [an, aiz, aik’ cons am} e mét=

rix i-edik sorvektora. IdSnként hasznos az A métrix réviditett felirdsa,
mint “oszlopvektorainak sorvektora", ill. "sorvektorainak oszlopvektora':

-

A=(a) 8y -oco gy ens 2], A= i

IQ_

IR
M‘b

.

o —

Ebben a pontban a valds (komplex) elemil négyzetes métrixok balmazdn egy
valés (komplex) értékil figgvényt, a "determindnst”, értelmeziink, mds
széval minden négyzetes mdtrixhoz hozzdrendeliink egy szdmot, a2 métrix
determinénsét, oly médon, hogy e flggvény értéke, e szdm, akkor és csak
akkor zérus, ha a széban forgé métrix sorvektorai (oszlopvektorai) lined-
risan Ysszeflggbk (v. 8. 2.5 Tétel és a (3, 17)-et kiivet§ megjegyzés).

A rovébbiakhoz szlikséglink lesz a kiivetkez6 fogalomra &s jelilésre,



10. 1 Definicis., Az A n-edrendHl métrix aik eleméhez tartoz6 minormét-~

rixdnak nevezzik és A ~val jeltljiik azt az (n-1)~edrendt

ik
mdtrixot, melyet ugy kapunk A-b6! *»nray annak i-r4ik go-
rit &s k-adik oszlopit elhagyjuk, vagy.s

dp= 1 3y - L,k Lk#1 in

B e L T e T T T e o

3,10 Yal kel el k1000 YeLn

44,100 P, k-1 A4,k Pidln

00 0 2T 8 P R D T Ty e 0 0 B 60 Rk O T O 1 R A G 80 W B S

(1’ k= 1. 2' eoes n),

Hasonléan minorméitrixnak nevezzik ég A Kyt ~lel  eloljik

_azt az (n-2)~edrendl métrixot, amelyet ugy kapwu A-bdl,
hogy annak i-edik és j-edik sordt, valamint k-adik és
? ~edik oszlopit elhagyjuk; &s igy tovébb.

A determinéns fogalmét rekurziv médon definifljuk,

10,2 Definicis, A mégodrendd A= a,. 3,

321 a

22

métrix determindnsénak (mésodrendt detexmindngnak)
nevexzik ég det A-val {|Al=val), vagy

a4 |

81 %22

vel jeltljtk a kitvetkezd szémot:

det A= | a a {10.2)

11 %121 % P gy v

fa1 P22



Tételezzilk fel, hogy (a~1)-edrendd métrix determindnséit
mdr értelmeztik; az n-edrendi A métrix determindnsdnak
(n=edrendll determinénenak) nevezzitk & kivetkezd szdmot:

-2 1k
detA= Ay eee By | k§1 31}:(—1) detélk,
Byy oee a2}1 (10.3)
%41 °°° %gp
ahol Alk az alk elemhez k=1, 2, ..., n)tartozé minor-

mdtrix (I, 10, 1 Definicio).

I'y mé6don tetezbleges rendll métrix determindnsét értelmeztik, ui,
valamely harmadrendll determinéns kiszémitdsa (10.3) alapjén mésodren~
dil determinfnsok kiszdmitdsdra redukilodik, az utdbbiak éxtékét viszont
(10, 2)~vel értelmextlk (v.8. (3.17)). A harmadrendd determinénsok érté~
kének ismeretében a negyedrendileket (10, 3) értelmezi, és igy tovdbb.
Megjegyezzlk, hogy az egyetien elembél 4li6 eisSrendt [al 1] métrix de=

termindnsa det [311] =a,, {(é8 elvileg mér innen is kiindulhattunk voina),
Alkalmanként hasznos az A mdtrix determinénséra a ktivetkez§ jeltlések
egyikét hagzndlni:

, detA=D,

det A =det [Els .a.zs as0y Qn] » det A =det

IR
B i W

i

e

=4
Az A mﬁtrix gorait (sorvektorait), iil. oszlopait (oszlopvektorait) egyben
determindnsa sorainak, ill. oszlopainak is nevezzik,

10, 3 Definici6. Az aik
val jeltljikk a kivetkez§ szémot

elem elfjeles aldeterminénsénak nevezzik és Dﬁ;



Ik
Dﬂ: = ("’1) dat éks

(i’ k=1, 2, cosy 1),

ahol '-Aik az a_, elemhez tartozs minormétrix.

ik
Az utdbbi jeltléssel
n
D=detA = k);’lam Djye (10.4)

- (10, 4)=et, vagy ami ugyanaz (10.3)-at a "determindns elsf sora szerinti
kifejtémgének” 13 nevezik, :

10,1 Tétel. Ha a determinfins i-edik sorvektordt megszorozzuk a A
gkalér szdmmal, akkor értéke is meguzorzadik A ~vel.

Bizonyités, A bizonyltés a determindns rendjére, n-re, vonatkozé
matematikai indukciéval t¥rténik, Legyen n = 2, vagyls

deth=| a a

11

821 a

12

22

Hai=1, akkor

Jiau ?\am = (.?\an) Byy = (.;“\am)amL = Adet A,
%21  ®m

hai=2, akker
8y 8pp | = app(Ray) me(Ae, ) s Adet A
J\.an .F‘Lau

Tegyik fel, hogy (n~1)-edrendd determindnara igaz az fllitds. Legyen
det A n-edrendi, Ha 1= 1, skkor



ha 2 £ i1 £ n, akkor, mivel D
feltevés felhagznéldsdval

1 {n=1)-edrendtl determindns, az indukciés

a
1§1 2, (Ann) =AdetA.l

a

11%12 > %

391 899 ***

D

-0 w2 ks 020 22 120 e 9 WS e g o D0 o e o B

10.2 Tétel.

Bizonzl'tés.

Ha det A i-edik sorvektora két sorvektor Usszege, vagyis
g_c.; = p; + 3; , akkor det A olyan két determindns Ussze-

geként irhaté fel, amelyek kvzll az egyik i-edik sorvektora
ﬂ;, a mdsik 1-edik sorvektora 'g; és a ttbbl sorvektoraik

rendre megegyeznek det A megfelel§ sorvektoraival.
{A determindns rendjére vonatkoz¢é matematikai indukci6val. )

legyenn=2, Hal= 1, akkor

b +c11

11

291

Ha i = 2, akkor

%11

b,,+¢

217 ‘a1

bigteyp | =gy tey)ag, =By +ep)8y, =

2% %2
222
=|By P |t G-
%21 P22 B21 %2
39 (51 % %12 F % 2
b,y e b, P €31 Caz

22



Tegyik fel, hogy (n-1)-edrendt determinédnsra igaz az 4llitds. Legyen det A
n-edrenddl, Ha i =1, akkor

a
bll +cll b12 +c12 sae h1n+c1n § b +c1k)le
a9 Byp oo a9
nl anz L -3 ann
= bll b12 s w bln + cll C12 ces cln s
891 8gg +ve Bgy 81 B3 e* ¥y,
anl an2 =t ann anl an2 cet ann

Ha 2 £ i € n, akkor mivel D_, {n~1)-edrendil determinéns, az indukcids

11
feltevés felhasznildsdval
¥
n
. 1+k
! ay By ... 8 =3_:1[ (-1) l 2, e a2,k-1 E az,!ﬂ.l re Ay
' = ¥
PPy 32 v g S S —
| ________________________ i
: |
Loofbuteyy Dpteyg e bytey HTRRE S i by k1 7 Pin
...... —— ___________"_i_______.__--
201 w2 " %m ianl ner n,k-l i ar:,lt:+1 et A
I+k
+ a (-.E) a vee A
1k 21" %2, k122, k41 *** %2n | ]!
C,. ees €, .
i1 i, k=151, k+1 in
a LN ) a -3 a a
nl a, kel n,k+l nn
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10. 3 Térel, Ha a determindns két szomszédos sora megegyezik, akkor
értéke O,

Bizonyités. (A determindns rendjére vonatkozé matematikai indukci6-
val.) Legyen n = 2.

a a 0.

11 12| f1f12 " #%T

211 %12

Tegyiik fel, hogy (n-1)-edrendil determinénsra igaz az 4llitds, Legyen

det A n-edrendll, Ha az azonos két sor nem az els§ kett§, akkor az induk-
clés feltevés felhaszndldsdval az els6 sor szerinti kifejtésben minden (n-1)-
edrendd el6jeles aldeterminéns 0, tehdt det A =0, Ha az elsé és mésodik
sor egyenl6, akkor

2 14k
250 %12 0 :(Zl a) (1) Tdetd .
2351 %12 v i
2317 833 o Fay
anl anZ e ann
Mivel
k-1 n
i+ 1+£-1

aecglk_zz_jl a g, (-1) detélkze+e£lale(-l) detA oy

tehit det A a kivetkez8képpen irhaté fel:
n k~1
_ ik it
det A = k§1 822’1 al (1) ap, (<7 T detA) ,, F

n n
L4k 1+-1
+ 5 ) a = T a, (-1 det A, .o.
Ey i 18 1k28

Megmutatjuk, hogy det A ezen kifejtésében minden taggal egylitt megtalél~
haté annak (-1)-szerese, tehét det A =0. Legyenui. 1£p<g<€n. Ak=q
és az £ = p értékekhez tartozs tag (az els6 szumméban taldlhats, mivel
ott minden tagben { < k}
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det A

Tty TP — (P

alqalp

A k=pésaz {=q értékekhez tartozs tag (2 mésodik szumméban taldlhate,
mivel ott minden tagban £ >k) pedig

4p 5 lipiq
- - A = fw
a, (1) aI {=1)'det o2 (~1) a 31 detAl 20’

ami az elfbbi (-1)-szerese, mert

=4

!
élp?aq ip2g”°

10, 4 Tétel, Az _}gn egység-mitrix determindnsénak értéke 1.
Bizonyités. Nyilvédnvals, n=re vonatkoz6 matematikai indukci6val, !

10, 5 Tétel, Ha a determindns egy sorvektora a 0’ vektor, akkor értéke
zérus,

Bizonyitds. A 10,1 Tétel gzerint ha a determindns egy sordnak elemei
kbzbs A tényezlt tartalmaznak, akkor A kiemelhet6, A O’ sorbél emeljik
ki A =0-t, Alkalmazzuk a 10,1 Tételt D=0, D=0, !

10, 6 Tétel, Ha a determindns két sordt felcseréljik, akkor értéke
(=1)-gvel szorzodik,

Bizonyités. Elegendd két szomszédos sor cseréjére igazolni az 4llitdst,
ui, a tetszdleges o, €s . sorvektorok (i < j)cseréje tobb egymdsuténi

i i
szomszédos csere kbvetkezménye: az i~edik sor a j~edik sor helyére kertil
j=i 1épésben, a j-edik sor az i~edik sor helyére kertl }-i~-1 1épésben, Ha

tehét szomszédos sorok cseréjére mir igazoltuk az 4llitdst, akkor j-i+j-i~1

ilyen csere utédn 2 determinéns értéke (-=1)j-1 . (=1 )j-i-l = (-1)2(""”"1 = =]«
gyel szorzodik, Cseréljlk fel tehdt az i~edik és az (i+1)-edik sort. Ha az
eredeti és a sorcsere utdn adsd6 determindns ¢sszege zérus, akkor 4iiitd-
sunkat igazoltuk. Az bsszeadds elvégzése elftt két mdsik pullértékil deter-
mindnst is hozzdadunk az tsszeghez, éspedig 2
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det —9_43 7] és det ”g’l_ determinénsokat, melyek a
i ¥ ]
=2 =2
H »
R E- 290 =11
* 44 1%
*n | | &n

10, 3 Tétel szerint nulldk, mivel két~-két szomszédos soruk megegyezik, Igy

PO s 7] - o ] P =~ s 7] ™+ ]
det [o¢} | + detfe) |=det o | det ol | +detle | +detie)
7 ¥ ¥ ]
E3 -2 %y %Xq %o g
£l 1] » L ¥ r 2
4 [ 2441 %y &4 X4l %y
E] ¥ ¥ 4 r ?
41 4y 441 i1 %4 %y
¥ Q,’ y H ] ¥
I_gn R _""l'l 9"12 9—‘11 :n 9-‘11




- E] ¥ L4 ¥
det & + det & = det o .
2 ?
% % %
3 ] ¥ T
gt dtein #t
¥ t4 '] ]
i % #t
¥ ? »
% % ] PO

A 10,2 Tétel felhnszndldgdval végeztik el az els§ kettd és az utolsd kettd
determinéns Ssszeaddsdt, majd a kapott két determindnst ismét Ysszeadtuk.
Eredménytil egy olyan determindnst kaptunk, amelynek két szomsazédos sora
megegyezik, tehit éxrtéke O, |

10,7 Tétel. Ha a determinéns két sora megegyezik, akkor értéke zérus.

Bizonyitds. A determinémsnak legfeljebb az eldjele véitozik meg, ha
sorcserékkel a megegyez6 sorokat szomszédos helyzetbe hozzuk, Ezutén
a 10,3 Tételbsl ktivetkezik, hogy éxtéke 0, !

10,8 Tétel, Ha a determinéns egyik sorvektordnak tetszfleges A szdm-
szorosét hozzfadjuk valamelyik médsik sorvektoréhoz, akkor
a determindns értéke nem véltozik.

Bizonyitfs.  Szorozzuk mega det A i~edik (ot]) sorvektordt A ~val és
adjuk hozzé a j-edik (x¢}) sorvektorhoz (1 # j). A keletkezett determindns a
10.2, 10,1 és a 10,7 Tétel felhasznéldsdval det A~val megegyezik, mert
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det g:i 7 =det '9_(’1' +detAl o 1 =
;E;ag; g;é g; J

det A .1

10,9 Tétel, A determiriéhs tetszfleges i~edik sora szerint kifejthet6,

vagyis

)13
det A = kél a, Dpy 1=12 .00,

Bizonyitds, det Apan az i-edik sox, 13# 1, i~1 szomszédos cserével az
els6 sor helyére hozhatd, Ez a determinéns a 10,6 Tétel és (10, 3) felhasz-

nédldsdval
n
i-1 ~ 1k
-1y deta= ) a (17 deth
k=1
Innen
= -, | 1k
detA= )7 a (-1) " (-1)detA, =
k=1
a
ki
= Z‘ a, (-1} " detA. =
WLy ik ik
n n
k+
= ) a (-1} 'detA = ) a D,
o k- & kK
mert T T
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10, 10 Tétel. Ha a determinéns egy sorét valamelyik mésik sorhoz tartozé
el6jeles aldetermindnsokkal kombinéljuk, akkor 0-t kapunk,
vagyils

n

2. a D =0 i#]

Ky kK

Bizonyitfs. detA = Z a, Dy Kombindljuk a j-edik sor elemeit az

i-edikhez tartoz6 elSjeles aldetermindnsokkal. Az eredmény Z :

oy Dix:
b b)
a. D, = {a_ +a,)D
W& TR T L Tk T Tk
= a5 ay sas 8 = det A
aii“jl ai2+3j2 cos ain+ajn
T b7 SRR L LR
&1 ) eee 25n




E tétel bizonyitdsa utén nyilvénvals, hogy az eddig sorokra megismert té-
telek érvényesek oszlopokra is és igy példdul a determindns birmely osz-
lopa szerint is kifejthetd (10. 9 Tétel megfelelGje):

11

det A = Z a, D

; , k=1, ..., 0, €10, 5)
=1 ik "ik

Bizonyitds, (A determindns rendjére, n-re vonatkozé matematikai induk-
ci6val, ) Ha n = 2, akkor az 4llitds nyilvdnvals. Tegyik fel, hogy (n-1)-ed-
rendll determindnsok kifejthetfk az els6 oszlopuk szerint, Legyen det A
n-edrendil, Elsf sora szerint kifejtve

n
ik
det A = A, det ;All + Z alk(-l) det élk
k=2
det A I (k =2,3,...n) (n-1)-edrendl és az indukcios feltevés értelmében
els6 oszlopa szerint kifejthetd, vagyis

n
T =141
a, ( 1§z (-1) QdetA

(10.6)

deté':a detA

u[\’]:!

Ha det A-t formélisan elsS oszlopa szerint kifejtjitk és a kifejtésben sze-
repl§ aldetermindnsokat els6 soruk szerint fejtjik ki, akkor ugyanez az ér-
ték adodik:

n
i+1
Z' ail(-l) det éil

i=1
< i+
=a, detA  + 124‘2 a (-1)" deth =

n n
141
=aj detA  + izzail(ml) kz—:z e 1)*det A

Az tsszegzés felcserélése utén, A il K= miatt {10, 6) jobb ol~
daldt, tehét det A-t kapiuk. !

‘A 10,11 Tételb8l ktvetkezik, hogy

lkil
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det A =detA’, (10.7)

amit mondhatunk wugy is, hogy ha a determindng gorait és oszlopait felcge~
réljtkk, akkor értéke nem véltozik.
Bevezetjlik az

u= |

L

jelblést, ha az (MxN)-eg U= 'u” lmétrix elemei az (mxn)~es A = [aﬂJ,
az (M=m)x(N-n)~es B= [hj2] , 8 (M~m)xn-es G = [cjk__} és az mx(N-n)-es
D= [di e] métrixok elemeivel ugy irhaték fel, hogy

I
)

(10.8)

I

B

uik=aik i=1, 2, .., o3 k=12, ... n,
ul’n-f-a:die i=1, 2’ oncm; '€=l’ 2, sasa N-B,
um+j,k=cjk ij=1, 2, ... M-mg k=1, 2, ... m,

b j=1, 2’ DQIM-m; ‘E=1, 23 o..N-no

um—l-j .22 = 1
E jeltléssel az U miétrixot "blokkokra osztottuk”.

10,12 Segédtétel. Az n-edrendil A = [aﬂa, a p-edrendii B= thj'ﬁ]’ a
{pxn}~es C = [cjk.-l és az (nxp)-s zérusmdtrixhol, mint
blokkokbot ll6 U = {é Q_] métrix

€ B
determindngdra teljestll a
detU=detA. detB

egyenl8ség.

Bizonyitds, (Az A mdtrix rendjére (n-re) vonatkoz6 matematikai induk-
ciéval,) Ha n = 1, akkor

Q7 -



¢, by By eew B

c b b «ss b
P pl p2 PP

=a,, det B=det A, detB

Tegylk fel, hogy az (n-1)~edrendil mdtrixokra mér bebizonyitottuk az £lli-
tist. Legyer A n-edrendd mdtrix, Az elg§ sox szerinti kifejtéssel

n
detU= ) a (1) gery
x=1 &

=1k°
dEtylk= 821 LA 'Y aZkﬂlaZR-i'l ans azn 0 aes 0 =det_A_lk. d.etB ¥
31 o** %3k-1®gke1 0 B3 0o O
2 1 e ft®akd *0" on 0...0
Cyp *oe ©1km1®1k41 *** Sin bll"‘blp
cpi cee cpk-lcpk-i-i sea cpn bpl"‘bpp

mert Alk (n=1)~edrendd, tehdt

1) det

n
dety=2 a k

k=1

1l . detB=det A . detB.!

10,13 Tétel, Az n~edrendil A = [aik} métrix ég az n~edrendd B = [hik]
métrix szorzatdnak determindnga egyenl6 a két métrix deter-
mindnsénak szorzatdval, vagyls det (A . By=det A, det B.
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Bizonyitds. Legyenn =2 és
detU = 4; 8, 0 0
81 % 0 O
L 0 By by
¢ =1 h21 b22

Egyrészt a 10,12 Segédtételbll det U = det A. det B. Mésrészt detU a =
gyel szorzott harmadik és a,,~vel szoxzott negyedik sorit adjuk hozz

az elsd gorhoz, majd 2, Ihgyel szorzoft harmadik &g azz-vei gzorzott ne-

gyedik sordt adjuk hozz4 a mésodik sorhoz. Igy det U értéke nem véltozott
(1. 10,8 Tétel), és az els6 oszlopban csak egy elem kiilbnbbzik zérustsl,
tehét a kifejtés egyszerlivé vilik:

811P1p T 215009

detU=| 0 0 a;,b, +a,b,
0 0 ayby, +ayby 8Dy T a0y
-0 b3 b2
0 - b, Byy
= DD aybyytebyy A Pra T APy | T
21011 ¥ 822021 221P1a *2399Pny
=det (A . B).

n = 2-re tehét igazoltuk axz 4llitdst, A 2-nél magasabb rendil determinénsok
szoxzfstételét hasonldan bizonyitjuk, Az n-edrendd A és B métrixokbol

képezzilk az

U=| A 9

-E B

métrixot, ahol
0 az n-edrendd mullmdtrix, B az n-edrendd egységmdtrix-és igazoljuk a
det U =det A . det B, 1ll. a det U = det (A . B) egyenlfségeket.
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A 10, 12 Segédtételbs] ktvetkezik, hogy
detU =det A, detB.

det U els8 oszlopa szerinti kifejtése elStt elvégezzilk a k¥vetkez§ azonos
dtalakitdgockat: az (n + k)-adik sort meggzorozzuk aik-val, k=1,2, ...n

&g hozzdadjuk az i-edik sorhoz, 1 =1, 2, ... n, Igy

det U= | 0 ¢ ,sholaC=[c.]
“E B
n
métrix elemei: ¢, = aZ=:1 By by 1=1 2 ol k=12, ..0n,

vagyls C = A . B.det U és aldetermindnsainak els6 oszlop szerinti kifejtés
sekor az n~edik 18pés utép azt kapjuk, bogy

det U = (-1 21" det € = (<12 der g = der (4 . B!
10,1 Példa. Hatérozzuk meg a

Vn(xl,...,xn)a 1 x X eee

p-edrendi Vandermonde-determindns értékét. Az X;s Ky ees X elemeket
generdi6 elemeknek nevezzik, Vn(xl, cas ,xn) értékének megviltoztatdsa

nélktl elvégezhet§ az az ftalakitds, hogy az utolso elfttl oszioppal kezd~
ve minden oszlop x, ~szeresét kivonjuk a kitvetkez6 oszlopbdl. Ekkor, ha
ezutfn V_ elsf sora szerintl kifejtését alkalmazzuk és 2 10,1 Tételt fel-
haszadl
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Vn(xl... xn)= 1 0 ] cee f)

2 n~1 = n=2
1 xn xl xn xlxn xn -==‘.lzr.n
- - o - 2 N2
=l X)) Ggm) e Gx) D X K e K=
1 x x2 xn-Z
3 3 3
2 =2
1 x X X
R n n

= (x2 - xl) (xa - xl} cae (xn - xl) vn-l (x2 avs xn).

Hasgonié mdédon, vagyis Vn_l (xz. . .xn) minden oazlopfinak xzdvel valé gzor«
zésa és az egyes oszlopoknak a kivetkez§ oszlophdl valé kivondsga utdn

Vn_l (xz. ..zn) = (xs - xz) (::4 - xz) ses (xn - xz) Vn_z (x3 xn), Az el=
Jarést folytatva

Vn(xl...xn)m ﬂ (xl-xk). {10.9)
i>k

A Vandermonde determinéns akkor és csak akkor zérus, ha két generdls
eleme egyenlé.

10.2 Példa. Igazoljuk, bogy az (xl, yl), (xz, 72) ég az (xa, ya) csucspontok
4ital meghatérozott hiromsezdy texrillete:

Tats |x oy 1] (10,10)
R It
¥y !



A sik ezen pontjaibs! felirhatjuk a hiromszlig s = [12 =X Yy =Yg 0]

p Y3 Ty 0] oldalvektorait. A vektoralgebrdbél ismert,

hogy T =—§-_ faxb] (L. a 2.3 Definiciét kivet6 megjegyzést),
Egyszerten adodik, hogy

és_l;§[13~x

axb=| 1 i k| =k | x oy 1
1 XE YTy O XX Y977 O
XX, ¥g7¥; O X% ¥V, O

Az ut6bbi determindns els@ sordt hozzdiadva & méisodik és harmadik sorhoz

axb=k Ix, 'y, 11,

n T !
X3 Y3 1
€s innen mir (10, 1¢) koveikezik, |
10, 3 Példa. Igazoljuk, hogy 8z (x), ¥, 2;)s (Xps Vs Zph (Xge Vg Zg) €8

2z (X, ¥ p z 4) csucgpontok £ital meghatdrozott tetraéder rérfogata;

+1 _
V= o Y, = 17. {10, 11)

xS ya 23 1
X, y4 Z, 1

A tetraéder térfogata hatodrésze az ugyanazon élek £ltal meghatérozott
paralelepipedon kubtartalmdnak, A fentl csucspontok 4ltal meghatdrozott

hirom élvektor 2z = [xz ~Xp Vg =V %y " zlj , bE [xs-xl, Y3 =¥y
‘z3 - zlj ésg= [24 "Xy Yy <V Zy -zl:] « A 3.5 Tételt megel6z6 meg-
jegyzés szerint 2 parzlelepipedon elfjeles térfogata
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i+
o
<
il
1y
e
10
I

X7%y Vp¥p ZgtEpl=-] %y ¥y z;
XgX; Fg¥y Z37E{| | %g7R%p ¥o¥) ZpE O

X%y YV ZE | (%X Yy %373 O

XXy VgV 2477 0

(az egyenl8ség l4thats, ha az utébbi determindnst utolss oszlopa szerint
kifejtjiik, ) A determinéns értéke nem véltozik, ha elsé sordta 2., 3., és
a 4, sorhoz hozzéadjuk, igy az utébbi egyenl8séghbl (10, 11)-et kapjuk,

11. Az inverzmatrix

A métrix-algebra elemi miveleteit a 8, pontban értelmeztitk, Nem
értelmeztilk azonban métrixszal valo osztds muvelatét. Ilyen miivelet dlta-
l4ban nem ig értelmezhets, mégpedig abhoz hasonlé okokbol amiérr a ki
zbnséges tér vektoraival valé osztdst sem értelmeztilk, (1. a megiegyzést
a 2, pont végén, ) Két métrix szorzata a zérusmdétrix lehet anélklil, hogy
birmelyik tényez8 a zérusmétrix lenne, pl

Bizonyos négyzetes métrixokkal valé osztds, bizonyos négyzetes mitrixok
reciproka, "inverze” azonban értelmezhets,

11.1 Definici6, Az A négyzetes métrixot regulirisnak nevezzik, ha deter-
minénsa nem zérus; 2 B négyzetes mdtrixot szinguldrisnak
nevezzilk, ha nem reguldris, vagyis ha det B=10.

Mint ismeretes az “a" val6és vagy komplex szdm reciprokédnak nevez=-
zik és a“l = i— ~val jeioljtk azt a szdmot, melyrea, a-l = 1 és mdjuk azt,

hogy minden zérust6l killunbtzd a # 0 szdmnak van egyértelmtlen meghatd~
rozott reciproka, Ennek analégifjaként értelmezzik négyzetes métrix "in~
verzét".
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11,2 Definjcié, Az A n~edrendd négyzetes métrix inverzmétrixénak (recip~
rok métrixdnak) nevezzik és A~} -gyel jeldtjtk azt az n-ed~
rendll négyzetes mditrixot, melyre

=1

A A=A A=

ahol E az n-edrendil egységmidtrix,

Megmutatjuk, hogy nem minden zérusmétrixtél kiltnbdz8 métrixnak
van inverze, pontosabban, ha A szinguldris mdtrix, akkor nincs inverzmiét-
rixa, Tételezzlk fel ui. az llitdssal ellentéthen, hogy az A szinguldris mdt~

rixnak van inverzmdtrixa é-}', melyre pl. A . A-l = E, Képezzikk a bal-
és a jobb oldal determinénsdt, A 10,13 és a 10.4 Tétel felhasznildsdval

kapjuk, hogy det A . det A™ = 1. Ahonnan, mivel A szinguléris, a

0. det _A__-l =1, vagyis 0 = | ellentmondés addédik, Ezzel szemben regulé-

ris mdtrixoknak van egyértelmilen meghatérozott inverzilk, amit egy kis

eldkészités utdn bizonyitani fogunk,

11,3 Definicié, Az A n-edrendil négyzetes métrix asszociéltjinak (adjun~-
géltjénak) nevezzilk és éx = [afk] ~yal jeloljik azt az
n-edrendii métrixot, melynek elemei

ax=D

1k ki® (i: k=1, 2; toay n):

ahoi Dki az A métrix a elemének elfjeles aldeterminénga

(1. 10,3 Definicio).

Nyilvéunval6, hogy minden négyzetes métrixnak van egy és csak egy
agszocléltia, érvényes a

11,1 Segédtétel, Legyen A n~edrendil métrix és é! az. agszocifltja; akkor

é'é!=é!.é= —detA 0 TS FE PR SEPOPICD YR 0 b !
0 det A see 0
0 0 avs det A
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Bizonyitds. Vezesstik be A . A%, ill. A%, A elemeire az A A% = [y ]
fil. &X A= [Cik:l jeldléseket, A métrix-szorzds definiciGja szerint

Ms

b4
By = 2 2y =

n
a, D ,=4J_  detA,
i-1 io1 i£ k¢ ik

illetye

n n
— x - —
Cix = 151 %0 %= eZ=71 Dpydge =0y deta,

ahol felhaszndltuk a 11, 3 Definicidt, tovdbbd a 10,9 és 10. 10 Tételt, ill.

(10.5)~0t és a 10, 10 Tétel oszlopokra vonatkoz6 megfelel§jét (J,. a Kronecw
. ik

ker szimbolum), |

11.2 Tétel, Ha A reguldris métrix, akkor van egy és csak egy A -1 inverz
métrixa, éspedig

-1 1 ¥
é = deté é . (1101)

Bizonyitfés, Mivel A reguldris, det A #0 ésa (11.1) métrix értelmezve van,
A (11.1)-gyel értelmezett A~ mitrix valéban A inverze, mivel a 11,1 Se-
gédtétel szerint

1 ® 1 »
&. det A é"clef:Af”' A=
et [aeta 0 0 = Ly
- deté &3 FeEs a2 a0 = A °
0 detA .........
0 ] det A

Be kell még bizonyitammk, hogy (11.1)~en kivlll méds inverz nincs. Tegytik
fel ul., hogy valamilyen X négyzetes métrixra

AX=E ill. XA=E
és szorozzuk meg az els6 egyenletet balrél,a masodikat jobbrol a (11.1)-gyel
értelmezett é"l mitrizszal;
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kapjuk, hogy
=1 -1 =1 -1
AT @R=A"E m xaat-pal

A miétrix szorzds asszociativitdsa és (8.14), ill. {8.15) miatt

(A‘lf_x) X =é-_'1, 111, g_{@_h_&_"l y=A"

(11.2) és (8.14), 11l (8, 15) ujh6li felhaszndlésdval mindkét egyenleth6l
X=A~1 adedik, |
Mitrix inverzére néhdny egyszerti tételt bizonyitunk,

11.3 Tétel. Legyen A reguléris métrix: akkor

det A™ = (det nL

B!zoggt&s. Képezzilk az A g}_—i = B egyenldség mindkét oldaldnak dater-
minénsét, A 10.4 és 10, 13 Tétel alapjin

detA. detA™ =11
11,4 Tétel. Legyen A reguléris métrix, akkor inverze is reguldris mét~

rix és

@™t =a,

Bizonyitds, Az el6zs tétel és a 11,2 Definici6 alapjin nyilvénvalg, |

11,5 Tétel, Ha A regulfris métrix, akkor transzponéiltja, A’ isaz és

@yt =@y, (11.3)

Bizonyitds. Az £llitdn elsd fele (10, 7)-b8l kbvetkezik, A (11, 3) formula
igazoldsa (8.23) felhaszndldsdval thirténik ‘

AL aly =@l

11,6 Tétel, Legyen A és B n-edrendt reguldris métrix; akkor A, Bis
reguldris és

- 4) =F =E.!

A.B) =B .A, {11.4)
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Bizonyités, Az &llitds elsS fele a 10, 13 Tételbll kivetkezik, A (11.4) for-
mula igazolésa & métrix szorzds asszociativitisa és az inverzmétrix defi~
nicigja alapjén tbrténik:

ep. @2 -a@. A =aEAT =

=A.AT =R

12. Matrix rangja

Ebben a pontban azzal a fontos kérdéssel foglalkozunk, hogyan lehet
megéllapitani adott méitrix esetében a linedrisan fliggetlen sorvektorok, ill.
oszlopvektorok maximélis szdmét, mds széval azt, hogy adott mitrix
sorvektoral, ill, oszlopvektoral hiny dimenzi6s alteret feszitenck ki, Ered-
ményeinket ttbbek kbzttt a linedris egyenletrendszerek tdrgyaldgdban hasz~
ndljuk fel,

Legyen adott az

351 319 e 8y 1z.1)

I
i

a a soa azn

- 4 e £3 0 D 53 G v O

Laml 8m2.-u mn

{mxn)-es mitrix, melynek sorvektorait rendre 9_:;1, enas X ;n-vel, oszlop-~

vektoralt 15 sees gn-nel jelbliik és haszndlni fogjuk az
A=lay 8y weo .@n] = | &)
T
d_’

L ~n

jeldléseket i (v, 8. 2 10. pont ele}én mondottakkal).
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12,1 Definici6, Ha a (12,1) métrix 931, s sees O SOTVEktoral az n=

dimenzi6s sorvektorok S” terének egy r~dimenzios H' alte-
rét feszitik ki, akkor azt mondjuk, hogy az A mitrix rangja
r, jelben r(A) =1 (1. 9, pont eleje, 9,4 Definici6); H et
A sorterének nevezzik,

12,1’ Definici6,Ha a (12, 1) métrix sorvektorai kiztitt a linedrisan filgget-
lenek maximélig szdms r, akker azt mondjuk, bogy az A
métrix rangja T, r(A)=r.

E két definici6 egymdéssal ekvivalens, amint ez a 9, 14 Kivetkezmény~-
b6l (S"~re alkalmazva) azonnal L4that6. A definici6bél nyilvénval6, hogy
0=< _1;@_2 < min(m, n) tovibbi r{A) = 0 akkor &g csak akkor, ha A 2 zérug-
métrix,

Megmuiatjuk, hogy ha az A mitrixon bizonyos operdcickat, un. "ele~
mi sormiiveieteket” njtunk végre {és exzel belfle uj métrixokat kapunk),

a rang nem viltozik,

12,1 Tétel, Az A métrix rangja nem véltozik, ha
2) két sorét felcaeréljik, vagy
b) egy sordt a tetezfleges A# 0 szdmmal megszorozzuk, vagy
c) egy sorvektor tetszfleges . szdmszorosédt hozzdadjuk egy
mésik sorhoz.

Bizonyitfs. Az, hogy az a), ill. a b) elemi sormiivelet nem véltoztatla meg
g mitrix sorvektorai 4ltal kifegzitett altér dimenzio)dt, nyilvéavals, Azt,
bogy c) sem véltoztatje meg 4 ranget, a kiivetkezSképpen igazofjuk. Adjuk
hozzé az A métrix j~edik sordmak M ~szbrisét a j~edik sorhoz (i # J) és je~
16ljikk az igy kapott mitrizet B=vel, vagyls

.B_ = 9.{1 hd
%y
993 Fe '1
o
—~m
L -



Mivel B sorvektorai A sorvektorainak linedris kombindcioi, az S%-re alkal~
mazott 9, 15 Kévetkezmény szerint kbzbttik legfoljebb r(A) szdmu linedrisan
filggetlen van, vagyis r(B) < r(A). Azonban, ha B i-edik sorvektorduak (~p)-
sztrosét a j-edikhez hozzdadjuk, visszakapjuk az A métrixot, és az elfbbiek
alapjén A és B szerepének felcserélésével r(A} = r(B), vagyis r(B) = r{(A). !

12,2 Definici6, Ha az A 8s B egyforma tipusu mdtrixck rangja megegyezik,
r(A) = r{B), akkor azt mondjuk, hogy A és B ekvivalensek,
jelben A ~ B,

Az elGz6 tétel szerint az egymiésbol elemi sormiiveletekke! keletkezé
mitrixpk ekvivalensek.

Rétérink annak a kapcsolatmak tdrgyaldsdre, amely A négyzetes mi-
normétrixai determindnsdnak nullicitdsa és A linedrisan fliggetlen sorvek-
torainak szdma kizbtt fennéll (v. 6. a 10, pont elején mondottakkal).A 10,1
Definici6val anal6g médon az (mxn)-es A métrix minormétrixainak nevez~
zik azokat a métrixokat, amelyek A-bol annak bizonyos szdmu sora, iil,
oszlopa elhagydséval keletkeznek,

12,2 Tétel, Ha az A métrix rangja r, akkor A-nak van r-edrendii négy-
zetes reguldris minormdtriza és A minden (r + I)~edrendt
(és enné! magasabbrendt) minormétrixa szinguldris (1,
11,1 Definicis6).

Bizonyités. Tekintsilkk A egy tetszéleges (r + 1}-edrendit minormdéerixdt,
Az ebben szerepl6 r + 1 szému sorvektor linedrisan Usszefiiggd, igy egyi-
kilk kifejezhet8 mint a tobbi linedris kombindci6ja, E minormétrix determi-
nénsénak egyik sora tehét a t8bbi sor linedris kombindcibja és igy a 10.2

(8s 10, 1) Tétel segitségével olyan determindnsok dsszegeként irhaté fel, me-
lyek két sora megegyezik, Ez utsbbiak azonban a 10.7 Tétel szerint zérus-
sal egyenifk, Példdul, ha az

= T _ 7
M= 3, 8 e a 1, minormétrixot
Bry Bpg v ar, r+l
i ®r11,1 %rel, 2 Prel,ra

X
- ) — »
tekingjitk, és mondjuk, o’ . = 12;1 A o, akkor
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det M = 8¢ Brg erseccsccncs al,r+l =
rl ®r2 e r, v+l
by b Z::_
J Aas 2, e, ... Aga,
Gt o e &, iy
x
= Z Ai ail alz [ E:-N -5 al,r—}-l = 0.
i=1
21 R I r, Tt
au aiz es P e i’r+1

Beldttuk tehét, hogy minden (r-+1)-edrendil és ennek kivetkeztében minden
enné]l magasabbrendil négyzetes minormétrix determindnsa zérus;

Most megmutatjuk, hogy van r~edrendd reguléris minormétrix, Té-
telezzik fel az 4llitdgsal ellentéthen, hogy a legmagagabbrendl reguléris
minormétrix rendje 8 és 8 £ r. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkil fel~
tehetjilkk, hogy 9_(’1, ggfz, coes 9_6_’3, soes 9_{.; linefrisan fliggetlenek és pl.

d= 12, 39 e 3|70
asl asz fee ass
Tetsz6leges k=1, 2, ,.., n-re fenndil
a5 a, .op o 3. a
21 B9 e %os 3ok
81 ) nees 2sg ask
det1,1  Ye,2 v %gtl, 8  Cwetlk
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ul, ha 1< k € 5, akkor ez olyun determindns, melynek két oszlopa meg-
egyezik (1. 10,7 Tétel és a 10,11 Tételt ktvetS maglegyzést), ha g <k = n,
akkor ez egy (s + 1)~edrendil minormédtrix determindnsa. Fejtsik ki g de-
termindngt az utolso oszlop szerint; kapjuk, bogy

Z aik -11:0' knl' 2; waevy n’ (Izﬁz}

ahol a A 1 egylitthatk nem fuggenek k-tol és J\s T T d+#0. Ha figyelem~

* gorvektor k-adik eleme, (12,2} lgy is ixhato

be vesszik, hogy 2, 87 %4

g+1
¥ o

Z 110_61—0. ?Ls_’_].#os

i=1
vagyis az g}, 9—‘-’2' cnas 95’8_'_] sorvektorok és ennek kifvetkextében
az g_t’l, ceey O ,r gorvektorok linedrisan Usszefliggdk (1. az S -re alkalma-
zott 9.3 Tételt), Tehdt az s < r feltevés ellentmondésra vezetett, }
Nyilvinvaldan igaz a

12.3 Xtvetkezmény, Ha az A métrix legmagasabbrendi reguldria minor=
mérrixinak readje r, akkor r(A) =r.

Ezek szerint métrix rangja ekvivalens médon vgy is definidlbats,
mint legmagasabbrendd reguldris minormétrixnak rendje.

12.4 Segédtétel. r(d) = r(A*).

Bizonyités., Haaz A métrixot transzpondljuk, minden négyzeies minor-
matrixra transzpondledik és ennek sordn determindnsuk éxtéke (10.7) alép~
{4n nemn véltozik. !

12,5 Tétel, Ha az A mitrix ;s Bps over By oszlopvektorai az m~dimenziés

oszlopvektorok Q™ terének egy r-dimenzids G" alterét feszi~
tik X (vagyls ha A oszlopvektorai kiizbtt 2 Uneérigan fliggetle~
nek maximélis széma r), akkor r(A) =1,

Bizonyitds. A oszlopvektoral A’ sorvekterai, igya 12, 4 Segédtételbl] ax
4ilitdn kivetkezik, |
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A 12,5 Tételben szereplS G* alteret A oszlopterének nevezzilk, Ezek
szerint a midtrix rangja ekvivalens mddon ugy is definislhat6, mint oszlop=~
terének dimenziéja. Més sz6val minden métrixban a linedrisan filggetien
sorvektorok maximélis szfima egyenl6 a linedrisan fliggetlen oszlopvektorok
maximélis szdméval, Fennéll a 12,1 Tétellel analég

12.6 Tétel, Az A métrix rangja nem véltozik, ha a kvetkez8 "¢lemi oszlop~
mitveleteket” hajtjuk végre:
a) két oszlopit felcgeréljik, vagy
b) egy oszlopit a tetszdleges A # 0 szdmmal megszorozzuk,
vagy
c) egy oszlopvektor tetszfleges U szémszordsst hozzdadjuk egy
mésik oszlopvektorhoz.

Bizonyitds. A 12,1 Tétel bizonyitisfval analég. |

Ezek szerint az elemi oszlopmilveletekkel egymésbél keletkezf mét~
rixok ekvivalensek, Elemi sor- és oszlopmiveletek segitségével minden
métrizbol olyan vele ekvivalens métyix képezhetS, melynek birmely soré-
ban &8s bérmely oszlopfhan legfeljebb egy zérustol killunbbzf elem 611, Ha
mér ilyen felépitési métrixhoz jutottunk, skkor a rang egyszeriien a zérus-
t6l killtnbtz8 elemek szdméval egyenld. Eppen ez a rang meghatirozésd~
nak egyik legegyszerilbh modazere.

12.1 Példa, Legyen A=l 2 -3

1 -1 2
5 <7 5 10
A~[2 -3 0o 2}~[2 =3 0 2]~
1 <1 1 1 0 0 0
5 -7 1 5 4 5 1 4
~f1 108 1J~1 1 0 17~[1 0 0 0]~[2 00 0],
0010 0010 0010 0010
2 2 1 2 0010 0010 0000
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ahol az egyes 1épésekben a kifvetkez$ elemi sor=, ill. oszlopmiiveleteket
hajtottuk végre:

elsé lépééé a 3. oszlopot é—-del, a 4. oszlopot %-del szoroziuk,

mésodik 1épés: a 3. oszlop (~1)~gszeresét az elsf, l-szeresét a méso~
dik,” (~1)-szeresét a negyedik oszlophoz adtuk,

harmadik lépés: az 1. oszlopot %--del, a 2. oszlopot (~ %—)-dal, a 4, 03z,
lopot -;—-del szoroztuk,

negyedik 1épés:  az 1. sor (-2)-szeresét a 3. sorhoz adtuk,

Bt8dik 1épés: az 1, oszlop (-1)-szeresét a misodik és negyedik osz~
lophoz adtuk,
hatodik 1épés: a 2, sor {-1)-szeresét a 3. sorhoz adtuk,

Az utolsé métrix rangja nyilvén 2, és mivel A~val ekvivalens, r(A) =2,
A 12,2-12,5 Tételekbfl az m = n specidlis esetben azomnal adédik a

12,7 Ktvetkezmény, Az n~edrendi A mdtrix sorvekiorai, ill. oszlopvekto-
ral akkor és csak akkor linefrisar fliggetlenek (akkor
és ceak akkor feszitik ki az n~-dimenziss SB, ill. Q
teret), ha A reguldris, vagyls det A #£0.

Ez az eredmény Usszhangban a 10. pont elején mondottakkal, kiz«
vetlen 4ltaldnogitdsa a 2,5 Tétel (3. 17)~-et kbvetd dtfogalmazdginak,
12.8 Tétel, Legyen A és B = [bik] n-edrendit négyzetes métrix; ha van
T= [tik] n-edrendl reguldris métrix, melyre B=TA, vagy
B=A . T, akkor A ~ B, vagyis r(A) = r(B).

Bizonyitds.A B=T. A esetre vonatkoz6 &llitdst bizonyitjuk, a mésik eset
-hasoni6an térgyalhats. B sorvektorait 3%, ..., (7 ~vel jeldljik. A métrix~
L | Zn
gZorzés szabdlya szerint

n
by= 2 t, 8 L k=12 ..,
£=1

Legyen i tetsz6legesen rigzitve és k fussa be az 1, 2, ..., n értékeit;
akkor az elébbi egyenlStlenség azt jelentl, bogy
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n
Pl = 2 fpdpr 1=L 2 ..

Az utobbi egyenlfségek szerint a [} vektorok az A mdtrix sorterének ele-
mei, tehét kvztik a linedrisan fﬂggetlenek maximdlis szdma nem nagyobb
r(A)-nél (I, 9,15 Ktvetkezménye S"~re alkalmazva), Azt kaptuk, hogy
r(B) £ r{A), Azonban T reguldris, tehdt létezik inverze ésaB=T. A
egyenl8séget batrol T-l-gyel szorczva A = T-1 , B-t kapjuk. Innen az el6bbi
gondolatmenetet alkalmazva A és [ szerepcseréjével r(d) £ r(B) adédik.
Tehéit r{A) = r(B). |
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Negyedik fejezet
LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

13. Linearis egyenletrendszer megoldasanak létezése
és egyértelmiisége

A gyakorlati és matematikai feladatok igen nagy része végsé fokon
line4ris egyenletrendszer megolddsira vezet, Ebben a pontban azzal a kér-
déssel foglalkozunk, hogy milyen feltételek mellett van a linedris egyenlet-
rendszernek megolddsa és milyen feltételek mellett van e megoldds egyér-
telmiien meghatirozva, Eldljiréban leszdgezzilik, hogy valamely linedris
egyenletrendszer megoldhat6sdga nem azon mulik, hogy tobb, vagy keve-
sebb egyenlet van-e, mint ismeretlen,

A linedris egyenletrendszer iltaldnos alakja

allxl +a12x2+ +amxn = b1

.51213{l +a22x2+ con +a2nxn =b
{13. 1)

G e R EE R e e e W e Mmoo e o e e =

itt a K ili. bi i=1,2 ..., m;j k=12, ..., n)adott valés {(vagy komp-

lex) szamok, az egyiltthaték, ill, konstans tagok, Xys esey X 8Z ismeret-

lenek. Az egyenletrendszer megolddsa az (xl, Xgp «oes xn) rendezett szdm

n-es, ha (13. }}-be helyettesitve, minden egyenlet azonossdgha megy it.
Az (mxn)-es A = [aik:] maétrixot egyiitthaté mitrixnak, a

E:

m]

ogzlopvektort konstans vektornak, az
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I=
4
b3

Jonit

L B

oszlopvektort ismeretlen vektornak nevezziik, Ezekkel a jeltlésekkel a
{13. 1) egyenletrendszer a vele ekvivalens "métrixos alakba" irhaté:

Ax=Dh. (13.2)

(13. 2)-nek az x oszlopvektor akkor és csak akkor megolddsa, ha az ele-
meibél alkotott rendezett sz4dm n-es (13, 1) megolddsa, Ha az A métrix sz~
lopvektorait rendre 3 g Bgr eees By -nel jelsljik, akkor

-é;': [él, _a_zi e sy .@'.n:l
és {13.2), vagyis (13.1) még a ktvetkez{ ekvivalens alakba irhaté:

_a_ix1+_§2x2+...+§_nxn=£ (13.3)

A tovibblakban a (13.1), (13.2) és (13.3) alakok kozill mindig azt fog-
juk hasznglni, amelynek haszndlata a legcélszeriibbnek l4tszik, Hasznélatos
még linedris egyenletrendszer fellrdsira az 9(_; x=b,i=12 ..., m alak
is, ahol ov; az A métrix 1-edik sorvektora.

(13, 3)-bol 14thats, hogy az egyenletrendszer megolddsa azt jelenti:
el§ kell 4Hitant a b oszlopvektoxt mint az a {k=1,2,..:,n) osztlopvektorok

linedris kombindciojat. Jelvljik G*-xel az A mitrix oszlopterét, vagyls az

m-dimenziés oszlopvektorok Q™ terének az &, vektorok 4ltal kifeszitett

alterét . 12.5. Tétel, 9.14. Kovetkezmény). Az egyenletrendszer megold-
batésdgénak szitkséges és elégséges feltételér fejezi ki a

13,1 Tétel, A (13.3) linedris egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhatd
meg, ha b EGT,
Bizonyltds. A 9,14 Ktvetkezmény alapjén nyllvénvald. |
Az elébbl tételnek egy dtfogalmaz4isét nyerjilk, ha bevezetjiik a k-

vetkez§ jel6lést: C = [A, b |(v.8. (10.8.) ; az mx(n+l) -es C métrixot az
egyenletrendszer kibSvitett métrixdnak nevezzik,
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13,2 Tétel. A (13. 2) egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha

1(0) = T(A). (13, 4)

Bizonyitds, A C mitrix ugy keletkezett A-b6l, hogy egy oszlopvektorral,
b-vel A-t "kibGvitettiik", nyilvdnval6 ezért, hogy C linedrisan fliggetlen
oszlopvektorainak szdma nem lehet kisebb A linedrisan filggetlen oszlopvek-
torainak szdménil, vagyls r(A)==r(C). Ha az egyenletrendszer megoldhats,
akkor b&GT és igy C oszloptere megegyezik A oszlopterével, GT-zel, tehit
1(C) = r{A). Ha forditva, r(C) = r(a), akkor ez azt jelentl, hogy b felvéte-
1ével az oszlopvektorok kdzé az oszloptér dimenzidja nem nétt, vagyls
bEGF, tehdt az egyenletrendszer megoldhatd. |

A k8vetkez8 pontban bemutatunk egy hatékony megoldisi mddszert,
mely a megoldhat6sag (13. 4) feltétele teljesiilésének vizsgdlatdval pdrhuza-
mosan szolgéltatja a megolddst (megolddsokat). Most 4ttériink annak a kéx-
désnek vizsgilatdra, mi a feltétele annak, hogy csak egyetlen megoldds
legyen.

13.3 Tétel. Ha a (13, 1) egyenletrendszexre

(A} = r{C)=n, {13.5)
akkor az egyenletrendszernek egy és csak egy megolddsa van.

Megjegyezzik, hogy a (13.5) feltétel, vagyls az, hogy az egylitthato
métrix és a kibSvitett métrix kizts rangja egyenld legyen az ismeretlenek
szdméval, csak akkor teljesillhet, ha m=n, vagyls az egyenletek szdma:
nem kisebb, mint az ismeretlenek szdma, {u.i, r(A)=<min (m,n)}. A kivet-
kez§ pontban l4tni fogluk, hogy az T(A) = n feltérel szitkséges 1s ahhoz, hogy
legfeljebb egy megoldds legyen.

Bizonyitds, Az, hogy (13.5) teljestilése esetén van megold4s, az el8z6 tétel-
b6l kbvetkezik, Az, hogy csak egy megoldds van, az egyenletrendszer (13. 3)
alakj&bel 14thaté. U.1. (13.5) teljesitlése esetén A oszlopvektoxai n-dimen-
zlgs GB alteret feszitenek ki, melynek 25 3._2, erer B bézisa. Ebben az

esetben b & GP csak egyféleképpen irhat6 fela , ..., a linedris kombing -
clgjaként (I, 9.12 Tétel). !

Ismextetiink még egy tételt azzal a specidlis esettel kapcsolatban, ami-
kor 4z egyenletek szdma megegyezik az ismeretlenek szdméval,

13,4 Tétel, Ha a (13, 1) egyenletrendszerben m = n £s A reguldris n-ed-

rendil négyzetes métrix, akkor (13.1)-nek egy és csak emy x
megolddsa van, éspedig
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=A"l.b O (13.6)

]N

Bizonyitds. A feltételek teljesiilése esetén a 12,7, Kovetkezmény alapjéan
(A} = n. Mivel a kibdvitett mdtrix (nx {n + 1))-es tipusy, r(A)=Z 1 (C)=<n
amibdl r(C) = n kovetkezik, Tehdt a 13.3 Tételb6l adodik, hogy van egy és
csuk egy megoldds, Azt, hogy a keresetr megoldds valéban (13.6), 2 (13.2)
alakba valé kiézvetlen behelyettesitéssel Idtjuk be:

AG D) =@0A B=EDb=b,

Megjegyezzitk, hogy ha (13.6)-ba az A~} inverz matrix (11, 1) alakjit
behelyettesityiik és a (13, 6) megoldds-oszlopvektor élemeirt kiilon -kiilon kiir-
juk, a régebbi tdrgyaldsokban gyakran szereplS un, "Cramer-szabalyt"
nyerjik,

14. A Gauss-féle megoldasi modszer
A megoldashalmaz szerkezete

lsmertetjik a (13. 1) linearis egyenletrendszer megoldisinak Gauss-
féle modszevél, mely az egyenletrendszer programvezérlésii szamoldégépen
t6rténd megolddsa esetén is jol hasznilhaté,

Az adltalinossdg megszoritdsa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a, é 0.

Ha ¢ feitétel nem teljesiilne, az egyenletek sorrendjének megvaltoztatdba -
val olyan egyenletet hozhatunk az els§ helyre, melyben X, egylithatoja

nem 2érus, Ezwtdna 2., 3., ..., m, egyenletb6l levonjuk az l. egyeniet

a

Y21 31 mi .

P sy eens 7 -szeresét,

11 1) 11

Az

2 (1) (1) 4y

Ay Xy, X b Faix = b
(l) (1) {1)
T I S S (14.1)
a.a)x +.,°.+d()x *bﬂ)
m2 2 mn
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egyenletrendszerre jutunk, mely (13, 1)-gyel ekvivalens (két linedris egyen-
letrendszer ekvivalens, ha az egyiknek {x it 32, ees xn) akkor és csak ak-

kor megolddsa, ha a mdsiknak is megolddsa). A (14.1) egyenletrendszer é(l)
egyiitthats, 111, Q(l) kib8vitett métrixa az A, 1ll. C métrixbél elemi sormii-
veletek utjdn keletkezett, rehdt A(L) ~ A &s C(1) ~C. a‘llf =a,, #04és

az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltételezhetjiik, hogy aglg #0. Hae
feltérel nem teljesiilne, az egyenletek sorrendjének megvéltoztatisival, vagy

az ismeretlenek dtszdmozdsdval olyan egyenletet hozhatunk a médsodik hely-
re, melyben %, egylitthat6ja nem zérus, Ez csak akkor nem lehetséges, ha

1) =0, i=2, ... m, k=2, .., n, mely esethen az eljdrds befejezddttt,
ik ¥ 1

Ezutina 3., 4., ..., m, egyenletbfl levonjuk a 2. egyenlet

a

§3] (1) €3]
332 , i‘%&_, coos i@_%_. -szeresét,
NETRY 0
22 22 22
Az
{2 {2) 2) 1y, _ .2}
all Xl +ai2 x2 +a13 x3 L +aln xn = b1
2) 2) @2y, _.@
322 x2+a23 x3+.¢. +82n xn = b2
2} 2 _ +(2)
a33 x3+.o. +33n xn = b3
a(z)x +use +a(2) X = b(z}
m3 3 mn n m

egyenletrandszerre jutunk, mely (14. 1)-gyel és (13. 1)-gyel ekvivalens,
melynek A(2) egyiitthats, 111, C{2) kib6vitett métrixdra A@~ 4, 111,

(2) ) _ 2) _ ) -
CYa g, 31-,; an, #0, 2y, =859 # 0 és az jltaldnossig megszoritd
sa nélkiil feltételezhetjlik, hogy a%) # 0, Véges, mondjuk, r szdmu 1épés

utdn dz eljirds befejezédik, vagy azért, mert r = m, vagy pedig azért,
mert az {f + 1)-edik, ..., m-edik egyenletben mdr minden egytitthat6
zérus. Iy médon a (13. 1) egyenletrendszert a vele ekvivalens
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(r) (r) @, _ .o
allxl'}'aizxz+oouncacv-lo-'o. alnxn"'bl
(x) (), _.@
a22x2+...,.........., aZn‘{n bz
(™) (x), _ .
all xl+-c-¢o-oooo+a1 xn—b{
________________________ (14.2)
a(r)x Fuee +a(r)x =b{r)
IT T mn
{0
0 =bz
e
G bm

egyenletrendszerre vezettltk vissza (az (r+l)-edlk, ..., m-edik egyenlet

nem 1ép fel, ba r = m}, abol a(r) #£0, 1=1,2,..., ¥ é5 (14.2) i(r) egylitt -

() i )., ).
hat6 11, C*/ kib6vitett métrixdxa A" '~ 4, i, C*/ ~C,
Miutdn
= @ |_, & @ (r)
211 %1 “"""alr =) 8, eeeee 2 £ 0

Oiﬁ‘ﬁﬁﬁa

ITr

0 o 2

(14. 2)-bbl 14that6, hogy r(d) = r(:_i_(r)) =1 €8 v(C) = r(_(_l_(r)) =, i, v+l
‘ (ry _, (@ _ _,@_ <
aszerint, amint br»i—l =bh g Sl T hm = 0, ill, van r+1—j‘-—4—m, hogy
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h;:r) # 0. Az utobbi esethen a O = bj(r) egyenict ellentmondds, ¢s g rend-

szernek nincs megolddsa, gsszhangban a 13,2 Tétellel, Az cldbbi esetben
van megoldds és ezt (ezeket) {14, 2)-b8l a koverkezOképpen hatd rozzuk meyg:
X b «oos X_-nck tetszfleges értéket adunk, ezekel az r-edik o -
r+1* Tre2’ * “n 8 ’ dik cgyen
lethe helyettesitve, az az X tsmeretlen értékér egyéreelmien meghatiroz-

Za (xr egylitthatdja nem zérus); ezen X X TR éreékeket az (r- 1)-

r+1” **
edik egyenletbe helyettesitve, az X értékét egyértelmiien meghutirozza
stb. Az eldbbiek 1ényegét a kovetkezd tételben foglalhatjuk Gssze;
14. I Tétel. A {13. 1) egyenletrendszer ekvivalens a (14. 2) alaku egyenler -
rendszerrel, ahol ai(ir) #£0,i=1,2,...,1, ésr= r(A);
(13. 1)-nek akkor és csak akkor van megoldasa, ha bg) =,
k=r+4l, ... m; a megoldasban er, xr+2, rees X minden
rogzitett értékéhez (14, 2)-b3! rendre X X gt oo X, cgy-

értelmiien meghatd rozhatd,

14, 2 Kbvetkezmény. Ha (13. 1)-ben r(A) = r{CYy<n, akkor {13, 1)-nck t&bh
{oo sok) kiilonbozs megolddsa van, (V.6. 13.3 Tétel),

A tovabbiakban érdemes kiilon tirgyalni a linedris cgyenletrendszce -
reknek azt a specidlis tipus4t, melyben a konstans vektor zérus, Az

Ax=0 (14, 3)

egyenletrendszert, ahol A = (aik) (mxn)-c¢s métrix és x n-dimenziés osz-

lopvektor (mint eddig), homogén lineiris egyenleirendszernek nevezziik,
(13.2)-t, ha ott b # 8, megkillonboztetdsiil inhomogén linedris egyenlet -
rendszernek nevezziik. Az eddig mondottak egyarédnt érvényesek homogén
és inhomogén egyenletrendszerckre,

A (14.3) homogén egyenletrendszer kib&vitett mitrixa az [A, O mit -
rix, ahol 0 az m-dimenzi6s zérus oszlopvektor, Mivel a zérusvektor min-
den altérnek, igy A oszlopterének is eleme, r([4,00) = r(p), vagyis
homogén linedris egyenletrendszernek mindig van megolddsa, Valghan nyil-
vdnvals, hogy x = 0 (itt 0 az n-dimenziés zérus oszlopvektor) a {14.3)
egyenletrendszernek megolddsa, ezt 2 megoldist trivalis megoldidsnak
nevezzik, T

14.3 Tétel, A (14.3) homogén lineiris egyenletrendszernek akkor és csak
akkor van a trividlistol kiilbnb6z6 megoldésa, ha r{A)<n,
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Bizonyitds, A 13.3 Tétel és a 14, 2 Kovetkezmény alapjdn nyilvdnvalg, |

Abban a speciélis esetben, amikor (14, 3)-ban az egyenletek szdma
megegyezik az ismeretlenek szdmdval, a tételbsl azonnal adédik az egy-
szeril, de rendklviil gyakran felhasznalt

14, 4 Kovetkezmény, Legyen specidlisan (14.3)-ban A n-edrendii négyzetes
métrix (m=n); a2 (14.3) homogén linedris egyenlet-
reidszernek akker és csak akkor van a trividlistsl
killynbsz6 megoldésa, ha A szinguldris, vagyls ha
det A= 0,

14,5 Tétel. Legyen (14, 3)-ban x(A) = r és jeltljuk M" *-rel (14.3) megol-

ddsainak halmazét; M2 T az n-dimenzid¢s oszlopvektorok Qn
- terének (w-z) dimenziés altere,

Bizonyltds. Az, gy M T altér, kOnnyen ldthats; ha u.i, x_ 68 x_ két tet-

17 =2
sz8leges megoldds és Atetszdleges szdm, akkor _5_(3:_1 + _15_2) =A X+ _43_2 =
= 0+0=0 il A(Ax)=A(Ax)= 0=Umiattx, +x,, L A x, is meg-

old4s, Be kell még latni azt, hogy az M" ~ altér (n-x) dimenzids., Ebb6l a
célbol alkalmazzuk (14, 3)-ra a Gauss-féle algoritmust; (14,2)-re jutunk,

azonban mo%}a jobholdalor minden bfr) =0,1=1,2, ... m, Az l-edik

2
egyenlet -szeresét vonjuk le a j-edik egyenletb8l 1 = 1,2,...1 - 1;

i
1=2,3, ... 1, tovdbbi osszuk el az i-edik egyenletet alfr) -vel, By mdédon
a {14, 2)-vel ekvivalens
x, ~'{:::H:;r_i_l-i-cz‘1 xr+2+...+cn_r, lxn)=0
% T X T R T eee F O B <0
X o Ry T Xy Feee b “p-r, o’ = 0
(14.4)
- egyenletrendszerre jutunk, ahol a j-edik egyenietben (-cij)—vel jeloljiix
ot egylitthatdjde, j=1,2..., 1, 1=1,2, ..., n-r, Miutdn Koy oo Xy
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tetsz6legesen valaszthats, helyettesitsiink elésztx

= X = oL.. = = Q-~t
Xt~ b ¥ X, =0t
magodszor
= X = b's = L,,. = = -t
*rH 0, 2 L 43 *a 0t

és igy tovdbh, végil S e Qa, x = 1-et; (14.3) megfelel§
megolddsvektorai rendre (14, 4)-bdl:

ST ST (%P vt ST | GYaenn
‘12 22 “n-r, 2
‘Iz or cn—r, T
1 0
0 1
0 0 1

E vektorok azonban a 9,2 Példa alapj4n linedrisan fliggetlenck. Meg-

. n-r . re ;
mutatjuk, hogy az M~ altér minden x = | x 1 vektora, vagyis minden x

.

X
n

’ Lo+ -
megoldas el6illithats, mint az n-r szémuc € M i=1,2,...,01,

linedrisan fiiggetien vektor lnedris kombindcicja, Ha u.i. (14,4)-et ugy

tekintjitk mint amibe mdr behelyettesitettikk az x megolddsvektort, rendezés

utdn kapjuk, hogy
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+... +X ¢
1n

X% % 11 e S n-r, 1

27 %o G2 P St TR G

= C x LIS 2
xr xr—!—l “1r + T2 Czr + + *h Cn—r, T

amig még kiegészitiink, az

azonossigokkal. Innen l4thats, hogy

£=xﬂlc 1+xr_'_2—!>... +xn£n' !

14. 6 Kovetkezmény, Ha (14.3)-ban r(A) = r és ismert (14.3)-nak (n-r)
szimu i Xpo eves X linedrisan fiiggetlen megol -

désa, akkor (14.3) minden x megolddsa egyértelmiten

elgdallithats
n-r
Xx= ‘Z}. A K Xy {14.5)
alakban,
—r ”
Bizonyitds. A 9,12 Tételbdl ad6dik, mivel x procee Xy 27 M' T altér

bézisa, !

14.1 Definiclé. (14.5)-6t, ahol A i k=1, ..., n-r tetszbleges értéket
felvehet, (15.3) 4ltaldnos megolddsdnak, a megold4sok
M alterének x., ..., % bézisit (14.3) alaprendszeré-
=1 -n-r -

nek nevezziik,
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Avtériink a (13. 2) inhomogén linedris egyenletrendszer megold4shal-
mazdnak tixgyaldsdra. (14.3)-at a (13, 2)-hez tartozé homogén egyenletrend -
szemmnek nevezziik (t.1, ugy keletkezik (13, 1)-b8l, hogy a jobb oldalon a b
vektort O-val cseréljiik fel),

14,7 Tétel. Ha X, és 2, (13. 2) megolddsai, akkor x 1 " Xo {14, 3) megoldisa,
Blzonﬂtés._fg_gl ~_§2)=§_§1 -Ax,=b-b=0.!

14.8 Tétel. Ha _g_(p (13. 2) egy rogzitett ("partikuldris™) megold4sa, Xy
pedig (14. 3) 41taldnos megolddsa, akkor (13.2) 8sszes megol -
désa (4italdnos megold4sa) az

X=X Xy

alakban 4llithat6 €18,

Bizonyitds, (13, 2) tetszfleges x megolddsira, az el5z6 tétel elapjdn, x - x
(14, 3) megold4isa, tehAt az utébbi fellép _J_c_l_l-ban. ! P

Az elfbbiek alkalmazdsaként egy fontos fogalomkdrrel, mitrix sajdt-
értéketvel és sajitvektoraival foglalkozunk r8viden,

14,2 Definicis, Legyen A =[aik} n-edrenddi négyzetes métrix; az n-dimen-
zi6s 8 ={ gk} oszlopvektort, ill, a A szdmot A sajétvektord-
nak, ill sajitértékének nevezzlik, ha

As=lséss#0, (14.6)
14.9 Tétel. A A szdm az n-edrendil A métrixnak akkor és csak akkor sajdt-

értéke (akkor €s csak akkor van A-nak " A-hoz tartozé" sajit-
vektora), ha A megoldisa a

det (A -AE)=0 (14.7)

egyenleinek, ahol E az n-edrendii egységmitrix,

Bizonyitds, (14.6)-b6l L akkor és csak akkor sajétérték, ha van s # 0,
melyre A s -4 s =0, vagyis

A-AE) s=0 (14.8)
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(14. 8) azonban s-re nézve hornogén linesris egyenletrendszer, melynek ak-
kor és csak akkor van a trividlist6l kiltnboz6 megolddsa, ha determinsin-
sa zérus, (I, 14.4 Kovetkezmény), vagyls ha (14.7) fenn4ll. {

14,3 Definici6, A (14.7) bal oldaldn 4116 det (A - A E)} pontosan n-edfoku
polinomot A karakterisztikus polinomjdunak, (14,7)-et A
karakterisztikus egyenletének nevezziik.,

Megjegyezziik, hogy miutdn valés egylitthatés polinomnak is lehetnek
komplex gybtkel, valss elemii A métrixnak lehetnek komplex sajdtértékel és
ennek kbvetkeztében komplex elemit sajdtvektorai, Az algebra alaptétel b6l
{7. 1 Tétel) kbvetkezik, hogy legaldbbis komplex sajdtértékel és sajitvek-
toral minden négyzetes métrixnak vannak. Arra a kérdésre, hogy valss ele-
mil métrixnak wmilyen esetben vannak valés sajdtértékel, a 19. pontban visz-
szatértlink,

15. A lineéris programozas alapfeladata

Az el@bblek alkalmazdsaként ebben a pontban egy a mai ipari, gazda-
ségl gyakorlatban rendkividl jelentfs feladattal, a linedris programozdssal
foglalkozunk, A feladatnak er8sen leegyszeriisitett, specislis esetét tirgyal-
Juk, arra toreksziink azonban, hogy a tdrgyalis jellemz6 legyen az 4ltaldnos
esetre,

15.1 Példa, Tételezziik fel, hogy egy iizem m féle erSforrés (nyersanyag,
munkaerl, energia sth, ) felhasznaldsdval n féle terméket gydrt és . jelsli

az i-edik fajta ex6forrdsbel a k-adik fajta termék egy egységének elf41He4 -
sédhoz szilkséges mennyiséget, 1= 1,2, ,,,, m; k= 1,2, vouy n V.8, 8.1,
Példa, Az A =£a'ik3 (mxn)-es métrixot technikal métrixnak nevezziik, Je-

1sijik bl' By eeus bm-mel az 1., 2., ..., m-edik exSforrdshsl rendel-
kezésre 4116 mennyiséget, Cyr Cor eves cn-nel az l.-, 2.-, ..., n. ~edik
termék egy egységének placl 4xdt és x 17 xz, seap xn—nel az l., 2., ...

o+ +y B-edik texmékbél elGallitand6 (&s egyeldre ismeretlen) mennyiséget,
A feladat olyan gydrtmény-struktura kialakitdsa, amely mellett az iizem
brutt6 bevétele maxim4lis, Ha az n féle termé&kbél rendre Xys Xyr v X
egységnyit gydrtottunk, az iizem bevétele

c:lxl-!—c2 x2+,.,+cnxn, (15. 1)
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K8zben az i-edik falta ertforrdshol

a, X, +a x,}-i-...-f-a

1 %17 *2 in *n

mennylséget hasznfltunk fel és ez nem lehet nagyobb b -nél, i=1,2, .,., m.
Tovébbé nyllvén x, 3> 0, k= 1,2, ..., 1. & feladal tetkt a (15. 1) figevény

maximalizildsa a

n
Z_a_x.é—lb, 1=1,2 soay 11,
fo kKT

xkl—z 0, k=1,2, ..., n

feltételek mellett.

Az el6bbi péld¢ ban ismextetett probléindt némileg egyszexilsitve a
ktvetkez§ feladat matematikai tArgyaldsdval foglalkozunk, Legyen adott a
valgs elemil A =(aik} {mxn)-es mitrix, g = (cl, Cor sees cn} gorvektor,

vgzlopvektor és legyen

az ismerxetlen oszlopvektor, Hatdrozzuk meg a “céifliggvény™: a

N 4 (15.2)

-

szorzat maximumit {optirnumdt) az
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éz{_:_lg, EEO (15.3)

feltételek mellett, ahol X2 ( annak réviditett jeltlése, hogy az x vektor
minden eleme nem-negativ, vagyis xké 0, k=12, ..., n.

Néhény jelslést és elnevezést vezetiink be. Az A mitrix oszlopvektorait
A5 85 oany 2 -nel jeloljitk, és feltételezziik, hogy A rangja r(A)=1. A

(15, 3) feitételi egyenlietek és egyenlftlenségek megold4sainak halmaz4t
M-mel jelsljiik, vagyis

M={x:Ax=b x=0}.

Az A métrix r szému linedrisan fliggetien Aj+ 25 ..., a; oszlopvektors-

i
172
bél 4116 vektorrendszert alapvektorrendszernek, vagy Jeb‘vié-en alapnak
nevezziik, ha van_:5_=ka]EM, melyre xj =0, haj# ik’ k=12, ..., 1,

vagyis melynek legftijebb az a, vektorokhoz tartozé elemei kitlonbznek

zérust6l (nagyobbak mint zérus), (15, 3) ilyen x megold4s4t az adott alaphoz
tartozé alapmegold4ésnak nevezziik, Az alapot degenerdltnak nevezzik, ha
a hozz4 tartoz6 alapmegoldds x; . elemei kdzbtt is van zérus, Az alapot

k
optimdlisnak nevezzilk, ha a hozzitartozé alapmegold4st, v-t (15,2)-be
helyettesitve, (15.2) maxim4lis értéket vesz fel, vagyis ha

Megjegyezziik, hogy haa; , ..., a alap, akkor pontosan egy alap-
EIegy gy 3 44 &Y

megolddis tartozik hozz4, U, i, alz alap azré mitrix G oszlopterének bizi-
sa, a feltevés szerint b &€ G¥ és a 9, 12 Tétel szerint B egyértelmiien 4llit-
hat6 el§ GT adott bizisdnak linedris kombindcidjaként,

A tovébbiakban eleve feltessziik, hogy (15, 3)-nak van megoldisa,
vagyls hogy az M halmaz nem iires, u,1. ellenkez8 esetben nyilvan az ¢p-
timaliz{l4si feladat sem oldhat6 meg, (15. 3) egy megoldésébel kiindulva
eljdrdst mutatunk be, mely bizonyos elégséges feltételek teljesiilése esetén
médon ad optimélis alapmegold4s meghatirozdséra. El8szor tehdt (15, 2)-t
figyelmen kivill hagyva (15. 3) megolddsaival foglalkozunk,

15,1 Tétel, ta (15.3)-nak van megolddsa, akkor van alapmegoldisa is,
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Bizonyitds, Legyen'az Y=Ly} (15. 3) megold4sa és az iltal4nossdg meg-

szoritdsa nélkil tegytik fel, hogy y elsd £ eleme pozitiv, a tobbi n-£ pedig
zérusg, vagyis
3,y vBy ¥yt +2,Yp =D (15.4)

Haaza;, 1=12 ... P, vektorok lineirisan fiiggetlenek, és ha £ = r, ak-
kor y alapmegoldds, ha pedig {<r, akkor y degenerélt alapmegoldds, mert
AZ2yy Byr ses By vektorokat tartalmazé birmely alap tobbi vektorsdhoz
tartozd eleme zérus, Ha az a,i=1, 2y oees £, vektorok linedrisan Yssze-
filggBk, akkor van .1 s A

o ...Jl valés szdm {-es, melyre{.lll +a..F
Ha,l>0,

31.11+3_212+...+3_e.12 =0 (15.5)

és a).i~k kozott van pozitiv szim (ha nem lenne, akkor (15,5}-6t -1-gyel
 véglgszorozzuk), Legyen

¥y ¥
IL = min —ji-.' (15. 6)
i .li>'0 i
akkor a (15, 5)-b6l kifejezett
toa
-S> ghe
=1 4

vektort (15.4)-be helyettesitve:

A1 Aj-1
a (yl yjl )+... +aJ 1 (y*}1 -1 yj—-i-?

(15.7)

i 10§
2 B4 797, ) heee a2y - Yuj’

- 1269 -



vagyls (15.6) miatt

Al
u=ted=ty, -y 3

15 2 S B}

°
-

-

0

L. b

{15.3) megolddsa {minden eleme nem-negativ) és legfeljebb (£ -1) eleme po-
zitly, Ha az a o2 §-1 -Ej IETIETRR: ¥ vektorok linedrisan Usszefilgpdk,
akkor vanl,, Ay, «eos "uj-i’ (SLRRAT Pos melyek kozbtt van pozitiv és

melyekre

By Ry My e By My TR My e By =0

Az uiGbbi egyenletbfl a {15, 6)-nak megfelel§

u,
1

—— = min

/uh /ui>0 /ﬂi

feltételnek eleget tevd h indexli vektort kifejezzlk és (15.7)-be helyettesit -
jék, Iy madon {15, 3} olyan megolddsat kapjuk, melynek mdr legfeijebb
{f - 2) eleme pozitiv, a t¥bbi pedig zérus, Az eljirdst, az 2, vektorok el-

- 136 -



tdvolitdsat addig folyratjuk, amig a megmaradtak linedrisan fliggetlenek nem
lesznek és igy a bizenyleds elején mondottak szerint végiil alapmegolddst
{degeneralt atapmegolddss} kapunk, |

A tovébbiakban (15, 3) alapmegolddsainak vizsgalatira szoritkozunk,
Azt vizsgaljuk, hogyan lehet egy adott alap valamely vektordt az A métrix
egy mésik oszlopvektoxdra "kicserélni” ugy, hogy ujbdl alapot kapjunk és
kozben "a célfliggvény értéke ndvekedjék (ne cstkkenjen)".

15. 2 Fétel. Legyen (pfldéul} 25 29y «er AL alapvektorrendszerx, Xir Xy oo

ven x_r, 0, ..., 0a hozzdtartoz6 alapmegoldis,

& X

+a
ISR

T2y gte.. ta x =b, (15.8)

I I

és irjuk fel A Usszes oszlopvektordt ezen alapvektorok linedris
kombindeidiaként:

=z d by do b va Ay

h=1,2, ..., I;

(15.9)

ha valzmely zogzitett k>r-re a A =L 1) szdmok ki~
zitk van pozitiv €5

X, Xy
y L min ".i“": {15. 10}
ik }ik> 0 ik
akkor
_a_'l:- f_‘“zﬁ seoy aj"l, E’s("é‘j'i'l’ '.'21‘ (15' 11)
is alap.

Bizonyitis. Az Byr v Ej- prfyr By eeer 2 vektorok linedrisan fligget-
lenek. Tegyiik fel, u.i., hogy m&[a&i, cess /uj-l’ My /uj-l-l’ ceos /dr, melyek
nem: mindegyike zérus, és melyre

[ni_a_I +e *fuj;-t—z-‘j—x'wk—@f& +Pj+1-§~j+1+"' +,urgr=9_ (15.12)

Ha i—tt/uk = {} ferme, akkor az_@z_, casy - vektorok lineari-

a, a
__.J - 1’ __j+lr
san Osszeftigedk lennének, ellentéiben a feltevéssel (. 9.3 Tétel). Ha /uk £0,
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akkor (15. 12)-b6l1 a kifejezhetd, mint a ttbbl vektor linedris kombinicisja.
Miutdn azonban 2, egyértelmilen irhat6 fel mint az adott alap vektorainak 1i-

nedris kombinicitja, a (15, 12)-b8l kapott kifejezésnek (15.9)-cel (h = k)

val6 8sszehasonlitdsa szerint A K" 0 ellentétben a (15, 10) vélasztdssal,

A (15, 11) vektorok tehit linedrisan fliggetlenek,
Most megmutatjuk, hogy a (15. 11) vektorok alapot alkotnak, Fejezziik

ki a, -t (15.9)-b61 (0 = k),

xr A
1 ik
a = — - 8.s {15. 13)
I R = S i
1#]
és helyettesitsiik ezt a kifejezést (15, B)-ba, kapjuk, hogy
xr dik X
S a6 -x =) 4d—a =ph (15. 14)
1=1—1 i j, .ij ljk %k
1#
A (15. 14)~-bfl kiolvashaté -
{ ) olvas Ty s _'%__15
= 1 7] jjk
A
X175, —l—'-—i k
1k
0
o o LK
jE N R
x _}; Ark
T j‘a'jk
0
x
ik
0




oszlopvektor azonban (15. 3) megolddsa (klelégiti a nem-negativitdsi felté-
telt is), u =¢0,1=1,2, ... n, ha.l >0, akkor (15, 10) miatt, ha pedig
A =0 akko,t nyllvénvaloan (x = o, .a 301

Megjegyezzitk még, hogy {15. 13)-nak (15.9)-be, ill. (15.8)-ba valo
helyettesitésével az A métrix oszlopvektorai, ill. ba ktvetkezGképpen fe-
lezhetfk ki a (15, 11) alap vektorainak linedris kombindcijaként;

{15, 16)

h= 1521 veey Ny
illetveab=a , .P\o=x

|
J_m
T
&
)
o
Sl b
=
h—
e
tal 0
©
[++]

Az ut6bbi formula (15.16)-tal (b = 0) analég.

15,3 Tétel, Tegyik fel, hogy teljesiiinek a 15, 2 Tétel feltételei és aza,, ...
ces B alaprél, melyhez az x alapmegoldds tartozik, 4ttér

a (15, 11) alapra, melyhez tartozé-alapmegoldds u (1. (I5. 14)); ha

I
= %;i Ae - <0, (15.17)
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akkor az alapvektor eserével a célfiiggvény értéke nem cstk-
ken, vagyis
Pu=>clx, {15, 18}

, ) Ak
Bizonyitds. Mivel x, - xj T =0, ezért

r A x;
c’u=. c [x, -x +c, T =
= g i ( i 7 ljk ) k ‘ijk

X, r
= x - [Z A€ ~cp i
B = 1

Innen d < Q, xjé(), }"j

Elvileg teh4t megoldottuk azt a feladatot, hogy alaprdl alapma halad-
va ne cstkkentsiik a célfiiggvény éxtékét, Most elégséges feltételt adunk ar-
ra, hogy egy alap optimdlis legyen.

k==0 miatt (15. 18) kbyetkezik. !

15.4 Tétel, Legyena_, By eee By alap, ¥ =[vi] a hozzatartozs alapreegali~

dés és 1
r
2 = iZi Ay2p k=L2 ooom (15. 19
ha minden k-ra
T
% 121 K & 7 o0 (5. 20)

akkor az alap optimélis,

Nyilvanvalé, hogy k<r esetén d, =0, u.i. ekkor A, = § @Km@cker
k ik ik
szimbolum}.

Bizonyités, Igazoljuk, hogy a célfliggvénynek (15.3) tetszlleges 1=£yi}

megold4sdhoz tartozé értéke nmem nagyobb, mint a v alapmegoldéshoz tar-
tozé érték, {15.19) felhasznildsdval, majd az osszegezés soxxendjének fel-
cserélésével és rendezéssel
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k=1 =1 Y i=1
S yarS (> )
= + A =
=1 Y% et R Tk 5
I - i
=2 (Y1+ Z yk}'ik)é‘i'
i=1 k=r+i

Mivel b az alap vektorainak egyértelmii linedris kombindcidja, az utdbbi
egyenlfséget a
)3
v, a, = b
= S
egyenifséggel Osszehasonlitva kapjuk, hogy
visyt Z v A, i=1,2, ..., x {15.21)
o ik
k=z+1

A célflggvény v-hez tartozs értéke

{=1 i=1 k=r+1
n X T
= Ve 2. NSt 2 (v 2. 4y c)
i=} K=rél =x+1 =1
n
=c'y + ykdké_g_'ji.
k=x+l

mertt yk\: c, dk—l‘= 0, k=141, 742, ..., 0.l

, X
15.5 Térel, Ha valamelyaza,, a,, ... &, aiapon kiviilia, = 2_ A
R =i’ —2 2 el
K5 €, szdm artozik

B,
ike-i’

Vi

{(k=1}, vektorhoz negativ

sm
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és A =0 1= 12, ... rakkor a célfiggvény felillz6l nem
korl4tos (15,3) megolddsainak M halmazén,

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy az M halmazon a célfiiggvény tetszflegesen
nagy értéket is felvesz, Legyen Q>0 szém és x = [x,12z adott alaphoz tarto-

T
z6 alapmegoldds, Ha a Z ax = b egyenletbdl levonjuk, majd az egyenlet-
hez hozzdadjuk a i=1

X
Q@=Q 2 Ay 2
=1

vektort, akkor

MH

és likéo, i=1,2, ... 1, valamint Q>0 miatt az

n=x - Qg

*r -Qﬁrk'
0

Q (k

0

vektor (15.3) megolddsa, A célfliggvény értéke
T
Su=¢x-Q £§;llik ¢, -¢] =¢'x- Q@ >P,
ahol P> 0 tetszflegesen nagy szdm, ha Q-t a kbvetkezdképpen véilasztjuk:

P-c’.X
Q> ———g— + 8
k

- 136 -



(sszefoglalva, az elbbi tételek alkalmaz4dsaval (15.3) egy adott
megoldédsdbol kiindulva el§szor eljutunk egy alapmegolddshoz, majd az alap-
megold4shoz tartozé alap vektorait A mds megfelel§ oszlopvektoraival ki-
cserélve ujabb és ujabb alapokhoz, mikdzben az ujabb és ujabb alapmegoldé -
sokhoz tartozé célfiiggvény értékek monoton ntveked§ sorozatot alkotnak,
Minden 1épésnél ellendrizhetjiik, hogy a kapott eredmény mér (15, 2) maxi-
mumdat szolgéltatija-e vagy sem, Exzt az eljarist blzonyos geometriai meg-
fontol4sok alapjdn "szimplex médszernek’ nevezik. Az eljdrds finomithaté
és igazolni lehet, hogy elkeriilhet§ ugyanannak az alapnak ujbéli fellépése,
vagyls az, hogy bizonyos alapokon korbe jirjunk, az un. "ciklizdlds"™,

Ha (15.2) egy4ltaldn korlitos az M halmazon, akkor igazolhat6, hogy maxi-
mumdt egy alapmegold4dson felveszi és miutdn véges sok alap van, az opti-
mélis alaphoz véges sok 1épésben eljutunk (I, [3]). Az eljdrdst egy példdn
mutatjuk be, melynek keretében a szd{mitdst megktinnyit§ un, "szimplex
tabldt" is ismertetjilk,

15,2 Példa, Hatdrozzuk meg az X, +X 4 célfiiggvény maximuméit a

2

3xl+x2+'?x3 +2x4= 16

+5x%,.+ x,=11

2%, +X,+ 5%+ X,

=0, x, 20

~ >
xl—— 0, xz——O, x3 4

feltételeket kielégit6 megolddsok halmazin, A

(317 2]. _xl' = 16]
2151 x2 ll_l
3
Xy

egyenletrendszer megolddsat kvzill y' =(2, 1, 1, 1)=0.

Mivel a linedris egyenletrendszernek van nem-negativ megolddsa,
ezért a 15,1 Tételbdl kovetkezik, hogy van alapmegoldédsa is. Irjuk fel a
(15. 5)-nek megfelel§

el e
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egyenletet, amelyet példdul A’ = (A, 2, A, 2 )=1(2,1, - 1,0) kielégit
" 203 4
{15, 6) alapj4n,

Példdul j = 2-t valasztva ax &= 1] vektor eltdvolithats, Az uj megold4s

_, i 1
w=(-1 -f—. 0, 1-1 —l-i-, 0) = (0,0, 2, 1). Mivelgsz['/] ésa =[z]

_4
linedrisan fliggetlenek, u alapmegoldds, 5 1
A szémitdst megktnnyit§ szimplex tébldzat a kbvetkezs (2 jeltlések
megfelelnek (15, 9)-nek, a (15, 16) utdniaknak, ill, (1S.17)-nek): ¢

c < C C

2 3 4

8 a |8 | 8| s
€, | 8, (A A T AT A 4

3 =3 30 31 32 33 34
% | 2 | Ao | | K| A 244
d d d, dy d,
vagyis az 4, ; 4 alaphoz taxtozo t4hl4zat
0 1 0 1
bole |8 e | s
<0 2y 2 1, g 1 0
1| a, 11V (-2, 0 1
L g |-5/51 0 0
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Itt d 2-<G &s A 32> 0, ezért ( =3, k= 2)az 2, vekior gz-vel kicserélhets

és a (15, 16) formuldk (b = Q is) felhaszndlfsdval aza,, 2y alaphoz tartoz6
tdbldzat:

0 1 0 1

b a, a, as a,

1 a, 6 1 1 3 0
1 a, 5 1 0 2 1
11 2 ] 5 0

i 1
mélis alapot alkotnak. Az optim4lis alapmegoldds x” = (0, 6,0, 5),
max {x, +x,)= 11,
M 2 T4

It dkéo minden k-ra, tehit az a,s= l:l]es aza, = [Z vektorok opti-
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Otidik fejezet
LINEARIS OPERATOROK AZ EUKLIDESZI TERBEN

16. Az n-dimenzi6s linearis, ill. euklideszi tér

Az I, Kitet 10, pontjdban, ennek a kttetnek i,, 2., 5., 8., ill. 9,
pontjdban megismerkedtiink a valés szdmok, a ktzUnséges tér vektorai,
a komplex szdmok, a métrixok, ill, az oszlop- (sor-} vektorok halmazénak
algebréjdval, Ha megvizsgdljuk az ezeken a halmazokon értelmezett miive-
letek tulajdonsdgait, akkor egy sor kbzis vonast fedeziink fel. Bizonyos kd-
z89 yondsokat kiemelve és a konkrét halmaztél elvonatkoztatva indokoltnak
l4tszlk és hasznos killonféle "absztrakt algebrai strukturdk™ axiomatikus
értelmezése és ezek fltaldnos tidajdonsigainak vizsgdlata, Az igy nyext
eredmények elfsegitik az el6bb felsorolt halmazok mélyebb meglsmerését
és megkUnnyitik késfbb bevezetésre kerll§ fontos, konkrét halmazok ismer-
tetését, Ebben a ponthan rdviden ismertetjlik a "csoport”, a “gyirl”, 2
"test”, a "linedris tér" és az "euklideszi tér" absztrakt fogaimét,

16. 1 Definicie, A G = { a, b, . ..} halmazt csoporinak nevezzilk, ha ele-
mei ktzbtt értelmezve var, egy o-rel jelit csoport-mii-
velet, mely a kitvetkez6 tulajdonsigokkal rendelkezik

a) ha a, b&€G, akkor a o bEG;

b) minden a, b, ¢c&EG-1e
(2 0 b) 6 ¢ =a o (b o c){asszoclativitis)

¢) van n€G, hogy minden a€G-re
noa=aon=a; n-et neutrélis elemnek nevezzlik;

d) Minden a € G-hez van a"le G, melyre
acal=atoa=n;

a"! et "a" inyerz elemének (vagy ellentettjének) nevezzik,

16. 2 Definici6. Ha G csoport és minden 2, b€EG-reaob=boa (kommu-
tatlvitds), akkor G-t kommutatlv csoportnak {vagy Abel-

csoportnak) nevezzlik,

A csoportmilveletet vagy Usszeaddsnak, vagy szorzésnak szokds ne-
vezni 6s enuek megfelelGen o helyett + -szal, ill, - -tal jeltinl. E megéllapo-
désnak megfelelSen a csoportot "additly”, {1l "multiplikativ” csoportnak
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mondjék. Osszeaddsnak rendszerint csak akkor nevezik a csoportmilveletet,
ha a csoport kommutativ, lyenker a neutrslis elemet 0-nak, az "a" elem
ellentettjét -a-nak mondjuk,

16, 1 Példa. Az egész szdmok a kbzbttiik értelmezett Usszeadds milveletére
nézve kommutativ csoportot alkotnak., A neutrdlis elem a zérus, a k egész
szém ellentettje -k,

16.2, Példa. Az n-edrendii reguliris métrixok a kozittitk értelmezett szor-
zds miiveletére nézve nem-kommutativ {l. 8.3 Példa) csoportot alkotnak,
u.i. & 10.13 Tétel szerint két n-edrenddl reguliris matrix szorzata n-ed-
renddl reguliris métrix, (8, 18) szerint a métrix-szorzés asszoclatlv, a

- neutrilis elem az egységmitrix, az A mitrix inverze A1,

16,3 Definicis, A H={a, b, ...} halmazt gyliriinek nevezzilk, ha elemei
kizote két miivelet; az "tsszeadds" és a "szorzds" van ér-
telmezve, melyek a kivetkez§ tulajdonsigokkal rendelkez-
nek:

a) az Usszeaddsra néxve H kommutativ csoport; e csoport
neutrélis elemét a gylirit nullelemének nevezzitk &s
G-val jelsijlik;

b) ha a, bEH, akkor a.bEH;

c) minden a, b, cEH-ra
@@.b).c =a,(b.c) (a szorzis assazoclativ);

d) minden a, b, c€EH-ra
(atb).c =aic +b.c, clath)=c.a +c.b {a szorzés
disztributlv az 8sszeadésra nézve),

16.4 Definicis. Ha az F gylirti nullitel killénbtz6 elemet, vagyls az P~ {0}
halmaz a gylirliben é telmezett szorz4sra fiézve kommuta -
tiv csoportot alkot, akkor F-et testnek nevezzik; az
F \{0} "multiplikativ" csoport neutrdlis elemét az F test

egységelemének nevezziik,

i6,3 Példa.‘ A valds szdmok a szokdsos tsszeadds és szorzis miiveletére
nézve testet alkotnak,

16.4 Példa, A komplex szidmok az ott értelmezett Usszeadds s szorzds
milveletére nézve testet alkotnak,

6.5 Példa. Az n-edrendl reguldris m4trixok a kuztittiik értelmezett Ussze -
adds €s szorz4s miveletére nézve nem alkotnak sem testet, sem gyiixilt,
mivel nyilvéa két regulivis mitrix Usszege szinguldris métrix is lehet,
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16. 6 Példa, Az n-edrenddl négyzetes métrixok a kzbtelk értelmezett Usaze-
adds és szorzis milveletére nézve gylirlit alkotnak, A nullelem az n-edrendil

pulimitrix,

16. 5 Definicld.

Legyen F = {a, b, ...} test és L =[x, y, ...} kommutativ,
additiv csoport; L-et az F test feletti linedris térnek (vek-
tortérnek) nevezzilk, ha értelmezve van F tetszfieges ele-
mének L tetszfleges elemével képzett "szorzata", mely a
ktivetkez6 tulajdonsigokkal rendeikezik:

a) minden a&F és x€L-xe
a.x = %.8€L;

b) ha e axz F test egységeleme és 3€L, akkor e.x = Xx;

¢) minden a, bEF és x, ¥EL -1e
2. (b.x} = {ab).x,

d) (a+b).__:5=a..&x_+b.3_ és
ea.z+y)=ax+ay.

A kbtet végéig a tovébblakban az F test mindig vagy 2 valés szdmok
R testét, vagy pedig-a komplex szdmok Z testét jelentl, Az F test feletti L
linediris tér elemelt vektoroknak pevezzik,

16, 6 Definicld,

16, 7 Definiclo,

Legyen L lneédris tér az F (R, vagy Z) test felett; azt
mondjuk, hogy az éieL, k=1,2, ... m vekiorok linedri-

san dggzefligabk, ha van J.kGF, k=12 ..., m melyre

m

m
S =06 > A, x.=0
P g oOx= T

ahol 0 az L additiv csoport neutrdlis eleme; a "zérusvek-
tor" (v.¥. 9,1 Definicio).

Legyen L linedris tér az F test felett, azt mondjuk, hogy
az ékEL’ k=1,2, ..., m vektorok linedrisan fiiggetienek,

ha nem linedrisan Bsszeflgglk, vagyis ha csak a triviélis
linesris kombindci6iuk zérus; mésszdval, ha 2

o

A x =0
;ki‘&=

egyenlfségbsl azlikaégképpen kiivetkezik
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‘lk = 0: k= 122; v eey IN,
{v.8. 9,2 Definicid).

A 16,5 Definiciéban felsorolt tulajdonsigokbol egy sor elemi miive-
leti szabdly kovetkezik, Pl 0,x = 0 minden x€L-re, u.i. b) ésd) alapjén
X=e.x=(He)x = 0.x +x, Hasonl6an, minden A€ F-re AQ=0, ui. ha
A =0, ez az el8bbi alapjdn igaz, ha pedig 1# 0, akkor minden x-re c) és

e) alapjan ‘2.:O+é=(?x.g+)t(§'\— .:i(__)=)u(g+ }Ié)= A _%Q:é

Ezekbdl az elemi tulajdonsdgokbsl kbvetkezik, hogy érvényeseka 9,1 - 9,3
Tétellel és a 9.4 Kivetkezménnyel analSg illitisok, melyeket ezért kiflon
nemnt fogalmazzuk meg,

16. 8 Definici6, Ha az L line4ris térben van n szdmu linedrisan fiiggetlen-
vektor, de bdrmely n+l szdmu vektor linedrisan dsszeflig-
g8, akkor L-et n-dimenziés linedris térnek nevezzilk és
LM -ne] jelsljiik,

16,7 Példa. A komplex szémok Z halmaza az elemein értelmezett Gsgze-
addsra nézve kommutativ csoportot alkot, Ha Z-t igy tekintjiik, akkor
(5.8)-b6l lathats, hogy Z linedris tér a valés szdmok teste felett. Amint

ez (5. 19)-b8l és az azel6tt mondottakhol 14thats Z kétdimenzi6s linedris tér,

16,8 Példa, Az n-elemil oszlopvektorok (az n-elemit sorvektorok, iil, a
rendezett szdm n-esek) n dimenzi6s linedris teret alkotnak (I, 9.5 Tétel
és 9.9 Kovetkezmény),

16. 9 Példa. Legyenek a<b val6s szamok és tekintsiik az Ca, b]) zdrt inter-

vallumon folytonos egyviltozés valds fliggvények C;Ja b} balmazdt, Miutin
(R ]

két folytonos fiiggvény dsszege és egy folytonos fiiggvény valés szamszoro-
sa is folytonos fiiggvény (I, II. Kotet 6.3 és 6. 4 Tétel) és a milveletek

nyilvén kielégitik a 16. 5 Definicio kovetelményetit, Cga p; Linedxis tér
a valés szémok R teste felett. Bebizonyitjuk, hogy a C‘Ea ) linedris tér

"ocodimenzidés”, vagyis hogy barmilyen nagy n+l pozitiv egész szdmot adunk
is meg, C{?& b]-nek van n+l szdmu linedrisan fiiggetlen eleme, Legyen n+1

tetszGlegesen adott és vdlasszunk egy (n+l)-edrendii reguliris négyzetes

métrixot Y = D’ik}—t’ legyen tovabbd a = xo<x1<x2 e eX <L, L<X = b,

Az fkecga b]—t valasszuk a kisvetkezGképpen: fk legyen az a folytonos fiigg-
? -

vény, melynek grafikonja az x,y sik (xi, Yik) pentjait Osszeksts torétt vo-

nali=0,1,2, ..., n, vagyis fk (xi)=yik’ i=0,1, ..., m; k=0,1,... n.
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Megmutatjuk, hogy f , f

fn linedrisan fllggetlenek, Tételezztik
fel, hogy

g »en

}‘ofo"’ A1f1+... +thfk+... +JLnfn=0,

0 vz . . . ) <
ahol Q0 a C[_a b] tér "zérusvektorat", vagyis az azonosan zérus fliggvényt
¥

jeldli, Ekkor az utébbi egyenl@ségnek fenn kell dllni az X i=0,1, ...n
helyeken vett filggvényértékekre is, vagyis

n

kz—yik‘)“k=0’ i=90,1, ..., n

Az ut6bbi egyenletrendszer azonban A k-kra vonatkozd homogén li-

neéris egyénletrendszer, melynek egyltthat6é métrixa, Y reguldris, tehdt
a 14.4 Kévetkezmény szerint A = )\l = ... = 'ln =0,1

, A linedris tér elemei (vektorai) kozott "szorzdsi® miivelet nincs ér-
telmezve, vektorok "hosszdr6l" sem beszéltiink, Gazdagabb, t6bb hasz-
nos tulajdonsdggal rendelkez8 térfogalomhoz, az "euklideszi tér" fogalma-
hoz jutunk, ha a linedris tér vektorainak "skaldris szorzatit" értelmezziik,
Miutdn a vektorok most az absztrakt L halmaz elemei és nem 4brazolhaték
egyenes szakaszokkal, melyeknek hosszuk és egymdssal bezirt szdgik van,
a skaldris szorzat definiciGja nem tdrténhet a 2, 1 Definiciéval analég moé-
don. Ehelyett a kbzonséges tér (intuitiv médon értelmezett) vektorai kozotti
skaliris szorzat legfontosabb miiveleti azonossdgait, a (2.1), (2,2), (2,3)
és (2,5) egyenl6ségeket alapul véve, ezeket axiémdkkal "posztulilva® ér-
telmezzik a skaliris szorzatot,

16. 9 Definicié. Legyen E linedris tér a valés szdmok R teste felett; azt
mondjuk: E-ben skaldris szorzatot értelmeztiink, ha E min-
den x, y rendezett vektorpirjdhoz hozzdrendeltiink egy
(__,_yj—n'é-l jelolt valés szémot, a két vektor skaliris szorza-
tdt ugy, hogy minden x, y, X ) EEB-re és JER-re fenn-
dlljon

a) (x,y) = g, x) (kommutativitds);

b) (A%, 1) = 2 15

c) El +X, y= (_1;1, I+ (iz’ ¥ (disztributivitds)

d) (x, %)= 0 és egyenl6ség akkor és csak akkor dlljon fenm,
ha x = 0; ha E-ben az a) - d) kdvetelményeket kielégit§ ska-

rélis szorzatot értelmeztilk, E-t valés euklideszi térnek
nevezzik,
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Megjegyzések, A skaldris szorzat elbbi bevezetése a kowetkez§-
képpen is megfogalmazhat6, Megadunk egy s : Ex E =R figgvényt, mely
az B linearis tér nmagdval képzett direkt szorzatdt a valés szdmok R hal-
mazdba képezi le és az a) - d) tulajdonsdgokkal rendelkezik. Ha az ER -di-
menzics linedris térben értelmeztitk 2 16,9 Definicié szerint a skaldris
szorzatot, ER-et n-dimenzi6s valés euklideszi térnek nevezzik.

Bar a tovabbiakban els8sorban csak a valés euklideszi teret szere-
peltetjilk, megadjuk a "komplex euklideszi tér” definicigjat is.

16, 10 Definici6, Legyen E linedris tér a komplex szamok Z teste felett;
azr mondjuk: E-ben skaléris szorzatot értelmeztiink, ha
E minden x, y rendezett vektor pirjédhoz hozzérendeltlink
egy {x,y)-nal jelolt komplex szdmot, a két vektor skaldxis
szorzatdt ugy, hogy minden, ¥, %, X, € E-re és A eZ-re

fenndlljon

a) & Y) = X ahol a feliilvonés 2 komplex szdm konju-
galtjat jeloli;

0 (x Y=l ¥ és & AP = Aoy

) &, +X5 Y = @ D+ D s X +E)T
= X))+ Xk

d) (x, x)>0 és egyenl§ség akkor és csak akkor 4ll fenn,

ha X = 0; ha E-ben az a) - d) kvetelményeket kielégitd

skaldris szorzatot értelmeztiik, E-t komplex euklideszi
térnek nevezziik,

16. 11 Definici6, Legyen E valés (vagy komplex) euklideszi tér és x €F; az

izl = @

nem-negatlvy szdmot az x vektor norméjdnak (abszolut ér-
tékének) nevezzik,

16. 10 Példa, Nyilvénvals, hogy a ktzonséges tér vektorai hiromdimenziés
valos euklideszi teret alkotnak, ahol vektor norméja a vektor hosszdval
egyenld.,

16.11 Példa. Legyen Q" a valos elemii n-dimenzi6s oszlopvektorok n-di-

menzios linedris tere és értelmezziik QP tetszbleges két x ={x.), v ={y,]
vektordnak skalirls szorzatdt a kovetkezSképpen:
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n

®WY=¥.3= 2 X3 (16. 1)

i=]

Nyilvinvalé, hogy ez az értelmezés kielégiti a 16, 9 Definicié kvetelmé-
nyeit, tehdt ezdltal QP -et n-dimenzids valés euklideszi térré tettliik. Az x
wvektor normiéja

2 2,172

Hxll = (xf + X, +...+x

; : (16.2)

Hasonléan tehetS euklideszi térré az n-dimenzids sorvektorok, ill, a rende-
zett szdm n-esek linedris tere,

16. 12 Példm. Tekintsik az [a, b] zdrt intervallumon (a < b) folytonos fiiggvé-

nyek C&z By linedris terét (. 16,9 Példa) és értelmezzitk a térben a skald-
ris szorzatot a kbvetkez8képpen: tetszbleges f, g eCE’a’ b]—re
b
£, 8) = g f(x)g x)dx. (16, 3)
a

A hatdérozott integril elemi tulajdonsdgaibél (I, II. Kétet 23. pont)
azonnal kiiwetkezik, hogy a (16.3) értelmezés kielégiti a 16, 9 Definicis ko~
vetelményeit. Bzzel tehdt CO bt valss euklideszi térré tettiik, ahol ax
f “vektor™ normdia ta, b1

b 1/2

fiel -{ f i (x)dx] (16. 4)

a

- Az elemi vektoralgebra (2, 6) egyenlStlenségének analdgonja absztrakt
valds: eukdideszi térben érvényes,

16.. I Tétel.. (Cauchy-Bunyakovszkij egyenl6tlenség, )
Legyen E valds euklideszi tér; ekkor minden x, y € E-re

G, ) 1= lixll .yl (16. 5)
Bizonyids, Legyen A tetszéleges vales szdm és képezzik az
@-dpx-2y
skalfris saorzalol,
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A 16. 9 Definici6 a) - d) felhasznéldsdval

0@ -dy, x -3y =z - A, - Ay + Ayl =

=liyl? 2% - 2, 2 +ilxll”, (16.6)
Rogzitett x és y mellett azt kaptuk, hogy A (16, 6) masodfoku polinomja

nem-negativ, Ez csak ugy lehetséges, hogy e masodfoku polinomnak leg-
foljebb egy valds gytke van, vagyis diszkrimindnsa nem-pozitiv:

sy’ - At iyl £o.
Innen (x, 1)2é!i _15_|12 ol lliz, ahonnan (16, 5) kovetkezik, !

16, 2 Kovetkezmény. (Cauchy-egyenlftienség. )
Legyen (s Xgs +ves X )b il 5 750 .. ¥,) tetszés

leges valés szdmokb6l 4116 rendezett szdm n-es, akkor

(

n 2

<
- xiyi) = X
i=1 i=

=]

2
v, - (16. 7)

M

|
Ll &)

[aad
=
i

o

Bizonyitds, Azonnal kvetkezik (16.1)-b6l, (16.2)-bdl és {16.5) négyzetre
emelt alakj4bsl, ha e rendezett szdm n-eseket a 16, 11 Példdban targyalt
Qn euklideszi tér oszlopvektorainak tekintjik. !

16, 3 Kévetkezmény. (Bunyakovszkij - egyenlétienség)
Legyen f, ill, g az [a,b] zdrt intervallumon folytonos
figgvény, akkor

2 b b

b
[ E fx)g (x) dx] = S f2 (x) dx, S gz(x)dx.
: ,

] ) (16.8)

Bizonyitds, Azonnal adédik (16.3)-b6l és 516. 4)-b8l ha (16. 5) négyzetre

emelt alakjat a 16, 12 Példdban tdrgyalt -CEa b] euklideszi térre alkalmazzuk, |

16, 4 Kovetkezmény. {Hiromszog-egyenltlenség, Minkowski-egyenldtlenség)
’ Legyen E valoes euklideszi tér; minden X,y €EE-re

flx + gl x -+, (16.9)
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Bizonyit4s. A skaldris szorzat definidlé tulajdonsédgalt és (16.5)-6t felhasz-
nalva

Tx+yl?=@+y, x+p=lzl*+2 @, p+igieiz® +

+ 2|, g_)l+!lg__lf'2.é 1|__:5__4E2 + 20x0. By I+ Ii_,giiz = (fixll -HI;EE)Z. !

A Cauchy-Bunyakovszki] egyenlStienség lehetGséget ad arra, hogy a
valés E euklideszl térben értelmezzilk két nem zérus vektor "szigét".
Hau.i. x#0, ¥ # 0, akkor (16, 5)-b6l

.y
[~ i
IxH My

-1=

ktvetkezik, van tehdt olyan ¢ szig, melynek cosinusa az egyeniftlenség

ktzepén 4116 kifejezés, A 2,1 Definici6 anal6gifjira éppen ezt a 0= =N
sztiget nevezzlk az x EE és %IEE vektorok sziigének, Més szoval az
x#0 ég Y#30 vektorok’szbg ek cosinusa, definicié szerint,

& 9
FAN T

cos @ = {16. 10)

Iy médon a valss euklideszi térre dltalénosithat6 a vektorok mer§-
legességének fogalma (a 2.2 Tétel analogonja most definicioként jelentke-
zik),

16, 12 Definiclg. Legyen E valés euklideszi tér; azt mondjuk, hogy az X€E
és y €E vektoxok ortogondlisak, ha -

@y) = 0.

Nyilvinvalé a definici6hel, hogy a 0 zérusvektor minden vektorra
ortogonilis,

17. Bazis. Bazistranszformaciék

Ebben a pontban a véges dimenzids euklideszl tér vektorainak bizo-
nyos vektorok, az un, bézisvektorok linedris kombiniciGjaként vaié el64l-
litss4t vizsgéljuk, A definicikat és a tételeket az ET n-dimenzids valés
euklideszi térben fogalmazzuk meg, bér az LT linedrls térben is megadhats,
{11, érvényes a fogalmak, ill. tételek kbzill az, amely nem £pit a skaldris
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szoxrzat fogalmdra és az ezen alapulé fogalmakra (amilyen pl. az orto-
gonalitis),

17. 1 Definicid, Azt mondjuk, hogy az E" n-dimenzi6s valés euklideszi
tér g__ke E% k=1,2, ..., n vektorai bizist alkotnak, ha
linedrisan fliggetlenek {v.8. 3.1 és %.3 Definicio).

A 16, 8 Definiciobol kiivetkezik, hogy EP-ben wan bézis,

17.1 Tétel. Legyen e pr &g een £ 82 E" tér bézisa; minden x €EBM-hez

van egy és csak egy (xl, b S xn) rendezett szdm n-es

2
(xkER, k=1,2, ... n), melyre

n
x= f: X, & - (17.1)

{v.0. 1.4 Tétel, 9,3 Definicié és 9, 7 Tétel),

Bizonyitds. ElSszér igazoljuk, hogy van (17. 1) alake felbontds, azutdn bi-

zonyitjuk annak egyértelmilségét. Miutdn ED-ben tetszblegesen megadott

n+l szimu vektor linedrisan sszefiiggl, van lkEK,, k=12, ... otl,
ntl

melyre E llk[>0 és
k=1
Zﬂ
A, e +A . x=0
&1 k=k n+l = =

Ha itt JL]H‘}. = 0 lenne, akkor ..li, A gt v ln kozbte kell hogy legyen zé-

rustol killonbozd és igy az e, vektorok egy nem trividlis linedris kombind -~

e.

=%

cidja zérus lenne, ami ellentmond annak, hogy e, k=1, ..., n bdzis,
P =¥

Tehdt J\n i1 #0 és igy

n A
/ k )
5 = \ - [
- k=1 }‘n+l =%

Litjuk, hogy x elf4llithat6 az & vektorok linedris kombindcigjaként, Most

megmutatjuk, hogy ez az el84llitds egyérteiméi, Tételezzik fel, hogy (17. 1)
mellett fenndll
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