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1. fejezet

Az A2-ben tanult linearis algebra
osszefoglalasa

Egy olyan egyenletet, amely felirhat6

ay-xy+ay-xo+---ap-x,=b (L.1)
alakban, ahol ay,...,a,,b adott valés vagy komplex szamok, linearis egyenletnek hivunk.
Az ilyen egyenletekbdl 4116

anx; +  apxy + -+ aw¥n = by
pToem T T e a2
as1x1  + apxy + e dsnXn = bs

alaki egyenletrendszereket linedris egyenletrendszereknek hivjuk. Egész pontosan n
ismeretlenbdl és s egyenletbdl all6 linedris egyenletrendszereknek hivjuk.
Ezen fejezet egyik fontos célja linedris egyenletrendszerek megolddsanak tanulméanyoza-

sa. Egy olyan egyenletet, amely felirhaté

ar-xi+ay-xo+---ay,-x,=b

alakban, ahol ay,...,a,,b adott valés vagy komplex szamok, linearis egyenletnek hivunk.
Az ilyen egyenletekbdl 4ll6

anxy + apxx + -+ apxy, = b
ayxy + apxx + -+ ayx, = b (1.3)
a1 xy + apxy + - 4+ amx, = by

alaki egyenletrendszereket linedris egyenletrendszereknek hivjuk. Egész pontosan n
ismeretlenbdl és s egyenletbdl 4116 linedris egyenletrendszereknek hivjuk.

3



4 MATEMATIKA MSC EPITOMERNOKOKNEK

1.1. Az R" és alterei

1. DEFINICIO R" = {(xy,...,x,)| x; € R1 <i<n}. Vagyis az R" a rendezett valds szdm
n-esek halmaza.

Ha adott egy koordindtarendszer, akkor a sik pontjai leirhatok a szampdarok segitségével.
Tehat a sik azonosithaté az R%-nel. Hasonléan, a tér azonosithaté az R3-nal. Az R”
X = (x1,...,%,) és y =(y1,...,yn) vektorai kozott, ugyanigy mint a sikban vagy a térben,
értelmezhetjiik az

osszeaddst: X+y = (X1 + Y1, ., Xn+Yn)s

a szdmmal valo szorzdst: 5x = (5xy,...,5x,) vagy —3,5x =(—3,5x1,...,—3,5x,),

a skaldris szorzdst: X-y =x1y1+ -+ XpYn-

Azt mondjuk, hogy az x vektor merdleges az y vektorra, ha x-y =0 (jele: x Ly ).

Ebben a fejezetben a vektorok linedris kombinaci6éjanak fogalma kozponti szerepet
jatszik:

2. DEFINiICIO (LINEARIS KOMBINACIO) Adottak az ay,...,a, € R*-beli vektorok és
valamely By, ..., By € R szdmok. Ekkor ab € R’

Bi-aj+Br-ar+--+PBu-an=>b (1.4)

vektort az ay, ..., a,, € R%-beli vektorok linedris kombindcidjinak nevezziik. A By,...,Bn €
R szdmokat a linedris kombindcioban eldfordulo egyiitthatoknak nevezziik.

A vektorok linedris kombindcidinak fontos szerepe van a tobbvaltozés linedris egyenlet-
rendszerek megoldasdban. Nézziik ezt egy példan keresztiil: az

Xy — X —1

5x1 + 2x = 16 (1.5)

egyenletrendszer felirhaté mint

xr{;}—{—xz-{_é}:{;é}. (1.6)

Tovébb4, a (2.3) egyenletrendszer métrixos alakja:

1 -1 x| | -1
s =l a
Vagyis amikor az (2.3) egyenletrendszert oldjuk meg, akkor keressiik azokat az x; és x;
egyiitthatokat, amelyekkel az a; és ap vektorokbdl képzett linedris kombinédcié éppen a b

vektor. Geometrialag ez azt jelenti, hogy a b vektort felbontjuk az a; és az a, vektorokkal
parhuzamos 6sszetevOk Osszegére.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Simon Karoly, BME



1. Az A2-ben tanult linedris algebra 6sszefoglaldsa

Altalanossagban: az

anxy + appxy + -+ aXa = b
ax ayx amx, = b
21X1 + 02X+ + 2nXn 2 (1.8)
agxy + apxy + -+ amXn = bs
egyenletrendszer megolddsa azzal ekvivalens, hogy megtaldljuk azon x,...,x, szdmokat,

melyekkel mint egyiitthatékkal az

ari aln

ani azn
u; = y Uy =

Ayl Asn

vektorokbdl linearis kombinacidival elball a

by
b= |
by
vektor, vagyis
xpw++x,0u,=b]| (1.9)

Ez pedig a kovetkez6 matrixegyenlet megolddsaval ekvivalens:

Ax=b| (1.10)
ahol
X1 ap daipp ... dip
<= XQ: ’ A— a21. a22. . a'21
Xn dg1 4y ... gy

3. DEFINICIO Az R" egy linearis alterének hivjuk az L C R" halmazt, ha abbdl, hogy
ai,...,a, € L, kovetkezik, hogy az a,...,a,, vektorok 6sszes lehetséges linedris kombi-
ndcidja is L-ben van. Ez geometriailag azt jelenti, hogy L azon R"-beli vektorok halmaza,
amelyeket fel lehet bontani az ay, ... ,a,, vektorokkal pdrhuzamos vektorok osszegére.

1. PELDA A legegyszer(ibb linedris altér az, ami az origébdl all: L = {(0,...,0)} és az,
amikor L = R” maga a teljes tér. Ezeket trividlis linedris altereknek nevezziik.

2. PELDA A sik nem trividlis alterei az origén atmend egyenesek.

3. PELDA A tér nem trividlis linedris alterei az 0sszes, origdn atmen$ egyenesek és az
0sszes, origdt tartalmazo sikok.

Simon Kaéroly, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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1.2. Linearis egyenletrendszerek

Ebben a fejezetben egyenletrendszeren mindig linedris egyenletrendszert értiink.

2x;1 — 3x 4+ 4x3 + S5x4q = 4
4. PELDA X 4+ x3 — x4 = 1 Ekkorazegyenletrendszer kiegészi-
X2 — X3 =5
tett mdtrixdnak hivjuk a
2 -3 4 5 4
1 0 I -1 1
0 I -1 0 5

Az egyenletrendszer megoldédsa sordn az adott egyenletrendszert helyettesithetjiik egy
madsik egyenletrendszerrel, melynek ugyanazok a megoldédsai, de konnyebb megoldani. A
helyettesités sordn 1épések sorozatit hajtjuk végre. Ezek a 1épések a kovetkezdk lehetnek:

1. A rendszer valamely egyenletét megszorozzuk egy nem nulla szdmmal.
2. Két egyenletet felcseréliink.

3. Az egyik egyenlet valahdnyszorosét egy masik egyenlethez hozzdadjuk.

Az egyenletrendszer kiegészitett matrixdban a fenti 1épések a kovetkezd miiveleteknek
felelnek meg:

1. Egy sort megszorzunk egy nem nulla szdmmal.
2. Két sort felcseréliink.

3. Az egyik sor szdmszorosat hozzdadjuk egy masik sorhoz.

4. DEFINICIO A fenti harom miiveletet elemi sortranszformacionak nevezziik.

1.2.1. Gauss-eliminacio

A Gauss-eliminaciot a linedris egyenletrendszerek megoldasara haszndljuk. Két 1€pésbol all:
1. 1épés: az egyenletrendszer kiegészitett matrixat un. sor-echelon alakra hozzuk elemi
sortranszformdciok alkalmazdsaval.
2. 1épés: a sor-echelon alakbdl megkapjuk az egyenletrendszer megoldésat.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Simon Karoly, BME



1. Az A2-ben tanult linedris algebra 6sszefoglaldsa 7

5. DEFINICIO Azt mondjuk, hogy a linedris egyenletrendszer kibdvitett mdtrixa sor-echelon
alaku, ha

1. a csupa nullabol dllo sorok (ha vannak a mdtrixban egydltaldn) a mdtrix utolso sorai,
2. ha egy sornak van nem nulla eleme, akkor az elsé nem nulla elem egyes,

3. két egymds utdni sor mindegyike tartalmaz nem nulla elemet, akkor az elsé nem nulla
elem (ami sziikségszeriien egyes) az also sorban, jobbra van a felsd sor elsé nem nulla
elemétol (ami szintén egyes).

5. PELDA Sor-echelon alakd matrixok:

1 4 3 7 110 01 26 0

01 6 2|; [01 O0]; |[0O0T1 -1 0|;

0 015 0 0 0 0000 1
1012 3
001—13.1151“;’
000 1 2\ |/ 0 1
0000 O

Adott a kovetkez6 matrix:

0O -2 0 7 12
2 4 —-10 6 12 28
2 4 -5 6 -5 -1

A sor-echelon alakra hozas médszerének els6 1épése:

o

1. Kivélasztjuk balrdl az elsd nem csupa nulla oszlopot.

2. Megcseréljiik az elsd két sort ugy, hogy az el6bb kivalasztott oszlop tetején ne nulla

legyen:
2 4 —-10 6 12 28
00 -220 7 12
2 4 -5 6 -5 -1

3. Elosztjuk az elsd sort kettével, hogy a métrix bal felsé sarkdban 1év6 szam egy legyen:

1 2 =5 3 6 14
0 0 -2 0 7 12
2 4 -5 6 -5 -1

4. Az elsd sor egy megfelel6 konstansszorosat adjuk a tobbi sorhoz, hogy az elsé oszlop
minden eleme nulla legyen, kivéve a bal felsd sarokban 1év6 egyet. Ezért az elsd sor
—2-szeresét adjuk a harmadik sorhoz:

1 2 -5 3 6 14
0 0 -2 0 7 12
0 0 5 0 —-17 =29

Simon Kaéroly, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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5. Most takarjuk le a métrix elso sordt, és a maradékon ismételjiik meg a fenti eljarast. A
madsodik sort elosztjuk —2-vel, hogy a harmadik oszlop médsodik eleme 1 legyen:

-5 3 6 14
I -6
50 —17 -29

A kovetkez6 1épésben a mésodik sor —5-szorosét adjuk a harmadik sorhoz, hogy a
harmadik oszlop harmadik eleme nulla legyen:

12 -53 6 14
00 1 0 -1 -6
00 00 5 1

Ezutdn a harmadik sornak vessziik a kétszeresét, hogy az 6todik oszlop utolsé eleme 1

legyen:
1 2 -53 6 14
00 1 0 -1 -6
00 00 1 2

Az eredmény egy sor-echelon alak. Innen az egyenletrendszer megoldasa: x5 = 2;
X3—32=—6=x3=1;x1+2x—5-1+3x4—6-2 = 14 vagyis

X1 = —2x — 3x4 + 31
X3 = 1
X5 = 2

Ez azt jelenti, hogy végtelen sok megoldds van, amit ugy kapunk, hogy az x, és x4
értékét tetszblegesen valasztjuk; ezutdn x; = —2xp —3x4+31,ax3 =1, és az x5 = 2.

Tehat az egyenletrendszer egy megoldésa:
ha x, =1 és x4 = 3, akkor x; = 20 és x3 = 1, tovabba x5 = 2.

1.2.2. Vektorok linearis fiiggetlensége

6. DEFINICIO Az ay,...,a; vektorok linedrisan fliggetlenek, ha egyik sem fejezhetd ki a
tobbi linedris kombindcidjaként. Az ay,...,a; vektorokat linedrisan fliggébnek hivjuk, ha
valamelyik kifejezhetd a tobbi linedris kombindciojaként.

1. TETEL Az ay,...,a; vektorok linedrisan fiiggetlenek akkor és csak akkor, ha oa; +
ohay + - - -+ ogay = 0 csak abban az esetben lehetséges, ha oty = 0y = --- = o4 = 0.

1. FELADAT Bizonyitsuk be, hogy ha az ay,...,a; vektorok valamelyike a 0 vektor, akkor
azai,...,a; vektor rendszer semmi esetre sem lehet linedrisan fiiggetlen.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Simon Karoly, BME



1. Az A2-ben tanult linedris algebra 6sszefoglaldsa 9

7. DEFINICIO Egy L C R" linedris altér egy bazisaby,...,by € L, ha a

1. aby,..., by vektorok linedrisan fiiggetlenek,
2. a by,...,by vektorok oOsszes lehetséges linedris kombindcioi kiadjik az L oOsszes

vektordt.

6. PELDA Az R? egy bézisat adja barmely két nem parhuzamos a,b # 0 vektor. Az R> egy
bazisat adja barmely harom nem egy sikba es6 vektor (ugy értve, hogy kozos kezd6pontbdl
mérjiik fel Sket).

2. TETEL Ha a by,...,by vektorok az L C R" altér egy bdzisa, akkor az L altér bdrmely
madsik bdzisanak ugyancsak k vektora van.

8. DEFINICIO Ha az L C R" altérnek a bdzisai k vektorbdl dllnak, akkor azt mondjuk, hogy
az L altér dimenzidja k. Jele: dim (L) = k.

3. TETEL Ha dim (L) = k, akkor bdrmely linedrisan fiiggetlen k vektor bdzist alkot.

Tehat, példaul ha L az R3-nak kétdimenzids altere (vagyis L egy olyan sik, amely az
origén dtmegy), akkor L-nek bdzisa minden olyan {a,b}, ahol a,b € L tetszSleges 0-t6l
kiilonbdz6 nem parhuzamos vektorok.

1.2.3. Cramer-szabaly

ail ... dip
9. DEFINICIO Legyen A = cee wee ... | egy n X n-es mdtrix. Legyen B; az a
anpl ... Qupp
mdtrix, amit ugy kapunk, hogy az A madtrixbol kidobjuk az elsé sort, és az i-edik
a1 ... 423-1) 93i+1) --- An
oszlopot: | ... ... cei eee oo | ,ezegyBi (n—1) x (n—1)-es mdtrix.
(2773 B an(i,l) an(i+1) ... App

Ekkor az A métrix determindnsat definidlhatjuk a kisebb méret(i B; matrixok determindnsaval,
azaz

det(A) = aj det(B)) — ajp det (By) +ajzdet (Bs) —- -+ (—1)" ' ay, det(B,).

A B; (1 <i<n) matrixok determindnsait még kisebb méretli matrixokkal definidlhatjuk a
fenti elv szerint. Igy végiil a méretek minden 1épésben val6 csokkentésével eljutunk a 2 x 2-

‘o C o . N Y a b
es matrixok determinansahoz, amit mar definidltunk a kovetkezé6 médon: D = { . ] ,

d
akkor det (D) = ad — bc.

Simon Kaéroly, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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4. TETEL (Cramer-szabdly): Tegyiik fel,hogy az

axy + apxo 4+ ... 4+ aypxp = b
aixy + axnxy, + ... 4+ awx, = by
amx1  + amx2 + ...+ dmXn = Dby
alilr] ... QAip
linedris egyenletrendszer A = | ... ... ... mdtrixanak determindnsa nem egyenld
ayl ... QAupn
nulldval.
ai ... ayi-y boaygpny oo am
a cee Qo(i— by ay; ...oa ..
Legyen A; = 21 2y Bm e B In ,aby,by,... b, az i-edik

14773 an(i_l) b2 an(iH) ... Upp
oszlopban van. Ekkor az egyenletrendszer megolddsa egyértelmii:

_det(Ay)  det(Ay)  det(A,)
T det(A) 2T det(A) UU"T det(A)

X1

A Cramer-szabdly olyan egyenletrendszerekre alkalmazhat6, ahol az ismeretlenek szdma
megegyezik az egyenletek szdmadval, €s az egyenletrendszer méatrixdnak determindnsa nem
egyenl6 nullaval.

Ezt a tételt akkor érdemes alkalmazni, mikor n kicsi, azaz n = 2,3. Nagyobb n-ekre a
sok (n+ 1) determinéns kiszamitdsa nagyon sok miiveletet igényel. Nagy n-ekre a Cramer-
szabdlynak elméleti jelentGsége van, ugyanis a Cramer-szabdly garantdlja, hogyha det(A) #
0, akkor 1étezik €s egyértelmi a megoldas.

7. PELDA Oldjuk meg Cramer-szabdllyal az aldbbi linedris egyenletrendszert:

2x1 — 3x + x3 = 0
— 3x1 4+ 4xy — 2x3 = 1.
5x1 + 4x3 = -3
2 -3 1
Megoldds: A= | =3 4 =2 |,det(A)=6+#0,
5 0 4
0 -3 1 2 0 1
A= 1 4 =21, det(Al) =6; Ay = -3 1 -2 1, det(Az) =0;
-3 0 4 5 -3 4
2 -3 0
As=| =3 4 1 |, det(A3) = —12. Tehdt
5 0 =3
det(A
= et ( 1): ;xzzdet(Az): ;x3:det(A3):_2.
det(A) det(A) det(A)

tankonyvtar.ttk.bme.hu Simon Karoly, BME



1. Az A2-ben tanult linedris algebra 6sszefoglaldsa 11

A Cramer-szabaly egy fontos kovetkezménye:

Tekintsiik a kovetkezd in. homogén linedris egyenletrendszert:

anxy + - 4+ apx, = 0
ajnxy + - 4+ ayx, = 0
amxy + -+ 4+ amxp, = 0

Ennek az egyenletrendszernek legaldbb egy megolddsa mindig van. Nevezetesen az x| =
ap - daip
xy =--- =x, =0. A Cramer-szabdly szerint, ha az egyenletrendszer A =
apl  °  dnn
determindnsa nem nulla, akkor a megoldds egyértelmd. Tehat, ha det(A) # 0, akkor az

anxy + - 4+ apxp, = 0
ajnxy + - 4+ ayx, = 0
amxy + -+ amxpn, = 0

egyenletrendszernek csak a trivialis

X] =x3 =--- =Xx, = 0 a megoldasa.

10. DEFINICIO Legyen ai,...,a; € R". Az ay,...,a; vektorok dltal kifeszitett L (jele:
L(ay,...,a;)) altér azon b vektorokbdl dll, amelyek elédllnak az ay,...,a; linedris kom-
bindcioiként.

1. LEMMA L(ay,...,a;) egy linedris altere az R"-nek.
11. DEFINICIO Az ay,...,a; rendszer rangja definicio szerint az L(ay,...,ay) altér dimen-

zioja.

1.3. Attérés egyik bazisrél a masikra

Az R" természetes bazisanak hivjuk a T = {ey,...,e,} bazist, ahol
[ 1] [0 [0 [ 0]
0 1 0 0
€ = 0 , €= 0 , €3 = 1 see. €= 0
| 0] | 0] | 0] 1]

A v vektor természetes bazisban vett koordinatdit vagy [v],-vel jeloljiik, vagy egyszerien
csak v-t frunk.

Simon Kaéroly, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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Ha B = {uy,...,u,} egy tetszGleges bazisa az R"-nek, akkor Vv € R" vektor egyértelmtien

felirhat6
V=0quy + ...+ opuuy,

o
alakban. Ekkor azt mondjuk, hogy a B bdzisban a v vektor koordin4téi : | . Jelben:
O
o
Vg = :
O

8. PELDA Haulz{;} , Uy = { _31 } ésv= { _;},akkor

v=2u; — 3w

-3

5. TETEL Ha B ={uy,...,u,} egy tetszdleges bdzisa az R"-nek, akkor ¥v € R" vektorra:

tehdt [v], = { 2 1 , ahol a B = {uj,u;} a bazis.

[V]T = [ulv""un] ) [V]B7

ahol [uy,...,u,| egy mdtrix, melynek elsé oszlopa w;, mdsodik oszlopa wy,..., n-edik

2

oszlopa u,,. Ezt a jelolést késobb is haszndljuk.

041
BIZONYITAS Ha [v]z = . |, akkor
O
04]
V] = +.. .+ opu, = [ug,... 0, D= ug,ewy] - [V O
O
1. KOVETKEZMENY Egy v € R" vektor koordindtdit a B = {uy,...,u,} bdzisban a
kovetkez6 formula adja:
{V]B:[ulv----/un]il'[v]r- (1.11)

2. KOVETKEZMENY HaB={uj,...,u,} ésB'={u},...,u),} bdzisai az R"-nek és v € R",

akkor 1
Vg =[ul,...,w,] - [ug,..w) - [V]. (1.12)

tankonyvtar.ttk.bme.hu Simon Karoly, BME



1. Az A2-ben tanult linedris algebra 6sszefoglaldsa 13

12. DEFINICIO Az [uf,... ] [uy,. .., mdtrixot a B bdzisrdl a B bdzisra vald ditérés
mdtrixdanak hivjuk.

9. PELDA Hatarozzuk meg a v = [ g } vektor koordinatéit a B = { [ é } , [ _i } } bazis-

ban!
Megoldds: Legyen P = [ ; _i } . Az 1. Kovetkezmény miatt [v]; = P~ 'v. Mivel det (P) =
4 3
1_ 1 )
10, ezért P~" = 15 [ 91 ] . Tehat

[V]B:{_O(.)L,lz 8:?}'[2}:[—3:2}

10. PELDA Adottak a kovetkezd bazisok:

A EI R et (U N

Ha a w vektor koordindtdi a B-ben [w|, = l 1 , kérdés: mik a w koordinétdi a B'-ben?

7
Megoldds: Alkalmazhatjuk a ( ) formulét:

1
(W] = [u],u5] - [ug, ) - [w],. (1.14)
Legyen P := [u},uj] = { _} ]! Ekkor det (P) = 2, tehat P~! = | { -

S ENTEIIBRE ! '3

1.4. Linearis transzformaciok

1 )
1 ] . Tehat

13. DEFINICIO Az F : R" — R® leképezést linedris transzformdcionak hivjuk, ha
a. F(u+v)=F(u)+F(v),Va,veR";
b. F(cu)=cF (u);VYceRésueR"

11. PELDA A sik és az egyenes linedris transzforméacioi:

1. A szamegyenes linedris transzformdacioi az F (x) = cx alaku fiiggvények.

2. A sik linedris transzformdciéi példdul az origd koriili forgatdsok, az origén dtmend
egyenesre tiikrozések, vagy F (x1,x2) = (2x1,3xp).

Simon Kaéroly, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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12. PELDA Hatarozzuk meg az origé koriili (pozitiv iranyd) 30°-os szoggel valo forgatas
matrixat, majd ennek segitségével szdmitsuk ki a v = [1,5] vektor 30°-os szdggel valé
elforgatdsdval kapott w vektort!

Megoldas: Mivel nem specifikdltuk, melyik bazisrél van sz, ezért az {{(IJ , {ﬂ} ter-

mészetes bazisban dolgozunk. Itt el6szor meghatarozzuk a by = F (1) ) és by =

| —— |
I —
S5
I

F ({ (1) }) értékeket, majd ezekbdl képezziik a B = [ b; by } matrixot by =

V3

1

_ 1
és by = [ \/32 ] . Tehat B= | 2 2 ] . Ennek segitségével megkaphatjuk annak a

1
2 2 2
w vektornak a koordinatdit, amit a v =(1,5) vektor origé koriili (pozitiv irdnyd) 30°-os
forgatdsdval kapunk:

1 V31 1 V3_5

w=B = 2 . - 2 2
5 1 V3 5 l_,_ﬂ

2 2 2 2

14. DEFINICIO Azt mondjuk, hogy a B := {uj,up} bdzisban az F : R? — R? linedris
transzformdcio mdtrixa Mp, ha minden

a=oju; +onuy

vektorra
o
PGy =Mo- | % | =Ma 115)
teljesiil.

Alkalmazva a definiciét az [ (1) ] és a [ (1) ] vektorokra, kapjuk, hogy

Mp=[ [F(u)]p [F(u)lg ]}, (1.16)

vagyis a 2 x 2-es Mp matrix els6 oszlopa [F (u; )]z és masodik oszlopa [F (u2)].

X1 +x2

0 +4xy } . Taldljuk meg a T matrixat

13. PELDA Legyen T (x1,x3) = {

a) atermészetes bazisban;

b) az{[ i },[;}}bézisban.

Megoldas:
1 1 0 L. ‘o ‘ L.
a) T = , T = ,igy a T matrixa a természetes bazisban
0 -2 1 4
1 1
b= 54

tankonyvtar.ttk.bme.hu Simon Karoly, BME
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! 2 1 3 21 .13
b) T [1] :{2]’T [2] :{6]731101{2]68[6}akoordmataka
N~—— ——

up u
természetes bazisban.

T (u;)=2u;; T (up) =3up és B={uj,up}.

T (w)]p = { 3 ];[T(uz)]f { (3) ]’fg-‘/ T]p = (3)

2
0

1.4.1. Linearis transzformacio matrixai kiillonb6zo bazisokban

6. TETEL Legyen P := [uj,wp], és legyen My a F linedris transzformdcio mdtrixa a
természetes bdzis ban, illetve Mg a B bdzisban. Ekkor

Mg=pP ' M;-P| (1.17)

B1ZONYITAS Rogzitsiink egy tetszSleges

a=ou +ouy;=~F- % 1
o
vektort. Fel kell majd haszndlnunk azt, hogy i = 1,2-re
[F(u)g=P " [F(w)l; =P " Mr-[uj,. (1.18)

Az elsd azonossag a ( ) Tételbdl, mig a masodik azonossdg az Mr definicidjabol adddik.
Tovabba

o (04
Fwly = g | = Crwols w1 0
Felhasznalva ( )-et:
[F(u)]g, [F(w)lg] = [P~" Mr-[w];,P~" M- [u);]
P_1 -Mr - [lll, llz]
Pl Mmp-P

Innen és ( )-bdl kovetkezik, hogy

Mp=P ' My -P

Simon Kaéroly, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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1.5. Sajatértékek, sajatvektorok

15. DEFINICIO Adott egy A n X n-es mdtrix. Az x € R", x# 0 vektort az A mdtrix
sajatvektoranak nevezziik, ha az Ax vektor az X vektornak valamilyen A-szorosa, azaz
Ax = AX. Ekkor a A egy sajatértéke az A mdtrixnak.

Vegyiik észre, hogy

a) ha x egy sajatvektora az A matrixnak, akkor 2x, 3x és dltalaban cx, ahol ¢ € R, ¢ # 0 is
egy sajatvektora az A-nak,

b) abban az esetben is, ha az A Osszes eleme valds, mind a sajatértékek, mind a
sajatvektorok komponensei lehetnek komplex szdmok.

, 1
0 3}.Ekkor,ha11:2,12:3esu1:{0},&:

14. PELDA 1. Legyen A = [ 20

0 . . .. .
BE akkor Au; = Aju; és Auy = Aup, vagyis u; a Aj-hez, uy a A;-hoz tartozd
sajatvektorok.

2. Legyen A = [; g},klzl,ﬂ,zz?)ésul: [ _i ],uzz{(l)].Ekkorléthat(),

hogy Au; = Aju; és Auy = Aruy, vagyis u; egy a A sajatértékhez tartozo sajatvektor,
uy pedig egy olyan sajatvektor, ami a A»-hoz tartozik.
Kérdés: Hogyan hatarozhatjuk meg egy A n x n-es matrix sajatértékeit és a sajatértékek-
hez tartozo sajatvektorokat?
Vdlasz: Abbdl indulunk ki, hogy Ax = Ax. Haszndlva az

1 0 0 - 0]

]()...()
=001 -~ 0
(00 0 -+ 1

egységmatrixot kapjuk, hogy Ax =AIx, vagyis Ax = AIX , innen
(A-A)x=0.

A kapott homogén linedris egyenletrendszernek az x = 0-t6l kiilonbozé megoldasa (mint ezt
a Cramer-szabdly egy kovetkezményeként lattuk) pontosan akkor van, ha

det(A—AI) =0.

Tehdt az A matrix sajtértékei a det(A —Al) = 0 egyenlet A-ra torténé megolddsai. A
sajatvektorokat ezutdn az (A — AI)x = 0 egyenletbdl hatdrozzuk meg.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Simon Karoly, BME
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3 -1
5 -3
Megoldds: A det(A — AI) = 0 egyenletet felhasznélva

15. PELDA A = [ } . Hatdrozzuk meg a sajatvektorokat és a sajatértékeket!

0 = det (A — AI) = det { g—x :;_l } —(3-A)(-3-A)+5=4-9+5=2%—4.
Tehat Ay =2 és A, = —2.

Felhaszndlva az (A—AI)x =0 egyenletet a A; és a A, értékekhez tartozé u; és up
sajatvektorok meghatdrozasara.

A1 =2 esetén:

3—-4 -1 1 -1
A‘“‘[s —3—/1}_{5 —5]
Igy (A—ADx=0 bl o |0 megolddsa x; = x,. Tehdt egy, a A;-hez
gy 5 _5 X 0 g 1 2- gy 1
tartozo sajatvektor
1
u = 1 ] .

Ay = —2 esetén:
3—-12 -1 5 —1
A_M_ls —3—/1}_[5 —1]'

Tehdt (A—AI)x =0 az { > 1 } { " } = { 8 }.Ennek megoldasa: 5x; = xp. Tehat
1
5

5 -1 X2

egy, a Ay = —2-hoz tartoz6 sajatvektor: uy = [

1.6. Ortogonalis matrixok

16. DEFINICIO Egy valos n x n-es Q mdtrixot ortogonalisnak hivunk, ha

o '=of
vagyis ha
0'0=00"=
qj
a;
Legyen Q = [qiq2...qs), ekkor QT = | | . A QTQ mitrix (i, j)-edik helyén
a
J J
i . qlT e qj e PY (qqu]) e i. Az (l,])-edlk helyen

Simon Kaéroly, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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I,hai=
T . 2 2 P
aQ Q—Ierteke{ 0.haij "

Tehdt q;Lq;, ha i # j és |q;| = 1. Az ilyen tulajdonsdgi {qy,...,q,} vektorrendszert
ortonormadlt rendszernek nevezzik.

17. DEFINICIO Egy qy,...,q, vektorrendszer ortonormalt, ha
o (; Lq; minden i # j-re és
e |q;| = | minden i-re.
Vagyis azt kaptuk, hogy egy matrix akkor és csakis akkor ortogondlis, ha az oszlop-

vektorok rendszere ortonormdlt. Ez viszont azt jelenti, hogy ha egy matrix ortogondlis €s
felcseréljiik az oszlopvektorok sorrendjét, akkor az igy kapott ij métrix is ortogondlis lesz.

1 00
16. PELDA AzI= | 0 1 O | matrix ortogondlis, mivel I~ =7 és 1T =1, igy I"! =
0 0 1

IT. Az elébbi megjegyzés miatt az A = matrixok is

- O O
O = O
SO =
—_ O O
S = O

1
0| ésB=
0

ortogonélisak.

Miért szeretjiik az ortogondlis matrixokat?
Azért szeretjiik az ortogondlis matrixokat, mert a veliik valé szorzads megdrzi a hosszat és
a térfogatot. Vagyis:

7. TETEL Legyen Q egy n X n-es ortogondlis mdtrix és X,y € R" tetszdleges vektorok.

(a) |Ox| = |x| megdrzi a hosszat,
(b) (QX)T (Qy) = x"'y megérzi a szoget (hiszen megdrzi a skaldrszorzatot is),

(c) |det(Q)| = 1 megdrzi a térfogatot.

B1ZONYITAS Csak az (a) részét bizonyitjuk a tételnek.

0x| =/ (2x)" (2x) = [xTQ" QX—VXTX—IXI O

1.7. Szimmetrikus matrixok diagonalizalasa
Egy n x n-es A métrixot szimmetrikusnak neveziink, ha az A szimmetrikus a f6atl6jara, azaz

a,‘j = aj,‘, (AT :A) .
A szimmetrikus métrixok egy nagyon fontos tulajdonsiga a kovetkezd.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Simon Karoly, BME
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8. TETEL Egy szimmetrikus mdtrix minden sajdtértéke valos.

27 2

Ennek felhasznédldasaval be lehet bizonyitani a kovetkezd tételt.
9. TETEL Legyen az A egy n x n-es szimmetrikus mdtrix. Ekkor létezik olyan Q ortogondlis
matrix, amelyre QT AQ = D, ahol D egy diagondlis mdtrix.

B1ZONYITAS Ha az A egy n X n-es valds szimmetrikus matrix, akkor az A minden sajatértéke
valés, de nem feltétleniil kiilonb6zd. Az egynél nagyobb multiplicitdsi gyokokhoz tartozo
sajatvektorok terében ki szeretnénk valasztani egy ortogondlis bazist; erre szolgdl az tn.
,ortogonalizacids eljaras” a

Ortogonalizacios eljaras

Legyen aj,...,a; az R" tér linedrisan fiiggetlen vektorrendszere (nyilvan k& < n). Mint
mindig, L(ay,...,a;) jeloli a kifeszitett alteret vagyis az ay,...,a; vektorokbdl képezhetd

0sszes linearis kombinacidk halmazat.
17. PELDA Hatdrozzuk meg az L(ay,...,a;) egy ortonormalt bazisit (azaz k db vektort az

L(ay,...,a;)-ban, melyek hossza 1 és paronként merGlegesek)!

Megoldas: Haay, ..., a; linedrisan fiiggetlen, akkor el8szor egy ortogondlis by, ..., by ba-
zisat adjuk meg az L(ap,...,a;)-nak, majd a kivant ortonormdlt rendszert a
b b ad
BT Thy] adja.

Legyen by = a;. Hatdrozzuk meg azt az o -et, amire
b, = b + a3
teljesiti a bo L by feltételt, vagyis:
0 =byb; = 0oyb;b; +azb;.

Innen
arb;

o =——.
! bib;

Ekkor tehat by € L(aj,ay) és by Lb;.
Hatdrozzuk meg azt a By, B, értéket, amire a

b3 = b1 + Bobs + a3
vektorra teljesiil, hogy bz Lb; és bz_Lb,, vagyis:

a3b1
0 =bsby = B;b;b; +Bbrb; +a3b; = [ = ———.
3by = Bibiby 132201 3by = B bob,
Tovabba,
0= bsby = Bibiby + Bababy + azhy = By = — 2302
= bsbz = fibiby + Frboby +ashy = fo = =

0
Ekkor tehat bz € L(bl,bz,b3) = L(al,az,ag,) és b3 Lby; bz Lby. Az eljardst ugyanigy
folytatjuk, amig by-t is meghatarozzuk.
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1 1 1
) —1 0 0 .
18. PELDA a; = o |32=| | |'®= 0 . Hatdrozzuk meg az L (a;,ap,a3)-
0 0 —1
nak egy ortonormalt bazisat!
Megoldds: by = ay, by = ayb; +ag, ahol ay = —p2p- = —1, gy by = —Jby +ay =
1
; azb; 1 asb; % 1 »
1 .b3 = Blbl +ﬁ2b2 +as, ahol ﬁl = Tbb, 2 ﬁZ = T, _g = —3,18Y b; =
0
1
1
Bi b+ B2 by+az= % . Tehéat a {by,b,,b3} ortogondlis bazisa az L(aj,ay,a3)-
1 1 3
-3 -3 —1

nak. Azért, hogy ortonormadlt bazist kapjunk, a hosszakkal le kell osztani:

1 4] [
V2 2v3 2V/3
b, _f b, V2 1
C]Z—: \/E ,02:—: 2\/§ ;c3: 2\1/5
by 0 b, | /2 NG
0 0 3
2
Tehdt az L (a;,ay,a3) egy ortonormalt bazisa
' 51 [
V2 2v3 2y/3
b, _f b, V2 1
by 0 b, | % 3
0 _V3
0 2

10. TETEL A egy n X n-es valos szimmetrikus mdtrix. Ekkor az A kiilonbozd sajdtértékeihez
tartozo sajdtvektorai merolegesek egymadsra.

Ha az A-nak minden sajdtértéke kiilonbozo, akkor a sajdtvektorait egység hossziinak
vdlasztva, azonnal kapunk egy sajdtvektorokbol dllo ortonormadlt rendszert.

Ha az A valamely sajatértékének multiplicitdsa nagyobb mint 1, akkor az ilyen sajdtérté-
kekhez tartozo sajdatvektorokra alkalmazni kell az ortogonalizdcios eljdrdst, hogy megkapjuk
a sajdtvektorok egy ortonormdlt rendszerét.

Tehdt egy n X n-es szimmetrikus mdtrixnak mindig van {uy, ..., } sajdtvektorokbdl dllé
ortonormdlt rendszere!

I -1 -1 -1
—1 I -1 -1
-1 -1 1 -1
-1 -1 -1 1

19. PELDA Hatdrozzuk meg az R* térnek az A = matrix sajatvek-

torabol allo ortonormalt bazisat!
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Megoldds: p(A) =det(A—AI) = (A =2 (A+1), 4y = A, =
Konnyen taldlhatunk négy sajatvektort.

>
(9%)
|
[\]
[N
w2
&
|
|
[\]

— ek

ahol w; a A;-nek felel meg és i =1,2,3,4.
Ezutdn az L(w,wy,w3) altér egy ortonormdlt bazisat az ortogonalizdldsi eljdrdssal
meghatdrozzuk, és a ws-et norméaljuk.

1
2
I
cy = ﬁ = ; . Az ,,Ortogonalizdlési eljaras” cimii fejezet példdjanak eredményét
L
. 2
felhasznalva:
V2 1

V2 1 1

L V2 3 I

¢ = V2 |y e V3 | e i ;o= 1

0 2 2V3 2

3 3 L

0 0 -3 2

Ez egy ortonormalt bazisa R*-nek, mely az A sajatvektoraibol 4ll.
Legyen A egy n X n-es szimmetrikus matrix. Legyen uy,...,u, az A matrix sajatvektora-
ibol 4ll6 ortonormalt rendszer. Ekkor

(i) a diagonalizlds fejezetben leirtak alapjdn a Q = [uy,...,u,] métrixra Q~'AQ = D. D
diagondlis matrix, melynek f64tl6jdban az A matrix sajatértékei vannak,

(ii) mivel {uy,...,u,} egy ortonormdlt rendszer, igy Q egy ortogonalis matrix, o '=0".
Tehat QT AQ = D, ami egy diagonélis matrix.

20. PELDA Legyen A = [ _21 21 } Ekkor az A sajatértékei és a hozzajuk tartozo
sajatvektorok:
V2 V2
),1:1,111: é éSlzZ?),llz: \122 .
2 2
Tehat
V2 V2
— 2 2
e=1za v |
2 2
Innen
_ 10} or
A=0- [ 0 3 ] -0
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//////

eleme A; = 1, masodik eleme A, = 3. Ennek a felbontdsnak egyik alkalmazésa a kovetkezd:

legyen
F(x)=A-x.

Ekkor az F linearis transzformacionak a természetes bazisban a matrixa az A. Ha attériink
a B = {uj,uy} bazisra, akkor a fenti F linedris transzformdciénak a matrixa a B bazisban a

D= [ (1) g } diagondlis matrix lesz. Mivel ez a matrix sokkal egyszer{ibb mint az A matrix,

ezért példaul ezen F linedris transzformécid iterdltjainak vizsgélata sokkal egyszerlibben
elvégezhet6 a B bézisban.
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2. fejezet

Linearis algebra II.

A Linedris algebra rész targyaldsakor az [1] konyvet kovetjiikk. Ebben a kdnyvben rengeteg
tovéabbi feladat és érdekes gyakorlati alkalmazas, talalhato.

2.1. Kiegészités az A2-ben tanultakhoz

2.1.1. Determinans

Legyen

A=

egy n X n-es matrix. Az A madftrix g;; elemének minorja M;; annak a madtrixnak a
determindnsa, amelyet igy kapunk, hogy az A métrixbdl eldobjuk az i-edik sort és a j-edik
oszlopot. A

Cij = (1) My

szdmot az a;; elem cofactoranak hivjuk. Ekkor

det(A) = a;1Ci, +apCin+ - -+ ainCin. (2.1
Ezt a kifejezést a determinans i-edik sor szerinti cofactor-kifejtésének mondjuk.
31 2
21. PELDA Legyen A= | 2 1 4 |. Ekkor tekinthetjiik az utolsé sor szerinti cofactor-
020

kifejtést:
det(A) = (—1)*"2.2-(3-4-2-2) = —16

A 3 x 3-as matrix determindnsat meg kaphatjuk a kovetkez6 médon is:

air a2 a3
det azr azx azs = a11a22a33 +ai2a23a31 +a3a21a3 —
aaszp dszy dass

— (a3anasz1 +anazazz +aiasaz) (2.2)

23
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Ennek egy elmés altaldnositdsaként egy tetszdleges n x n-es determinans kiszdmithat6. Ennek
leirdsdhoz sziikség van a kovetkezd fogalomra: haaz {1,2,...n} szamok sorrendjének tetszG-
leges felcserélésével a {ji,..., jn} szdmokat kapjuk, akkor azt mondjuk, hogy a {ji,...,jn}

szdmok az {1,2,...n} egy permutaciéja. Azt mondjuk, hogy a {ji,...,j,} permuticié
péros, ha azon cserék szdma, amivel a {ji,..., j,}-b6l az {1,2,...n} visszanyerhets, paros

szam. Egyébként a permutacio paratlan. Példdul: han =3, az

{1,2,3} ,{2,3,1}, {3,1,2}
permutécidk parosak, mig a
{3,2,1}, {2,1,3}, {1,3,2}
permutacidk paratlanok. Elojeles elemi szorzatnak nevezziik a
*aijazj, - .. anj,
alakd szorzatokat, ahol a + jelet akkor vdlasztjuk, ha a {ji,...,j,} permutdcié pdros,
egyébként a minusz jelet valasztjuk.

11. TETEL det(A) egyenld az dsszes lehetséges eldjeles elemi szorzatok dsszegével.

Vegyiik észre, hogy ez éppen (2.2) dltaldnositdsa. Ezen tételt haszndlva be lehet latni,
hogy

12. TETEL Minden A négyzetes (n x n-es valamilyen n-re) mdtrixra

det(A) = det(AT).

Ez azt is jelenti, hogy a (2.1)-ben adott sor szerinti cofactor-kifejtés helyett az oszlop
szerinti cofactor-kifejtést is haszndlhatjuk, vagyis minden 1 < j < n-re

det(A) :ale1j+a2jC2j+---Ananj. 2.3)

2.1.2. A determinins geometriai jelentése

Egy (négyzetes) matrix determindnsa mindig egy szdm. Ennek van abszolut értéke és elGjele.
El6szor megértjiik a determindns abszolut értékének geometriai jelentését, azutdn pedig a
determindns eldjelének a geometriai jelentését.
A determindns abszoltt értékének a jelentése:
Jeloljiik az
ayly ... Q4
A=

apl ... App

matrix j-edik oszlop vektorét u;-vel, vagyis

arl arn Aln

ar ann azp
u = , U= yeeey  Up =

ani ap2 Apn
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Ezt Ggy is irhatjuk, hogy
A=[uj,uy,...,u,l.

Vegyiik észre, hogy
A- € =u;,

ahol e; az i-edik koordindta-egységvektor, vagyis az a vektor, amelynek minden koordindtdja
0, kivéve az i-edik koordindtét, ami viszont 1-gyel egyenld. Ezért az

y—A-y (2.4)
leképezés az R" egységkockajat vagyis a
K={(x1,x0,...,%,) : 0<xp,x0,...,x, < 1}
halmazt egy-egy értelmiien raképezi az uj,uy,. .., u, vektorok 4ltal kifeszitett
P(uj,up,...,u,)

parallelepipedonra. A determinéans abszolit értéke éppen ezen P (uj,uy,...,u,) parallel-
epipedon térfogata. Vagyis az A métrix determindnsdnak abszolut értéke azt mondja meg,
hogy az

fry—Ay

linedris leképezés esetén egy H C R" halmaz f(H) képének térfogata hdnyszorosa a H
térfogatanak. Képletben:

térfogatf(H) = |det(A)| - térfogat(H ).

A determinans el6jelének jelentése:
Ha a determindns eldjele pozitiv, akkor az

fry—Ay
leképezés irdnyitastartd (példaul a forgatdsok). Ha a determindns elGjele negativ az f

irdnyitasvalto (példdul a tiikrozések).

2.1.3. Matrix nyoma

Legyen A = (a;, j)fl j=1 €8y négyzetes (d x d-es) matrix. Ekkor az A métrix nyoma (jelben:
tr(A) vagy sp(A)) az A matrix féatl6jaban 4ll6 elemek Osszege:

d
tI'(A) = Z Akk-
k=1

22. PELDA Legyen A = . Ekkor tr(A) = 1+5+9 = 15.

NG -
oo W N
O O\ W
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A matrix nyomdnak legfobb tulajdonsagai: Legyenek A és B tetszdleges d x d-es mdtrixok.
Ekkor

1. tr(AT) = tr(A);

2. minden ¢ konstansra: tr(c-A) = c-tr(A);
3. r(A+B) =tr(A) £ tr(B);

4. tr(A-B) =tr(B-A);

5. ha Ay,...,A; az A métrix Osszes sajatértékei (multiplicitdssal, vagyis minden sajétérték
annyiszor felsorolva, ahdnyszoros sajatérték), akkor

tr(A) =41+ + Ay

Megjegyezziik, hogy
det(A) =AM+ + A

Vagyis mind a matrix nyoma, mind a determindnsa csak a métrix sajatértékeitdl fiigg. Ebbdl
az kovetkezik, hogy ha A és B két olyan matrix, melyek ugyanazon linedris transzformaciénak
a mdtrixai mas-mds bazisban, akkor mind tr(A) = tr(B) mind pedig det(A) = det(B).

2.1.4. Matrixok kétpontos szorzata

A mérnoki matematikai szakirodalomban gyakran el6fordul a métrixok kétpontos szorzata
(matematikakonyvekben nem). Legyenek adva a kdvetkezd d x d-s matrixok:

A= (aij)f -y s B= (bij)i;.

Az A és B matrixok kétpontos szorzata (jelben A : B) a skaldrszorzat mintdjara van definiélva.
Vagyis:

d
A:B= . Zla,‘7jbi7j. (2.5)
L=

3 4 |° 7 6
EkkorA:B=1-94+2-8+3-7+4-6=170.

23. PELDA Legyen A = {1 2} ’sB:[g 8 }

d d
Vegyiik észre, hogy az AT - B métrix k-adik sordnak k-adik eleme Y a,{ibiyk = Y aibi.

i,j=1 ij=1
Ezt 6sszegezve minden 1 < k < d-re kapjuk, hogy
d d d d d
A:B= Z ai,jbi,j = Z Z ai7kbl~7k = Z Z al{,ibﬁk = tl‘(AT -B). (2.6)
i,j=1 k=1i,j=1 k=1i,j=1
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2.1.5. Ferdén szimmetrikus matrixok

Legyen A = (a;, j)?, j=1 €8y d x d-s matrix. Azt mondjuk, hogy az A ferdén szimmetrikus
matrix, ha A = —AT. Vagyis, ha tiikrozziik az A elemeit az A f6atldjara (arra az atléra, ami
a bal fels6 sarokbdl megy a jobb alsé sarokba), akkor ezen tiikrozés eredményeképpen az A

matrix minusz egyszeresét kapjuk.

2 2

13. TETEL Ha A négyzetes mdtrix, akkor A elddllithato egy szimmetrikus és egy ferdén
szimmetrikus mdtrix 0sszegeként.

BIZONYITAS Legyen S = %(A +AT) és R = %(A —AT). Ekkor S szimmetrikus, R pedig
ferdén szimmetrikus méatrixok. Nyilvdn A = S+ R. O

2.1.6. Gauss—Jordan-eliminacio

Az A2 elbadason tanult Gauss-eliminacid soran a matrixot sor-echelon alakra hoztuk elemi
sortranszformécidk egymads utdni alkalmazdsaival. Emlékeztetek, hogy egy matrix sor-
echelon alakban van ha

1. a csupa nullabdl 4116 sorok (ha vannak a matrixban egydltaldan) a matrix utolsé sorai;
2. ha egy sornak van nem nulla eleme, akkor az els6 nem nulla elem egyes;

3. ha két egymads utdni sor mindegyike tartalmaz nem nulla elemet, akkor az elsé nem
nulla elem (ami sziikségszerlien egyes) az als6 sorban, jobbra van a felsd sor els6 nem
nulla elemétdl (ami szintén egyes).

Nevezziik a fenti definiciéban szereplé minden nem csupa nulla sor elején 4ll6 egyeseket
pivot-elemeknek és ezen elemek oszlopait pivot-oszlopoknak. A sor-echelon alakbdl a
redukalt sor-echelon alakot tigy kapjuk, hogy a sor-echelon alakbdl indulva, a pivot-elemek
sorainak megfelel6 tobbszoroseit a felettiik 1€v sorokbdl levonva elérjiik, hogy a matrixban
a pivot-elemek felett csak nulldk legyenek.

24. PELDA
00 -20 7 12

A=1]12 4 —-10 6 12 28
24 56 -5 —1

Az A matrixbdl sor-echelon alakra hozds utin kapjuk az

12 -53 6 14
A=l00 10 -1 -6
00 00 1 2

matrixot, ahol a pirossal irt elemek a pivot-elemek. Most alakitsuk ki a redukdlt sor-echelon
format:

Az utols6 nem csupa nulla sor (vagyis a mi esetiinkben a harmadik sor) megfeleld
szamszorosait hozzdadjuk a megel6z6 sorokhoz, hogy az utols6 nem csupa nulla sor pivot-
eleme felett csak nulldk legyenek.
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Vagyis az utols6 sor %—szeresét hozzdadjuk a mdsodik sorhoz, és ugyanebben a 1épésben
az utolsé sor —6 szorosat hozzdadjuk az els6 sorhoz. Kapjuk, hogy

12 -530 7
00 100 1],
00 001 2

ahol a kék szin jeloli az djonnan kialakitott nulldkat az utolsé sor pivot-eleme (piros 1-es)
felett. Most az igy kapott matrix masodik sordnak pivot-eleme feletti poziciéon akarunk
nullat kialakitani. Ehhez hozzdadjuk a mdasodik sor 5-szorosét az elsd sorhoz. Ennek
eredményeként kapjuk a redukdlt sor-echelon alakd matrixot:

1 20307
A'=100 1001
000O0T1 2

Lathat6, hogy az A’ sor-echelon alakban és az A” redukalt sor-echelon alakban a pivot-elemek
ugyanazok.

Azt a folyamatot, amelynek sordn az A matrixbol a redukalt sor-echelon alakd A” métrixot
létrehoztuk Gauss—Jordan-eliminacionak hivjuk.

> with(linalg):
> A:=matrix(3,6,[0,0,-2,0,7,12,2,4,-10,6,12,28,2,4,-5,6,-5,-1]);

00 -2 0 7 12
2 4 —-10 6 12 28
24 -5 6 -5 -1

>gaussjord(A);

120307
001001
000O0T1 2

25. PELDA Adott a sikon 4 pont, melyek x koordinatai kiilonbozdek. Ehhez 1étezik egyetlen
olyan legfeljebb harmadfoku polinom, amely mind a négy adott ponton dtmegy. Hatdrozzuk
meg ezt a polinomot, ha a pontok

P =(-2,-2),Ph=(—1,4), s=(1,2), L= (2,3).
Megoldds: Jeloljik a keresett (legfeljebb) harmadfoki polinomot p(x)-szel. Ekkor

p(x) = ag+ayx+ axx® + azx’.
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Azt hogy a p(x) polinom atmegy az adott négy ponton, a kdvetkezd négy egyenlet irja le:

ag+ (—2)a; + (—2)%ay + (=2)%az = —2

ao+( )a1+( 1)2a2—|—( 1)3613 = 4
ao+ (Day+ (1)%ay+ (1)3a; = 2
ap+ (2)a; + (2) a2+(2)3a3 = 3.

Az egyenletrendszer kibOvitett matrixa:

1 2 4 -8 -2
1 -1 1 -1 4
1 1.1 1 2
1 4 8 3

Ezt Gauss—Jordan-eliminacidval redukéalt sor-echelon alakra hozzuk:

1000 2
0100 —7/4
0010 —5/6
0001 3/4

Az utols6 oszlopban 4ll6 elemek adjdk rendre ag,a;,az,as értékét. Vagyis a keresett polinom:
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2.1. dbra. A Pj,...,Py pontokat legjobban megkozelitd elsd- (kék) mdasod- (piros) €s
harmadfoku (z6ld) polinomok

Ezt az abrét a kovetkez6 MAPLE program eredményezi:

\4

x1:=[-2,-1,1,2]:

\2

y1:=[-2,4,2,3]:

\

#corresponding data points:

\4

with(stats) :with(plots):

Warning, these names have been redefined: anova, describe, fit,
importdata, random, statevalf, statplots, transform

> pts:=zip((x,y)->[x,y],x1,y1):

> pt_plot:=pointplot(pts):
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> inter_poly:=interp(xl,yl,x):

> ip_plot:=plot(inter_poly, x=-3..4,color=GREEN):

> 1s_fitl:=fit[leastsquare[[x,y],y=a*x+b, {a,b}]] ([x1,y1]):

> 1s_plotl:=plot(rhs(1s_fit1),x=-3..4,color=blue):

> 1s_fit2:=fit[leastsquare[[x,y],y=a*x"~2+b*x+c, {a,b,c}]]([x1,y1]):
> 1s_plot2:=plot(rhs(1ls_fit2),x=-3..4,color=red):

> display([pt_plot,ls_plotl,ls_plot2,ip_plotl);

2.1.7. Kifeszitett altér bazisanak meghatarozasa

Adottak az S = {vi,...,v;} € R?-beli vektorok. Legyen W C R az § dltal kifeszitett

altér. Vagyis W azon vektorok Osszesége, amelyek elddllnak S-beli vektorok linedris
kombindcidjaként.

W={w:3ot,...,0; W= Vi + -+ 0Vs}.
Két természetes probléma fordul eld nagyon gyakran:
1. Taldljuk meg W egy tetszdleges bazisét.
2. Talédljuk meg W egy olyan bazisat, amely S-beli vektorokbol dll.

Az els6 problémat megoldottuk A2-ben. Nevezetesen az S-beli vektorokbdl mint sorvekto-
rokbdl alkottunk egy B matrixot. Ezt a B mdtrixot Gauss-eliminacidval sor-echelon alakra
hoztuk. A nem nulla sorvektorok alkottdk a W egy bazisat. Ez igy egyszer(i és nagyon gyors,
viszont az ilymdédon kapott bazisvektorok altaldban nem az S-beli vektorok koziil keriilnek
ki, tehat ez a médszer megoldja az elsé problémat, de nem oldja meg a nehezebb masodik
problémat. A masodik probléma megolddsdhoz sziikséges a kovetkezd észrevétel:

Eszrevétel:
Legyen A egy k x s méretii matrix, melynek oszlopvektorai ¢, ..., ¢, € RX:
alngn ... Alg
A=| + o l=lea o], .7)
arl ... Qs

Tegyiik fel, hogy az oszlopvektorok kozott fenndll a
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osszefiiggés. Hajtsunk végre egy tetszSleges elemi sortranszforméciot az A matrixon. Igy
kapjuk az A’ métrixot, melynek oszlopvektorait jeldljiik ¢/,...,c, € R¥-vel. Vagyis az elemi
sortranszformacié eredménye:

ay ... dj,
A= =[] (2.8)

/ /
akl ‘e aks

14. TETEL Haszndlva a fenti jeloléseket:

; = Z ockc;c.

k£i

Vagyis az A" mdtrix oszlopvektorai kozott ugyanazok az Osszefiiggdségi viszonyok vannak
mint az A mdtrix esetén.

A fenti 2. probléma megoldasa az Eszrevétel segitségével:
Legyen A az a k x s méretdi matrix, melynek oszlopvektorai az S elemei ugyanazon
sorrendben:

A=| + o=y ov]. (2.9)

Hajtsuk végre a Gauss—Jordan-eliminécidt, vagyis az A matrixbol kiindulva hajtsuk végre
elemi sortranszformacidk azon sorozatat, melynek eredményeként kapunk egy redukdlt sor-
echelon alakd métrixot, melyet A’-nek neveziink. Ennek a pivot-oszlopainak megfeleld S-beli
elemek alkotjak a W-nek S-beli bazisat.

26. PELDA Legyen W R*-nek a

1 2 0 2 5

-2 -5 1 —1 -8

V)= o |V2=| 3 |V3= |3 |V 4 |V = 1
3 6 0 —7 2

vektorok altal kifeszitett altere. Hatdrozzuk meg a W egy olyan bazisit, melynek minden
eleme ezen vy, ..., vs vektorok koziil keriil ki.

Megoldas: Legyen A az a matrix, melynek oszlopvektorai az adott vektorok:

1 20 2 5
-2 -5 1 -1 -8
0 -3 3 4 1
36 0 -7 2

A=

Alkalmazzuk a Gauss—Jordan-eliminaciét a MAPLE segitségével:
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> with(linalg):
> A:=matrix(4,5,[1,2,0,2,5,-2,-5,1,-1,-8,0,-3,3,4,1,3,6,0,-7,2]):
> gaussjord(A);

10 2 01
01 -1 0 1
00 0 1 1]
00 0 00

ahol a kékkel irt elemek a pivot-elemek, az oszlopaik a pivot-oszlopok. A tétel értelmében a
pivot-oszlopoknak megfeleld sorszdmu v vektorok alkotjak a W bazisat. Vagyis a

{V17V27V4}

a W egy bdzisat adja.

2.2. A matrix fundamentalis alterei

A fejezet hatralévo része kiegészitd jelleg(, a tananyagbdl dltaldban — részben vagy egészben
— kimarad.

18. DEFINICIO Adott egy k x s méretii A mdtrix, melynek

oszlopvektorai i, . ..,vs € RX sorvektorairy, ..., ry € RS
air ... dig ry
A=| + ¢ l=le oo ]=| 1| (2.10)
a1 ... Qg Iy
1. RF-ban azon alteret, melyet az A mdtrix {ci,...,¢s} oszlop vektorai feszitenek ki

col(A)-val jeldljiik.

2. R¥-ben azon alteret, melyet az A mdtrix {ry,...,r;} sorvektorai feszitenek ki row(A)-
val jeloljiik.

3. A2-ben tanultuk, hogy a sorvektorok és az oszlopvektorok dltal kifeszitett alterek (noha
az elsé R’-beli a mdsodik R¥-beli) dimenzidi egyenlGek. Ezen kizos dimenziot hivjuk
a mdtrix rangjdnak, jele: rank(A).

4. Az A madtrix nullterének hivjuk azon x € R® vektorok alterét, melyekre A -x = 0, jele

null(A). Az A nulltérének dimenzidja az A nullity-je, jele nullity(A).

Mivel az A matrixszal egyiitt az AT transzpondlt mitrix is fontos, ezért a transzpondlt
matrixra is fel akarjuk {rni ugyanezeket a mennyiségeket. Viszont a transzpondlds sort
oszlopba visz €s viszont, ezért

row(AT) = col(A) és row(A) = col(AT).
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19. DEFINICIO Az A mdtrix fundamentdlis alterei:

row(A),  col(A),  null(A) null(AT).

Y

2.3. Dimenziotétel matrixokra

15. TETEL (DIMENZIO TETEL MATRIXOKRA) Legyen A egy k X s méretii (tehdt nem
feltétlen négyzetes) mdtrix. Ekkor

rank(A) + nullity(A) = s. (2.11)

B1zoNYIiTAS Tekintsiik az
A-x=0

egyenletet (itt x,0 € R*). Gauss-elimindciét alkalmazva ezen egyenlet kiegészitett matrixat
sor-echelon alakra hozzuk. Tegyiik fel, hogy a nem csupa nulla sorok szdma r-rel egyenld.
Ekkor rank(A) = r. Minden nem csupa nulla sor egy ki nem kiiszobolhetS egyenletet jelent,
ami megkot egy véltozét. Tehét az osszesen s valtozébsl megkotiink r valtozot. Igy tehat
marad s — r szabad valtozonk. Vagyis

szabad valtozok szdma = s —rank(A)

Mads szavakkal:
rank(A) + szabad vdltozok szdima = s.

Masrészt a szabad valtozok szama éppen az A - x = 0 egyenlet megoldésai altal meghatarozott
altér dimenzidja. Més szavakkal:

nullity(A) = szabad valtozok szdma .

Osszetéve a két utolsé egyenletet, kapjuk a tétel 4llitdsat. O

Legyen S C R?. Ekkor az S mer6leges alterének hivjuk azon R?-beli vektorok halmazit,
melyek az S Gsszes elemére merdlegesek, jele S+

SLZZ{WGRd:VVES; VJ_W}.

16. TETEL (ALTEREKRE VONATKOZO DIMENZIOTETEL) Legyen W az R® egy altere.
Ekkor
dim(W) +dim(W1) = 5.
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B1zONYITAS Ha W az R®-nek a két trividlis altere (0,R*) koziil az egyik, akkor a tétel
trividlisan igaz. Egyébként pedig valasztunk egy bézist, legyen ez a W. Tegyiik fel, hogy ez
a bazis k eleml. Ebbdl a bazisbdl mint sorvektorokbdl képezziik a k x s méretli A matrixot.
Nyilvan
row(A) = W és null(A) = W, (2.12)
U
Tehét az el6z6 tételt haszndlva:

dimW + dim W+ = rank(A) 4 nullity(A) = s.
Hazi feladat: Igazoljuk, hogy minden A métrixra:

(a)

col(A)t = null(AT). (2.13)

(b)

row(A) = null(A). (2.14)

A fenti tételbdl kovetkezik az alabbi tétel.

17. TETEL Legyen A egy n X n-es (tehdt négyzetes) mdtrix. Legyen tovdbbd Ty : R" — R”
az A mdtrixhoz tartozo linedris leképezés, melyet a kovetkezoképpen definidlunk:

X—A-X.

Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(@) Az A mdtrix redukdlt sor-echelon alakja egyenld az n-dimenzios egységmdtrixszal, I,-
nel.

(b) Az A madtrixot felirhatjuk elemi mdtrixok szorzataként.

(¢) Az A mdtrix invertdlhato.

(d) A-x=0-nak a trividlis x = 0 az egyetlen megolddsa.

(f) Minden b € R"-re az A -x = b-nek pontosan egy megolddsa van.
(g) det(A) #0.

(h) A = 0 nem sajdtértéke az A mdtrixnak.

(i) A Ty leképezés egy-egy értelmii.

(j) A Ty leképezés rdképezés R"-re.

(K) Az A matrix oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek.

() Az A mdtrix sorvektorai linedrisan fiiggetlenek.
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(m) Az A mdtrix oszlopvektorai az R" egy bdzisdt alkotjdk.
(n) Az A madtrix sorvektorai az R" egy bdzisdt alkotjdk.
(0) rank(A) =n.

(p) nullity(A) = 0.

A 16. Tétel egy masik kovetkezménye:

18. TETEL Legyen W az R"-nek egy n— 1 dimenzios altere. Ekkor létezik olyan a € R"

vektor, hogy
Wt ={c-a:ceR}.

Vagyis W az a vektor dltal meghatdrozott egyenes. Az ilyen W altereket hipersikoknak
hivjuk.

BIZONYITAS A 16. Tételbdl tudjuk, hogy ekkor dim(W=) = 1, vagyis W+ az origén 4tmend
egyenes. O

A Tétel alkalmazédsaként kapjuk a kovetkezo tételt is, amelyet a kés6bbiekben hasznalni
fogunk:

19. TETEL Legyen A egy tetszbleges mdtrix. Ekkor

rank(A) = rank(ATA).

B1ZONYITAS Jeloljiikk az A sorainak szamat k-val és oszlopainak szamat s-sel. Tehat az A
egy k x s méretli matrix. A 15. Tétel miatt elég azt beldtni, hogy

nullity(A) = nullity (AT A).

Ehhez elég megmutatni, hogy
null(A) = null(ATA). (2.15)

Ehhez két dolgot kell megmutatni:
(a) Haa € null(A), akkor a € null(ATA).
(b) Haa € null(ATA), akkor a € null(A).
Az (a) trividlis hiszen
acmll(A)cA-a=0=>A" (A-a)=0= (ATA)-a=0.

Most megmutatjuk, hogy a (b) rész is teljesiil: legyen a € null(ATA). Ez azt jelenti, hogy
ATA.a=0. Ez azt jelenti, hogy az a € R® vektor merdleges a rowA” A altérre. Vegyiik észre,

hogy
(ATA)T =ATA,
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vagyis az AT A matrix szimmetrikus. Ezért az a vektor merdleges a col(ATA) = row(ATA)
altérre is. Ez azt jelenti, hogy az a vektor mer&leges minden AT A -y alaki vektorra barmi is
azy € R® vektor. Tehdt az a vektor merSleges az AT A - a vektorra is. Ezért

0=a’-((ATA)a) = (a’AT) - (Aa) = (4a)T - (Aa).

Innen pedig 0 = Aa, vagyis a € null(A). O

2.4. Meroleges vetitések R"-ben

1. FELADAT (MEROLEGES VETITES R2-BEN) Rogzitsiink egy a € R? vektort. Legyen
T : R? — R? az a linedris transzformacid, amely minden x € R? vektorhoz hozzarendeli ezen
x vektornak az a vektor egyenesére vett merdleges vetiilet vektorat (1. abra).

2.2. dbra. T(x) az a vektor egyenesére valé merGleges vetiilet vektor

2. FELADAT (MEROLEGES VETITES R3-BAN) Rogzitsiink R3-ban egy olyan S sikot,

amely dtmegy az origén. Legyen T : R> — R3 az a linedris transzformaci6, amely minden

x € R? vektorhoz hozzdrendeli ezen x vektornak az S sikra vett merGleges vetiilet vektorat (1.
abra).

Most a fentiekhez hasonl6 feladatok megoldasait tanuljuk meg abban az esetben, amikor n

dimenzios térben valamely k < n dimenzids altérre vetitiink.
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2.3. abra. T'(x) az S sikra val6 merSleges vetiilet vektor
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A fenti 2.2 Feladat megoldasa:

T(x)= X-—-a —-a
a| a|

az x-nek az a-ra vett vetiiletének hossza

Tehat
X-a

T(x) :W'a.

A nevezét nyilvanvaldan felirhatjuk mint ||a||> = a’ - a. Hazi feladat meggondolni, hogyha
tekintjiik a
P— 1 .aa’
= 7 aa
n X n-es matrixot, akkor erre
T(x)=P-x (2.16)

teljesiil, vagyis a T linedris transzformacié matrixa a természetes bazisban a P matrix.

2.5. Altérre vonatkozo projekcio matrixa

20. TETEL (ALTEREKRE VONATKOZO PROJEKCIOS TETEL) Adott egy nem trividlis W
altere R"-nek. Legyen Ty : R" — R" az a linedris transzformdcio, amely minden x € R"
vektorhoz hozzdrendeli az X vektornak a W altérre valo merdleges vetiiletét. Ekkor a T
linedris transzformdcio P mdtrixdt a természetes bdazisban megkapjuk a kovetkezoképpen:

P=MM"M)"'MT, (2.17)

ahol M egy olyan madtrix, melynek oszlopvektorai a W egy bdzisdnak elemei.

1. MEGJEGYZES Igy persze az M matrix vilasztisa nem egyértelmii, de att6l fiiggetleniil
a P matrix természetesen ugyanaz lesz az M minden lehetséges értékeire.

27. PELDA Legyen S az x —4y+ 2z = 0 sik.
(a) Hatarozzuk meg az S-re val6é merdleges vetités P matrixat!

(b) Haszndlva az el6z6 rész eredményét, szamitsuk ki az A = (1,3,7) pontnak az S sikra es6
merdleges vetiiletét!

Megoldas: (a) Vegyiink két nem parhuzamos vektort az S sikb6l. Ezek nyilvan az S egy
bazisat adjak. Ezt megtehetjiik tigy, hogy az egyik pont esetén y = 1, z = 0, majd a mésik
pont esetén y = 0, z = 1 értékeket vdlasztjuk. Ekkor az els6 esetben x = 4, a masodikban
pedig x = —2. Tehat az S sik egy bazisa:

4 2
L,
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Ezért az M matrix:

20 4

4 -2
M=|1 0
0 1
Maple haszndlatdval:
> with(linalg):
> M:=matrix(3,2,[4,-2,1,0,0,1]1):
> B:=inverse(multiply(transpose(M),M)):
> P:=multiply(M,B,transpose(M));
20 4 2
21 21 21
_ 4 5 8
P=\ 3 351 =
2 8 17
21 21 21
Tehat
1
P=MM"M)"'M" = T

-2 8

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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1
(b)yx=| 3
7
20 4 2
21 21 21 1 g
_ _ 4 5 8 _| 25
2 8 1 7 2
21 21 21
B1ZONYITAS (20. TETEL BIZONYITASA) Legyen wy,...,w; egy bazisa W-nek. Legyen M
az az n X k méretli méatrix, melynek oszlopai a wy, ..., w; vektorok. Jelben:
M=[wy,...,w].

Ekkor, mint azt (2.14)-ban lattuk,
W =col(M) és Wt = null(M7).
Tehat az x € R" vektort fel kell irni

x =T (x)+a, (2.18)
alakban, ahol T (x) € col(M) és MT -a = 0 teljesiil. Vegyiik észre, hogy
T(x) €col(M) < IVeRr: T(x)=M-v (2.19)
és
MT.a=0s M (x—T(x))=0. (2.20)
———

a

Tehat HA be tudjuk latni, hogy létezik egyetlen v € R* amelyre

MT . (x—M-v)=0, (2.21)
akkor
T(x)=M-vésa=x—T(x) (2.22)
adja a fent keresett megoldast, egyértelmtien. Ehhez irjuk at a (2.21) egyenletet:
(M™M)-v=M" x. (2.23)

Ennek az egyenletnek 1étezik és egyértelmii a megoldédsa az ismeretlen v vektorra, mivel
o az MT M egy k x k-as matrix,
o rank(M'M) = k.

A madsodik 4llitds abbdl jon, hogy egyrészt rank(M) = k, masrészt minden B matrixra
rank(B” B) = rank(B) (ez a 19. Tétel). Tehat a (2.23) egyenletnek létezik és egyértelmii a
megoldésa az ismeretlen v vektorra. Nevezetesen:

v=(M"M)" ' Mx.
Innen és a (2.22) egyenletbdl adodik a keresett
T(x) =M (M"M)" M"x

Osszefiiggés. O
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2.5.1. Alkalmazas - linearis egyenletrendszerek

Adott egy linedris egyenletrendszer, amely m egyenletbdl és n ismeretlenbdl dll. Legyen
ennek matrixa A. Ekkor az egyenletrendszer leirhat6

A-x=b (2.24)

alakban. Ha ezt meg tudjuk oldani, akkor j6. Ha viszont nem megoldhatd, akkor is tehetiink
valamit, nevezetesen meg lehet keresni azt az x € R vektort, amire

b — Ax]|

a minimalis. Mivel
col(A) ={weR":JyecR", w=A"y},

ezért értelemszertien azt az x vektort, amire ||b — Ax|| értéke a minimalis, megkapjuk mint a
b merdleges vetiiletét a col(A) altérre. Nevezetesen, legyen

b* a b vektornak a col(A)-ra vett merSleges vetiilete.

A Tétel segitségével a b* vektor meghatdrozhat6. Mivel definici6 szerint b* € col(A),

ezért a
A-x=b" (2.25)

egyenletnek van legaldbb egy (esetleg végtelen sok) megoldasa. Megoldva ezt az egyenletet
meg kapjuk a (2.24) egyenlet un. legkisebb négyzetes megoldasat.

Egyszertibb uton is eljuthatunk a ( ) egyenlet legkisebb négyzetes megoldasahoz.

Nevezetesen, a ( ) egyenlet ekvivalens a
b—Ax=b—b"
egyenlettel. Beszorozva mindkét oldalt AT -vel:
AT(b—Ax) =AT(b—b*). (2.26)

Hazi feladat beldtni, hogy ennek az egyenletnek a jobb oldala a 0 vektorral egyenld. Igy
a( ) egyenlet legkisebb négyzetes x megolddsa kielégiti a

(ATA)x = ATb. (2.27)

egyenletet, melyet a ( ) egyenlet in. normalegyenletének hivunk.
Legkisebb négyzetek modszere: Adottak az x, y véltozok,

(x17y1)a (X27YZ), ceey (xn;yn)7

melyekr6l okunk van feltételezni, hogy linedris kapcsolat van kozottiik, vagyis valamilyen
meghatarozandd, altalunk még ismeretlen a,b € R-re

yi=ax;+b i=1,...,n.
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Azonban az adatokat mérések eredményeként kapjuk, ezért azok hibaval terheltek. Hogyan
adhatjuk az adatok alapjan elérhetd lehetd legjobb becslést az a és a b értékére?

Megoldas: Az a, b-nek mint ismeretleneknek ki kellene elégiteni az

yiI = ax;+b
y» = axp+b

: (2.28)
Yo = ax,+b

egyenletrendszert, a mérési hibdk miatt azonban ilyen a,b nem létezhet. Tehat keressiik
azt a megoldast, melyre legaldbb is a hibdk négyzeteinek Osszege minimadlis. Ezt a (2.28)
egyenletrendszer legkisebb négyzetek megoldasa adja. Ez az egyenletrendszer matrixos
alakban:

X1 1
1 X2 a )
. |: b :| = . (2.29)
——
I x, X Yn
A b

Felirjuk tehat a ( ) normélegyenletet:
(ATA).x=AT -b. (2.30)

Vegyiik észre, hogy AT A egy 2 x 2-es mitrix, vagyis a (2.30) egyenletrendszer két egyenletbdl
és két ismeretlenbdl 4116 rendszer. Mivel rank(A) = 2, ezért a 19. Tétel miatt rank(ATA) =
2, tehat a Tétel miatt 1étezik egyetlen megolddsa. Ez a megoldds adja a keresett a,b
értékeket.

2.5.2. A hatvanymodszer

Elméletileg a matrix sajatértékeit meghatarozhatjuk mint a karakterisztikus egyenletének
gyoOkeit. Azonban ez a mddszer annyi szamitasi nehézséget tartalmaz, hogy a gyakorlatban
szinte soha nem haszndljuk. Ebben a fejezetben egy olyan mdédszert tanulunk, mellyel j6
becslést adhaté a legnagyobb sajatértékre €s a hozzatartozd sajitvektorra. Ezt a modszert
internetes keresémotoroknadl is alkalmazzdk.

20. DEFINICIO Legyen xg € R". Az
X(),A -XQ,A2 X0y e ,Ak X0y e

vektorsorozatot az A mdtrix dltal generdlt hatvdnysorozatnak hivjuk.

Ebben a fejezetben a hatvdnysorozat konvergencidjanak segitségével szdmoljuk ki a
legnagyobb sajatértéket és a hozzatartozo sajatvektorokat.
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21. DEFINICIO Ha az A mdtrix Ay sajdtértékének abszoliit értéke nagyobb mint az A
bdrmely mds sajdtértékének abszoliit értéke, akkor azt mondjuk, hogy a Ay a domindns
sajdtérték, és a Ai-hez tartozo sajdtvektorokat domindns sajdtvektoroknak hivjuk.

21. TETEL Legyen A egy n X n-es szimmetrikus mdtrix, melynek legnagyobb sajdtértéke
A > 0. Ha xy nem merdleges a A sajdtvektoraibdl dllé altérre, akkor a normalizdlt

hatvdnysorozat,

A-XO A-Xk_1
=—\ ... = ... 2.31
X0, X] ||A'X()||7 ) Xk ||A'Xk_1||7 ( )

konvergdl egy egységnyi hosszii domindns sajdtvektorhoz, és az

T T
X| "AXp,. ., Xp CAX, .

konvergdl a A domindns sajdtértékhez. A tétel bizonyitdsa és annak elmagyardzdsa, hogy ez
a tétel hogyan haszndlhato internetes keresémotorokban, megtaldlhato a [2, 249-260. old. ].
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3. fejezet

Parcialis differencialegyenletek

A parcidlis differencidlegyenletek fejezetben sokszor kell majd kiszamolni fiiggvények tiszta
szinuszos Fuorier-sorat. Ezért itt most 6sszefoglaljuk az ehhez sziikséges, az A2 tdrgyban mar
tanult ismereteket, és azon tilmenden mutatunk néhany iigyes modszert specidlis esetekben.

3.1. Ismétlés: Fourier-sorok

Akinek b&vebb ismétlésre van sziiksége, szdm sorokrdl Fourier-sorokrdl és Taylor-sorokrol
olvashatnak b&vebben a
jegyzet részletben.

3.1.1. Altaldnosagban a Fourier-sor definicija

Adott egy p > 0 szadm és egy korldtos f : R — R fiiggvény, amely 2p szerint periodikus.
Feltessziik, hogy f-nek a [—p, p| intervallumon beliil (és igy barmely intervallumon beliil)
csak véges sok szakaddsi pontja van. Az f-fliggvény Fourier-egyiitthatéi az ag,ay,as, ... és
by,by,... szamok, ahol

P p
1 1

aoz—/f(x)dx; an:—/f(x)cos(ﬂx)dx,nzl
2r) r p

p
I

by — —/f(x)sin (ﬂx) dx, n> 1.
2 P

2. MEGJEGYZES Mivel az x — cos (% -x) fiiggvény pdros és az f(x) fiiggvény pdratlan,

ezért az x — f(x) - cos (% -x) fliggvény is pdaratlan. Mivel az integrdl a fiiggvény alatti

elGjeles teriilet, ezért az x — f(x) - cos (4 - x) fiiggvény integrélja a [—p,0] intervallumon
éppen a minusz egyszerese ugyanezen fiiggvény [0, 7] intervallumon vett integriljanak.

45
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Ebbdl adddik, hogy:
Ha az f(x) paratlan, akkora, =0, n=0,1,2,.... (3.1)

Kihaszndlva, hogy pdratlan f(x) fiiggvényre az x — f(x) - sin <% -x) fiiggvény paros,
kapjuk, hogy

p
2
ha az f(x) paratlan, akkor b, = 5 / f(x)-sin (% -x) dx. (3.2)

28. PELDA Valamely adott p > 0 szdmra legyen f(x) az a 2p-szerint periodikus fiiggvény,
melyet a [—p, p] intervallumon a kovetkez6 formuldval adunk meg:

o= {

Hatdrozzuk meg az f(x) Fourier-egyiitthatdit!

MEGOLDAS Csak a b, (,szinuszos”) egyiitthatokat kell meghatarozni. Ennek céljabol
parcidlis integraldssal kapjuk, hogy

x, halx| <p;
0, hax=—pvagyx=p

/ x-sin(u - x)dx = S = it (x) (3.3)

u

Helyettesitsiink be u = %-t és haszndljuk ki, hogy minden n természetes szamra: sin(nm) =0
és cos(nm) = (—1)"*!. Innen kapjuk, hogy

P

2 2

bn:—/x~sin (ﬂx) dx= L. (1), (3.4)
P P nimw

0

Az f fiiggvény Fourier-sordnak n-edik részletosszege pedig:

sp(x):=ap + ajcos (Z )+blsm(n)
+ap cos ( ) + by sin ( ) +

nw
+ancos< >+b sin (— )
p

sn(x) =ao+ Xn:akcos (k‘ 7r -x) + by sin (k 77: ) (3.5)
k=1

p p

vagyis

Az f(x) fuggvény Fourier-sora:

o k- k-
ap+ Y (ak~cos (—”~x>+bk-sm<—”-x)>. (3.6)
k=1 p p
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29. PELDA Hatdrozzuk meg a 28. Példdban adott f(x) fiiggvény Fourier-sorat!
MEGOLDAS Alkalmazva a (3.4) formulat kapjuk, hogy az f(x) Fourier-sora

p o )k—l—l kT
- ; -sin X ).

4

A tovédbbiakban azt a fontos kérdést targyaljuk, hogy az f(x) fiiggvény Fourier-sora mely
xo pontokban konvergens, és ha konvergens, akkor teljesiil-e, hogy

F(x0) = ao + i <ak-cos (I‘Tf -x()) + by -sin <k7” -x())) . 3.7)

k=1

Ha egy xo pontban (3.7) teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény Fourier-sora az x
pontban el6dllitja az f-et.

22. TETEL Ha egy 2p szerint periodikus f : R — R fiiggvénynek csak véges sok sza-
kaddspontja van a [p,p] intervallumon, és a fiiggvény a szakaddspontoktdl eltekintve
differencidlhato, akkor az f(x)-et a Fourier-sora minden folytonossdgi helyen elddllitja.
Tovdbbd, ha a szakaddsi pontokban az f(x) fiiggvény féloldali érintdi léteznek és nem
fiiggolegesek, akkor

f(x0+0)+/f(x0—0)
5 :

Sn(x0) —

Az f(xo+0) jelenti az f(x) fiiggvény jobboldali hatdrértékét az x( helyen. Ha az f(x)-
nek szakaddsa van az xo-ban, att6l még a jobb- €s baloldali hatarérték 1étezhet. A fenti tétel
azt mondja ki, hogy egy ilyen pontban, a tétel feltételeinek teljesiilése esetén, a Fourier-sor a
jobb- és baloldali hatarértékek atlagdhoz konvergal.

Alkalmazva ezt a tételt latjuk, hogy a 28. Példabeli f(x) fiiggvényt a Fourier-sora minden
pontban eléallitja.

3.1.2. A tiszta szinuszos Fourier-sor definicidja

Legyen f(x) egy olyan f : [0, p] — R fiiggvény, amely korldtos, véges sok szakaddsi pontja
van és f(0) = f(p) = 0. A tovabbiakban az f-et kiterjeszthetjikk az egész szimegyenesre
oly médon, hogy a kiterjesztett fiiggvény (amit tovabbra is f(x)-szel jeloliink) egy 2 p-szerint
periodikus fiiggvény lesz. El8szor értelmezziik az f fiiggvényt a [—p, 0] intervallumon:

€ [_p70]7 f(x) = _f(_x)' (38)

Ez geometriailag azt jelenti, hogy tiikroztiik az f grafikonjat az origéra. Masodik 1€pésben
a most mar a [—p, p] intervallumon értelmezett f fiiggvényt 2p periédussal kiterjesztjiik a
szamegyenesre.

Az ily médon az egész R-re kiterjesztett, 2p-szerint periodikus és pdratlan f(x) fiigg-
vénynek felirjuk a Fourier-sordt. Mint fent lattuk, ez egy tiszta szinuszos sor lesz, amit az

Simon Kaéroly, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



48 MATEMATIKA MSC EPITOMERNOKOKNEK

f(x) eredeti f fuggvény tiszta szinuszos Fourier-sordnak hivunk. Ennek egyiitthat6i

p
by =2 [ f(x)-sin (Mx) dx |, (3.9)
Py P
és az f(x) tiszta szinuszos sorfejtése a [0, p] intervallumon
F(x)= Y by-sin (%x> ha 0 < x < p. (3.10)
n=1

Tiszta szinuszos Fourier-egyiitthatok kiszamolasasa specialis esetekben
Néhany speciélis esetben (a 3.9) integral kiszamoldsat megsporolhatjuk.
() Ha k > £ > 1 egész szdmok & f(x) = cos ("”

7x> sin (%”x), akkor hasznalhatjuk a
sinccos B = 3 [sin(a + ) + sin(a — B)] azonossdgot. Innen

1= o (BE05) | L (1207

P 2 P

a tiszta szinuszos sorfejtés. Tehat
b — %, han=k+/{vagyn=k—/{;
"1 0, egyébként.

(ii) Néhany fiiggvény tiszta szinuszos Fourier-sorfejtése a [0, 7] intervallumon.
e AO<x<m, f(x)=x fiiggvényre:
Fl) =2 (Silllx B sinéZx) N sing3x) B sini4x) L ) ha0<x<m.

ha
oAg(x):{ —x, ha

vy ©
IA IA

x< 5 fiicove
tiggvényre:
x<T ggveny

x?
T
4 : : (7
g(x) = p (sinx— sm3(23x) + s1n5(25x) - s1n7(2x) +- ) ,yha0<x<m.

o Ah(x)= { (1)’ Ezgigin ; fiiggvényre:

4 in(3 in(5

n) = & (sin() 4 S0G3Y | sinB0) L o<r<n
T 3 5

e AO<x<m ¢(x)=x-(m—x) fiiggvényre:

8 (. sin(3x)  sin(5x)
Q(x) = p <sm(x)—|- 33 + 53 4+---],ha0<x<m.
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(iii) A fenti esetekre vald visszavezetéssel. Erre példa:
30. PELDA Hatdrozzuk meg a w(x) := x(1 —x), tiszta szinuszos Fourier-sorét a [0, 1]
intervallumon, felhasznélva az el6z6 pont megfeleld formuldjat.
MEGOLDAS Jeloljikk b,-nel a @(x) és a,-nel a w(x) tiszta szinuszos Fourier-sordnak
n-edik egyiitthatdjét, vagyis legyen

1o

an:

1 T
/w(x) sin(nmx)dx és b, = %/(p(s) sin(ns)ds.
0 0

Vegyiik észre, hogy
1
W(x) = 5 - @),
Ezért helyettesitéses integraldssal adédik, hogy

1

= —b,.
a2 "

ap

P

Viszont b,-et az el6z6 pontban megadtak szdmunkra:

3

-8 han pdratlan;
bn == 1 .
0,  han péros.

Tehat kapjuk, hogy

8 < )
R - han pa}ratlan,
0, ha n péros.

3.2. Rezgo har

u(z,t)

I
.

0 T L z

3.1. abra. A hur kitérése a ¢ id6 pillanatban

Tekintsiik az L hosszisdgi tokéletesen rugalmas huart. Helyezziik ezt a hart az x
tengely [0, L] szakaszéra, és mozditsuk ki az x-tengelyre merGlegesen. A hir az x-tengelyre
merdlegesen az (x,u) sikban mozog. Azt, hogy a hiir egy x abszcisszdji pontja hol van ¢
id6 mulva, az u (x,t) fuggvény adja meg. A rezgé hir mozgdsat tehat meghatdroztuk, ha az
u (x,t) ismeretlen fiiggvényt megtalaljuk.
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23. TETEL A keresett u(x,t) fiiggvény kielégiti a
’u  ,0%u
—_— = =
ot? ox2

mdsodrendii linedris parcidlis differencidlegyenletet, ahol c egy konstans. A fenti ( )
parcidlis differencidlegyenletet a rezgd hur parcidlis differencidlegyenletének hivjuk.

(3.11)

A tétel aldbbiakban mellékelt bizonyitdsa [2, 653. old.]-rél szarmazik.

B1zONYITAS Képzeljiik el, hogy a hir az x-tengelyen fekszik ugy, hogy a bal végpontja az
x = 0. A huar egységnyi hosszra es6 tomege p. Az egyenletet igazoldsahoz tekintsiik a hur
egy picike Ax hosszi darabjdt, amely az [x,x + Ax] szakasz felett taldlhat6. Tegyiik fel, hogy
a hir mér rezeg €s ¢ id6 utan ezen darabjanak alakjat a 3.2 dbra mutatja.

T =Tsinf
V g T@C)rmﬂ

H =Tcosd H —V(z + Ax)

4

SR

T T+ Ax

3.2. dbra. Rezgs hir egy pici darabkdja. Ennek sdlypont az x felett mozog fiigg6legesen. Az
dbra a hat6 er6ket mutatja egy tetsz6legesen rogzitett ¢ pillanatban

Feltételek:

F1 Feltételezziik, hogy a hir konnyti, ezért szimoldsaink sordn a hur stilyat nem vessziik
figyelembe.

F2 Tovabba az elmozduldsok kicsik, ezért a silypont csak fiiggélegesen mozog.

Newton torvényét ezen hur egy darabkdjdra alkalmazva kapjuk, hogy
A huzéero kiilonbsége a végpontokban = (a silypont gyorsulasa)*(tomeg).

Legyen a hizderd nagysaga az x és az x+ Ax pontokban 7 (x) illetve T (x+ Ax). A hizéerd
(érintd irdnyu) szoge a vizszintes irdnnyal 6. A fenti masodik feltétel miatt a silypont csak
vertikdlisan mozog, tehat horizontélis gyorsuldsa nincs. Ezért barmely két pontban a hizéerd
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horizontalis komponense ugyanolyan nagysagu. Nevezziik ezt H-nak. A hdzdéerd vertikdlis
komponense az x pontban ¢ id6 utin

V(x,t) =H-tan0 = H - u,(x,1). (3.12)

Newton torvénye szerint
V(x4 Ax) —V(x) = pAxuy ().
Elosztva Ax-szel és Ax — 0-at véve
lim V(x+Ax) —V(x)
Ax—0 Ax

= Vi(x,1) = puy (x,1).

Innen és ??-bdl adddik, hogy
H -ty (x,1) = pug(x,t),

vagyis

H

Fuxx = Uyt. (313)
Ezzel belattuk az allitdst ¢ = % valasztassal. O

Ahhoz, hogy ebbdl a hur helyzetét leiré u (x,z)-t megkapjuk, még tudnunk kell a hir

alakjit a r = 0 id6pontban. Tovabba sziikséges még tudnunk, hogy a r = 0-ban a hur egyes
9%u 20%u

pontjait milyen sebességgel mozditottuk el az u fiiggdleges irdnyaba. Vagyis a 55 = ¢“ 53

differencidlegyenletnek adottak a
{ au(x, 0)=f(x)
o (1,0) =g (x)
kezdeti feltételei. Tovabba megkoveteljiik, hogy a

u(0,0) =u(L,t)=0, vt>0

peremfeltétel teljesiiljon.
Tehat meg kell hatdrozni azt az u(x,t) fliggvényt, amelyre teljesiil, hogy

uy (x,1) = Cue(x,t), 0<t,0<x<L
u(x,0) = f(x), 0<x<L
ur(x,0) = g(x), 0<x<L
u(0,¢) =0, u(L,t)=0, 0<t¢

(3.14)

3.2.1. 1. megoldas — David Bernoullitol:

Dévid Bernoulli megolddsanak otlete, hogy a (3.14) megolddsat kereshetjiik olyan fliggvé-
nyekbdl all6 végtelen fiiggvénysor Osszegeként, amely fliggvények felirhatok

w(x,t) =X (x)- T (t) (3.15)
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alakban. Nevezetesen, ha u (x,7) = X (x) - T (¢), akkor nyilvdn

azu " ) azu "
w:X ()C)T(t) esw—X(x)T (t)

" "

Ezeket a (3.11) egyenletbe visszairva kapjuk, hogy X (x) T () = ¢*X " (x) T (), vagyis

T// n
0 _ X' _ o

T (1) X (x)
Ugyanis az egyenlet bal oldala csak 7-tdl, jobb oldala csak x-tdl fiigg, amibdl adédik, hogy
6k ugyanazzal az dllanddval egyenlSk, amit fizikai okbdl negativnak kell feltételezniink. Igy
tehat két egyenletiink van:

I "

T (t .z X (x)
) T =-x & @ R =-a
Atrendezve:

(1) T'(1)+2T (1) =0, é ) X" (x)+ (%)X (x)=0.

c
Ezek éltalanos megoldasai (tanultdk az A3 targyban. Kattintson ide az A3 jegyzethez)
T (1) =Acosat +Bsinot, és X (x) = Ecos (%x) + F sin (%x).
Ha ezt visszairjuk (3.15)-be, akkor kapjuk, hogy

u(x,t) = (Acos(at)+Bsin(at)) - <Ecos (%x) + Fsin <%x>>

T(t) ch)

Tudjuk,hogy
u(0,1) = (Acosat+Bsinat) E =0.

Innen kapjuk, hogy
E=0.

Felthetjiik, hogy F' = 1. Mdésrészt

o
0=u(L,t) = (Acosat + Bsinat) F sin <—L> :
c

Innen kapjuk, hogy
(04
sin(—L) =0.
o
km

Ez teljesiil, ha

k
ak:%”,k:m,....

Vagyis a megoldast az

u(x,t) = ¥ (Acos (K1) + By sin (457)) -sin (¥2x) (3.16)
k=1
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alakban kereshetjiik. Az egyetlen feladatunk, hogy az A és By, egyiitthatokat meghatdrozzuk.
Ezt fogjuk tenni a megoldds hdtralévs részében. Az {Ax},_, és {Bi},_, egyiitthatokat a
kezdeti feltételekbsl, pontosabban az f(x) és a g(x) figgvények tiszta szinuszos Fourier-
soranak segitségével éllithatjuk el6. Mivel

oo ki
= 0)= X A,sin—
£x) =(x,0) = T Axsin—,

igy Ay az f(x) fiiggvény [0,L] intervallumon vett tiszta szinuszos Fourier-sordnak k-adik
egylitthatdja, vagyis

L
Ay = %/f(t) sin (’%”t) dr. (3.17)
0

Hasonl6an, a By, egyiitthatokat a g(x) fiiggvény tiszta szinuszos Fourier-sora felhaszndldsdval
hatdrozzuk meg. Nevezetesen:

ur (x,1) =

»
T8

; . (04
(—Ag 0t sin oyt + B, 0 cos 0yt) sin (_" x) .
C

Innen ¢ = 0 helyettesitéssel (felhaszndlva, hogy % = kf”):

km

g(x) =u (x,0) = X oyBysin (Tx) : (3.18)

»
LN AeR:

Tehat meg kell hatdrozni a g (x) fiiggvény tiszta szinuszos Fourier-sordt. A [0,L] intervallu-
mon legyen ez

o km
= X bgsin| —x |. 3.19
g (x) R ksm( Lx) (3.19)
Osszevetve a (3.18) és (3.19) egyenleteket:
- . [(km o . (km
kglakBk sin (Tx) =g(x) = kglbk sin (Tx)

kapjuk, hogy

oyB = by.
Tehat .
by L 1 k7
By=—=— "bp=— t)sin| —t | dt. 3.20
k o kem k kcﬂ/g()sm<L> (3:20)
0

Tehét a (3.14) feltételeinek eleget tevs u(x,t) fiiggvényt dgy hatdrozzuk meg, hogy minden
k > 1-re kiszamithatjuk az Aj egyiitthatékat a (3.17) egyenletbdl és a By, egyiitthatokat a (3.20)
egyenletbdl, majd ezeket behelyettesitjiik a (3.16) egyenletbe.

31. PELDA Legyen az u,; = c2u,,-ben szerepld ¢ = 1. A 20 cm hosszu, két végén rogzitett
hirt megfeszitjiik ugy, ahogyan az dbra mutatja és azutdn elengedjiik. Hatdrozzuk meg a hir
mozgdsit leir6 u (x,t) figgvényt!
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y=005z  y=1-005
0.5¢m-- /

‘100m 20cr¥

3.3. dbra. A hur kezdeti alakja

Megoldds:

Tudjuk, hogy ¢ =1 és L = 20. Mivel a htirt magara hagytuk (nem adtunk neki kezdeti
sebességet), ezért a hdr kezdeti sebessége 0. Tehdt g(x) = 0. Innen Vk > l-re By = 0,
hiszen a g (x) = 0 fiiggvény szinuszos Fourier-sora minden by egyiitthatdja 0 lesz. Az {A;}
egylitthatok kiszdmoldsahoz meg kell hatdrozni az

Flx) = { 0.05x, ha0 <x <10 321)

1-0.05x, hal0<x<20

fliggvény tiszta szinuszos sorfejtését!

A=

L
2 k
Z/f(x) sin fnxdx =
0

10 20
2 km 2 km
— = [0.05xsin  — = [ (1= 0.05x) sin —~ xdx =
0 /O 05xsin (zox) dx+ 20/( 0.05x) sin 2Oxdx
0 10

40 | km
= (k) 7 8in—-
(A hidnyz6 részletszamitasok Sch. 328.oldalan taldlhatok.)
Tehét:
u(x,t) = g kjoz sin k27r cos (];—gt) sin (Z_Ol)
Vagyis:

u(x,t) = @(i cos <£t> sin (£x> —
’ w212 20 20
1 3z \ . [3x¢ 1 S\ . (5m
ﬁcos (EI) Sin (2—0X) + S_ZCOS (%t> sin (EX> — )
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2. FELADAT Hatéarozzuk meg az u(x,t) fiiggvényt, ha

U = Uyxy, 0<t,0<x<7t
u(x,0) =0, 0<x<m
u(x,0) =sin(3x) —1.x, O0<x<m

u(0,¢) =0, u(mw,t) =0, 0<t
3. FELADAT Hatdrozzuk meg azt az u(x,t) fiiggvényt, melyre

Ut = Upy; X € [0,2]

1
u(x,0) = 420x, 1 hax € [0,1]
i — 20X haxell,2]

Ah(x)=1- M fiiggvény tiszta szinuszos Fourier-sora a [0,L]-en :

8 (sin <x_7r> _sin (32) N sin (27) ~ sin (L) +>

n? L 32 52 72
4. FELADAT Oldja meg a rezgd hurra vonatkoz6 kezdetiérték-problémat Fourier-sorfejtéssel:

U = Uxx X c [O, 1]
0.1x ha0<x<l;
— ’ - —=2°
u(x,0) { 0.1-0.1x, hal<x<1.
u;(x,0) = cos(37x) sin(7x)
u(0,6) =u(l,t) =0

3.2.2. II. megoldas D’ Alamberttol

Emlékeztetiink, hogy megint keressiik azon u(x,t) fiiggvényt, melyre:

uy (x,t) = ue(x,t), 0<t,0<x<L
u(x,0) = f(x), 0<x<L
u(x,0) = g(x), 0<x<L
u(0,¢) =0, u(L,t) =0, 0<t

(3.22)

D’ Alambert megolddsa azon az észrevételen alapul, hogy ha u; u; : R — R kétszer differen-
cidlhat6 tetszGleges fiiggvények, akkor az u (x,7) = uj (x+ ct) + up (x — ct) mindig kielégiti a
rezgd huar
i (,1) = it (x,1)
parcidlis differencidlegyenletét.
Ugyanis, ha
u(x,t) =u (x+ct)+uy(x—ct),
akkor
ur(x,1) = cu (x+ct) — cub (x —ct) .
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Innen

w (x,1) = ulf (x+ct) + *ub (x —ct) .

Masrészt uy(x,1) = u} (x+ct) +uy (x —ct) és

U (x,1) = u (x+ct) +ufy (x—ct).

A két el6z6 kiemelt egyenletbdl adddik:
U (x,1) = ¢* [ (x+ct) +uh (x—ct)] = Cu(x,1).

Ekkor tehat a feltételekbdl kell meghatdroznunk az u; u; fiiggvényeket.
Megoldds: Az u(x,0) = f(x) és u; (x,0) = g (x) kezdeti feltételek esetén az

u(x,t) =uy (x+ct)+uy(x—ct)
egyenletbe t = 0-t irva
F(xX)=u(x,0) =u; (x)+uy (x).
Ha az u(x,t) = uy (x+ ct) +uy (x — ct) kifejezést ¢ szerint derivaljuk, majd ¢ = 0-t helyettesi-

tiink, akkor
us (x,0) = cuy (x) — cu (x).

Tehat kapjuk, hogy
f ) =u(x,0) = up (x) +uz (x) és g (x) = ur (x,0) = ¢ (u] (x) — 115 (x)) ,

sigy
) (x) +uy (x) = f' (%) }
uh (x) =y (1) = £
egy kozonséges differencidlegyenlet-rendszer, melynek megoldésat tanultuk.
Innen adddik, hogy

Ebbdl kovetkezik, hogy A + B = 0 kell legyen. Igy tehat:

u(x,t) = wuy(x+ct)+ux(x—ct)
x+ct
_ %[f(x—l—ct)—l—f(x—ct)]—l—zic_/g(T)dv:.

Vegylik észre, hogy ebben a levezetésben nem haszndltuk azt a keriileti feltételt, hogy
u(0,¢) =u(L,t) = 0, tehdt a fenti levezetés ,,végtelen hosszd” hiir esetén is miikodik.

32. PELDA Tekintsiik megint az el6z6 példat, és oldjuk meg D’ Alambert médszerével. A
hiir kezdeti alakjat az dbra mutatja. Elengedve a hiirt, adjuk meg a hir mozgasat leir6 u (x,7)
fliggvényt.
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y = 0.05z y=1-—0.052

0.5¢ A= ///

iOcm 20cr#

3.4. dbra. A hur kezdeti alakja

3.5. abra. Az f(x) ,sdtortetG-fiiggvény” kiterjeszése a [0,2] intervallumr6l a szamegyenesre

Megoldds:
u(x,t) = $[f (x+1)+f(x—1)], ahol f(x) a kovetkez fiiggvénynek a Kiterjesztése a
szdmegyenesre:
f(x):{ 0.05x ha 0<x<10 }
1-0.05x ha 10<x<20 |

Tehat azt, hogy 10 idbegység milva az x = 2 cm-ben mi lesz a hur kitérése, ugy
hatdrozzuk meg, hogy

0(2,10) = 1-0.05-12— [ —0.05-8
| S — ~—

f(12) f(=8)

| —

[f(12) = f(=8)] =

| —

1
= 5[140,4-0,6]=0,9

3.2.3. A végtelen hosszua hur esete

Mostantdl az u (0,7) = u (L,t) = 0 keriileti feltételt eldobjuk, ami marad, az a végtelen hosszii
hiir esete, vagy tgy is felfoghatjuk, hogy a hullim egyenlete. u; = c?uy, u(x,0) = f(x),
u (x,0) =g (x),xeR.

Tehéat, mint kordbban a D’ Alambert médszernél lattuk, ennek megoldéasa:

x+ct

(f(erct)Jrf(x—ct))wLi /g(s)ds.

) =
I/t(.x, ) 2C

1
2
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_A A T

3.6. dbra. A kezdetben harom ujjunkkal lefogott végtelen hosszu hur alakja ¢ = 0-ban

—3a —2a —a

3.7. dbra. A fenti végtelen hosszi hir mozgédsa

33. PELDA Ha f(x) =0 és g(x) = cosx, akkor

1 1
u(x,t)= % (sin(x+ct) —sin(x —ct)) = Ecosxsinct.

(Ttt felhaszndltuk a sin (ot + B) — sin (& — B) = 2cos e sin B Gsszefiiggést.)

34. PELDA Tekintsiink egy végtelen hosszd hirt, amelyet harom ujjunkkal lefogunk a
(—a,0); (a,0); (0,b) pontokban, majd elengedjiik. Irjuk fel a hir mozgasat leird u (x,r)
fliggvényt.

blx]
b—=" halx|<a

Megoldds: Ekkor f(x) = { 0 ha x| > és g(x) =0, hiszen a hdrt magdra
alx| >a

hagytuk.

A keresett u (x,t) fiiggvény: u (x,t) = 5 [f (x+ct) + f (x — ct)], melyet a ki vetkezd dbrdk
szemléltetnek:
35. PELDA Kalapacsiités:

A hur az x tengelyen fekszik, és rdvagunk egyet a kalapaccsal. Az iités kozéppontja az
x =0 pont, és a kalapacsiités az |x| < a pontoknak g (x) = 1 sebességet ad a t = 0-ban, a tobbi
pontnak nem ad sebességet. Irjuk fel a hur alakjat leir6 u (x,1) fuggvényt!

Megoldds:
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ez a kalapécs nyele

3.8. dbra. A kalapaccsal megiitjiikk az x-tengelyen fekvd végtelen hosszua hurt

N |1, hal|x|<a
f(x):(),g(x)—{o, ha|x|>a -
1 Xx+ct 1
u(x,t) = % / g(s)ds= % {hossza az: (x — ct,x+ct) N (—a,a) -nak} .
c c
xX—ct

Ekkor u (x,4-) = zlc {hossza az: (x — §,x+ %) N (—a,a)-nak} . Bz kiilonboz8 |x| < §-re; § <
x< 37“-re és x > 37“-re.
A rezgd hudr egyenlete megolddsanak

x+ct

wlet) =3 (et e+ flee)) 4o [ g(s)ds

alakjabol latszik, hogy az (xp,0)-beli kezdeti feltétel hatdsa ¢ sebességgel, vagy legfeljebb
c sebességgel terjed. Vagyis a megoldast a kezdeti feltételek az (xp,0)-ban csak a satirozott
szektoron beliil befolyasoljak.

5. FELADAT Végtelen hosszu hur fekszik az x-tengelyen. A t = 0 pillanatban réiitiink egy
kalapdaccsal, alulrdl felfelé, egységnyi sebességgel. Tudjuk, hogy a kalapécs feje 2cm széles,
és a kozéppontja éppen az x = 0-ban {iti meg a hurt. Rajzoljuk le a hur alakjit a ¢+ = 10
pillanatban!

6. FELADAT Végtelen hosszu rud rezgését a kovetkez&képpen irhatjuk le:

Urr = Uxx
0.2x, ha0<x<1;
u(x,0)=14 02-0.2x, hay<x<lL.
0 ha x & [0, 1]
u(x,0)=0

Allapitsuk meg a rdd alakjat ¢ = 1-ben.
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nagyon nagy tartalyok

0°C-os viz

0 1

3.9. abra. Ez az hdmérséklet + = 0-ban

3.3. A hovezetés egyenlete

3.3.1. Hovezetés véges hosszisagu rudban

Képzeljiink el egy rudat, melynek mindkét végét 0°C-os vizzel telt hatalmas tartdlyokba
tették. A rid hossza [. Ugy képzeljiik, hogy a rid az x-tengelyen van, bal végpontja a
zéruspontban. A rdd kezdeti hémérsékletét az f (x) fiiggvény irja le. Hatdrozzuk meg az
u(x,t) fuggvényt, amely a rid hémérsékletét irja le az x pontban 7 id6 milva.

Mivel a h6 a melegebb helyr6l daramlik a hidegebb felé, ezért az dbra altal szemléltetett
allapot az id6 mduldsdval valtozik. Egy adott x pontban a rddnak néha magasabb, néha
alacsonyabb a homérséklete az 1d0 eldrehaladtaval. Hogy egy adott x pontban ¢ id6 mulva
mért u (x,#) hGmérsékletet meghatdrozhassuk, fel kell haszndlni azt a Fouriert6l szarmazé
észrevételt, hogy a héterjedést az

U= Kkuy,, 0<x<Il;0<t (3.23)

madsodrendii linedris parcidlis differencidlegyenlet irja le. (Ennek levezetését megtalalhatjuk
Simonyi Kéroly: A fizika kultirtorténete cimd konyvében.) A k konstans mértékegysége
cm?/sec, angolul thermal diffusivity a neve.

anyag k (cm”/sec)
eziist 1.71
réz 1.14
aluminium 0.86
ontottvas 0.12
granit 0.011
tégla 0.0038
viz 0.00144

(A tablazat a [2] konyvbdl szarmazik.)

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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A kezdeti feltétel a rid h6mérséklete a r = 0-ban, vagyis u (x,0) = f (x) . A keriileti feltétel
pedig abbdl adddik, hogy a rdd két vége olyan nagy, 0°C-os vizet tartalmaz6 tartdlyokban
van, melyeket a ridbdl &ramlé h6 nem tud felmelegiteni. (Ezért kell, hogy a tartadlyok nagyon
nagyok legyenek.) Tehdt a keriileti feltétel: u(0,t) = u(l,t) = 0. Vagyis

uy = kityy, O0<x<l,0<t
u(0,0) =u(l,t)=0 (3.24)
u(x,0) = f(x)

Ezt a problémat is a Fourier-sorok alkalmazasdval oldjuk meg. (A hovezetés elméletét Fourier
alkotta meg, és a rola elnevezett sorokat pontosan ezen probléma megoldasa céljabol vezette
be 1822-ben.)

Megoldas: A (3.24) egyenlet megolddsat olyan végtelen fliggvénysor Osszegeként
kereshetjiik, amely fliggvénysor tagjaiban a valtozokat szét lehet valasztani:

u(x,t)=Xx)T(t).
Ezt (3.24)-be helyettesitve:
T/ X//
KT~ X

Ez két darab kozonséges differencidlegyenletet ad: 7/ = —AkT = T (1) = Ae T,
Tovabba:

X"(x)+AX (x)=0,0<x<1ésX(0)=X(I)=0.

Ez pontosan az a probléma, mint ami a rezgd hir esetén fordult el6. Amint ott 1attuk, ennek

megoldasa:
. (NT
X (x) =sin <Tx) .

Tehat

u(x,t) = T Ape () u sin (%£x) (3.25)
-, n s 1 ) .

n—=1

feltéve, hogy f (x) = Z An sin (%%x) az f (x) fiiggvény tiszta szinuszos Fourier-sora, vagyis

=2 [ f(0)sin (1) dr (3.26)
0
Az
Uy = Kityy, 0<x<1,0<1)
u(0,6)=u(l,t)=0
u(x,0) = f(x)

problémat tehat dgy oldjuk meg, hogy az f(x) fiiggvényt tiszta szinuszos Fourier-sorba
fejtjiikk a [0,/]-en. (Ezt mdr gyakoroltuk a rezg6 hur esetén.) Innen nyerjik az {A,},_,
egyiitthatokat, majd ezek segitségével felirjuk az u(x,r) képletét az {A, }-nek értékeinek

behelyettesitésével az

N nm\2 TT.
u(x,t) = nZ:llAne*(T) ke sin?

Osszefliggésbe.
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y =20z

100 9

y =200 — 20z

10

3.10. dbra. Egy rud kezdeti hGmérrséklete

36. PELDA Oldjuk meg a

Uy = Kityy,

u(t,0) =u(10,¢t) =

u(x,0) = f(x)

feladatot, ha/ = 10 €és

(0<x<10,0<71)

ha0<x<5

f()— 20x
7Y 200-20x ha5<x<10

Legyen k=1.

Vagyis t = 0-ban a rud kozepén a hémérséklet 100°C-os, és a vége felé linedrisan csokken

0-hoz.
Megoldas:

Tiszta szinuszos Fourier-sorba kell fejteni az f (x) fiiggvényt. Vagyis meg kell taldlni az

{A,},_, értékeket, melyekre f (x)

l
tudjuk, hogy A, = # [ f (x) sin “Zxdx.
0

= E An sin 7= (0 < x <) . A kordbbi tanulmanyainkbdl
n=1

/ 20xsin —xdx += 5 / (200— 20x) sin l—oxdx =

—2sin(%f) +nmcos (1)

= 200 o

Mivel

. nmw
S1In —— =

o= O

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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—2sin(nm) + nmweos (%) +2sin(2)

n?m?
800 . nm
han =4k
han=4k+1
han=4k+2 °’
han=4k+3
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z

18y
Fla) = 800 [ sin i B sin(753)  sin(i55) B sin(57) N
w2 | 12 32 52 72
Haszndlva az T
= nm nmwx
u(x,t)= X Ape (7 ) ki g 172
n=1 [
Osszefiiggést kapjuk, hogz
_ (2k+1)n:)2t
800 & L€ (%5 sin (75(2k + 1)x)
H=—7) (-1 . 3.28

Inhomogén Kkeriileti feltételek esete

Ugyanazt a problémadt tekintjiik mint (3.24)-ben, azzal az egyetlen kiillonbséggel, hogy a
keriileti feltételek a (3.24)-beli u(0,7) = u(l,t) = 0 helyett most u(0,7) = T1, u(l,t) = T»-
re valtoznak. Vagyis a kovetkezd problémat oldjuk meg:

uy = kityy, O0<x<l,0<t
u(O,l‘)ETl és u(l,t)ETz . (3.29)
u(x,0) =h(x)

A megoldés alapgondolata az, hogy amint ¢ — o, a rid hémérséklete bedll egy v(x)
egyensulyi homérséklet-eloszlasra. Ez tehdt nem filigg az id6t6l, vagyis v; = 0. Mivel viszont
v megoldésa a hdvezetés egyenletének, kapjuk, hogy

Ve = v = 0. (3.30)

Vagyis v(x) egy olyan fiiggvény, amelynek masodik derivdltja minden pontban nulldval
egyenld. Igy v(x) csak egyenes lehet. Mivel tudjuk, hogy

v(0) =T ésv(l) =T, (3.31)

ezért kapjuk, hogy

v(x) =T + 270 x. (3.32)

Els6 1épésben nem az ismeretlen u(x,7) fiiggvényt, hanem a
w(x,t) = u(x,t) —v(x) (3.33)
fliggvényt hatdrozzuk meg. Vegyiik észre ugyanis, hogy (3.30)-bdél adéddan

Wi = kWi
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Tovébb4, (3.31)-bdl és (3.33)-bdl kovetkezik, hogy egyrészt
w(0,) =0és w(l,t) =0, (3.34)

masrészt pedig

w(x,0) = u(x,0) —v(x) = h(x) — (T1 + L2 ; d! -x) . (3.35)

Tehat els6 1épésként megoldjuk w(x,7)-re a kovetkez§ parcidlis differencidlegyenletet:

Wy = kWi, O0<x<l,0<t
W(O,l‘)zw(l,t)EO ) (3.36)
w(x,0) = h(x) — v(x) = h (x) — (T1 +2-0 -x)

A (3.25) és a (3.26) képleteket alkalmazva az f(x) = h(x) — v(x) helyettesitéssel:

) 2
w(x,t) = nEICne*(%) M gin 12X

ahol

l
Co=3 [ (h(0) = |13+ B et) ) -sin (1) .
0

Masodik Iépésként (3.33)-et hasznélva felirjuk a keresett u(x,¢) fiiggvényt:
u(x,t) = wix, 1) +v(x).
37. PELDA Legyen

h(x) = 40x, haO0<x<5;
Y71 200, ha5<x<10.

Hatdrozzuk meg azt u(x,t) fliggvényt, melyre

U = Uyx, 0<x<10,0<t
w(0,£) = 0 és u(10,7) = 200 . (3.37)
u(x,0) =h(x)

Megoldds:
Nyilvdn 77 = 0,7, =200 és [ = 10, k = 1. Alkalmazva a (3.32) képletet kapjuk, hogy
v(x) = 20x. Innen a w(x,) := u(x,t) — v(x), és kapjuk, hogy

W = Wiy, 0<x<10,0<1t
w(0,1) =w(10,¢) =0
20x, ha0<x<5; (3.38)

w(x,0) = h(x) —v(x) = { 200 —20x, ha5 <x < 10.
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Ez viszont éppen a 36. Példaban megoldott egyenlet. Innen

((2k+l)n’)2t
800 & 10 “sin ({5(2k+1)x)
wint) = 2o Z (2k+1)? '

Igy

k+D)r\2
800 e_( 10 ) sin (3%(2k+1))
u(x,t) = w(x,1) +v(x) = 20x+ F};(_l)k ) :

3.3.2. Fourier-transzformalt

A kovetkezd probléma megolddsdhoz a Fourier-transzforméltat hasznéljuk, ezért 6sszefog-
laljuk annak definiciéjat, és egyes tulajdonsigait.
Tegyiik fel, hogy az f : R — R fiiggvényre

f fl+r) f( —1)

1. 90 > 0 dgy, hogy az dt integral 1étezik és

2. [ |f(x)|dx létezik.

—o0

Ha az f fliggvény valamely L > O szerint periodikus lenne, akkor felirhatndnk

= km . (k®
f(x) ~ag+ Z aj cos (Tx) + by sin (Tx)

k=1
L
alakban, ahol ay = 21—L [ f(t)dt, és k> 1-re
“L

L L
ay = %/f(t)cos <kfnt) dt, b= % /f(t) sin (%t) dr.
—L —L

Osszevonva:

flx) ~ i Zf(t)dtJrki %Zf(t) (cos (k%x) cos (sz ) +sin (kLﬂ ) sin (l%t))

(3.39)
Alkalmazzuk a cos(a — ) = cosccos B + sinasin B azonossigot minden k > 1-re. Igy
adodik, hogy

L L
1 7: |
f(x)NZ{ k;n{f cos< —z)) dt, (3.40)

S/

Fr(A)
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L
ahol, Ay := 42 és F () := ff( Ycos (A(x—1))dt. Mivel [ |f(t)|dt 1étezik, ezért az els6
L

tag (3.40)-ben tart a nulldhoz, ammt L — oo. Vagyis nagy L-re koriilbeliil:

709~ 2 X Fulh).

Ez pedig nagyon hasonlit az | F;(1)dA kozelit6 6sszegére. Ezért kapjuk, hogy

0
/ /f cos(A(x—rt))dtdA.

—(1=—00

Mivel [ f(r)cos(A(x—1))dt egy pdros fiiggvénye A-nak:

[=—o0

:%/ /f(t)cos(l(x—t))dtd?t. (3.41)

l:—oot:_‘x’

Hasonl6 okokbdl (Cauchy-féle f6érték értelemben):

1
o / / £(t)sin(A(x—1))drdA = 0. (3.42)
lf—oot_—oo
Ez azt jelenti, hogy
1 ¥ b
Jim - / J_f@sin(a(x=0)dr dr =0.
A=—N

Nevezetesen, a

A— / )sin (A (x—1t))dt

fiiggvény (A-ban) pératlan fiiggvény, ezért minden olyan tartomanyon, amely szimmetrikus
az origora, ezen fiiggvény integralja egyenld nulldval. Az un. Euler-formula szerint

e = cos(y) +isin(y),

ahol i az imagindrius egység, vagyis i =/ —1. Alkalmazzuk ezt y = A(x —t)-re abban az
egyenletben, amit ugy kapunk, hogy az (3.41)-hez hozzdadjuk az (3.42)-egyenlet i-szeresét.
Kapjuk, hogy

(o] [}

flx) = %/ /f )e* D drd,

A,——oot—*oo

1 .
= 5 / f f()e dr -e*da.
[—=—c0
A=—oco
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A fenti képletben a sziirke fiiggvényt, vagyis a

[e]

FIAQ) = [ fie ™

[—=—o
fuggvényt az f fiiggvény Fourier-transzformaltjanak hivjuk.
A Fourier-transzformalt tulajdonsagai:
(a) F[f](A) korlatos, folytonos fiiggvény az R-en.

() lim F[f](2) =0

A|—soo

(c) Ha f’ folytonos és Tf’ (x)dx < oo, akkor F[f'](A) = iAF[f](A), és igy Vn-re

F [ f<n>] (A) = (IA)" F[f] (A) teliesiil, ha £ folytonos, és [ ) (x)dx < oo.

Legyen f : R — R folytonos (ez nem feltétleniil sziikséges, most csak azért tessziik fel,

mert Lebesgue-integralt még nem hasznéltunk), tovabba [ |f (x)|dx < eo. Az f (x) Fourier-

transzformdltja: F [f](A) =g(A) = Ofo f(t)e Hdr.

3.3.3. Hovezetés végtelen hosszi ridban

Ebben a fejezetben kovetjiik a [3, 8. fejezet] gondolatmenetét. Az egyszerliség kedvéért
legyen u) = kull., ahol k = 1, igy

u, = ull, —c0 < x<o0ést >0

u(x,0) = f(x)
Tegyiik fel, hogy a [ |f(x)|dx, [ |f'(x)|dx és [ |f”(x)|dx improprius integrdlok mind

léteznek (f € C? (R)). A feladat megolddsat azon u(x,r) fiiggvények korében keressiik,
melyekre u € C? és

(i) VxeR-re [ |u(x,0)|dx; [ |u(x,0)dx; [ |ul, (x,1)|dx < oo.

(ii) Az u; (x,t) figgvénynek minden [0, r| intervallumon van egy (z-t8l fiiggetlen) integral-

haté majorénsa, g (x), azaz |u; (x,1)| < g(x) és [ g(x)dx < oo.
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Megoldds:
Vegyiik az u, = u}, mindkét oldaldnak x-szerinti Fourier-transzforméltjat: v(A,7) =

[ u(x,t)e ™ dx = F [u] . Ezzel

—o00

Flu) = /ut (x,1) e M dx = %/u(x,t)e_i’lxdx:v; (A,1);

ehhez kellett a fenti (ii) feltétel az u (x,t)-re. Mivel F[u”] = —A?v(A,t), igy megkapjuk
VA-ra a r valtozot tartalmazé kozonséges differencidlegyenletet (a t véaltozéban) és a kezdeti
feltételt:

V(A1) = =A% (A,1)

v(4,0) = _fwf (x) e *¥dx

Ezen Cauchy feladat megolddsa: (miként azt az A3 targyban tanultak):

(oo}

p(Ayt) = e A / F) e dx=eME[f] (1),

—o0

2
El6z6 tanulmédnyainkbdl (A2) tudjuk, hogy F [e_“xz} = \/ge_%a. Aza= ﬁ helyettesitéssel
kapjuk a kovetkezot:

2
e 4

27t

F (L) =e?1,

Ezt felhaszndlva, a v(A,1) = e ' [ f(x)e **dx = e *"'F [f](A) szdmoldsdndl adédik a

kovetkez6:
FId() =v(0) = F | S| ML) =F | T f ()]

ahol konvoliicié [hxg|(x) = [ h(u)g(x—u)du.

Tehat
1

u(x,t)= e e_%f(x—v)dv.

Tehét a Fourier-transzformalt segitségével a parcidlis differencidlegyenlet megoldasat kozon-
séges differencidlegyenlet megolddsara vetettiik vissza.
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3.4. Laplace-egyenlet

Ebben a fejezetben a a [2, 10.8. fejezet] modszerét kovetjiik, ahol tovabbi érdekes példak
taldlhatok. A hdvezetés egyenlete a sikon:

up = k(txx + tyy). (3.43)

Ha létezik egyensilyi éllapot, vagyis olyan helyzet amihez a hémérséklet-eloszlds tart,
amikor ¢ — oo, akkor az egy olyan u(x,y) fiiggvény, amely nem fiigg az id6tdl, tehat erre
az egyensulyi allapotra u, = 0 teljesiil. Ekkor viszont ( )-bdl

Uyy + Uy = 0. (3.44)

Ezt az egyenletet hivjuk Laplace-egyenletnek és, mivel a fizikdban szdmtalanszor el6fordul,
ezért van egy mdsik neve is. Nevezetesen a (p23) egyenletet potencidlegyenletnek is hivjak.
Mivel ebben az egyenletben nincs id6t6l fiiggés, ezért nincs is értelme kezdeti feltételrdl
besz€lni. Keriileti feltételre ellenben sziikség van. Vagyis olyan feltételre, amikor azon
tartomanynak a hatdran, amin az egyenletet vizsgaljuk, eldirjuk a fiiggvény bizonyos tipusu
viselkedését. Ez két féle lehet:

1. Ha a tartomdny hatdrdn az u(x,y) értékeit irjuk eld, akkor Dirichlet-problémat oldunk
meg.

2. Ha a tartomdny hatardra mer6leges derivaltat rjuk eld, akkor Neumenn-problémardl
beszéliink.

Ha a tartomdny hatdra és ezen keriileti feltételek koziil barmelyik bizonyos (nem til
szigoru) feltételeknek megfelel, akkor a ( ) egyenletnek és ezen keriileti feltételnek eleget
tevé megoldasa 1étezik, és a megoldds egyértelm.

3.4.1. Dirichlet-probléma téglalapon

Adott a kovetkezd téglalap:
T={(x,y):0<x<aés0<y<b}=10,a] x [0,b].

Ebben a fejezetben a ( )
U +uy =0, (x,y)eT.

egyenletet akarjuk megoldani azzal a feltétellel, hogy az u(x,y) fuggvény értékei a T téglalap
hataran el6 vannak irva (1. abra)

Vagyis
Uty =0, 0<x<a, 0<y<b
u(x,0)=fi(x) 0<x<a
u(a,y)=fo(y) 0<y<b : (3.45)
u(x,b)=fi(x) 0<x<a
u(0,y) = fa(y) 0<y<b
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fay)
fa(y)

u(0,y)
u(a,y)

u(w,0) = fi(z)

3.11. dbra. Dirichlet-probléma téglalapon

i

u(a,y) =0
u(a,y) = fo(y)

o

b b

_ .=

Il | =

= ERA

S s =

S 3 <

s

0 0
uw(z,0) =0 a u(z,0) =0 @

3.12. abra.
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Ezt a problémat megoldhatjuk ugy, hogy megoldunk négy egyszerlibb problémat. Neve-
zetesen, tekintjiik azt a négy esetet, amikor a keresett fiiggvény a téglalap valamely harom
oldaldn nulla, vagyis csak az egyik oldalon nulldtdl kiilonb6zs. A abran lathat6 ez a
négy probléma. Megoldjuk ezen négy problémat, és az igy kapott megolddsok 0sszege adja
a (3.45) probléma megoldasit. Tehat itt most elég ha megmutatjuk, hogyan kell a (3.45)
egyenletet megoldani, amikor a téglalap harom oldaldn a keresett fliggvény nulla. Példaul
megoldjuk a abra jobb fels6 rész dbrdjadnak megfeleld egyenletet:

Uty =0, 0<x<a, 0<y<b

u(x,0) =0 0<x<a
u(a,y) = fa(y) 0<y<b : (3.46)
u(x,b) =0 O<x<a

u(0,y) =0 O0<y<b

A megoldds a valtozOk szétvilasztisinak korabban mar kétszer is latott médszerével
torténik, a tiszta szinuszos Fourier-sorfejtés alkalmazasdval pontosan ugyanazt a gondolat

menetet kovetve, mint a fejezetben. Itt most nem részletezziikk a levezetést. Az
érdekl6dd olvasé megtaldlja a [2, 641. lapon]. A ( ) probléma megoldésa tehat
- nm nmw
u(x,y) ,121 sinh  —=x ) sin { -y (3.47)
ahol
b
b 2 (/f()ﬁn(ny>d (3.48)
= — niw— . .
" b-sinh (nn’%) o 2V »)
y:

Az x és y valtozokat (tehat az a és b-t is) felcserélve kapjuk, hogy az

Upetuyy =0, 0<x<a, 0<y<b
u(x,0)=0 0<x<a

u(a,y)=0 O0<y<b (3.49)
u(x,b) = f3(x) 0<x<a
w0,)=0  0<y<b

probléma megoldésa:
u(x,y) = 2 cp sinh (— > sin (mr—) (3.50)
7y o n y ) .

ahol

a

Cn ;/ﬁ(x)sin <n7r2> dx.

T 4-si b
a-sinh (mr “>x:0
Hasonl6 levezetés eredményeként adédik, hogy a

Uty =0, 0<x<a,0<y<b
u(x,0)=fi(x) 0<x<a

u(a,y) =0 O<y<b (3.51)
u(x,b) =0 O<x<a
u(0,y)=0 O<y<b
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probléma megoldésa:

Z a, sinh ( )) sin (n;rx> , (3.52)
ahol

an——/fl sin (n7> )d (3.53)
asinh (n7r

Az x, y és az a, b cseréjével kapjuk, hogy a

Upe tiyy =0, 0<x<a, 0<y<b

u(x,0)=0 0<x<a
u(a,y) =0 0<y<b (3.54)
u(x,b) =0 O<x<a
u(0,y) = faly) 0<y<b
probléma megoldésa:
u(x,y) = ’;dn sinh (%(a —x)) sin <%y> , (3.55)
ahol
—_— d 3.56
bs1nh / Jay)sin nﬂb) Y (3.56)

Tehat a (3.45) probléma megoldédsat megkapjuk, mint a (3.47),(3.50),(3.52) és (3.55)
formulakban adott fiiggvények Osszegét.
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4. fejezet

Vektoranalizis

4.1. Vektorterek

38. PELDA Forgassuk a teret a z tengely korill @ szogsebességgel! (Ez % koriilfordulast
jelent masodpercenként.)

Ekkor a tér egy P pontjdnak a palydja egy xy-sikkal parhuzamos kor. Ha F (P) a P pont
sebességvektora, akkor amint a fizikdban tanultuk:F (x,y,z) = (—@y, ®x,0), ha P (x,y,z).
Ez egy tdgynevezett vektorteret definidl. Vagyis a tér minden egyes (x,y,z) pontjdhoz
hozzérendeliink egy vektort az (x,y,z) — (—®x, @y,0) szabéllyal.

39. PELDA Legyen f (x,y,z) = xyz (vagyis f ‘R?® — R). Ez NEM vektortér, hiszen az f a tér
minden pontjanak egy szamot, (xyz)-t feleltet meg. Az ilyen fiiggvényeket skaldrtérnek is
hivjuk. Azonban a grad(f) mar egy vektortér, hiszen grad(f) : R? — R3. Nevezetesen
grad(f) (x,y,z) = (yz,xz,xy). Az F = grad(f) (ahol f:R> — R ) alaki vektortereket
gradiens vektortereknek hivjuk.

A tovéibbiakban gyakran hasznéljuk az
r=(x2) @.1)

jelolést, azaz r jelenti az altaldnos (x,y,z) pont helyvektorat. Ezt azért vezetjiik be, hogy
bizonyos vektorterek felirdsa egyszeriibb legyen. Az r hosszat r-rel jeloljiik. Tehat

r=r|=vx24+y*+22

Legyen P egy egységnyi tomegi pont, melynek koordinétdi (x,y,z) és az origéban a Fold
kozéppontja, M legyen. Hatdrozzuk meg azt az F (P) erst, amellyel az M vonzza a P-t.

Newton térvénye szerint F (P) irdnya a PM iranya és az F (P) hossza forditva ardnyos
r*-tel. EbbGl F (r) = —k%, kovetkezik, ahol k > 0. Vagyis

kx . kg )

F(x,y,z):< 3 37 3
(x2+y2+Z2)2 (x2+y2+Z2)2 <x2+y2+Z2)2

Az ilyen vektortereket er6tereknek is hivhatjuk.
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>

4.1. dbra. z-tengely koriili forgatas

0

TN
\
: \\\

4.2. abra. Egy altalanos vektortér

(z,y,2)

T Y

4.3. abra. Az r(x,y,z) := (x,y,z) vektortér

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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4.4. abra.

4.5. abra.

Forditva: Ha adott egy F : R® — R3 vektortér, akkor ezt felfoghatjuk, mint egy térben
araml6 folyadék sebességterét vagy mint valamiféle erSteret. Ez segiti a szemléletet, mert
ennek a vektoranalizis fejezetnek minden része fizikai indittatasu.

Két alapkérdést fogunk megvalaszolni:

1. Kérdés: Adott egy 7 irdnyitott gorbe a térben és egy er6tér, F. Hogyan szamolhatjuk ki
a 7-an futé pontnak az er6tér ellenében végzett munk4djat? (Vagy a ponton az erdtér altal
végzett munkat?)
2. Kérdés: Adott egy F -sebességtér szerint draml6 folyadék (id6ben allandd). Kérdés:
Mekkora egy % feliileten idGegység alatt dtaramlé folyadék térfogata?

Ezt a térfogatot definicid szerint az F-nek a .% -re vonatkoz6 fluxusdnak hivjuk.
A fenti /. kérdésre a vonalmenti integral, mig a 2. kérdésre a feliilletmenti integral segitségével
adjuk meg a vélaszt.

4.2. Vonalmenti integral

Adott egy 7y irdnyitott gorbe, melynek paraméterezése: r (1) = (x(¢),y(¢),z(t)),a <t <b
és F : R® — R>. (Minden komponensfiiggvény minden parcidlis derivaltja létezik, és kétszer
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4.7. abra.

folytonosan derivadlhat6 a y egy kornyezetében.) Ezek a feltételek a ,,Vonalmenti integral”
fejezetben mindig teljesiilnek.

22. DEFINICIO Az F erétér dltal a Y-dn A-bol B-be mozgo ponton végzett munkdt
vonalmenti integrdlnak nevezziik (pontosabban az F vonalmenti integrdljdnak a y-dn. Jele:

[ F (r)dr.
Y

Tehat a matematikdban a vonalmenti integrdl az a mennyiség, ami a fizikdban tanult
munka fogalmanak felel meg.

Hogyan szamoljuk ki a munkat?

Munka = (elmozdulés irdnydba es6 erd)-(elmozdulas).
Elsé lépés: Tegyiik fel el6szor, hogy a y gorbe egy egyenes AB szakasz, az F erdtér pedig
minden pontban egy konstans Fy ero.

A

Ekkor az Fy-nak az 1@ irdnydba es6 merdleges vetiiletvektora: 130@. Ez az elmozdulés

tankonyvtar.ttk.bme.hu Simon Karoly, BME
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4.8. abra.

irdnyéba esd er0, szorozva az elmozduldssal: ‘E‘—vel, adja a munkat, ami

W:FO

b = Ry

Ly
5]

Mdsodik lépés: A munka kiszdmitdsa dltalanos y gorbe és dltalanos F vektortér esetén:
Ezt a problémat az els6 1épésben targyalt esetre visszavezetve oldjuk meg. Felosztjuk a
Y gorbe [a,b] paraméter-intervallumdt n részre, a =19 <t} < -++ < t,_1 < t, = b dgy, hogy

max {f; —t;_1} — 0 teljesiiljon.
1<i<n n—oo

Minden 1 <i < n -re legyen P, az a pont, melynek helyvektora r(#;). A y gorbének a
(P—1,P;) ivét a Ar; = P,_1 F; vektorral helyettesitjiik. Ezen a Ar; szakaszon alkalmazva az
els6 pont eredményét Ar; - F (r(;_1)) a végzett munka kozelitSleg, ha az F-et konstansnak
tekintjiik a Ar;-n. Tehat nagy n-re a#;_; t; paraméterekhez tartozo r (#;_),r (#;) iven végzett
munka kozelitSleg: F (r(t;_1)) [r(t;) —r (tio1)] = F (r (ti-1)) ¥ (ti—1) (t; — t;_1) . Ezeket 6ssze-
gezve a munka:

n o _, b
W= lim ¥ F(r (1)t (6i1) (6 —ti1) = [ F (x(0))E(2)dr.
n—eoi_1 a

Tehat azt kaptuk, hogy az [ F (r) dr vonalmenti integralt a kovetkezSképpen szamithatjuk
Y
ki:

24. TETEL

40. PELDA Legyen F (x,y,z) = (x,yz,y) és ¥ paraméterezése: r(t) = (¢,12,£3) 0 <t < 1 (L.
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tér

Ari

0o=a t1 ty tio g L= szdmegyenes
n -

4.10 4bra). Ekkor

1

/ —0/1<t,t5,t2> (1,2¢,3 )dtz/ t+2t +3t )dt

0
Fe(e) £() (4.2)
[, 20,3, 1_1+2+3_97
27 5], 2 7 5 70

A megoldés folyaman el6szor lokalizaltuk az F-et a y-ra, F (r(r))-t kiszamoltuk. Ez
tgy torténik, hogy az F (x,y,z) = (x,yz,y) képletében a jobb oldalon Vx helyébe az r(r)
els6 komponensfiiggvényét, 7-t irjuk, Vy helyébe az r (1) masodik komponensfiiggvényét, 1>-t
frjuk, Vz helyébe az r (¢) harmadik komponensfiiggvényét, £>-t frjuk.

F(r(r)) = (t,62-£2,1%), majd az ¥ (¢)-t kiszdmitjuk: ¥ (r) = (1,2¢,3¢%). Ezutdn meghatd-
rozzuk az F (1) - i (¢) skaldris szorzatot, ami egy 7-t3l fiigg6 valds értékii fiiggvény, és ezt a
szokdsos médon kiintegraljuk az [a,b]-n

4.2.1. Vonalintegral fiiggetlensége az ittol

A kérdés az, hogy milyen feltételek esetén lesz igaz, hogy rogrzitett A és B pontok esetén
az A és B-t 0sszekotd barmely két gorbére az F vektortér vonalmenti integrdlja megegyezik,

tankonyvtar.ttk.bme.hu Simon Karoly, BME
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4!

- 3

4.11. abra.

vagyis a munka fiiggetlen az 1ttél, csak az er6tértdl és az elmozdulds A és B végpontjaitdl
figg?

23. DEFINICIO Azt mondjuk, hogy egy F vektortér konzervativ, ha az F gradiens vektortér.
Vagyis F = grad f valamely f: H C R?> — R fiiggvényre, ekkor az f fiiggvény az F vektortér
potencidlfiiggvénye.

24. DEFINICIO Azt mondjuk, hogy az F vektortér vonalmenti integrdlja fiiggetlen az uttdl,
ha bdarmely A és B pontokra és ezeket 0sszekotd bdarmely két i Y, irdnyitott egyszeri
gorbeivekre, melyek kezdopontja A és végpontja B

/f?(r) dr = /ﬁ(r) dr 4.3)

4l 12
teljesiil feltéve, hogy a vy, és Y, végig az F értelmezési tartomdnydban halad.

3. MEGJEGYZES Vegyiik észre, ha az F' vonalmenti integralja fiiggetlen az ttt6l, akkor ¥

zért y gorbére [ F (r)dr =0, hiszen [F (r)dr = [F (r)dr— [ F (r)dr=0.
Y Y N 12

Ebben a fejezetben az a célunk, hogy taldljunk olyan feltételt, amely segit annak eldonté-
sében, hogy egy adott vektortér vonalintegralja fiiggetlen-e az uttél. Ehhez nélkiilozhetetlen
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= 0
A/‘7 A\\j A Y

(
N\ e

e

Y v B
7
4.12. abra.

a kovetkez6 fogalom bevezetése és annak tanulmédnyozdsa:
25. DEFINICIO  curl (ﬁ) vagy rot (ﬁ) definicioja:

(a) Ha F:R? - R? egy sikbeli vektortér, akkor — ha F = (F,F) — az F rotdcioja:
rot (ﬁ ) = % — aa—Fyl Néha azt irjuk, hogy curl (F > a rot <F ) helyett. A curl (F >

vagy rot <ﬁ ) (ugyanazt jelentik) értéke tehdt sikbeli vektortér esetén egy valos szdm.

(b) HaF :R3 — R egy térbeli vektortér, akkor — ha F = (Fi,F> F3) —a curl (ﬁ) = rot (ﬁ)

egy vektor:
i j k
cwrd (B =rot (B = | 2 2 2 |_ 8F3_8F2.8F1_8F3'8F2_8F1
dx oy oz dy dz dz dx dx dy )
F F F

41. PELDA A z tengely koriil @ szogsebességgel val6 forgds sebességtere: F (x,y,z) =
(—wy, mx,0) . Ennek roticidja:

i J Kk
7 d d )

rot (F) = Ix Jy 9z = (0,0,2(0),
—wy owx 0

tehat a z tengellyel parhuzamos és felfelé mutat6é 2 hosszu vektor.

42. PELDA F (r) = =X a gravitdci6s vektortér, ahol k > 0 valés szam. Kérdés a curl (f’ )

=3
értéke.
Megoldas:
r —k —k —k
F (XJ; Z) = = 3 - 3 < 3 ’
(x2+y2+22)2 (x2+y2+22)2 (x2+y2+22)2
i i k
S 9 9 9
rot (F) = ox dy dz
—kx —ky —kz

3 3 3
(2+y2+22)2 (242422)2 (2 y2422)2
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4.13. abra.

3( (P +y*+2%)
Diszkutélva a fenti két példat l4thatd, hogy a rotéaci6 az orvényléssel kapcsolatos, hiszen
a gravitcios vektortérnél a masodik példdban minden vektor az origd felé mutat. Itt nincs

5
2) k(yz—yz, —xz+zx, xy —xy) =(0,0,0) = 0.

orvénylés, ezért a rot F ) = 0. Mig a forgémozgast leir6 elsé példabeli vektortér rotacidja
nem tiinik el sehol sem.
43. PELDA F (x,y) = (—y, wx), ez az o szogsebességli origo koriili forgds sebességtere az

xy sikban. curl (ﬁ) =0+0=20.

44. PELDA Legyen f : R? — R tetszSleges, kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény
és F = grad (f). Ekkor

i j k
2\ | 0 d d 1/ 1/ 1 /" 1/ 1/ o
rot <F> —| 9x dy Iz 2y Iy Jxz T Jzo Jyx T Jxy =0,
/ / / —_—— N ——
fx fy fZ 0 0 0

mivel a vegyes parcidlis derivédltakndl a derivdlds sorrendje felcserélhetd. Tehdt azt a
nagyon fontos megallapitast tettiik, hogy konzervativ (gradiens) vektortér rotaciéja MINDIG
azonosan a ZERUSVEKTOR!

25. TETEL Egy F vektortér vonalmenti integrdlja akkor és csak akkor fiiggetlen az ttol,
ha F konzervativ.

Tehat a f6 probléméank az, hogy megtaldljuk azon vektortereket, melyek vonalmenti
integrdlja fiiggetlen az utt6l. Ez megoldddik, ha megtaldljuk a konzervativ vektortereket.
Maradt tehét a kovetkezd kérdés:

Adott egy F vektortér. Hogyan dontjiik el, hogy konzervativ-e?

A valaszt a curl-teszt adja. A védlasz nem ,,akkor és csak akkor” tipusu, hanem elégséges,
de nem sziikséges feltételt ad. Az itteni curl-tesztnél 1étezik erésebb éllitds, amely viszont egy
bonyolultabb fogalmat tartalmaz, nevezetesen az egyszeresen Osszefiiggd halmaz fogalmat.
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4.2.2. Curl-teszt a sikban

Adott egy F : R? — R? sikbeli vektortér, F = (F|, F).

pays

I. Ha a curl (F" > akdrcsak egyetlen pontban is z€rustol kiilonb6zo értéket vesz fel, akkor F
NEM konzervativ.

II. Tegyiik fel, hogy curl (ﬁ ) =0.

o L i R, OF OF, OF
A eset: Az F minden komponensfiiggvényének parcidlis derivéltja: 51, 52, a—yl, a_y2 a sik

MINDEN pontjdban definidlva van. Ekkor az F konzervativ.

B eset: Van olyan pont, amelyben legaldbb az egyik parcidlis derivalt nem definiélt. Ekkor
a teszt nem mond semmit, tehat ekkor a curl-teszt inconclusive (hatastalan, nem mond
semmit). Lehet, hogy az F' konzervativ, de az is lehet, hogy nem.

4.2.3. Curl-teszt a térben

Adott egy F : R® — R? vektortér a térben, F = (F F3, F3).

7 7

I. Ha a curl (ﬁ ) akarcsak egyetlen pontban is zérustdl kiilonbozo értéket vesz fel, akkor az

F NEM konzervativ.
I1. Tegyiik fel, hogy curl (F" > =0.

A eset: Ha mind a kilenc parcidlis derivalt: %, %, %, %, ,% értelmezve van
dx’ dy’ dz’' Oox dz

minden pontban, kivéve esetleg véges sok pontot, akkor az F konzervativ.

B eset: Ha a fenti kilenc parcidlis derivalt koziil legalabb egy nincs értelmezve végtelen sok
pontban, akkor a curl-teszt inconclusive, tehat az is lehet, hogy az F' konzervativ, de az
is, hogy nem. A curl-teszttel ezt nem tudjuk eldonteni.

45. PELDA Legyen F (x,y) = ()ﬁyz, ﬁ) Ekkor F egy sikbeli vektortér. curl (f’ ) =0,
de F nincs értelmezve az origdban, igy a II/B eset all fenn, vagyis a curl-teszt inconclusive.

46.PELDA F : R* — R F(r) = -—k&5.  Mdr  beldttuk, hogy
curl ([7’ ) = 0. Az egyetlen pont, ahol F nincs értelmezve, az origd. Az 0sszes tobbi pontban

mind F, mind a kilenc parcidlis derivalt értelmezve van, igy az F' konzervativ.
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4.2.4. Potencialfiiggvény meghatarozasa

Ha F egy konzervativ vektortér, akkor van potenciélfiiggvénye, vagyis létezik f : R> — R,
amire F = grad (f). A potencidlfiiggvény meghatdrozdsét egy konkrét példdn mutatjuk be.

47. PELDA F (x,y,z) = (144y+ 5z, 2+4x, 3+ 5x). Ekkor
i J k
curl (F): 2 2 2 |=0,00=0
14+4y+5z 2+4x 3+57

Masrészt az Osszes parcidlis derivalt mindeniitt értelmezett, igy az F' konzervativ a curl-teszt

szerint. Tudjuk, hogy fi =1+4y+5z= f(x,y,2) = [ (1 +4y+5z)dx+ g (y,z) =x+4xy+
5xz+ g (y,z). Masrészt

d
[y =2+4x= = (x+4xy+5xz+ g (v,2)) = 4x+ g, (x,y),

dy
vagyis
4x+g,(12) =2+4x =g, (,2) =2 = g(y,2) =2y +h(z).
Tehat
f,y,z) =x+4xy+5xz+2y+h(z).
Igy, mivel
fi=3+5x=5x+Hh(z2) =3+5x=H (z) =3=h(z) =3z+c,

ezért

f(x,3,2) = x+4xy+ 5xz+2y+3z+c.

7 7z

(Az el6z06 feladatot taldlgatdssal is megoldhattuk volna.)
48. PELDA F (x,y,2) = <J#yy2, ;ﬁyﬁ —4). Kérdés, hogy konzervativ-e F?

Megoldds: curl (F“ ) =0, ez trividlis! Azonban az F nem definidlt a z tengely pontjaiban,

tehat végtelen sok pontban, igy a II/B eset all fent, a curl-teszt tehat nem segit! Legyen y az

x? +y? =1 és z = 12 kor, amely a pozitiv irdnyba irdnyitott. Szamitsuk ki [ F (r) dr értékét!
Y

Ha kideriil, hogy [F (r)dr 0, akkor ebbdl adédik, hogy F nem konzervativ. Tanultuk
Y

ugyanis (. 3. Megjegyzés), hogy konzervativ vektorterek zart gorbén vett vonalmenti
integrdlja zérus. A 7y paraméterezése: x(t) = cost, y(t) = sint, z(t) =12 és 0 <t < 2m;

vagyis: r(t) = (cost, sint, 12). Tehat: F (r(t)) = (%i“’,%“,—4 ), I (t) = (—sint,cost,0).

2r 2n

F(r(t))-#(t) =sin’t+cos’t = 1. [F(r)dr= [ F(r(t))-t(t)dt = [ 1dt = 2m # 0. Teht
Y 0 0

[F(r)dr #0, igy az F nem konzervativ.

Y
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A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy konzervativ vektortér esetén két pont kozotti
elmozdulds sordn végzett munka a pontencidlfiiggvény ezen pontokban vett értékeinek a
kiilonbsége.

26. TETEL Legyen F:R - R3 egy minden pontban értelmezett gradiens vektortér.
Nevezziik az F potencidlfiiggvényét f-nek. Tehdt F = grad(f). Legyen y egy girbe, melynek
kezddpontja A és végpontja B. Ekkor

[ Fwdr =) fa).
Y

BIZONYITAS Legyen a y egy paraméterezése r(t), a < t < b. Tekintsiik a

8(1) = f(r(r))

figgvényt. Mivel ez egy R — R folytonosan differencidlhato fiiggvény, alkalmazhatjuk ra a
Newton—Leibniz-tételt. Felhaszndlva, hogy

(1) = grad (1) (x(1)) - (0) = F(x(r)) - £(0),
b b
1(B) = 1(A) = g(b) - gla) = [ g (dt = [ Fx(e))-v(r) = [ Fxyar.
a a Y

49. PELDA Legyen a y gorbe adva az r (t) = (¢, 21>, 3r*) paraméterezéssel, ahol 0 <7 < 1,.
Szamitsuk ki az [ F (r) dr értékét, ha
Y

F (x,7.2) = grad(e" 1))

Megoldds: A vy gorbe az origét koti ossze az A (1,2,3) ponttal, és az F potencidlfiiggvénye:
f(x,y,z) = e+ Tehat

/ﬁ(r)dr:f(l,z,s)—f(o,o,O) —e¢ —e.
Y

4.3. Feliiletmenti integral

Legyen .7 egy elemi feliilet és r :T — R egy paraméterezése .%-nek. Legyen tovabba F:
R? — R3 egy vektortér, ami legaldbb kétszer folytonosan differencialhaté. Képzeljiik el, hogy
egy folyadék tigy aramlik, hogy a tér barmely P pontjaban F (P) a folyadék sebessége minden
idSpontban. Az .7 feliiletet irdnyithatjuk vagy az r], X r,, vagy a —r|, X r, normdlvektorral.
Ezaltal a feliilet irdnyitott feliiletté valik.

A feliilet irdnyitasat gyakran ugy adjuk meg, hogy azt mondjuk: a feliiletet irdnyitsuk a
,»felfelé mutaté normdlissal” (amikor az egyéltalan értelmes). Adott tehat egy irdnyitott %
feliilet, €s meg akarjuk hatdrozni az .%-en (az irdnyitas iranydban) idGegység alatt atfolyd
folyadék elgjeles térfogatat.
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I8

[S3

4.15. abra.

26. DEFINICIO Az % -en iddegység alatt dtfolyd, az F sebességtér szerint dramlo folyadék

térfogatdt az F vektortér F -re vert feliiletmenti integrljanak vagy fluxusanak hivjuk, és
[[ FdA-val jeléljiik.

]{hdt:

— ha a fluxus pozitiv, akkor a feliilet irdnyitdsanak irdanydba tobb folyadék folyik;

— ha a fluxus negativ, akkor az irdnyitdssal ellentétes irdnyba folyik tobb folyadék;

— ha a fluxus zérus, akkor ugyanannyi folyadék folyik az irdnyitdssal egyezd és azzal

ellentétes irdnyba idbegység alatt.

Kérdés: Hogyan szémolhatjuk ki a fluxust?

1. 1épés: Tegyiik fel, hogy F egy konstans vektortér, F = Fy és .7 egy paralelogramma,
melyet az d és b vektorok feszitenek ki és az @ x b-vel iranyitott:

Az F felilleten az @ x b irdnydba idGegység alatt atfolyé folyadék az dbran lathatd
paralelepipedont tolti ki. Tehét az F-nek az .%-re vonatkoz6 fluxusa ezen paralelepipedon
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. J

N

Uq un + Au U

4.16. abra.

térfogata, ami alapteriilet X magassdg. Az alapteriilet: . teriilete= ‘Ez’ x b, a magassag: Fo-

axb

nak az d x b-re vett merGleges vetiilete, ami F - axE
a

E Ezekbdl a paralelepipedon térfogata:

axz‘-ﬁo-éig — Fy-(@xB).

Vagyis, ha F = Fy konstans, és .% egy Zi,B dltal kifeszitett @ x b-vel irdnyitott paralelog-
ramma, akkor [[ FdA = Fy-(d x D).
F

2.0épés: Fluxus dltaldnos F-re és .F -re:

Az 7 feliilet egy paraméterezése: r:T — .%#. Koordinata-vonalak segitségével kicsiny
darabokra, elemi részekre particiondljuk a feliiletet. Két kozelitést alkalmazunk, melyek
hatdsa eltinik, ha a feliilet ezen felosztdsat minden hatdron tdl finomitjuk.

Az elsd kozelités az, hogy az dbran feketével satirozott elemi feliiletdarab helyett az érintd
sikban neki megfeleld paralelogrammat tekintiink.

A mdsik kdzelités az, hogy ezen a paralelogramman az F-et konstansnak, F = F (r (ug,vo))-
nak vessziik, igy alkalmazhatjuk az 1. 1épés eredményét. Ha az els6 dbra elemifeliilet-darabjat
kinagyitjuk, akkor ezen az elemifeliilet-darabon az 1. 1épés eredményét alkalmazva latjuk,
hogy kozelitdleg

F (r(ug,v0)) - (ry X 1) Aulv. (4.4)

A fluxust az egész feliiletre ugy kapjuk, ha az elemifeliilet-darabokra vett fluxusokat

Osszegezzik €s Au, Av — 0. Vagyis

ﬁdA’ = 1 Zﬁ . / , A A
// AmlAnVl_m (r (ug,v0)) - (¥, x ) Autsy
7

_ / / F(r(u,v)) - (¥, x ) dudv,

4.5)
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vo + Av ‘ . )

.

Un un + Au U

4.17. abra.

4.18. abra.
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feltéve, hogy az .# az r], x r,-vel van irdnyitva.
Ha az % -et a — r], X r,-vel irdnyitjuk, akkor

JZ/FdA: —Z/F(r(u,v)).(r;xr’v)dudv,

Fontos specidlis eset: Ha az F vektortérnek a .% feliilet minden pontjaban a feliilet
normélisara es6 merdleges vetiilete ugyanaz a szam,

i

(p)-m(p) =g,
akkor

/ FdA = q- felszin(.F). (4.6)
s
Ez alkalmazhat6 példdul, ha az .# egy sikidom, és az F vektortér konstans.
50. PELDA Legyen .# az a feliilet, melynek egy 7 : 0 < u < 3,0 < v < | paraméterezésére
r(u,v) = (u+2v,—v,u?+3v) és az F-et a felfelé mutaté normalissal irdnyitjuk. Legyen

F (x,y,2) = (xy,2x+7,2) .
Kérdés: [[FdA =?
F

1. 1épés: Az F-et lokalizdljuk az .% feliiletre, azaz az F (x,y,2) = (xy,2x+y,z) képlet jobb
oldalan taldlhaté minden x helyébe u + 2v-t, minden y helyébe —v-t €s minden z helyébe
u? + 3v-t frunk. Igy kapjuk, hogy

F(r(u,v)) = ((u+2v) (=v),2(u+2v) —v, u2+3v) .
Innen F (r (u,v)) = (—uv—2v2,2u+3v,u*+3v).

2. 1épés: Meghatdrozzuk a normalis vektort. Ehhez kiszamitjuk az

i j ok
roxrl=|1 0 2u|=2ui+(4u—3)j—k
2 -1 3

vektoridlis szorzatot. Mivel a k egyiitthatdja negativ, ezért az r), x r, lefelé mutat, tehét
a keresett normdlis: n = —r), x r, = (—2u,3 —4u, 1).

3. 1épés: Kiszamitjuk az F (r (u,v)) - n skaldrszorzatot: F (r(u,v))-n =2uv + 4uv? + 6u +
3y — 8u? —duv +u” 4 3v.

. 301
4.1épés: [[FdA = [ [ 4uv?+2uv—Tu*+6v+6u—4uvdvdu=--- = —21.
F u=0v=0

Ez azt jelenti, hogy idGegységenként 21 egységgel tobb folyadék aramlik az .%-en
keresztiil ,,lefelé”, mint ,,felfelé”.
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51. PELDA Legyen A(1,0,1); B(1,1,1); C(2,0,3). Legyen .# az ABC haromszdg, és
irdnyitsuk .# -et a ,,lefelé” mutat6 normdlissal. Legyen tovabba F = (5,4,3).
Kérdés: Mivel egyenl$ [[ FdA?

F
Megoldds: Mivel F konstans és . egy sﬂ<1d0m igy a fluxus az F-nek a normalisra es
vetiilete szorozva a teriiletével. Legyen b = AB = (0,1,0); ¢ = AC = (1,0,2),

i j k

bxé=|0 1 0|=(2,0,—1); mivel az utols6 komponens negativ, ezért b x ¢ a megfeleld
1 0 2

normalvektor. .

Az F vetiilete a b x ¢-re: F - ‘gigl A hdromszog teriilete: |b;0|. Tehat a fluxus: F - éi;

bxé| _ F.(bx) 7 > 43 53
¢| _ F(bxc) _ Fbc _ 1 _ B
2 T 2 _TL_E 0 10 _§ 1 2‘_5_6\de‘4
1 02 7

4.3.1. Gauss-féle divergenciatétel

27. DEFINICIO Legyen F : R? — R3. Az F divergencidja az (x,y,z) pontban.:

oF JF N oF;

divF =
ivF (x,,2) % T 3 T

ahol ﬁ = (F17F2,F3) o
52. PELDA Legyen F (x,y,z) = (xy,y2 sinz, 72 -l—y) . Ekkor

.= 0 d 5. d 5 _ :
divF = a(xy)—i—a—y(y smz)—f—a—z(z +y) =y+2ysinz+2z.

A vektortér divergencidja tehat egy valds értéki fliggvény, vagyis a divergencia egy adott
pontban egy szdm (ellentétben a rotdcidval, ami egy vektor). A divergenciat a forrdser6sség

v

mértékeként szoktdk haszndlni. Hogy miért, azt a kovetkez6 tétel mutatja.

28. DEFINICIO Ha K egy test a térben, akkor dK-val jeléljiik a K hatdrdt. It mindig
feltessziik, hogy dK egy irdnyitott feliilet a kifelé mutaté normalissal.

27. TETEL (GAUSS-TETEL VAGY DIVERGENCIATETEL) Legyen K egy test a térben. A
0K-t, a K hatdrdt (feliiletét) a kifelé mutaté normdlissal irdnyitjuk. Ekkor:

/ / Fdi = / / / e
0K K

ahol az F a K minden pontjaban értelmezve kell legyen, és divF egy valos értékil fiiggvény.

Alkalmazds: Legyen p egy nagyon kicsi szdm (majd p — 0), és a tér egy P pontja koriil
tekintsiik a p sugarti B, gombot.
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S

4.19. abra.

Ezt irjuk K helyett a fenti tételbe. Irdnyitsuk a Bp-nak a dB,, feliiletét a kifelé mutat6

normdlissal. Ekkor, ha p nagyon kicsi, feltehetd, hogy divF | By= divF (P). (Ezzel kicsi
hibat vétiink, ami p — 0-ra kiesik!)
Ekkor a Gauss-tétel jobb oldala:

// divF dxdydz = divF (P) -térfogat(Bp).
Bp
Tehat a Gauss-tétel szerint

/ FdA = divF (P) -térfogat(Bp),

JB,
[[ FdA
vagyis divF (P) = téfjjzg—m(%). Pontosabban
[[FdA
.= . dBp
divF (P) = lim ——— .
p—0térfogat(Bp)

Tehat a divergencia a P-ben éppen egy nagyon kicsi gomb feliiletén idéegység alatt
kidraml6 folyadék térfogata, osztva ezen kicsi gomb térfogatdval.

A eset: divF (P) < 0, ekkor tobb folyadék folyik be, mint amennyi kifolyik egy P kozép-
pontu kicsike sugard gombbe. Ezért a P pont elnyeld.

B eset: divF (P) > 0, ekkor egy P koriili kicsiny gombbdl tobb folyadék folyik ki, mint
amennyi befolyik, tehat a P pont egy forrds.
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aT

Y

4.20. abra.

C eset: divF (P) = 0, ekkor ugyanannyi folyadék folyik be, mint amennyi kifolyik egy P
koriili kicsiny gombbdl.

53. PELDA Legyen T a4.20 dbrén lathato tomor térusz, melynek dT feliiletét a kifelé mutat6
normalissal irdnyitottuk. Legyen

F(x,9,2) = (vz,xz2,xy) és G (x,y,2) = (2x+y*,y+sinz,z—x").
Hat4rozzuk meg

a) [[FdA és
aT

b) [[ GdA értékét!
aT

Megoldds: divF =0, divG =2+ 1+ 1 = 4. Tehat mivel a divergencia mindkét esetben
konstans fliggvény, ezért a Gauss-tételbdl kapjuk, hogy

[[FdA = [[[ divFdxdydz = 0, (divF azonosan nulla)

aT T

[[ GdA = [[[ divGdxdydz = 4-térfogat (T), (divG = 4).
aT T
Kérdés: Mi a T tomor térusz térfogata?

Tudjuk, hogy a T-t igy kapjuk, hogy a D = {(x,z) C(x— 3)2 +72< 1} korlemezt megfor-
gatjuk a z tengely koriil. A D-t meghatdrozé (x — 3)2 + 72 = 1 kor z-hez kozelebbi félkorive:

x=f1(z) =3—V1—2% és atdvolabbi: x = f>(z) =3+ V1 —2%.

A térusz térfogatdt ugy kapjuk, ha azon térfogatbdl, melyet az x = f (z)-nek a z tengely

1
koriili forgatdsabol kapunk: 7 [ f7 (z)dz, kivonjuk az x = fi (z) z tengely koriili forgatdsval
“1

1
kapott térfogatot: 7 [ f2(z)dz.
~1
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T = fo(2)

4.22. abra.

Terfogat(T") = f"() 2(2)dz =

f (9+6\/1—z +1—z> (9 6vT—2+1-22) dz =
:nf 12\/1—z2dz:127rf\/1—z2dz=67t2
4 4

4.3.2. Stokes tétel

29. DEFINICIO Azt mondjuk, hogy az .F feliilet és annak d.% hatdra koherensen vannak
irdnyitva, ha egy ember végigsétilhat 0.7 -en a d.% irdnydba gy, hogy a feje a ldbdhoz
képest az F irdnyitdsdnak megfelelden van, és a feliilet az ember bal kezére esik.

54. PELDA Az .% a4.23 dbrén lathat6 henger paléstja, 0.7 a henger alap és fedd kore.
Ha . a kifelé mutaté normadlissal irdnyitott, akkor hogyan kell irdnyitani a henger
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4.23. abra.

(

A henger paldst feliilet hatdra

-

4.24. abra.

hatérét, a d.7 -et alkot6 alsé és felsG koroket ahhoz, hogy az .# és d.% koherensen legyenek
irdnyitva?

Megoldas: Az als6 kor irdnyitdsa az 6ramutatdval ellentétes

A fels6 kor irdnyitdsa az dramutatéval egyezik.

28. TETEL (STOKES-TETEL) Tegyiik fel, hogy az % feliilet és annak 0.7 hatdra kohe-
rensen irdnyitott. Ekkor, ha az F parcidlis derivdltjai az % minden pontjdban definidltak,

akkor
/ﬁd?://curl (ﬁ)dﬁ
F

0F

1. Az .7 feliilet hatéra, 0.7, legtobbszor egy gorbe.

2. Azis el6fordulhat, hogy az .% hatéra, d.% egynél tobb gorbe unidja, mint egy hengerpaldst
esetén.

3. Az is megeshet, hogy az .% hatdra az iireshalmaz. Példaul, ha .% egy gomb feliilete, vagy

egy krumpli feliilete. Ebben az esetben d.% = 0, vagyis [ Fd7 =01gy, ha .7 egy test
0.7

feliilete, akkor [[ curl (ﬁ) dA = 0, kovetkezik a Stokes-tételbdl.
F

55. PELDA Legyen 7y a 4.25 4brén lithaté DEFG irdnyitott gorbe, és F (x,y,z) = (x,x,x).
Mivel egyenl [ Fdr?
Y
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z n=(4,1,5)
G
H F
\ >
T y
4.25. abra.

Megoldds: Legyen .7 az a feliilet, aminek a y a hatdra, y = d.% . Irdnyitsuk .% -et a y-val
koherensen. Ekkor, mivel

i j Kk
curl (ﬁ) =| 2 & 2 |=(0,0,0)=0, azt kapjuk, hogy [ curl (ﬁ) dA = 0. Hasz-
7z
Xy z
nélva a Stokes-tételt: [ Fdr = [[ curl (ﬁ) dA = 0.
0F F

56. PELDA Legyen.# = {(x,y,2) | x> +y* < 1,z=0}, vagyis .7 az xy sikbeli egységsuga-
ru korlemez, a felfelé mutaté normdlissal iranyitva.

(y,—x,3z) . Mivel egyenls [ Fdr?
0F

Megoldds: Szdmoljuk ki [ Fd7-et a vonalmenti integrél kiszamoldsara tanult formuléval:
0F

0.7 egy paraméter, r(r) = (cost,sinz,0), ahol 0 < r < 2x. F (r(r)) = (sint, —cost,0);
I (1) = (—sinz,cost,0). Tehat

F(r(1))-¥(r) = —sin’r —cos’t = —1.

Legyen F (x,y,2) = \/x+Tyz

Vagyis
—1dt = -2m.

2r
/ﬁﬁ:/ﬁumfwm:
0F 0

Ha valaki a Stokes-tétel alkalmazdsdval akarnd az [ Fd7-et kiszdmolni, akkor elészor a

0F
i j k
- J J J
curl (F ) = ox dy Iz
=X 4.7

y 3z
V2 2 /a2 y?
— (—3zy (¥ +»?) 22 3 (* +3%) e ,O>
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4.26. abra.

értéket hatarozza meg. Ebbdl viszont az adédna, hogy [ FdF =0, hiszen az xy sikban (ahol
0.7

2=0), curl (ﬁ) — 0. Valahol hiba van, hiszen az elébb [ Fd7 = —2m adédott.
0F
A hiba abbdl addédik, hogy ebben az esetben NEM alkalmazhat6é a Stokes-tétel. Azért

nem, mert a Stokes-tétel azon feltétele, hogy az F minden parcidlis derivéltja létezzen az .
feliilet minden pontjaban, nem teljesiil, mivel az F' a z tengelyen nem értelmezett.

A curl (ﬁ > fizikai jelentése

Legyen P a tér egy pontja, €s S, egy P koz€ppontd, kicsiny sugard kor, melynek normélisa
1. dSp és Sy koherensen irdnyitottak.

Legyen K, = dS,. Ha p nagyon kicsi, akkor curl (ﬁ ) kozelitGleg egyenld curl <ﬁ (P))
az Sp-n. Tehat |7i| = 1.

//curl (ﬁ) dA ~ //curl <F (P)) AdA = curl (ﬁ (P)) 7i-teriilet (Sp) .
Sp

Sp

Tehit a Stokes-tételbgl: [ Fdr= [ Fdr = [[ curl (ﬁ) dA ~ curl (ﬁ (P)> 7i-teriilet (Sp).
Ebbdl kovetkezik, hogy
[ Fdr
i-curl (F (P)) fo
n-cur ~ — .
teriilet (Sp)
[ Fdr

._Kp 2
Pontosabban:-—— &) ahol |ii| = 1.
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4.27. abra.

Vagyis a curl (ﬁ ) -nek az 7i-re esd merGleges vetiilete egyenld (kozelitSleg, ha p > 0,

kicsi) az F 4ltal a Kp-n val6 elmozdulds sordn végzett munka, osztva az S, teriiletével.

57. PELDA Legyen F (x,y,2) = (zz,x+x2 +22,y% +x) egy folyadék sebességtere, ami id6-
ben dllandé. Elhelyeziink egy lapétkereket a folyadék dramldsdnak az dtjdba. A lapatkerék
centruma a P(1,1,1), sikjdnak normdlvektora 7i = (—2,5,—1). Lenéziink a lapatkerékre —7
irdnybol.

1. Kérdés: Forog-e a lapatkerék, és ha igen, az Sramutaté jardsaval egyez$ vagy azzal
ellentétes irdnyba?

Vilasz: curl <F) — (2y—22,22—1,2x+ 1), gy curl (F(P)) —(0,1,3), ahol P= (1,1,1)

volt. Ekkor curl (F‘) -nek az it = (—2,5,—1)-re vald vetiilete: (0,1,3)- % = (0,1,3)-

7

[ Fdr

(=2,5-1) 2 ) 7 = ~ ko .. NS =, ..
Tras T = v 0. Tehat az i curl (F (P)> R feriter(5,) Osszefliggésbdl az F pozitiv

munkdt végez a Kp-n, tehdt a folyadé€k pozitiv, azaz az éramutato jarasdval ellentétes
irdnyba forgatja a lapatkereket.

2. Kérdés: Ha a lapatkerék centruma a P(1,1,1) pontban van rogzitve, akkor hogyan kell
vélasztani az 7 vektort ahhoz, hogy a lapatkerék

a) egydltaldn ne forogjon;
b) aleggyorsabban forogjon az éramutaté jarasdval egyez6 (negativ) irdnyba?
Vilasz az a) kérdésre: A lapatkerék akkor nem forog, ha az F ertér nem végez rajta munkat,
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4.28. abra.

vagyis, ha [ Fdr = 0. Kihasznilva, hogy
Kp

[ Fdr
Kp

l(ﬁ P ) AN —
cur (P))-7 teriilet (Sp)

ez akkor kovetkezik be, ha curl (17“ (P)) L 7. Tehat a lapatkerék nem forog, ha 7i egy

tetszGleges olyan vektor, ami merGleges a curl (ﬁ (P)) =(0,1,3)-ra.

Példaul: 7i = (0,—3,1) és Vii L (0,1,3).
[ Fdr
Vilasz a b) kérdésre: A curl (17“ (P)> TS te[;plew
r p

akkor forog a kerék az éramutat6 jardsaval megegyez$ irdnyba, ha rajta a legnagyobb
abszolut értékli negativ munkat végzi a folyadékaramlds. Ez akkor kovetkezik be,

formula miatt a leggyorsabban

ha a curl <f7 (P)) -7i a lehetd legnagyobb abszolit értékli negativ szdm. Tehat 7i a

—curl <I3 (P)) irdnyaba mutat6 egységvektor. Vagyis 7i = % = ﬁ (0,—1,-3).

4.4. Green-tétel

A Stokes-tétel specidlis eseteként kapjuk a Green-tételt!

Legyen S egy xy sikbeli tartomény, melynek hatdra a dS egyszerii zéart gorbe, és az F
minden parcidlis derivdltja az S minden pontjdban létezik!

Ekkor, ha F egy xy sikbeli vektortér, vagyis

F(x,,2) = (P(x,y),0(x,y),0),
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\\§
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4.29. abra.

akkor curl (17“ ) = (0,0,0, — Py’) . Ezért a Stokes-tételbdl kapjuk, hogy

/Fdr—//curl dA //n curl dxdy / Q. P'dxdy

Mivel a fenti 4llitdsban mind az F vektortér, mind az S tartomany az xy sikban van, ezért
a tételt megfogalmazhatjuk egy sikbeli allitasként:

29. TETEL (GREEN-TETEL) Legyen D egy olyan tartomdny a sikon, melynek hatdra a
C egyszerii zdrt gorbe. (D nem tartalmaz lyukakat!) Tovdbbd, az F sikbeli vektortér
minden parcidlis derivdltia a D minden pontjdban értelmezett. Nevezziik az F komponens
fiiggvényeit P-nek és Q-nak, vagyis

F(x,y) = (P(x,y),0(x,y)).

Ekkor
/ Fdr = / (0, — P)) dxdy.
C D

58. PELDA Legyen F (x,y) = (2y,x) és C az (x—3)2 +9(y—1)* = 9 ellipszis pozitiv

irdnyitassal. Mivel egyenl§ az [ Fdr?
C

Megoldds: P (x,y) =2y, Q(x,y) = x, igy O = 1 és P, =2. Tehit Q; — P, = —1. Vagyis

/Fdr —/ (0, — dxdy = —teriilet (D) = —m-3-1 = —3m.

Teriiletszamitas. Ha P (x,y) =0és Q (x,y) =x, vagy P(x,y) = —yés Q(x,y) =0= Q0 —
P =1.
y
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4.30. abra.

4.31. abra.

Tehit a fenti esetben: teriilet (D) = [xdy — [ ydx. Itt hasznéltuk azt a jelolést, hogy az
c c

F = (F,F,) vektortérre

/(Fldx—l—dey) = /f?dr.
Y Y
Innen azonnal adddik, hogy

1
teriilet (D) = 3 /xdy — ydx. (4.8)
C

Tekintsiik azt a specidlis esetet, amikor a fenti C gorbe
r=r(¢), ahola< @ <b

alakban adott. Ekkor
x(@)=r(p)cos@, y(@) =r(p)sing.
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04

0.2

4.32. abra. Haromleveld 16here

Tehét a (4.8) jobb oldaldn az integrandusz:

xdy —ydx = (x(¢) -y (@) —y(¢)-x(¢))do

4.
=17 (@) [cos® @ +sin* @] do = (¢)d . 4.9)

Vagyis a (4.8) alapjan
b
1
teriilet (D) = 5 /r2 (p)do.
a

59. PELDA Szamoljuk ki az r = sin3¢ tgynevezett ,haromlevell 16here” (1. 4.32 &bra)
teriiletét. ( Amikor sin3¢ < 0, akkor az r a formula szerint negativ lenne, ami lehetetlen,
hiszen r jeloli az orig6tdl vett tdvolsdgot. Ezt dgy oldjuk fel, hogy ekkor az (|r|, ¢ + )
pontot abrdzoljuk.)

Megoldds: Elég az elso siknegyedbe eso R teriiletet meghatarozni. Itt 0 < ¢ < % A fenti
képlet miatt

P (9)de =3
¢=0 ¢

cos?3¢p+sin’3¢ = 1 és

cos?3¢ —sin 3¢ = cos6¢

2sin’3¢Q = 1 —cos6¢ = sin’3¢ = % (1 —cos6¢), adédik, hogy

1

teriilet (R) = 5 (sin3¢)? d@; elvégezve a kdvetkezs szamitdsokat:

0

—uwln
|| ~—win
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(3,y3)

(z1.91)

wia

teriilet (R) = % . % f (1 —cos6(p)d(p = % [(p — 65in6¢}g — 1_7172
=0
A hiromleveli 16here teriilete 375 = 7.

A kovetkezo feladat azért keriilt ide, mert eredményére sziikségiink lesz az eggyel késébbi
feladat megolddsdhoz. Ebben a feladatban az

/ xdy — ydx
C
vonalmenti integralt kell majd kiszamolni. Ez definici szerint azt jelenti, hogy a C gérbén
integréljuk az F(x,y) = (—y,x) vektorteret.
60. PELDA Legyen C az az egyenes szakasz, melynek kezdGpontja (a,b), végpontja pedig
(c,d). Mekkora az [ xdy — ydx értéke?
c

Megoldds: C egy paraméterezése a kovetkezo:

t<Lr(t)= (a,b)—H-(c—a,d—b):(a+t(c—a),b+t(d—lz)),ﬁ( y) = (—y,x), te-
tF(r(t)) =(=b—t(d=b),a+t(c—a)),t(t)=(c—a,d=b). F(r(t)) () =—b(

(

t(d—b)(c—a)+a(d—b)+t(c—a)(d—b)=ad—bc. Vagylsde PR (r () -F(0)di =
0

0<
hat

fad—bcdt = ad — bc.
0

61. PELDA Szamoljuk ki a 4.33 dbran l4that6 poligon altal kozrezart T teriiletet!
Megoldds: Az elsé feladat eredményét és a Green-tételt hasznaljuk. A Green-tételbdl
tudjuk, hogy ha C = .CJIC,-, akkor
1=

n n
teriilet (t) = %fxdy — ydx = %_Z fxdy — ydx = %.Z XiYi+1 — Xip1Yi, ahol x, 11 = x1, és

7 7z

Y+l = V1- (Felhasznalva az el6z6 feladat sordn kapott eredményt, azt, hogy [xdy — ydx =
Ci

XiYit1 — Xi1Yi-)
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Vagyis

1
teriilet (t) = 5[(x1y2 —xoy1) + (X2y3 —x3y2) + ...
+ (xnflyn _xn)’nfl) + (anI _xl)’n)]

Ez a képlet nemcsak akkor igaz, ha az (x1,y1), (x2,¥2) ,. .. (X4, y») pontok dltal meghatarozott
poligon konvex. A poligon lehet konkdv is! A képlet egy ciklus segitségével konnyen
programozhato!

4.5. Néhany feladat a vektoranalizisbol

62. PELDA Legyen F = 5 (ahol r = (x,y,z) és r =[r| ). Legyen S az 4y 2 =0
gombfeliilete, kifelé mutaté normalissal irdnyitva. Kérdés: [[ FdA =?
S

Megoldas: Mivel a gombfeliilet minden pontjdban az F (r) irdnya a normdlvektor

irdnyaval egyezik meg, ezért az F-nek normdlis irdnyu vetiilete az F' hosszdval, vagyis

‘F‘ (r)| = ‘r%' = riz—tel egyenld. Mivel a b sugard gomb feliiletén vagyunk, itt r = b, tehat

a normdlis irdnyu vetiilet # minden pontban, azaz konstans. Mint tanultuk (1. (4.6)), ekkor
S fl’—l 2
//Fd = ﬁ-gomb eszm—ﬁ4b T =4r,
S

ami fiiggetlen a b-tol.

63. PELDA Szamoljuk ki a [[[ div (ﬁ ) dxdydz integrélt, ha K az orig6 k6zéppontd, b sugard
K

gomb, ahol F ugyanaz mint az el6z6 feladatban!

Megoldis: El6szor kiszamoljuk div (ﬁ) et.

, x y Z .
F(x,y,z):r%: 3 3 3 | ©8
( x2+y2+z2> <\/x2+y2+z2) (\/x2+y2+z2)
A F F3
3
OF, <\/x2+y2+z2) — x5/ x4 y? 4+ 222x
ox (2 +y2 +22)°
Va2 +y2+22 (y 422 — 2x%)
(2452 +22)° '
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. V242 (P42 -2%) V2422 (Y2 2222 e
Ugyanigy: %—?z el Gl s 9B = YIT 2+ Z).Innen dzv(F)

3 5, = 3 =
(x2+y2+z2) 9z (x2+y2+22)
2 2( 202 22202 52122 52
OF | OF | OF _ VARHR(PHI 20 S YR 20) o e i (F) = 0 6s ezért
ox ' dy Jz (x2+y2+zz)3 ’ B

flg"fdiv (ﬁ) dxdydz = 0.

4. MEGJEGYZES A fenti két feladatban szerepl§ integralok a divergenciatétel két oldalén
allé integrdlok. Ezek kiilonboz6sége is mutatja, hogy a divergenciatételt csak akkor
alkalmazhatjuk, ha az F vektortér a K test minden pontjdban értelmezve van. (Ez a fenti
F= r% és K esetén nyilvdn nem teljesiil.)

Vegyes feladatok

1. Ellendrizziik, hogy létezik-e potencialfiiggvénye a F(x,y,z) = (6x + ycos(xy),2z +
xcos(xy),2y) vektormezdnek és ha van, akkor szdmoljuk ki a potenciélfiiggvényt!

2. Legyen H az a hiromszodg, melynek csicsai: A = (0,0,1), B=(1,0,0), C = (0,1,0),

és adott az F(x,y,z) = (1,2,3) konstans vektormez8. Kérdés: [[FdA =?
D

3. Legyen F(x,y) = (xe* —y3,cos(y?) +x), és y az origd kozéppontid egységsugart kor

az 6ramutato jarasaval ellentétesen irdnyitva. Kérdés: [Fdr =?
Y

4. Legyen F(x,y,7) = (3x%y?z,2xyz,x>y?), és 7 egy olyan gorbe, amelynek kezdépontja
A= (1,0,1) és végpontja B= (2,1,—1). Kérdés: [F(r)dr =?
Y
5. Az S feliilet olyan mint egy lefelé forditott pohar. Két részbdl all: egyrészt a pohar
aljabl:
{(x,y,2) : P +y* <d*ész=h},
tovabbd a pohdér oldalabdl:
{(x,y,2) x4y =a?és0<z< h}.
Irdnyitsuk S-et a kifelé mutaté normalissal! Legyen F(x,y,z) = (,x + 2y +z,3).
A Gauss-féle divergenciatétel alkalmazasaval szamoljuk ki a [[FdA feliiletmenti
S
integralt!

6. Akovetkezd informdcidt tudjuk az F vektormezdrél a B = (3,2,5) pontban: divF(B) =
—7 és curlF(B) = (1,0, 1). (Nem biztos, hogy mindkettre sziikség lesz!) Legyen S a B
kozépponti » = 1073 sugari gdmbdcske feliilete a kifelé mutaté normalissal irdnyitva.
Adjuk meg ezen informdciGkon alapuld legjobb becslést az [[FdA feliiletmenti

S

integralra!

7. Legyen F(x,y,7) = (6x%y —4yz®,2x> —4xz3, —12xyz?)! Ellendrizziik, hogy konzervativ-
e a vektortér! Ha igen, akkor szdmitsuk ki a potencialfiiggvényét!
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[0¢]

. Legyen a y gorbe egy paraméterezése r(t) = (t,1,+3), 0 < t < 1. Tovabb4 adott az
F(x,y,2) = (x> +2z,%2,xy) vektormezs. Kérdés: [F(r)dr =?
Y

\O

. Legyen . az x — 2y +z = 1 feliiletnek azon darabja, melynek az xy sikra esé vetiilete
az a hdromszog, melynek csdcsai: A = (1,0,0); B=(0,1,0); C = (0,0,0). Irdnyitsuk
F -et a felfelé mutaté normélissal. Adott tovabba az F(x,y,z) = (y,z,x*) vektormezd.
Kérdés: [[FdA =?

F

10. A Stokes-tétel segitségével szdmitsuk ki az [F(r)dr vonalmenti integralt, ahol
Y
F(x,y,2) = (2xy,x?,z?), tovdbba y a z = x*> +y? paraboloid és a z = y sik metszésvonala,
az éramutaté jarasaval ellentétesen irdnyitva.

11. Legyen F(x,y,z) = (x,y,2), és legyen .F = {(x,y,2) : x>+ 722 =16 —2<y<1} a
kifelé mutaté normdlvektorral irdnyitva. Kérdés: [[ FdA =?
F

12. Gauss divergenciatétele segitségével szamitsuk ki az [[FdA feliiletmenti integralt,
tg[
ahol F(x,y,z) = (x4 ",y —zarctgx,x?y*) és F = { (x,y,2) : x> +y? =4 6s 0 < 2 < 3}
henger a kifelé mutat6 normélissal irdnyitva.
13. A Green-tétel segitségével hatdrozzuk meg az r(r) = (cos?(r),sin’(¢)), 0 <t < 2m
gorbe 4ltal hatdrolt tartomdny teriiletét!

4.5.1. Vektor-differencialkalkulus

Ebben a fejezetben, amikor azt frjuk, hogy f, g, akkor mindig az R3-on értelmezett kétszer
folytonosan differencidlhaté valés értéki fiiggvényeket értiink, mig a F, G, H mindig kétszer
folytonosan differencidlhaté vektortereket jelentenek. Vagyis

f.g.h:R* > RésF,G H: R R
Ha F egy vektor tér, akkor a komponensfiiggvényeit rendre F, F;, F3-al jeloljiik. Vagyis

F(x,y,z) = (Fl (x,y7z),F2(x,y,z),F3(x,y,z)).

AV (olv. ,,nabla”) operator

Legyenek i,j és k a koordinita-egységvektorok R3-ban. Bevezetjiik az tigynevezett nabla-
operatort:

d d d
V=i—+j—+k=—.
ox e TR
Ez az operator a valds értéki fliggvényeken hat, vagyis
d d d
Vf::—f—i——f—l——f:gradf:f'. (4.10)
dx dy 9z
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Tovabba,

(4.12)

d d d dF, J0F, OJF; .
ViF=|——,=— | (F,[h,F)= =divF 4.11
(ax7ay7az) ( 1,42, 3) Ox + ay + 0z 1\ ( )
és
i j k
curlF = % 8iy a% =VXxF.
i B F
A Laplace-operator valos értéki fliggvényeken:
92 ok 92
A

2,0 _v. _
V=V (V)= g5t gt g

A Laplace-operdtor vektor tereken:
V2F := (V*F, V2P, VF).

A tovabbiakban gyakran haszndljuk a kovetkezd definicidkat:
H=(F-V)G

az a vektor tér, amelyre

Hi=F-(VG) =R 5 +F: 5o+ F

Mivel G’ egy 3 x 3-as matrix, melynek i-edik sora G/, ezért

(F-V)G=(F-V)G=G'-F.

A kovetkezSkben néhdny fontos azonossdgot sorolunk fel:

Simon Karoly, BME

dG; dG; dG;
! ‘+F-— =F-G.
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1. V(fg) =gV f+/Vsg,
2. V(f/g) = (gVf—fVg)/g* hag(x) #O.
3. V(F-G)=(F-V)G+(G-V)F +F x curlG + G x curlF
4. div(fF) = fdivF + F-Vf
5. div(F x G) = G-curlF — F - curlG
6. div(curlF) =0
7. curl(fF) = feurlF+Vf x F
8. curl(F x G) = FdivG — GdivF + (G- V)F — (F - V)G
9. curl(curlF) = grad(divF) — V2F
10. curlVf =0
11. V(F-F)=2(F-V)F +2F x (curlF)
12. V2(fg) = fV?g+gV>f+2(Vf-Vg)
13. div(Vf x Vg) =0
14. V- (fVg—gVf) = fVig—gV3f

1S. Fx (GxH)=(F-H)G—H(F-G)

4.5.2. A gradiens, a divergencia és a rotacio kifejezése gombi és henger-

koordinata-rendszerekben
A hengerkoordinatas esetben:

30. TETEL Tekintsiik a henger koordindtds helyettesitést:

(x,y,2) = G(r,0,z) = (rcos0,rsin0,z).

Legyen
G aG | G
€, = E, €g ::%esez = a—z (413)
Innen azonnal adodik, hogy
e, = (cos0,sin0,0),eg = (—sinH,cos0,0),e. = (0,0, 1) |. (4.14)
Vegyiik észre, hogy a
B:={e,,eq,e;} (4.15)
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bdzis ortonormadlis, vagyis a vektorai egységnyi hossziiak és pdronként merdlegesek. Legyen
F:R3 = R3és f:R3 — R tetszdleges, kétszer folytonosan differencidlhaté. Definidljuk az

F.:=F-e, Fg:=F-eq,F,:=F -e, (4.16)
vektordsszetevoket. Nyilvdn
F =F,e.+ Fgpeg + Fe,. 4.17)
Ekkor af Laf af
Vf=— -—= = 4.18
f arer+raee9+ aZeZ ( )
. 1o 9Fy 9
V.F=—|=—(rF)+ =2+ —(rF)|, 4.19
tovdabbd
| & rer e
_ d ) d
F. rFy F,

B1ZONYITAS El6szor a (4.18), utdna a (4.19) formulat igazoljuk. Miel6tt ezekbe belekez-
diink, ismételjiik at, hogy

5 §—§ ‘3—); cos@ —rsinf 0

G(roz)=|% 9 % |=| sin6 rcosd 0 |. 4.21)
9z dz 0z 0 0 1
Jdr 00 0z

A (4.18) formula igazolasa

Legyen
cosf® —sinf O
Q:=le.eqg,e;]=| sin@ cos6 O
0 0 1

Ekkor, alkalmazva (1.11) formulat:

[i]B = Q_1 ’ [i]Ta [j]B = Q_1 ) [-ﬂT? [k]B = Q_1 ) [k]Tv (4.22)
1 0 0
ahol T a természetes bazis, vagyis T = Of,[11|,]0 . Azonnal latjuk, hogy
0 0 1
cos@ sinf O
O !'=| —sin® cos® 0 |. (4.23)
0O 0 1
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Innen

cosO-e.—sinb -ey

sin@ -e,+cos 0O -eg

e;.

(4.24)

Az Osszetett fiiggvény derivdldsdra vonatkozo lancszabdly szerint egy tetszbleges f-re

af  df
ar  ox
of _ df
a6~ ox
of _ 9f
dz  ox

Ezen egyenletrendszer minden egyenletének jobb oldala hdarom szorzat Osszege.

szorzatok masodik tagjait ki tudjuk olvasni (4.21) formula matrixaibdl.

RN A A

Vigyiik 4t (G')”-t a mésik oldalra:

Igy, felhaszndlva, hogy

és felhaszndlva, hogy f tetszéleges, kapjuk, hogy

dx 35 3y Of 2
dr dy dr dz or’
dx df dy Jf 9dz
36+ 3, 38+ 3 38" (4.25)
dv 3f Oy Of 2
dz dy dz dz dz
Ezen
af
= (G- §_§ (4.26)
of
dz
of
—((c"\T) 3 (4.27)
IRk
Z
cos 6 —Sh;e 0
= | sine <€ o |, (4.28)
0 0 1 O
) 0 sn0 3
e T 9e
. d cos® 4
sme-g—l—i}f STy (4.29)
J
dz
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A kovetkezd egyenletben hasznaljuk ezt és (4.24) formulat:

Vf

8 d
ax oy Atk
6 d .
(cosB-——%-%)-(cosG-er—sme-eg)
( cos6 d
8
27°

sin@ - T-%>-(Sin9-er+cos9-e9)

af 19f af

= € - = +e€g- +e,  —.

ar r o0 0z

Ezzel bebizonyitottuk (4.18) formulét.

A (4.19) formula igazolasa

+

Simon Kaéroly, BME

COSO i_ﬂi Slnei‘i‘ﬁi i
)’ dr r 00’9z

TV
9 9
dy

F; - (cos 0i+ sin Gj)J—I—Fg ~£— sin 01+ cos Gj)J—I—FZ k

058 d  sinf d 1924_005912
S or r 00’ ar r 090’9z
[F,cos 0 — FgsinO,F,sin 0 + Fgcos 0, F,
d sinf d
(cos@-ar . a9>(Fcose Fysin6)
( d cos6 d oF,

sin @ — + 3,
Z

or r 00
ok 1, 10 o,
or r 00 0z

) (Fysin@ + Fycos 0) +

tankonyvtar.ttk.bme.hu



110 MATEMATIKA MSC EPITOMERNOKOKNEK

A Laplace-operator polarkoordinatas alakja

Ebben a fejezetben a hengerkoordindtas helyettesitésnél fent haszndlt jeloléseket hasznéljuk.
A hengerkoordindtds helyettesitésre nyert képletek hasznalhat6ak a sikbeli polarkoordinatas
esetben, ha a harmadik koordinatat elhanyagoljuk. Ennek az észrevételnek a felhaszndldsdval
a val6s értékt u : R? — R fiiggvényre kiszdmithaté a Laplace-operator:

%u  d%u

V2= 28 o
T o + dy?

polar koordinatds alakja. Ebben a fejezetben a sikban dolgozunk, tehdt a harmadik
koordinatat O-nak vessziik. ezért most

A (4.18) formuldb6l ad6dban az {x = rcos 8,y = rsin 0 } poldrkoordintakkal:

du 1 du

Vi="e, 1+ - ey,
. 8re+r80e9

(4.30)

Emlékezziink, hogy e, L e,. Most alkalmazzuk az F = Vu vektortérre (4.19) formulat. Ehhez

vegyiik észre, hogy

u | 1du
FrzgeSng;%.

Tehat (4.19) formulat alkalmazva:

V—v.p=t i(l’"&u)—{—i(}

u 10*u 10
vy=24, 2%, "9 (4.31)
I

Gombi koordinata-rendszerben:
Tekintsiik a gdmbkoordinatas helyettesitést:

(x,v,z) = G(r,u,v) = (rsinucosv, rsinusinv, rcosu). (4.32)
Legyen
JdG dG | G
e = 5 eu::a—ues e, .= Frs (4.33)
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Innen azonnal adddik, hogy

G. sinucosv
e, = Gl | sinusinv | = sinucosvi—+ sinusinvj+ cosuk
cosu
és
G COSUCOSV
e, = |G?| = | cosusinv | =cosucosvi+ cosusinvj— sinuk,
u —sinu
végiil
G —sinv
P Vv _ _ . . .
€ = == cosv = —Ss1nvi-+ Ccosvj.
|G| 0
Vegyiik észre, hogy a
B:={e,,eq,e;}

bazis ortonormalis, vagyis a vektorai egységnyi hosszuak és paronként merSlegesek. Legyen
F:R?> = R3és f:R? — R tetszbleges, kétszer folytonosan differencidlhaté. Definidljuk a

F.:=F-e, Fg:=F-eq,[;,:=F-e,.

vektorokat. Nyilvan
F =F,e.+ Fpeg+ erz-

Ezzel a jeloléssel:

31. TETEL of 19f | 8f

Vi= et it s o ® (434)
o 19 P 1 OF

Teli = _28_( F)+ rsinu au(smuF)—km v’ (4.39)
végiil
J . 1 OF,
VXF = [rsinuﬂ(smu V)= rsinu dv } e
1 JdF 194 10 1 JF,
{ma—v‘;a—# >] ut [;a—r%)—;ﬁ S 620

Az Osszetett fiiggvény derivaldsdra vonatkozo lancszabdly szerint egy tetszleges f-re:
af df dx df dy Jf 9dz
or a.$+3y.3r+az or
af df dx df dy IJf 9z
Ju  dx du oy dy du oz dz du (4.37)
af 8}‘.@+8_}“8y+8f dz
v dx dv  dy dv  dz ov
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Ugyanezt matrixalakban is lefrjuk:

af 9f
r X
% —@) | ¢ (4.38)
s af
av dz

-1 T
Vigyiik 4t (G')T-t a masik oldalra, és egyben hasznéljuk ki, hogy ((G’ )T> = <(G’ )_1> :

L

af
7o)

v (4.39)
af
dz

A

dv
Tehét meg kell hatdrozni a (G (r, u, v))_1 matrixot. (4.32)-t felhasznélva irhatjuk, hogy

sinucosv rcosucosv —rsinusiny
G'(r,u,v) = | sinusiny rcosusinv rsinucosv
cosu —rsinu 0

Ezt invertalva kapjuk, hogy

sin (u)cos (v) sin(u)sin(v) cos(u)

(Gl(l", " V))il _ cos(v)rcos(u) sin(v)rcos(u) . sinru) . (4.40)
~ e =0 0

Ennek transzponaltja:

. COSUCOSV siny

NT sinucosv s T reinu
((@)7") = | sinusiny cosssior cosv ) (4.41)

cosu —snu 0

r

Vagyis (4.39) felhasznéldsaval:

O o conS  cosucondf sinv d
dx s Cosvar r du sinu dv
Jadf . . df cosusinvdf cosv df
gy Smusny e rsinu v (4.42)
aIf _df sinudf
aiz = COSI/IE— p au.
Mivel a
B:={e; e, e}

egy ortonormadlt bazis, ezért ezen vektorokbol mint oszlopvektorokbdl alkotott Q métrix:

sinucosv cosucosy —sinvy
Q = | sinusinv cosusinv  cosv
cosu —sinu 0
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ortogondlis métrix lesz, ezért

sinucosv sinusinvy cosu
Q_1 = Q" = | cosucosv cosusiny —sinu
—sinv cosv 0

Alkalmazva (1.11) formulat, az i, j és k koordinédta-egységvektorok koordinatdi a B bizisban:

1 0 0
ilp=0"-10], [ilz=0" | 1|, Kz=0"]0], (4.43)
0 0 1
vagyis
sinucosv sinusiny cosu
[ij[g = | cosucosv |, [jlJg= | cosusinv |, [k|z= | —sinu
—sinv cosv 0
Ez azt jelenti, hogy
i = sinucosv-e,+cosucosv-e, —sinv-e,
sinusinv-e, 4+ cosusinv-e, +cosv-e, (4.44)

R e
I

= cosu-e,—sinu-e,.

Alkalmazva (4.42) és (4.44) Osszefiiggéseket, egyszerlien megkaphatjuk a gradiens a
divergencia és a rotici6 kifejezését a gombi koordindta-rendszerben, hiszen ezek a parcidlis
derivaltak, és az i,j,k vektorokkal vannak kifejezve. A levezetés 1€pései tovabbra is a
hengerkoordindtas esetben latott levezetést kovetik.

64. PELDA Hatarozzuk meg gombi koordindtdkra valé attéréssel a kovetkezd vektortér
divergencidjat és rotaciodjat:

g (W WEEE W)
Megoldas: \/x2 +y? = rsinu és\/x2 +y2 +z2 = r. Ezért, a
r(x,y,z) = (x,52) és [r| =r (4.46)

jelolésekkel a fenti vektortér gombi koordinatakban:

1
F(ru,v) = el

Ekkor -
F=F-e¢,=— F,=F,=0.
sinu
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Ezt (4.35) formuldba helyettesitve:

V. F =
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