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/. fejezet - Linearis algebral ll.

1. 7.1 Bevezetés

A hetedik modul a Nyugat-magyarorszagi Egyetem Geoinformatikai Kar Matematika II. tantargyanak linearis
algebra tananyaga alapjan késziilt.

A modul feladatgyijtemény jelleglien, a foldméré-foldrendezd nappali és levelezd tagozatos hallgatdk linearis
algebra tananyagat feladatok segitségével dolgozza fel. Ezeknek a feladatoknak egy része mas
feladatgytijteményekben is megtalalhat6, de olyan specialis feladatokat is kozliink, amelyeket a karon szerzett
tobb éves oktatoi tapasztalataink alapjan megoldésra érdemesnek és hasznosnak talaltunk. Javasoljuk, hogy azok
az érdeklodé Olvasok, akik még tobbet szeretnének gyakorolni, hasznaljak az irodalomjegyzékben felsorolt
konyveket és példatarakat is.

A modul a jobb attekinthet6ség kedvéért rovid alfejezetekre tagolddik. Minden fejezet, ill. alfejezet elméleti
osszefoglaloval kezdddik. Barmennyire fontos elméleti anyagrol is van szd, a terjedelemre vald tekintettel,
torekedniink kellett a tomdorségre, ezért bizonyitasok a modulban nem szerepelnek. Ugyancsak a terjedelemre
vald tekintettel egyes témakat nem targyalunk teljes részletességében, csak egy kis izelitét adunk, amely, ha
felkelti az Olvaso érdeklddését tovabbi tanulmanyozas utan valik majd teljessé.

A modul szervesen kapcsolodik az el6z6 modulban targyaltakhoz, és tovabbi elemekkel egésziti ki azokat. A
modul a vektortér axiomainak bevezetésével, majd az ehhez szorosan kapcsolodd fogalmak, az altér, a
generatorrendszer, a bazis és a dimenzid targyalasaval kezdddik. Ezt kovetéen foglalkozunk a linearis
leképezésekkel, ezek sajatértékeivel és sajatvektoraival. Roviden, bizonyitasok nélkiil bemutatjuk a linearis
programozas normal feladatanak megoldasat grafikus és szimplex modszerrel. Kitérink a talhatarozott
egyenletrendszer megoldasara, és ehhez kapcsolédva a linearis regressziora. A linedris regressziot csak
érint6legesen, mint a tulhatdrozott egyenletrendszer specialis esetét targyaljuk, mert ez a kérdéskor az
ugyanezen program keretében késziilt, Dr. Zavoti Jozsef , Valosziniiség és matematikai statisztika” cimi
tankonyv és feladatgytijteményében részletesen szerepel.

A modulban szerepld feladatok megoldasa csak minimalis el6képzettséget igényel. A feladatok a fogalmak,
tételek, modszerek megértését, begyakorlasat segitik elé. Ezért minden fogalomhoz, tételhez, mddszerhez
részletesen kidolgozott feladatmegoldasok kapcsolodnak. Ha a mintafeladatok megoldasa egyeseknek
tulsagosan is kidolgozottnak tinik, akkor gondoljanak arra, hogy ez a feladatgylijtemény levelezd és
tavoktatasban résztvevd hallgatok szamara is késziilt, akiknek nincs modjuk kontaktéran megszerezni ezeket az
ismereteket. Egyes anyagrészeknél, a figyelem felkeltése érdekében, kozvetlenebb szohasznalattal, hosszabb
szOveges magyarazattal talalkozunk. Tessziik mindezt azért, hogy a mar sokszor visszakdszond tipushibakat a
feladatok megoldasa soran az Olvasok ne kovessék el.

Ebben a modulban is f6 célunk, hogy az Olvasé sikerélménnyel gazdagodva sajatitsa el az 0j ismereteket, érezze
meg a matematika szépségeit, lehet6ségeit, hogy kedvvel, 6nbizalommal és hittel alkalmazza ezeket szakmai
munkdja soran.

2. 7.2 Vektortér

Ebben a fejezetben egy olyan algebrai fogalmat, a valés vektorteret vezetjik be, amelynek segitségével a
linearis egyenletrendszerek elmélete altalanosabban, absztrakt megkozelitésben targyalhato.

Egy nemiires X halmazt valés vektortérnek nevezziik, ha az alabbi axiomak teljesiilnek:

A X halmazon értelmezve van egy dsszeadas miivelet, amely barmely wv €V elemparhoz egyértelmiien
u+v

hozzarendel egy Y beli -vel jelolt elemet.

Az Osszeadas tulajdonsagai:

w,v eV

i. Az 0sszeadas kommutativ, azaz barmely elemre
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uU+v=v—+1u

u,v,w EV

ii. Az 6sszeadas asszociativ, azaz barmely elemre

(u+v)+w=u+ v +w).

0 eV re ¥V O0+v=v+0=1

iii. Létezik nullelem, azaz van olyan , amellyel barmely elemre

v eV eV

iv. Minden elemnek 1étezik ellentettje, azaz barmely elemhez létezik olyan — = "amelyre

v+ {—v)={—v) +v=0.

A valods szdmok halmaza és a ~ halmaz kozott értelmezve van egy skalarral vald szorzasnak nevezett miivelet

AE]Fll.ésv EV

az alabbi moddon: barmely elemparhoz egyértelmiien hozzarendeliink egy ¥ -beli elemet,

amelyet " V-vel jelsliink.
A skalarral valo szorzas tulajdonsagai:

ApeER,vEV A+ v =1v+ uv.

i. Barmely esetén

i Bérmely“l ER v €V o Alu+v) = Au+ v
iii. Barmely ## € Rg¥ €V ooy (v = Auw).

iv. Barmely vev esetén v = v

A v halmaz elemeit vektoroknak, R elemeit skalaroknak nevezziik. A vektorokat vastag betiikkel fogjuk
tovabbra is jeldlni.

A vektortér megadasahoz megadjuk a vektorok ¥ halmazat, értelmeziink két miiveletet az Osszeadast és a
skalarral valo szorzast, és ellendrizziik, hogy az axidomak teljesiilnek-e.

Példak vektorterekre:

1. Az origobol induld sik illetve térvektorok a szokasos vektordsszeadasra és skalarral valo szorzasra nézve.

nxm
2. Az M tipusu matrixok, az el6z6 modulban bevezetett matrixmiiveletekre nézve.

3. A valds szamsorozatok, a szokasos miiveletekre nézve.

wecv v

Egy ¥ vektortér egy nemiires részhalmazat altérnek nevezziik V—ben, ha ¥ maga is vektortér

ugyanazokra a I;-beli miiveleteknek I"V-beli megszoritasaira nézve.

Az altér nem egyszerlien részhalmaza az adott vektortérnek, mert az altér definicidja sokkal mélyebb

kovetelményeket tdmaszt. Annak az eldontésében, hogy w altér-e segit a kovetkez6 tétel:

Egy E vektortérben egy W nemiires részhalmaz pontosan akkor altér, ha

.ou,r EW L ut+vr e W,
i esetén

v EW, AeR Ar € W.

ii. esetén

Legyen ¥ vektorter, @ € V o A Az o s An € R

2
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Ekkor a A1t ¥ 4282 Fdnln oo 27 @ yektorok * skaldrokkal képzett linearis kombinaciojanak
nevezziik.
Az Ho @ € v vektorokat a ¥ vektortér generatorrendszerének nevezziik, ha V minden eleme elé4ll az

i o e,
t vektorok linearis kombinaciojaként.

Az G @n eV vektorok altal generalt altéren az @i yektorok dsszes linearis kombindcioinak a halmazat

Ot Y

értjiik. Ezek alteret alkotnak, amit -nel jeldljik.

e T I;vektorok linearisan osszefiiggok, ha vannak olyan A esdn € R

‘H“lﬂ’i+ J-'I.-zﬂ-z+ "'Anﬂﬂ= 0

skalarok, amelyek nem
mind nulldk, és
Az @@ €V eliorok Tinedrisan fiiggetlenek, ha Ayt A8 =0 0 akkor teljesiil, amikor
minden % = 0 Azaz

‘;{‘lﬂ’i +412ﬂ-2+ "'Anﬂﬂ= 0 =}41:' = ﬂ, — 'l_. R

Egy 7 € V vektor linedrisan fiigg az “’ ™ vektoroktol, ha ¥ eléllithato az ¥ @ vektorok linedris
kombinacidjaként.

Bazison linearisan fliggetlen generatorrendszert értiink.

1 ] 0
] 1 0
ey:=|.|,ex:= ||, €n=
g
Az R vektortér trivialis bazisanak nevezzik az 0 0 1 egységvektorokbol allo
bazist.

Belathato, hogy egy vektortérben barmely két bazis azonos elemszamu.

Egy K vektortér dimenzi6jan egy bazisanak az elemszamat értjiik. Ha a vektortérnek nincs véges bazisa, akkor

a dimenzidja végtelen. A {0} tér dimenzioja 0.

Az @10 @ yektorrendszer rangja, ha az @i yektorok kozott talalhaté | linedrisan fiiggetlen, de 1

nem.

i LD

Az 0y yany Ly iy,

vektorok altal generalt ( altér dimenzidja az = B ektorrendszer rangja.

Legyen LETERL egy rogzitett bazis ¥ vektortérben. Ekkor minden ¥ € v

albi + ﬂ':bz"l‘.. .+ﬂ'nb

egyértelmiien felirhato

n alakban. Az %t skalarokat a ¥ vektornak a by,.eibn bazis szerinti koordinatainak
nevezzik.

2.1. 7.2.1 Feladatok

1. Egy polinomot f -fel, a polinom fokszamat ot -fel, a polinom egyiitthatoit “i_vel a foegyiitthatot “n_nel
jeloljiik.

f =g+ ayx + ax+... ta,x™ 6 9= Bo + Bix+ Soxs+. . +5,x" , akkor jelentse a két

f+g="(ao+po) +(ay + B )xt... +(a, +fmx" esha* ER

Af = Ao + Aogx+. . +Aa,x™

Ha az

polinom osszegét az , akkor jelentse a

polinom skalarral valé szorzatat a

Vektorteret alkotnak-e a valds egyiitthatos polinomok alabbi részhalmazai a valos test felett?

3
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a.

b.

C.

A pontosan 10-ed fokd polinomok: {fldegf = 10 vagy f = 0}.

A legfeljebb 10-ed fokt polinomok: {fldegf = 10vagy f = 0}

A legalabb 10-ed fokt polinomok (fldegf = 10 vagy f = ﬂ}.

. Dontsiik el, hogy a valoés szamsorozatok alabbi részhalmazai vektorteret alkotnak-e, ha a miveleteket a

szokasos modon értelmezziik. A szamsorozatokat
a.
b.
C.

d.

. Dontsiik el, hogy az

(@n) el jelsljiik.

A korlatos sorozatok.

A konvergens sorozatok.

A monoton névé sorozatok.
A monoton sorozatok.

fR-R

. fiiggvények alabbi részhalmazai vektorteret alkotnak-e? A fiiggvények

Osszeadasat és skalarral valo szorzasat a szokasos modon értelmezzik.

a.

b.

A folytonos fliggvények.

A periodikus fliggvények.

. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

a.

Ha egy generatorrendszerhez egy tetszéleges vektort hozzavesziink, akkor ismét generatorrendszert
kapunk.

. Ha egy legalabb kételemli generatorrendszerbdl egy tetszéleges vektort elhagyunk, akkor ismét

generatorrendszert kapunk.

Minden legalabb kételemi generatorrendszerben van olyan vektor, amelyet elhagyva a maradék vektorok
tovabbra is generatorrendszert alkotnak.

. Ha egy generatorrendszerben van két azonos vektor, akkor ezek egyikét elhagyva a maradék rendszer

tovabbra is generatorrendszer marad.

Ha egy generatorrendszerben van két azonos vektor, akkor ezek mindegyikét elhagyva a maradék rendszer
tovabbra is generatorrendszer marad.

Egy legalabb kételemi generatorrendszerben akkor €s csak akkor van olyan vektor, amelyet elhagyva a
maradék vektorok tovabbra is generatorrendszert alkotnak, ha a generatorrendszer valamelyik eleme
felirhato a tobbi elem linearis kombinaciojaként.

. Hogyan valtoznak egy vektor koordinatai, ha a bazisban

a.

b.

C.

két elemet felcseréliink,
az egyik baziselemet egy nemnulla 4 skalarral megszorozzuk,

az egyik baziselemhez egy masik 4 -szorosat hozzaadjuk.

. Adjuk meg az dsszes olyan vektort, amelynek a koordinatai barmely bazisban ugyanazok.

11 [3] J2 11 [o] [o
5 2, (7], |5 of (1}, |0
. Tekintsik * -ban a L5 21 bazist. Adjuk meg ebben a bazisban az 01 Lol 11 vektorok

koordinatait!

4
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1 3
8. Adott két vektor: o —4! Hatarozzuk meg az ®2 vektor koordinatait az #1* #2’ €2 bazisra
vonatkozoan!
Megoldasok:

1. a) nem, b) igen, c) nem.

2. a) igen, b) igen, ¢) nem, d) nem.

3. a) igen, b) nem.

4. a) igaz, b) hamis, c) hamis, d) igaz, e) hamis, f) igaz.

5. a) A megfeleld két koordinata megcserélddik.
a
b) Az adott koordinata A-val szorzodik.

a; + A4

. o OE . P : 73 £t
c) Ha az eredeti koordinatdk ~ © és 7, akkor az (ij koordindtdk ~©és 7 lesznek.

6. Csak a nullvektor ilyen.

1 3 2 1
Oy (2| + o |7 +ag |5 =0
7. Keressik  azokat az - %293 koordinatakat,  amelyekre 5 8 2 0
5] +3|5:': +2|5f3 =
— 251'1 +?I5f: +5I5f3 = ﬂ
5{1’1 +8ﬂ': +2ﬂ'3 =t
1 3 2 oy 1
A=|2 7 5 az|=A"1-|0|.
Legyen 3 8 2l akkor L¥3 0
[0y 26] —10 —1
x| =1|-21 (5] 1].
A keresett koordinatak: L%2 19-, a masik két vektor esetében rendre | —71¢s L—1
1 3 2 0]
=112+ |7|—|5]| = 0]
Ellen6rzés: 8 2 1

ﬂ-i=ei+332_333 =}€i=ﬂ-1_332+363,

az = 391 + 1{]&2 6= 4‘33 = 3{&-1 — 3&2 + 3&3} + 1{]32 — 4‘&3 = 3&-1 + 'lEE + 563.

3
1
54,

3. 7.3 A bazistranszformacio és alkalmazasai

a; =

, e 4, €9, B3, . ,
Tehat az 2 vektor koordinatai az “1* 2’ ©3 bazisra vonatkozéan:

A 7.2.1 fejezet 8. feladat megoldasanal lathattuk, hogy lehetéség van a vektortér egyik bazisarol egy masik
bazisra attérni. Megmutattuk, hogy szamithatjuk ki egy adott vektor koordinatait ebben az 01j bazisban.

5
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A E vektortér egy bazisarol a vektortér egy masik bazisara valo attérést bazistranszformaciénak nevezzik. A
bazistranszformacionak azt a specidlis esetét, amikor a két bazis csak egy vektorban tér el egymastol elemi
bazistranszformacionak nevezziik.

bi-’ bz_...._.bk,..-,bﬂav ceElVec=0

Legyenek vektortér egy bazisa. Legyen tetsz6leges vektor, amelynek

koordinatdi az adott bazisra vonatkozoan 1 €2 vtrCkrewrCn - Belsthats, hogy ha Tk T ﬂ, akkor

by, bz, Bie—1, € Bt by vektorok is bazist alkotnak v vektortérben. A € vektor annyi bazisvektor

helyére vihetd be, ahany zérustol kiilonbozé koordinataja van.

xcV

Vizsgaljuk meg, hogy az 10j bazisra valo attérés milyen valtozast okoz egy tetszdleges vektor

koordinataiban.

Legyen xEV tetsz6leges vektor, amelyek a by, Bz, e Bies ey by bazisvektorok fel-hasznalasaval az
x = xibytoghat. byt +xaby () alakban, a 2 vektor pedig a
c=c bytcabs + o byt L+, b, (%) alakban irhato.
.o by #¥) i
Fejezzik ki a ~ ® vektort (- egyenletbdl:
b 1 b t b b4+ b b
=——0by ——caby — o ——Cp b g+ —C——Cps o G g
k 171 g, 22 Ckklki e Ckk-r1k+i O
. by, e ) }
Az igy kapott ~ * vektort helyettesitsiik a * ™ egyenletbe:
1 1 1 1 1
X = lel + .\‘:b?_ +t xk(—t_;cclbi - c_;(C:bz LD _C—;;Ck—lbk_l +ZC —C—kck+1bk+1 — ARy

1
:crzbn) FXgs1Dpsq -+ X5 by,

o)

A kapott frez) egyenletbol az Tk yal szorzas, €és a lehetséges dsszevonasokat kovetden a kovetkezd egyenletet
kapjuk:

X = (xl_cl::_:) bi+(x:_62::_::)bz+"'
+

1 T Xk =
+ (xk—l —Cr—1 K) by, + c_,:"-? + (xk+1 i Ck—!—lr_k) T e ) (xn — Cn C_K) b,

Ch K

A jobb attekinthetdség kedvéért foglaljuk az eredményeket az alabbi tablazatba:

6
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Linearis algebra II.

Bazis koordinatai
az uj bazisban
2 i
- - -1 — — =
Y
by ﬁ Xk =
3 , - — s €k
generala. Y
elem /
» +1 -
1. abra

A konnyebb szamolas kedvéért tekintsiik at a kovetkez6 formalizmust.

Az ¥ vektor koordinatait az Uj bazisban az alabbiak szerint hatarozzuk meg: A generald elem soraban 1évo

koordinatat, azaz *k koordinatat osztjuk a generald elemmel.

Az * vektor elsé koordinatajat az 0j bazisban gy hatarozhatjuk meg, hogy a tablazatban, a piros kerettel jelolt
téglalapban, csak a téglalap cstcsaiban 1év6 elemekkel kell szamolnunk. Az *1 koordinatabol kivonjuk a nyillal

jelolt elemek szorzatanak és a generator elemnek a hanyadosat. Az *2 koordinata meghatarozasahoz majd
hasznaljuk a zold téglalapot, az eljaras hasonld. A tobbi koordinata is kiszamolhatd egy-egy megfeleld téglalap
csucsaiban talalhat6 szamokkal dolgozva.

1 3
ay:= 3 y A= 10
Példa: Adott két vektor, —3 —4l Ezeknek a vektoroknak a koordinatai az €1’ €27 €3 trivialis

- . a e ay, €s, € L .
bazisra vonatkoznak. Hatarozzuk meg az “2 vektor koordinatait az = +* =2’ ~ % bazisra vonatkozoan.

7
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Bazis

2. abra

Tehat s = 3ﬂ-1 + Eq + 583.

3.1. 7.3.1 Vektorrendszer rangjanak a meghatarozasa

Egy vektorrendszer rangjanak a meghatarozasa a vektorrendszerben talalhatd linearisan fliggetlen vektorok
szamanak megallapitasaval torténik. Az el6z6 modulban mar lattunk erre megoldasokat, de most ezt a feladatot
az elemi bazistranszformacidval fogjuk végezni. Latni fogjuk, hogy ez a megoldas azzal az elénnyel jar, hogy
kevesebb szamoléssal jutunk ugyanahhoz a végeredményhez.

1 1 2 0 -1
s 2 G o 2 G <+ G = 0 i -2
4= 3|’ - R 1|’ < R 4\’ 4 — 21’ 5. —1
Példa: Tekintsiik az 4 2 6 2 —2J yektorokat. Allapitsuk meg a

vektorrendszer rangjat, és adjuk meg, hogy milyen 6sszefiiggés van a vektorok kdzott!

Tekintsiik az alabbi tablazatot. Elsé 1épésként az 21 vektor keriil az €1 vektor helyére. Az elsé sorbdl mar
valasztottunk generald elemet, ezért csak a masodik, harmadik vagy negyedik sorbdl valaszthatunk ismét. A
masodik sor minden eleme nulla, és nullat nem valaszthatunk generald elemnek. A valasztdsdhoz szoba johetd

sor a harmadik és a negyedik. Mi a harmadik sort valasztottuk. Ezért a kdvetkezo 1épésben az @2 vektor keriil az
€3 vektor helyére. Tovabbi transzformaciot mar nem tudunk végezni, mert a masodik és a negyedik sorban csak

y,03,Eq, 3, dy,0g

nullak szerepelnek. Az 0ij bazis: €4 amelyben felirhatjuk

3.2. 7.3.2 Kompatibilitas

Uj koordinatait.

A b vektor kompatibilis az @1rer B yektorok altal generalt altérrel, ha b eleme ennek az altérnek, azaz b
felirhato az @1 ® vektorok linedris kombinaciojaként.
1 1 3 1 4
a - Iy = e 3 = v a . b= -
Sal - i e b T Sk - il
Példa: Legyen 0 1 1 01 ¢ 1
@y,dy,03,d

* vektorrendszer rangjat, és dontsiik el, hogy a h vektor kompatibilis-e az
b y,03,03, 0,

Allapitsuk meg az

y,0s,03,(0,

vektorokkal. frjuk fel a ~ vektort az vektorok linearis kombinaciojaként.

A megoldast elemi bazistranszformacioval végezziik.

8
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nEY i3 A e s A ES | g oty Loy
2 =31 T 121 3151510 1510107106
312141317 1-51-5101-516701]0
0 | 1 i i 0! 1 NI el @110 .13
& A
4. dbra

a

: a3, @ . . o o e .
Mivel az 3" ©# vektorok mindegyike felirhato az “1’ @2 line4ris kombinacidjaként, a vektorrendszer rangja

kettd.
Mivel 2 = 3@y + laz, ezért P kompatibilis az *1* @223+ @4 yektorrendszerrel.

3.3. 7.3.3 Matrix rangjanak a meghatarozasa

A hatodik modulban definiadltuk, hogy az = matrix oszloprangja " ha oszlopvektorai kozott talalhatd L2

linearisan fiiggetlen, de "_nél tSbb linearisan fiiggetlen oszlopvektor mar nem.

Az 4 matrix sorrangja " ha sorvektorai kozott talalhaté | linearisan fiiggetlen, de "_nél t5bb linedrisan
fiiggetlen sorvektor mar nem.

Belathato, hogy egy matrix oszloprangja és sorrangja egymassal megegyezik, ezért ezeket roviden a matrix
rangjanak nevezziik. Ennek ismeretében a matrix rangjanak a meghatdrozasahoz elegendé a matrix
oszlopvektoraibdl 4ll6 vektorrendszer rangjat meghatarozzuk, amely ugyanugy torténik, mint ahogy azt a 7.3.1
fejezetben bemutattuk.

3 2 7 1 4
1 -1 -1 2 3

a- ]
2 3 g -1 1 matrix rangjat!

Példa: Hatarozzuk meg az

3 2 7 1 4 Sy 10 -5 ) 2 1 1

@9) -1 -1 2 3 -1 -1 2 3 1 1 2

2 3 8 1 1 5 10 -5 ) 0 0 0
5. abra

A matrix rangja kettd.

3.4. 7.3.4 Linearis egyenletrendszerek megoldasa
bazistranszformaciéval

Az Ax = b A

5 linearis egyenletrendszer pontosan akkor megoldhatd, ha a
egyiitthatomatrix oszlopvektorterével.

vektor kompatibilis az

Példa: Oldjuk meg elemi bazistranszformacioval a kdvetkezd egyenletrendszert!

Xy —X; —X3 = =1
+2x4 +2x, = 4

2x;  +x; —2xg +3x, = 4
—x;  tx; +xj = 1

9
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A szamitasokat az el6z6 példak alapjan végezzikk, de a tablazatban az oszlopvektorok alatt az
oszlopvektorokhoz tartozoé ismeretleneket is jeloljiik.

Tovabba, a generald elem oszlopat is tovabb szerepeltetjiik a tablazatban igy, hogy a generald elem helyett 1-et
irunk, az Gsszes tobbi elem pedig nulla. Latni fogjuk, hogy ezzel a jeldléssel az utols6 tablazatbol a linearis
egyenletrendszer megoldasa konnyen lathatova valik.

A tablazat elkészitését kovetden az egyenletrendszer megoldasanak befejezéséhez tobb lehetdség koziil

valaszthatunk. Az egyik lehet6ség szerint abbol indulunk ki, hogy a b yektor felithato az @17 @2 vektorok
linedris kombinaciojaként, © = @1 T 202 (oyapp; @3 = "1 Qs = Q1 + @z

X4 + Xolls + Xgag + Xally = b ahol ay, Gz g, 0y
)

Tudjuk, hogy az egyenletrendszer ugy irhatd, hogy az

Xy, X2, X3,

egyiitthatomatrix oszlopvektorai és *4 az ismeretlenek.

Helyettesitsiik az egyenletbe a vektorokra kapott dsszefiiggéséket:

X4 + Xols + xﬂ(_ﬂ'i} + x‘;(ﬂ-i + ﬂ-z} =y + 2&2.

Az egyenletet nullara redukalva és rendezve azt kapjuk, hogy:

(x;—x3+xa— Vay + (x;+x5—2)a, =0,

iy,

Mivel az @2 yektorok linearisan fiiggetlen rendszert alkotnak, ezért a linearis fliggetlenség definicidja

szerint:

xl—x3+x4—1=ﬂ =4 .'X.'1=1+.'X.'3_.'X-'4_.
x2+x4—2=ﬂ = x:=2_x._h

.'X-'E_..'X-'4E R

ahol szabad ismeretlenek.

Ez a megoldas szemléletesen mutatja a linearis fiiggetlenség és az egyenletrendszer megoldhatosaga kozotti
kapcsolatot. A bazistranszformacid 1épéseit tartalmazd tablazat pedig egy gyors és attekinthetd szamolasi
algoritmust mutat az oszlopvektorok kdzotti 6sszefiiggések megallapitasara.

Tudunk azonban egy ennél még gyorsabb megoldast is bemutatni. Az elemi bazistranszformacio 1épéseinél
voltaképp mindig egymassal ekvivalens egyenletrendszereket irtunk fel. Az utolsd tablazathoz tartozo
egyenletrendszer:

x3 +0xz; —x3 +x4 =
Oxy +x, Ox; +x,
Ox; +0x; +0x5; +0x, =
Ox; +0x, +0x5 +0x, =

[=0 =T S R

Természetesen ezt soha nem kell igy leirnunk, de a jobb megértés kedvéért most tegylik meg. Vegyiik észre,
hogy ha Gauss eliminaciéval oldottuk volna meg a feladatot ugyanchhez az eredetivel ekvivalens
egyenletrendszerhez jutottunk volna, némileg hosszabb szamolas utdn. Innen a megoldas mar az ismert
algoritmus szerint folyik:

Altaldnos megoldas:

Szabad ismeretlenek: ¥3 %4 € R.

Az utolsé tblazat elsé sordbol felirjuk, hogy SR LR

A téblézat masodik sordbél felirhatjuk, hogy: M

10
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Kotott ismeretlenek: ~1 — _ o — g TS 2=Xg

Partikuldris megoldas: * ¥ ** szabadon vélaszthato. Legyen pl. *3 =

Bazismegoldas: A szabad ismeretleneket nullanak valasztva: x=1x;= 2.

Leolvashat6, hogy az egylitthatomatrix rangja ketto.

3.5. 7.3.5 Homogén linearis egyenletrendszerek megoldasa
bazistranszformacioéval

Az Ax=10 homogén linearis egyenletrendszernek akkor van trividlistol kiilonb6z6 megoldasa, ha az 4

egyiitthatomatrix oszlopvektortere linedrisan 6sszefliggd rendszert alkot.

Példa: Oldjuk meg az alabbi homogén linedris egyenletrendszert:
X +2x 2 +x 3 = 0

31-'1 —2x 2 +2x 3 = 0

51-'1 +4x 2 +5x 3 0.

b=10

A bazistranszformacio tablazata hasonlo az el6zéekhez, de itt a vektort nem szerepeltetjiik, mert ez a

transzformacio soran végig nulla marad.

Altalinos megoldas:

Szabad ismeretlen; ¥3 & &
1
. . . Sx:-l-xg:ﬂ = X2 = ——-X3
A tablazat masodik soranak utolsoé része alapjan felirhatjuk, hogy: 8
3
114 W . - ca X3 —6x;=0 =% =6x3=—_%;
A tablazat els6 soranak utolsé része alapjan felirhatjuk, hogy 7
Kotott ismeretlenek: ¥1 &s X2,
Partikularis megoldas:
A szabad ismeretlen * 3 = E vilasztasa esetén ¥2 = L gg ¥1 =6

3.6. 7.3.6 Feladatok

Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket elemi bazistranszformacioval.
Adjuk meg a partikularis és bazismegoldast is!

b

Milyen Osszefiiggések mondhatok az egyiitthatomatrix oszlopvektorterére? Kompatibilis-e a = vektor az

egylitthatomatrix oszlopvektorterével? Mennyi az egyiitthatomatrix rangja?

x; —2xz +x3 +xg = 1

Xy —2xz +xz —x4 = -1

1 1 —2x; +x5 +dx, = 5
x; +2x, +x, +xg 7
xq —Xg3 +x3 —2x,4 =: 5
X; +x3 +xy +3x; = 6
9 2x4 —x3 —2x, —dxg 2

11
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X1 +x: —X3 = 4
X1 —X2 +.'X-'3 = 0
—X1 +x4 +.'X.'3 = 2
Xq +x4 +.'X.'3 = 2]
3. Xq +x4 5
X +.'X-'2 +3.'X-'3 +.'X-'4 = 4
le _31-'2 +.'X-'3 +2.’X-'4 = 3
31-'1 —E:X.'g +4‘.’X-’3 +3.’X-'4 = 7
4. X2 +.'X-'3 1
31-'1 +2x: +.'X-'3 = 5
le +3x: +.'X-'3 = 1
5 21-'1 +x4 +3.’X-'3 11
X + X3 _31-'3 = -1
21-'1 + Xa _2.7.-'3 = 1
xl + x: + .'X-'E = 3
6. Xy +2x, —31.'3 1
xl +.'X-'2 + .'X-'E _.'X-'4 = ‘4’
xl _xz + xE +X4 = 8
7. 31-'1 +.'X-'g +3.'X-'3 —Xa = 16
:X.'j_ + x: - :X.'a + .'X-'q_ T :X.'5 = ﬂ
le + Xa _31-'3 —Xa +.'X-'5 = D
8. _le — Xa — X3 +.'X-'4 —Xe 0
Xy +3:X.'2 +2.’X-'3 = 0
le —X2 +3.’X-'3 = 0
31-'1 —5x, +4‘.’X-’3 = 0
9 Xy +17x, +4‘.’X-’3 0
Hatarozzuk meg az o paraméterek értékét ugy, hogy az alabbi linearis egyenletrendszereknek
a. ne legyen megoldasa
b. pontosan egy megoldasa legyen,
c. végtelen sok megoldasa legyen!
Xy +2x2 +x3 = 4
xl +x: _.'X-'E = 3
10. —Xy +ax; = fB
Xq +:X.'2 +.'X-'3 6
Xq +x3 = 4
11. 2x; +xg +axz = f
Xy —X2 +.'X-'3 = 0
_3.9(-'1 +2.’X-'2 —Xg = ﬁ
12. —2xy +xs Hax; = -1
Megoldasok:

12
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:X.'l _zx: +x3 +.'X-'4 = 1
:X.'l —21.'2 +x3 —:X.'4 = _1
Xy —ng +.'X-'3 +5.'X-'4 = 5

A bazistranszformacio tablazata:

Az egyiitthatomatrix oszlopvektorterére mondhato allitasok:

ﬂ-z = —2&1,
3 = 1,
b = ny.

Az egyiitthatomatrix rangja r(4) = 2.

Altalinos megoldas:

Kotott ismeretlenek: ¥4 = 1, X3 = 20+ 33 =0 = x; =2x3— %3

Szabad ismeretlenek: ¥2 *3 € ]E.

- (X=X, =x3=0, x,=1
Bazismegoldas: 1~ 2T 3T M e

Partikuldris megoldas: *1 ~ 0, x2=1 x3=2 %=1

Xy +2x, +x; +xg 7
Xy —X3 +x3 —2x4 = 5
Xy +X3 +x4: *+3x5: = b
2x4 —X3 —2Xx5 —4xg 2
A bazistranszformaci6 tablazata:
- ti 2|03 2| 7|31 010 {3]-1].3
= 0O {-3:1:i-31:-1 -2 0 0 1 0 2 B
- 0 @i 4 ial s o101 1772
0 <71 01-Zl<7|-34]0.40 0. L0100
10. abra

Az egyiitthatomatrix oszlopvektorterére mondhato allitasok:

ay = —a4 + dy,
a; = —a4 + s + 2 a3,
b = 3ﬂ-i + zﬂ-z + ‘:]:'ﬂ-:; ;
r(d) = 3.

Az egyiitthatomatrix rangja
Altalinos megoldas:

Kottt ismeretlenek: X1~ X%~ x5 =3 = x; =3t x4+ x5

x:+x.4+1-'5=2:1‘ x:=2_X4_xE_,

x3+2x5=4:"x3=4—x5.
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Szabad ismeretlen: “ ¢’ *5 E E.

Bazismegoldas: "1 iz =& =t ty=has =l

Partikuldris megoldas: *1 ~ hdz =Lt iesE xR

xy tx; —xg 4
Xy —%; +x3 = 0
—X1 +tx, +txg; = 2
Xy +x2 +x3 = 6
Xy +xg 5

A bazistranszformacio tablazata:

(Di1i-1]4J111i-11411]11i0]S]11010]2
1~1100022-40-_20-60000
-1111112101210]610(NH101610:1:0]3
14111161010 2\ 210:;0i0]0]010:0]0
if1iols]oioi@Mliloioii]ilolo 1]l
11. ébra
b=2ﬂ.1+3ﬂ.z+ﬂ.3.
Az egyiitthatomatrix oszlopvektorai linearisan fliggetlen rendszert alkotnak.
A , ,x1=2,x2=3,x3=1.
z egyenletrendszernek egy megoldasa van:
Az egyiitthatomatrix rangja r(4) = 3.
Xy +.'X-'2 +3.'X-'3 +.'X-'4 4
le _31-'2 +.'X-'3 +2.'X-'4 =: 3
31-'1 _Zx: +4‘.’X-’3 +3.'X-'4 =
X3 +x3 1
(1) : 1 3 1 4 y U8 ol | 3 1 4:11:01211 3
21-311 2 3 JOiI-5i1-5i0]-5]0{0:0:{01]0
3 1-21413 / 10:-5i-5:10]}]-5]0:0;:0:i0]0
0 1 1 0 1 oM. 1 0 1 0411 % ¢0 1
12. ébra

Az egyiitthatomatrix oszlopvektorterére mondhato allitasok:

a3 = 2 aq + s,
g = ay,
b = 3 a4 + as.

Az egyiitthatomatrix rangja r(d) =3

Altalanos megoldas:

Kotott ismeretlenek: X+t 23+ x3=3 = x, =3 -2x3— Xy
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:X.'2+:X.'3='l — :X.'2='l—x3.

Szabad ismeretlen: 37 ¥4 & R.

Bazismegoldas: “1 =1 RSl Xl

Partikulris megoldas: “1 0, x2=0,x3=1 %=1

Az egyenletrendszernek nincs megoldasa, mert a kékkel jeldlt sor tilos sora:

ﬂx1+ ﬂx: +|D:X.'3-‘.-" 1

X, .'X-'q_E R

7. Altalanos megoldas: szabad ismeretlenek,

R R R By TH T, kotott ismeretlenek.
Xy + Xa — X3 + Xy — Xg = 0
le +x: _31-'3 —Xa +.'X-'5 = 0
_le —Xa — X3 +.'X-'4 SrlEs = 0

A homogeén linearis egyenletrendszer tablazata:

31-'1 +2:X.'2 +x3 = 5
le +3:X.'2 +x3 = 1
5 21-'1 +:X.'2 +3x3 = 11
X1 X3 X3 X1 X2 X3 X1 X2 X3 X4 X2 X3
yqiiegl3:2:1 1S5S ID0:!-501-17]11:0:S|17]1:0: 0 | 2
12131111 -4 0 -8]-321]0 0|}3360 0 1 3
ai-iegl2i)i3)1112:1:13)111]|]0:i1i{-7] - 0 1 0 -2
23
13. abra
Az egyiitthatomatrix oszlopvektorai linedrisan fliggetlen rendszert alkotnak.
b=2ﬂ-1+3ﬂ.z_2ﬂ-3.
Az , _.'X-'1=2_. x:=_2_..'x-'3=3
egyenletrendszernek egy megoldasa van: .
Az egyiitthatomatrix rangja r(4) = 3.
Xq +:X.'2 _3.'X.'3 = -1
le +.'X-'2 _sz = 1
xl +x: +x3 = 3
6 X1 +2.’X:g _3.'X.'3 = 1
(;1‘) 1 :-3]-11]11 1. 1=3]-21]11 0 -3|-311 0 0 0
2i11-2]11 0 -1 4|3 0:'0 ({ 5 0 0 0 1
11 1 3 0 Q 41410 04| 4 0 0 1 1
1$21-3]11]101){0]2]0;110]10]10;13i0]0
14. abra
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Diti-1i1i-11114% 1i-1]1i1012:i-2i2]11i010i-2i2
211 i-3:-111]10iCD:-1{-3:3]0;01i(-9:10;0]10:0i!1:0:0

15. ébra

Az egyiitthatomatrix oszlopvektorterére mondhato allitasok:

ay = —2:‘.‘.',1 + 3&2,

az; = 2&1 . 3ﬂ-z.

Az egyiitthatomatrix rangja r(4) = 3.

Altalanos megoldas:

Kotott ismeretlenck: “1 Sk Bk Faw deach Mg Ex 5

Szabad ismeretlenek: % *& €R.

9. Altalanos megoldas: 3 SR zabad ismeretlen.

1lxg xg
vy - Xy == oy =
Kotott ismeretlenek: 7 T,
X1 +2x2 +.'X-'3 = 4
:X.'j_ +.'X-'2 _.'X-'E = 3
—xy +ax; = B

10.

A bazistranszformacié alkalmazasa soran kapott o B paramétereket tartalmazo tablazat:

Qi2:114]1 2 1 B! 1 0 -1 2
1:1:-113]0.:¢) -2 -1 0 1 2 1
-110 |l a]l B 103 2 a+1| B+4 0 0 «-3 B+2
16. abra
a Ha% = 3 és g = _2, akkor az utolsé egyenlet 0-x3=F+2=0 alak, ezért nincs megoldas.

b. Ha & ™ 3, akkor egyértelmi{i megoldast kapunk.
c. Ha% = 3 és F= _2, akkor az utols6 egyenlet 0-x3=0 alaku, tehat az egyenletrendszernek végtelen
sok megoldéasa van.

B = 10

11. a) Ha a=2 és , akkor nincs megoldas.

b) Ha aF 2, akkor egyértelmii megoldast kapunk.

2

c) Ha =2 B= 10, akkor végtelen sok megoldas van.

12. a) Ha @=0 €s F= _1, akkor nincs megoldas.
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b) Ha aF ﬂ, akkor egyértelmii megoldast kapunk.

0, B=—

c) Ha 4=V 1, akkor végtelen sok megoldas van.

4. 7.4 Linearis leképezések

Legyenek " ¢ V2 vektorterek. Az 4T = 12 fiiggvényt (homogén) linedris leképezésnek nevezziik, ha

miuvelettarto, azaz

1. minden 7 €W eqetén Alu+v) = A(u) + Af;u},

u€h , AER Ad-w) =4-A(w)

2. minden esetén

A lineéris leképezés tehat minden elemhez egyértelmiien hozzarendel egy elemet. Ahol ez

nem idézhet el6 félreértést, az Alw) helyett Au-t fogunk irni.

Vezessiikk be a kovetkezd jelolést: a linearis leképezések 1 = V2 palmazat jeloljik
AE HUm(Vl ) Vg:l JelOll a Vj_ — Vg

Hom({V1,V2) o1 Exkor

linearis leképezések halmazanak egyik elemét.
Ha**® 1 és A= , akkor a % vektort az ¥ vektor osképének nevezziik. Ha 4 nem injektiv leképezés, akkor X
nem egyértelm.

A miiveleteket azért jeloltiik kiillonboz6 szinekkel, mert a pirossal jeldlt 6sszeadas és skalarral valo szorzas a i

beli, a zold pedig a V2 -beli miiveletet jel6l.

A linearis leképezés Osszegtartasabol és skalarszorzat tartasabol konnyen belathaté, hogy a nullelemet, az

ellentettet és a linearis kombinaciot is megtartja, azaz, ha 04 jeloli a 1 peli nullelemet, és 0> jeloli a V2 el
nullelemet, akkor

i A(Uj_} = UZ’

i Al—u) = —Au

i Alayuy + aus+.. . +a,u,) = ay Aug + aAus+.. . +a, A,

Az AN 2 V2 inearis leképezés képtere a képelemek halmaza, 4 értékkészlete, azaz

ImA={yelh|3x€, Ax=y}.

Az AV 2 V2 ineanis leképezés magtere a V2 nullvektoréra képezd elemek halmaza, azaz

Kerd ={x € 1} |Ax = 0.

.

£ .. Kerd
Z-nek, és

Belathatd, hogy ImA o\tere altere 1 -nek.

Specialisan azokat a linearis leképezéseket, amikor V=nh= VE, a ¥ vektortér linearis transzformaciéinak

nevezzik. Linedris transzformacio esetén eléfordulhat, hogy a képtér nem a teljes V, tovabba tobb vektornak is
lehet ugyanaz a képe.

HomV

Vezessik be a kovetkezd jelolést: a linearis transzformacidinak halmazat jeloljiik -vel, ekkor

A € HomV azt jelenti, hogy a V=V linearis transzformacio.
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Példak linearis transzformaciokra

3 3
teret, és legyen F € HomR® F jelentse az

iranyt és adott szogl elforgatasat. Barmely * vektornak az az Ax vektor felel meg, amelybe az illet6 vektor
az adott forgatas révén atmegy. Nem nehéz belatni, hogy az 1) és a 2) feltétel teljesiil. Igazoljuk az 1)
Flxy+ x3) Xy,

1. Tekintsiik a haromdimenzios = () sik £ tengely koriil adott

feltételt. azt jelenti, hogy az %2 vektort Osszeadjuk, azutan pedig a kapott vektort elforgatjuk.

Az Fx,+Fx; viszont azt jelenti, hogy X1 et 65 ¥2-t el8bb elforgatjuk, és csak azutan osszegezziik. Vilagos,
hogy az eredmény mindkét esetben ugyanaz.

R

3 3
2. Tekintsik azt a | = HOM B jjneqris transzformaciot, amely minden ™ -beli vektorhoz hozzarendeli az

(.y) sikra vonatkoz¢ tiikorképét.
] nan n
3. Legyen A € HomR" . legyen AeEM matrix. Feleltessik meg minden xER" \ektornak az
¥=Ax vektort, amelyet ugy kapunk, hogy az * vektort szorozzuk az 4 matrixszal, ez a hozzarendelés az

g
egy linearis transzformaciodja.

e —_ ' ¢
4. Tekintsiik a legfeljebb (n 1}-ed fokt polinomok ™ dimenzi6s vektrorterét. Legyen AP)=p , ahol = a 5

polinom derivaltja. Ez a transzformaci6 linearis, ugyanis

1 P+ P) =P +F
9 (AP) = AP"_

A linearis transzformaciok kozott kiilonleges szerepet jatszik a kdvetkez6 két egyszeri transzformacio:

r
Az E € HomV linearis transzformaciot egységtranszformacionak vagy identitasnak nevezziik, ha minden
vektornak 6nmagat felelteti meg, azaz
Ex ==x
0 € HomV .. ., . . .. .
A linearis transzformaciot zérustranszformacionak nevezzilk, ha minden vektornak a

zérusvektort felelteti meg.

Ha egy 1 2 V2 jinearis leképezés kolcsondsen egyértelmli megfeleltetést 1étesit Vg V2 kozott, akkor
izomorfizmusnak nevezziik. Az izomorfizmus mar a magtérrél és a képtérrdl felismerhet6. Belathato, hogy egy

A € Hom (1,17 linearis leképezés pontosan akkor izomorfizmus, ha Kerd = {0} g ImA=T;

Két vektorteret izomorfnak neveziink, ha van k6zottiik izomorfizmus. Ha 1 vektortér izomorf V2 vektortérrel,

azta "t = V2 vel jelsljik.

Az izomorf vektorterek algebrai szempontbol megkiilonboztethetetlenek egymastol. Az izomorfia reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv, azaz

RN,

i, a1 =12

* akkor Ve = Vl,

jii.ha V1 = Va2

Wy &

VE, akkor h o= VE.

u,..v

Belathato, ha B és ¥ véges dimenzidju vektorterek, akkor = és © pontosan akkor izomorf, ha diml/ = dimV_

4.1.7.4.1 A matrixok és a linearis leképezések osszefuggése

18
XMLmind XSL-FO Converter



Linearis algebra II.

A fejezetben csak véghy, by, .., b, vektortel] kel foglalkozunk.¢y, €4, ..., €,leképezések egyik font],

tulajdonsaga, hogy ha A € Hom(l4 ,V;) térben, és tetsz6leges elemek a

vektortérben, akkor pontosan egy olyan linearis leképezés 1étezik, amelyre

Abi= Ci, = 'l_. 2,..._.'”._.

b, . . C; -
azaz amely a "~ * baziselemeket rendre a ~* elemekbe viszi.

Ennek a tételnek a felhasznaldsaval a linearis leképezéseket altalaban gy adjuk meg, hogy a baziselemek képeit
valasztjuk meg. Belathato, hogy kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés van a véges dimenzioju vektorterek
linearis leképezése és a matrixok kozott. Ez a fontos tétel lehet6vé teszi, hogy a linearis leképezéseket
matrixokkal adjuk meg, ugyanakkor minden maétrix egy linearis leképezést is reprezental. igy leképezésekre
vonatkozo allitdsokat matrixok segitségével igazolhatunk. Gyakorlati alkalmazasokban leképezések helyett
szinte mindig matrixokkal dolgozunk.

Legyen a ¥ vektortér egy bazisa e el , és legyen a 5 vektortér egy bazisa by, bz, ""bk. Egy

A€ Hom(l], Ay, @z, Ay by, bg,- kExn

€ k bazispar szerinti matrixan azt a

by, bs,

V2) linearis leképezés es

. . i . Aa; . _ L
matrixot értjiikk, amelynek T _edik oszlopaban az = 7 vektornak a +bi bazis szerinti koordinatai

[4]

allnak. Ezt a matrixot -~ - *®-vel jeldljiik.

Részletezve: Aay = @by + @y by +.. Fa by,

A iz = ﬂlzbi + ﬂ22b2+.. .+ﬂ'k:bk,

Aa, = ay, by +az,bot... +ay, by
G411 G4z e Op

il NS e S B
Ekkor Or1 Oz e Ogpd

Az [Alas matrix oszlopvektorai az " baziselemek képei *7k paziselemek segitségével
felirva. A matrix természetesen fiigg a bazisok valasztasatol, ugyanis mas bazispar esetén a matrix is valtozik.

ﬂ-i_.ﬂ-z_.. biJ bz_...

€180 4n. trividlis bazis, akkor az [4].. jelolés helyett

Linearis transzformacidok esetén, ha a bazis az
. A=[AL.. ...
roviden az Al jelolést alkalmazzuk.

A hatodik modulban definidltuk a szdm-n-esek, az oszlopmatrix ill. az oszlopvektor fogalmat. Megmutattuk,
hogy ezek kozott kdlecsdondsen egyértelmii megfeleltetés van.

Vl_:’l[;

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy ha ismert egy 2linedris leképezés matrixa, akkor egy tetszOleges

V€T _pej vektornak hogy adhatjuk meg a "2-beli képét.

@1:@2en1%n 4o Jogyen ¥ € 1 egy tetsz8leges vektor. Tudjuk, hogy a ¥

V=718 tyzaz+ -+ yuty,

Legyen Vi yektortér egy bazisa az

L, Ly, 6y,
vektor felirhato az 1+ @2+ @n

alakban. A Y1 Y2 ¥V pamokat a ¥ vektor

vektorok linearis kombinaciojaként, tehat

@y, g, .. , . , g ..
1: @211 Oy bazisra vonatkozo koordinatainak nevezzik.

Latni fogjuk, hogy célszerli a V vektor koordinatait oszlopmatrixban felirni, és mivel a koordinatak fiiggnek a
bazis valasztasatol, érdemes a jelolésben azt a bazist is szerepeltetni, amelyben a vektor koordinatait felirtuk:
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Y1
¥z
[v]ﬂ = E '
¥n
Legyen a M yektortér egy bazisa az M2 B 4o leoven a V2 yektortér egy bézisa by, by, ""bk,
A € Hom(3, V) linearis leképezés, és ¥ © &1 tetsz6leges vektor.
Avl, = (A v
o [V = Al ]
fexm nxl
ahol a jobb oldalon két konformabilis matrix szorzata all, ugyanis Al €M és vl €2 , tehat a
Rl
szorzas eredménye: [4v], €2 .
Példa
X1 X1
LlXz(= [xz]
3 3 3
Linearis leképezés-e az az RP-R leképezés, amely minden ¥ €R® \ektorhoz az  1*3 0 vektort
3
rendeli hozza. Valasszuk ™ -ban az €172 €3 trivialis bazist. Ha L linedris leképezés, adjuk meg a leképezés
1
rv=|4
matrixat, és a =3l vektor képének koordinatait a trividlis bazisban! Mi lesz a leképezés képtere és

magtere?

Ellenbrizziik, hogy teljesiil-e az L (0% T B¥) = alx+BLy g,

ax; + 5y X1 Y1
Llax + By) = |ax, + By, | = a|¥2|+ f |y2| = ax + By
Mivel . ( . ) g , tehat a leképezés linearis transzformacio,
%, Y

amely, mint geometriabol mar ismert, az - sikra valé merdleges vetités.

Mivel:
Lei = -lei + ﬂEz + GES_.
LEZ = ﬂei + 132 + 033_.

LES = {]Ei + ﬂEz + GES_.

10 0
[Ll..=L=[0 1 0
0 0 ol

a leképezés matrixa:

A Y vektor merdleges vetitettjének a koordinatai:

10 01 1
[Lv]g=[ﬂ 1 ﬂ}-[4}=H
0 0 ol L-5 0l

ImL = {x € B3|x; =0} (6 y)

, tehat az

_ 3 o
Kerl = {x € R®| x; =x; =0} (tehat a P(0,0,x5) koordinataju pontok), vagyis a harmadik tengely.

4.2. 7.4.2 Sajatérték, sajatvektor
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Ebben a fejezetben véges dimenzids vektorterek olyan linedris transzformacioival foglalkozunk, amelyekhez
létezik olyan nemnulla vektor, melyet a transzformacido a skalarszorosdba képez, azaz e vektorok a
transzformacidé soran a sajat egyenesiikben maradnak. Ezeket a vektorokat sajatvektoroknak, a megfeleld
skalart, azaz a ,,nagyitas” mértékét sajatértéknek nevezziik.

AER A € HomV

Av= ,11:_

velV

skalart az linearis transzformacio sajatértékének neveziink, ha létezik olyan

Egy
nemnulla vektor, amelyre

Egy veV nemnulla vektort, az e Haml linearis transzformacio sajatvektoranak neveziink, ha Iétezik olyan
= skalar, amelyre o= ‘h'r.
A sajétérték definicibjaban a nullvektort mindenképpen ki kell zami, mert az 40 = 2@ minden A-ra fennatl,

vagyis a kikotés nélkiil minden 4 € B

sajatérték lenne.
A sajatvektoroknal tehat a sajatérték egyértelmiisége miatt érdemes kihagyni a nullvektort, mert igy belathato,
hogy minden sajatvektorhoz csak egy sajatérték tartozik.

A Kerd = {0}

A sajatértékek korébol nem zartuk ki a =10 skalart. A nulla pontosan akkor sajatértéke “*-nak, ha

, a sajatvektorok pedig a magtér nemnulla elemei.

Egy adott A sajatértékhez tartozo sszes sajatvektor és a nullvektor alteret alkotnak. Ezt az alteret a A-hoz tartozo
sajataltérnek nevezziik. A sajatérték definicidja alapjan a sajataltér nem allhat egyediil a nullvektorbol.

A kovetkezo6 tétel a sajatértékek megkereséséhez nyujt segitséget:

A € HomV AER

AP« U MU B , .
linearis transzformacié és 1’2’7 m bizis ~ -ben. Egy skalar akkor ¢és csak

[J‘I'1 - AE]&

Legyen

akkor sajatértéke A-nak, ha az matrix determinansa nulla:

det([4 — AE],) = 0.

x=0 }Lx7 azaz(ﬂ—iE)x:U_

Ugyanis A akkor és csak akkor sajatérték, ha van olyan vektor, amelyre Ax =

[A4 - AE], [x], = [0]

Ezzel ekvivalens az homogén linearis egyenletrendszer, amelynek akkor van trivialistol

kiilonb6z6 megoldésa, ha det(lA —E].) = 0.

Az A € HomV k4(d) = det[A — AE]

linearis transzformacié karakterisztikus polinomjan a polinomot

értjiik, amely fiiggetlen a IJ-beli bazis valasztasatol.

=

Példa: Hatarozzuk meg az —3 4 matrixszal megadott linearis transzformacid sajatértékeit és a

hozzajuk tartozé sajatvektorokat!
_[5—-4 6
a-ae1=[25% 2,0
detlA-2E1=|7% ° |=(-5-DEa-D+18=2+21-2=0.

1

AT+ a-2=0 , ennek a masodfoklil egyenletnek a megoldasai A= és

A karakterisztikus polinom:
.-12 =-2.

A sajatértékekhez tartozo sajatvektorok:

=1 sajatérték esetén:
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-5-4 X1 - X4 —6x,+6x,=0 X31 [t
[P i d B0 = [ 961-1 = = [-11

‘H’l:

-3 =3x,43x.=0

ahol

—Z sajatérték esetén:

R i L 4 R i B 3 B R bt i R

ahol L € B\ fol.

4.

1.

. Legyen a 1 vektortér egy béazisa

3. 7.4.3 Feladatok
3 ;
Legyen A €EHom B* o) 5 linearis transzformacio, amely a vektoroknak az (%) sikra valo vetitésébdl all.
1 0 0
A.=10 1 0
Lattuk, hogy trivialis bazisban a transzformacié matrixa: 0 0 0 Hatarozzuk meg ugyanennek a
! ! ’
transzformacionak a matrixat az €122 €3 bazisra vonatkozolag, ahol
!
Ei = &4,
gy =ites
e; = ey +e; +es.

(g, g, Oy by, bs,.

A€ Hom(W, 15

, és legyen a 5 vektortér egy bazisa & b“. Hogyan

valtozik meg egy ) leképezés matrixa, ha a megfeleld bazisban

a. Mt és P2t feleseréljiik,
b, P1gss P2y felcseréljik,
c. 43 helyett Aaz -t vesziink, ahol A+ ﬂ,

d. by helyett Abg—t vesziink, ahol A# ﬂ,

e. 3 helyett @2 T vesziink,

f. bs helyett i 'u'bz-t vesziink?
. Hatarozzuk meg az alabbi matrixokkal megadott linearis transzformaciok sajatértékeit és a hozzajuk tartozéd
sajatvektorokat!
T =1
A= /
a [—2 CI]
6 -1
B = .
b. [8 2]
1 -1 -1
c=(2 -2 -1},
C. 2 =1L =2
-2 2 2
D=|-3 3 2|,
d. -1 1 Z2
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—2 3 -2
E=] 10 1 -2
e L 3 -3 -—-1J
10 2 0
Py s | 0 0
o= 0 0 1 0f
f |12° O =1 1
Megoldasok:
1 01
Ags=10 1 1
0 0 01

1. A transzformacié matrixa 11j bazisban:
2. a) Az elso két oszlop felcserélddik.

b) Az els6 két sor felcserélodik.

¢) A harmadik oszlop A-val szorzodik.

1
d) A harmadik sor 4-val osztjuk.

e) A harmadik oszlophoz hozzaadédik a masodik oszlop H_szorose.

f) A harmadik sorbol levonjuk a masodik sor Hoszorosét.

1 -1
A=
3. a) [—2 ﬂ]
1—-4 -
I
det(A-2E1=|"_2 T|=(-D(D-2=2-21-2=0
A karakterisztikus polinom: ATtA-I= ﬂ, ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai A =2 és

.-;L: = _1.
A sajatértékekhez tartozo sajatvektorok:
A =2 sajatérték esetén:

5 ZRE=0 = 5 ZE-0 - s = G-

ahol £ € BAL0}
A =-1 sajatérték esetén:
e B R I i e B e ar B

ahol £ € BAL0}

[2e)

b) Nincsenek valds sajatértékek.
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1 -1 -1
c=[2 -2 —1}
c)

2 -1 -2
1—-4 —1 -1
det[A—AE]=| 2 —-2-4 =f jo=tegpagneg - (X1
2 —1 e el )

A =d;=43=-1
A sajatvektorok:

2 -1 —1][%] [0 ] =
2 -1 —1f[X2f=|0| & 2x1—x;—x3=0 & [%2|=
X3

2 -1 —1l1%3 0

ta !“rn| -

ahol &5/ € ]E\{{]}.

oM =0 A=1 A3=2

rt
]
A A= I=]—hoz tartozo sajatvektor: 04 ahol T E R {0}
" 0 ]
A2 =1 e tartoze sajatvektor: L 5 1 ahol © € R\ {ﬂ}
[T
r},
A= 205, tartozé sajatvektor: T ahol ” € R\ {ﬂ}

gla=1 de=-1 Aa=-2
t

A A = 1—hez tartozo sajatvektor: 04 ahol T & RA {ﬂ}

|,
.-12= |:_5 ahOISE R\{ﬂ}

A -1 -hez tartozo sajatvektor:

pe
[27’}1
,15 = 3 ahoITE R\{ﬂ}

A =2 -hoz tartozo sajatvektor:

) A sajatérték: =

0
t
{] >

A A= 1-hez tartozo sajatvektor: L54 ahol ts € R (ts) = (0,0).

5. 7.5 Linearis programozas

A linearis programozas altalanos feladata ek linearis fliggvény szélséértékének keresése bizonyos
feltételek mellett. A feltételek linearis egyenletek, vagy egyenl6tlenségek és a valtozokra vonatkozo
nemnegativitasi kovetelmények altal meghatarozott konvex poliéder. A gyakorlati feladatok altaldban a
kovetkezd tin. normal alakban adottak.
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cER™ ollett flx)=cx, xeR"

- n
Legyen R linedris fiiggvény, azaz adott . Keressiik ennek az un.

célfiiggvénynek a maximumat az alabbi feltételek mellett:

Ax = b,
x=0
€11 @12 - Op
o el
Az Gni Gn2 @nml matrixot technolégiai egyiitthaté matrixnak, elemeit technolégiai

egyiitthatoknak nevezzik.

by 5]
b, €2
b= :‘ C= :‘
A bud vektor a kapacitasvektor, a Enl vektor elemei a célfiiggvény egylitthatoi.
X1
X2
x=1| .
Ha az nl jsmeretlen kielégiti a feladat = es® = 0 feltételeit, és a calfiiggvény értéke maximalis e

feltételek mellett, akkor * neve optimalis megoldas. Eléfordulhat, hogy tobb optimalis megoldas is van, akkor
alternativ optimumrol beszéliink. Természetesen az is eléfordulhat, hogy a feladatnak nincs megoldasa.

A linearis programozasi feladat grafikus és szimplex médszerrel torténd megoldasat a mintapéldakon keresztiil
mutatjuk be.

1. Példa: FEgy magyarorszagi divatceg kiilfoldi megrendelésre dolgozik. Farmernadrdagokat és kabatokat
gyartanak. A nadragok elkészitéséhez egy normaorara, a kabatok elkészitéséhez két normaorara van sziikség.
A nadrag és a kabat mindegyikéhez ket méter anyagra van sziikség, de a nadraghoz még 2m szegodiszt is
haszndlniuk kell, amit csak importbol tudnak beszerezni. Az iizem napi 10 normadrdaban tud termelni.
Alapanyagbol napi 12 méter all rendelkezésre, az import szegdbdl 8 métert tudnak naponta beszerezni. A
nadragokon darabonként 2000Ft, a kabatokon 3000Ft haszna van a cégnek. Hany nadrdagot és kabdtot
gyartsanak, hogy a nyereség maximalis legyen?

A jobb attekinthet6ség kedvéért foglaljuk a feladat adatait egy tablazatba:

Nadrag Kabat Kapacitas
Mormacra 1 2 10
Alapanyag 2 2 12
Import 2 8
Nyereség 2000F¢ 2000Ft

17. abra

A tablazat segitségével a kovetkez6 matematikai modell irhato fel:

Tegytik fel, hogy *1 darab nadragot, és *2 darab kabitot gyartunk. Mivel negativ szami munkadarabot nem
termeliink, ezért feltessziik, hogy

xliﬂésxgéﬂ

Csak annyi terméket gyarthatunk, amely normadra, alapanyag és import tekintetében nem 1épi tul azt a
kapacitast, amely a rendelkezésiinkre all. Ezen feltételek alapjan az alabbi egyenldtlenségeket irhatjuk fel:

rox ..'X-'1+ 2%, = 1{]_.
normaorara: =
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alapanyagra: 2x; + 2%, =12,

importra; 2X1 = 8.

A maximalizalandé  célfiiggvény 2000, + 3000x;

2000x; + 3000x, —

amit a kovetkezOképpen  jeldlhetiink:

maximalis.

2.7.-'1 + 3.7.-'2 =

Kiemeléssel lathato, hogy a maximalis feladat megoldasai azonosak az eredetiével.

18. abra
A feladat grafikus megoldasa:

A feltételek a sik egy poligonjat jelolik ki. A poligon csticspontjait extremalis pontoknak nevezziik. Ezek a
feladatban (03 00, B(4;0), €(4; 2),D(2;4), E(0;5). p poligon minden Ce1i%2) petss és hatdrold pontja
megoldas, mert kielégiti a feladatban meghatarozott feltételeket. E megoldasok koziil keressiik az optimalisakat,
vagyis azokat, amelyek az lizem szamara a maximalis bevételt jelentik. Ezeket a megoldasokat megkapjuk a

X1 =0, x;

célfiiggvény abrazolasaval. A célfiiggvény minimuma az =0 feltételek miatt nyilvan nulla. E16szor

abrazoljuk a célfiiggvény zérushelyeit, amelyek a 2x,+ 3%, =0

X1 =X2g

egyenletli egyenes pontjai. A feltételeknek

=0 felel meg, ami azt jelenti, hogy nem gyartunk semmit. Az egyenest parhuzamosan eltolva a
D(2;4)

csak

pozitiv siknegyedben, az eltolt egyenes szakaszban metszi a poligont, majd csak a
Belathato, hogy ez az optimalis megoldas.

csucspontban.

Az alabbi tablazatban osszefoglaljuk a célfiiggvény értékeit az extremalis pontokban:

Koordinatak Nyereseg
A(0:0) 0
B(4,;0) 8000
C(4;2) 14000
D(2;4) 16000
E(0;5) 15000

19. abra

A grafikus megoldasbol lathaté, hogy az az optimalis megoldas, ha két farmernadragot és négy kabatot
gyartanak. Ekkor a cég napi nyeresége maximalis, 16.000 Ft.

A grafikus megoldas ebben az egyszerl kétvaltozds esetben nagyon kedvezonek tlinik. A gyakorlati életben
természetesen tobb valtozo és tobb feltétel esetében kell, hogy a megoldast megadjuk, amelyhez a grafikus
megoldas mar nem alkalmazhato.
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Az aladbbiakban ismertetett, szimplex médszer szamitogépen is jol programozhaté megoldasat adja a
feladatnak. A szimplex modszer a grafikus elgondolas atfogalmazasa. Mar két dimenzidban is lathato volt, hogy
az egyenesek metszéspontjat mindig a két egyenes egyenlete altal alkotott linearis egyenletrendszer
megoldasaval nyertiik. Visszavezethetjiik tehat a feladat megoldasat a linearis egyenletrendszerek megoldasanak
elméletéhez.

A szimplex médszer kezddtablaja

Az a tablazat, amelynek a bal felsd része a technologiai egyiitthatdé matrix, a jobb felsd része a kapacitasvektor,
az also sorban a célfliggvény egyiitthatoi szerepelnek.

el | B | B | =
L | S| b | Bed
=]

—Z

20. abra
A szimplex médszer 1épései

1. A generalé elem oszlopanak kivalasztasa: az also (piros) sorban csak nemnegativ elemhez tartoz6 oszlop
valaszthatd. Ha az als6 sorban mar csak negativ szamok talalhatoak, akkor az eljaras véget ért.

2. Egy oszlopban tobb elem talalhat6, de ezek koziil nem lehet akarmelyik generald elem. A generald elemet
ugy kell kivalasztani, hogy az

* csak pozitiv lehet;

» ,sziik keresztmetszetet” kell képviselnie, tehat a b kapacitasoszlop minden elemét elosztom a kivalasztott
oszlop ugyanazon sordban 1évo elemével, és ezek koziil az lesz a generadld elem, ahol ez a hanyados a
legkisebb.

3. A generalo elem helyére annak reciproka keriil.
4. A generald elem sorat osztjuk a general6 elemmel.

k Il:_1}—gyel.

5. A general6 elem oszlopat osztjuk a general6 elemmel és szorozzu
6. A tobbi hianyzo elemet az elemi bazistranszformacional tanult 1épésekkel szamoljuk ki.

A szimplex tablazatok:
1. Példa Kiindul6 tabla: A(0,0) pont

Az als6 sor egyetlen eleme sem negativ, tehat barmelyik oszlopot valaszthatjuk. Erdemes az oszlop

valasztasakor egy masik szempontot is figyelembe venni. Ha az elsé oszlopot valasztjuk, akkor az %s tengely

A—=EBE—=C-=D.

mentén fogunk elindulni az iranyban. Ez az induld tablazattal egylitt négy szimplex tabla

kiszamitasat fogja jelenteni. Ha a masodik oszlopot valasztjuk, akkor az *2 tengely mentén fogunk elindulni, igy

A Bl pontokon keresztiil jutunk el a megoldashoz, amely az indul6 tablaval egyiitt csak harom szimplex
tablazat kiszamitasat jelenti. Fontos, hogy megjegyezziik, ez a mérlegelési lehetdség csak most a grafikus
megoldas ismeretében lehetséges. Valasszuk a masodik oszlopot. A generald elem kivalasztasa az un. ,,sziik
keresztmetszet” szerint torténik:
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.'(1 I: b
Uy 1 (2 ) 10 (10:2=5)
Uy 2 2 12(12:2=6)
Uz 2 0 8
—z 2 3 0
21. abra
A mésodik tablazatban az *1
x1 =0
1'1 ul b
1 1
X — p
2 2 2 5
u, (1) -1 2
Uz 2 0 8
o 1 3
= 5 W -15
22. abra

E(0;5) pont

Ez lesz a generdlé
elem sora,

=0 egyenes, vagyis az *2 tengely, és az ta egyenes metszéspontjat szamitjuk ki.

x2=5

(-)Nyereség

Nyereség: 15000Ft

Mivel az als6 sorban van nemnegativ elem, az algoritmust tovabb folytatjuk, most az Uy g Uz egyenesek
metszéspontjat szamitjuk ki.

xl =0
1’1 ul b I xz = 5
T T
x - =
2 2 2 5
Uy (1) -1 2
Uz 2 0 8
-z = S 15 (-)Nyereség
22. 4bra
D(2;4) pont

Nyereség: 16000Ft
Tehat két nadragot és négy kabatot kell gyartaniuk naponta.
2. Példa alternativ optimum meghatirozasihoz

Egy iizem kétfajta termék eldallitasara alkalmas. Készitsiik el az tizem maximalis nyereséget hozo termelési
tervét, és szamitsuk ki a nyereséget az alabbi informaciok alapjan.
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11 =0

Xy Uy b l g

1 1
e 2 2 5
U, (1) -1 2
Uy 2 0 8
-z 3 - _15 (-)Nyereség

23. abra

Matematikai modell:

xj_E[],

x, =0
s 2=

2x4 =12 = x;=6

2000x, + 1000x; =

maximalis.

Célftiggvény:

Grafikus megoldas:

25. abra

Az abrarol lathato6, hogy a megoldas nem egy pont, hanem a £l szakasz. Ilyenkor alternativ optimumrol
beszéliink, ami azt jelenti, hogy a szakasz barmely egész koordinataju pontja megoldas.

Koordinatak Nyereség
A(0;0) 0
B(6;0) 12000
C(6:2) 14000
D(5;4) 14000
E(0;6) 6000
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Az lizem gyarthat az A termékbdl 6 darabot és a B termékbdl 2 darabot vagy az A termékbdl 5 darabot, és a B

26. abra

termékbdl 4 darabot a maximalis nyereség eléréséhez.

Megoldas szimplex modszerrel:

X1 Xq b
Uy 2 1 14
Uz 2 5 30
Uy (1) 0 6
—= 2 1 1]
27. ébra
Ug X b
Uy -2 (1) 2
u, -2 5 18
xq 1 0 6
—z —2 1 —12
28. abra
Uz U b
X3 —2 1 2
U, (8) -5 8
xXq 1 0 6
—Z N —1 —14
Alternativ optimum
29. abra
Az els6 oszlopbol ismét valasztunk generaloelemet.
4
1
5
-z 0 -1 —14
30. abra

Ha az elsé oszlopbol megint valasztanank generaloelemet, akkor ismét a harmadik tablazatot kapnank. Az

algoritmus véget ért.
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Megoldas: alternativ optimum. Az lizem gyarthat az A termékbdl 6 darabot és a B termékbdl 2 darabot, vagy az
A termékbdl 5 darabot és a B termékbdl 4 darabot a maximalis nyereség elérésé¢hez. Lehetséges megoldasok
még a CD ¢l egész koordinataju pontjai is.

3. Példa: Oldjuk meg az alabbi normal feladatot!

xj_: .'X-':_. x3 :E G
21’1 +3x: +3.X'3 = 7
Xq +2.'X': +.X'3 = 3
3.’3(-': +.'X'3 = 5

flx) =3x; +x; +dxz - max

Megoldas szimplex médszerrel:

Xy Xo Xq b
Uy 2 3 3 7
U, 1) 2 1 3
g 0 3 1 )
-z 3 1 4 0
31. dbra
Uz Xo Xg b
ity —2 —1 (1 1
xq 1 2 1 3
g 0 3 1 5
== -3 =5 1 -9
32. 4bra
s Xg 1y b
X3 —2 = 1 1
xq 5 3 1 2
Ug 2 4 —1 4
== =4 —4 =1 —10
33. 4bra

A harmadik tablazat utolsé soraban csak negativ elemek vannak, ezért a tablazat optimalis, és a feladatnak
egyetlen optimalis megoldasa van.

Az optimalis megoldas 1= 2, xy=0,x3=1

Nyereség: 10 egység.
5.1. 7.5.1 Feladatok

1. Az alabbi gazdasagi modellel megadott linedris programozasi feladatban hatarozzuk meg, hogy az egyes
termékekbdl mennyit kell termelni, hogy a haszon maximalis legyen!

frja fel a matematikai modellt! Szamitsa ki a megoldast
a) grafikus modszerrel,

b) szimplex modszerrel!
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a)
I. termék II. termék Kapacitas
A 1 1 10
B 8 3 60
C 0 1 8
Nyereséqg 100 400
34, abra
b)
I. termék II. termék Kapacitas
A 1 1 5
B 2 1 6
C 1 0 2
Nyereséq 100 200
35. abra
<)
I. termék II. termék Kapacitds
A 1 2 17
B 1 1 15
& 0 3 18
Nyereség 100 200
36. abra
2. Oldjuk meg az alabbi normal feladatot!
X4, Xa Xg, Xa = 0
xl _Exz +x3 +2x4 i: 3
_31’2 +2x3 +x4 = 1
31’1 _sz _21'4 = 7
flx) =4x; —9x3 +3x; +1lix, —max
Megoldasok:
1.a) Matematikai modell:
xy, X2 = 0
X1 + Xa =10
Bxl + sxz = 60
X2 =3
Célfiiggvény: 100xx; +400x2 = 1 imalis.
Megoldas szimplex modszerrel:
32

XMLmind XSL-FO Converter




Linearis algebra II.

A pont xq X b
iy 1 10
g 8 3 60
Ug 0 (1) 8
—Z 100 400 0
37. abra
A(0,0)
Nyereség: 0
E pont 1 Ly b
Uy (1) —1 2
Uy 8 —3 36
—Z 100 —400 —3200
38. abra
B(0,8)
Nyereség: 1500
C pont 1y g b
s —3 5 20
—z —100 —300 —3400
39. abra

€(13,2)
Nyereség: 1700

A tablazat utols6 sordban csak negativ elemek vannak, ezért a tdblazat optimalis és a feladatnak egyetlen
optimalis megoldasa van.

Az optimalis megoldas ¥1°= 2, Xz =8,

Nyereség: 3400 egység.

b) Matematikai modell:
Xy, X2 = 0
X+ x;=5

2xy +x;=6

=

3% ]

Ay

: lﬂﬂx-l +2':|':|x: -+

Célfiiggvény maximalis.

Megoldas szimplex modszerrel:

33



Linearis algebra II.

A pont x4 X b
Uy (1) [
g 1 6
Uy 0 2
—z 100 200 0
40. abra
A(0,0)
Nyereség: 0
E pont Xq g b
Xa 1 1 5
Us 1 -1 1
Uy 1 0 2
—z —100 200 —1000
41. abra
Az optimalis megoldas *1°= l]! =
Nyereség: 1000 egység.
c) Matematikai modell:
x‘_l.l xj :E ':]
X1 + '21'3 =17
Xq + Xa =15
3x,=18
2
Célfliggvény: 100x, +200x; = o imalis.
A pont Xy X b
1 2 17
(1) 1 15
0 3 15
100 200 0
42. dbra
A(0,0)
Nyereség: 0
E pont Usg X b
Uy —1 (1) 2
Iy 1 1 15
g 0 3 13
—Z —100 100 —1500
43. abra
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B(15,0)

Nyereség: 1500

C pont Usp Uy b
X9 -1 1 2
X4 2 -1 13
—Z 0 —100 —1700
Alternativ optimum
44. arba
€(13,2)
Nyereség: 1700
D pont Uy Uy b
Xz 1 0 6
3.
Xq _:-) 1 5
3
g E -1 4
3
—z 0 =100 —1700
45. abra

D{5,6)

Nyereség: 1700

Alternativ optimum: £x szakasz minden egész koordinataju pontja megoldas.

2. Megoldas szimplex médszerrel:

1 1 2 3
0 2 (1) 1
3 0 7
—Z - —9 3 11 0
46. abra
X4 X2 X3 1a b
Uy 1 (4) -3 -2 1
Xy 0 -3 2 1 1
Usg 3 —14 4 2 9
-z - 24 —19 —11 —1
47. abra
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Xq 1y X3 Uo b

1 1 3 2 1

T z Z -z _z Z
N 4 4 4 4 4
3 3 1 2 7

Xy - - —— —— -
4 4 4 4 4

26 14 26 50

Ug —_ —_ _— -5 —
4 4 4 4

—z —2 —6 -1 1 =17

48. abra

A tablazat utols6 soraban egy pozitiv elem talalhatod, azonban ez az oszlop nem tartalmaz pozitiv elemet, igy
ebbdl az oszlopbol nem tudunk generalo elemet valasztani. A feladatnak nincs optimuma. (A célfiiggvény nem
korlatos a lehetséges megoldasok halmazan.)

6. 7.6 Tulhatarozott egyenletrendszerek

Tulhatarozott egyenletrendszereknek nevezziik azokat az egyenletrendszereket, amikor a tobb az egyenlet, mint
az ismeretlen.

A mérnoki gyakorlatban, igy példaul a geodéziai mérések soran is, a nagyobb megbizhatosag érdekében a
minimalisan sziikséges méréseknél tobb mérést végeznek. A mérési eredményeknek bizonyos matematikai
feltételeknek kell eleget tenniiik. Ilyen feltételek lehetnek, hogy a mérés soran meghatdrozott pontok egy
egyenesre, egy sikra, vagy egy mas bonyolultabb alakzatra, feliiletre illeszkedjenek. Az egyes mérések soran a
hibak elkeriilhetetlenek, ezért a kapott egyenletek egymasnak ellentmondoéak. Természetesen nem tudjuk, hogy
melyik mérésiink hibas, mert akkor az annak megfeleld egyenletet egyszeriien elhagyhatnank. Mivel
onkényesen nem hagyhatunk el egyenleteket, olyan megoldast keresiink, amely a hibat valamilyen matematikai
szempontrendszer szerint minimalizalja. Az egyenletrendszernek egy kozelitd megoldasat adjuk meg tehat.

Legyen a linearis egyenletrendszer matrixalakban Ax= b, ahol a b vektor jelenti a geodéziai mérések
eredményeit vagy a mérési eredményekbdl szamitott mennyiségeket, példaul helykoordinatakat. Az
ismeretlenek a keresett geodéziai alakzat jellemzd paraméterei. A megoldas alapgondolata, hogy az
egyenletrendszert tigy oldjuk meg, hogy minden mért mennyiséghez adjunk hozza egy javitast, amely az

Ax=b+r

ellentmondast kikiiszoboli. Igy , ahol T az eltérésvektor vagy un. maradéktag. Ha a javitott
Ax=p

S
egyenletrendszer , akkor az eltérésvektor | Bl alakban irhat6. Gyakori, hogy az
egyenletrendszer olyan megoldasat keressiik, ahol az eltérésvektor koordinatainak négyzetdsszege
n v
By, =k minimalis. Ezt a modszert a legkisebb négyzetek modszerének nevezik.

A feltételnek megfeleld megoldast szolgaltato linearis egyenletrendszer a Gauss normalegyenlet:
ATAx = ATh|

Példa: Hatarozzuk meg az alabbi tulhatarozott egyenletrendszer legjobban kozelitd megoldasait:

2x +3y = 5
J3r +y = 5
2x +5y = 6
Legyen

A=

gﬂ an=f 2 ., we[l b:zFl.

2 5

TAry_— AT
A fenti jelolések felhasznaladsaval a Gauss normalegyenlet A"Ax=A"b.
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2 3
A 3 1 x
AT - ! T
2 5 3 AT Ax
2 3 2 17 19 17x +19y
3 1 5 19 35 19x + 35y
49. dbra
5
b 5 ATh
T
A 6
2 3 2 37
3 1 5 50
50. abra
Gauss normalegyenlet:
17x +1% = 37
19x 435y = 50D
gols
A normalegyenlet megoldasa a tilhatarozott egyenletrendszer kozelité megoldasat adja: 78 és 78
am _n
78 78
bl’ — E = bn’ — — i
78 78
bl =z
78 <. Az eltérésvektor: a8

6.1. 7.6.1 Tulhatarozott egyenletrendszer megoldasa sulymatrix
alkalmazasaval

Oldjuk meg az alabbi tilhatarozott egyenletrendszert a megadott stlymatrix alkalmazasaval.

xl =_4'
L e — 6 0 0 0 0 0
_x:+x3=2 06 00 0 0
Z " p_|00 60 00
X2 = “lo oo 3 0 0
—x txy = 2 000030
e = 4Sﬁlymétrix: 000002

A tulhatarozott egyenletrendszer egyes egyenleteit felhasznalhatjuk kiilonb6zd sullyal is az un. sulymatrix
segitségével. A sulymatrix mindig diagonalmatrix, és az a szerepe, hogy a mérések pontossagat sulyozza. A
sulyok a féatléban szerepldé szamok. Jelen példaban az els6, a masodik és a harmadik mérést reprezentalod
egyenletet hatos stllyal vessziik figyelembe, a kdvetkezé két egyenletet harmas sallyal, mig az utolso egyenlet
pontossagat kettes stllyal szerepeltetjiik.

A stlymatrixos Gauss normalegyenlet:

|ATPAx = AT PB|
'].5:X.'1 _5.%'2 —3x3 = _12
—51.’1 +15x: —51'3 = _18

—3:X.'1 _51-': +1le 14
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Amegoldas xy=-162, x,=-194, x;=-0,23.

6.2. 7.6.2 Feladatok

1. Hatidrozza meg az alabbi tulhatarozott egyenletrendszer legjobban kozelitdé megoldasat, és irja fel az
eltérésvektort!

2x +4y = 3
3x +2y = 5
x +2y = 4

2. Adja meg az alabbi tulhatarozott egyenletrendszerekhez tartoz6 normalegyenletet!

v 1 = 3

X 1 X 2 = 2

Xa = 0

—Xz +x 3 = 2

—X4 +x 3 = - 2

a X3, =

X i = - 4‘

—X i +x 2 = - 1

—X3 +x 3 = 2

—X4 +x 3 = 1

b. X3 0

C. irj a fgl abz Zﬂ/b {f]ela%atban megadott talhatarozott egyenletrendszerhez tartozdé normalegyenletet a

05 0 0 0
P=0 0D 2 0 O
o0 0 1 0
00 0 0 1

sulymatrix felhasznalasaval.

3. Az aldbb megadott négy pont nem illeszkedik egy korre. {rja fel a pontokhoz legjobban kozelitd kor
egyenletét!

P=(0;0), P;=(40), Py;=(0;4), Py(5;6).

4. Adjuk meg annak a parabolanak az egyenletét, amely a megadott négy pontot tigy kozeliti meg, hogy a hibak
négyzetdsszege a lehetd legkisebb legyen!

P(0;0), P(1;1), P3(—2;4), Py(3;8)

Megoldasok:
2y +4y = 3
Jx +2y = 5
+2y = 4
] S
2 4 3
A=3 2}, ar=[y 55 ==l =H
1 2 4
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ATAx=ATbh
2 4
AT 4 3 2 % |
A i 2 v K AT Ax

2 | 3 1 | 14 | 16 | 14x + 16y
4 2 2 16 24 16x + 24y
51. abra
3
b 5
AT e ATh

2 3 1 25
- 2 2 30

52. abra

ATAx=A"h
Gauss normalegyenlet:

14x +16y = 25
16x +24y = 30

A normalegyenlet megoldasa:

4 1
Ax =b, b’:[s}, r=b’—b:[{]}.

| b | L

. A normalegyenletek:

31-'1 —X2 —X3 = 7
—Xq +3:X.'2 —X3 = —4
a) —X4 —Xa +3x3 = 4
31-'1 —X2 —X3 = —4
—Xq +2:X.'2 —X3 = =3
a —Xq —Xa3 +3.’X-’3 = 3
111-'1 _Sx: —X3 = —16
_le +?.’X-’2 _2.7.-'3 = —9
_xl _zx: +‘4‘.’X-’3 — 5

. A megadott négy pont Py =(0;0) P, =(40) P;=(0;4) Py(5;6)

nem illeszkedik egy korre. irja fel a
pontokhoz legjobban kozelitd kor egyenletét!

Induljunk ki az dltalénos kér egyenletébl: ¢ ~ W5+ =1)F =17 4o KOGT) v eppontidnak a
x2+y?+ax+by+c=0

koordinatai, és * a kor sugara. A kor egyenlete felirhato
a=—-2u, b=—-2v, c=u? +v?—r?

alakban is, ahol

Helyettesitsilk be a kor egyenletébe a megadott pontok koordinatait, igy egy linearis tulhatarozott
egyenletrendszerhez jutunk:
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c = 0 0 01 g 0

4a +c = —16 A_«L 01 o] 1 » |16

4b +c = -16’ 0 4 1|’ 5 \ —16|
5 +6b +c = -—61 5 6 1 —61
Gauss normalegyenlet:
41la +30b +9 = -369
30a +52b +10c = —430
9z +10F +4c = 93

a = —5.61, b =576, c = 3,78.

= 2 i ras 2
A Kér egyenlete: (x—2,81)2+(y— 2,88)2 =3,522,

4. Adjuk meg annak a parabolanak az egyenletét, amely a megadott négy pontot a ugy kozeliti meg, hogy a
hibak négyzetdsszege a lehetd legkisebb legyen!

P(0;0), Py(1;1), Py(—2;4), Pu(3;8).

r=axi+bx+c

A parabola egyenlete: b . Helyettesitsiik a megadott pontok koordinatait az egyenletbe:

c = 0
a +b +c = 1
da —2b +c = 4
Q9a +3b +c = 8

A Gauss normalegyenlet:

98a +20b +14c = 89
20a +14b +2¢ = 17
14 +2b +4c = 13

Javaslat: Az egyenletrendszert oldjuk meg inverz matrix felhasznalasaval Excel program alkalmazasaval.

7. 7.7 A linearis regresszio

A thlhatarozott egyenletrendszerek egy specialis esetének tekinthetd a linedris regresszio. Adott n darab pont,

koordingtaik: ¢ = (v (=1, .., ™). Ezek a pontok nem illeszkednek ez egyenesre. Az a feladat. hogyan

hatarozzuk meg a legkisebb négyzetek modszerének a felhasznalasaval a pontokat legjobban megkdzelitd

y=ax+f

egyenes, az un. regresszios egyenes egyenletét. Az egyenes egyenlete , ahol az o B valds

paraméterek.
Példa:

Az alabbi tablazat egy szallitmanyozasi cég adatait tartalmazza. Vizsgaltak az egyes szallitmanyok
tavolsaganak és a szallitas id6tartamanak a kapcsolatat. Hatarozzuk meg, milyen 6sszefiiggés allapithato meg a
szallitas tavolsaga és idotartama kozott, ha linearis kapcsolatot tételeziink fel.

+B=

. i, . A
ismeretlenek ™ F , @ keresett regresszios egyenes paraméterei.

2

A keresett fliggvény: o ; ?, ahol * jeloli a szallitas tavolsagat, és ? jeloli a szallitas idOtartamat. Az

Az egyenes egyenlete: ¥ = T B ihovs a tiblizat adatait helyettesitve az alabbi talhatérozott

egyenletrendszert kapjuk:
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da +f = 10
da +f = 13
30a¢ +8 = 50
Sorszam Tavolsag: Idotartam
1. 4 10 40 16
2. 4 13 52 16
3 2 8 16 4
4. 10 20 200 100
Y. i9 27 513 360
6. 20 35 700 400
7 A 16 22 352 256
8. 20 40 800 400
9. 25 45 1125 625
10. 30 50 1500 900
Osszesen 150 v 270 5298 3078
53. abra
rd 17 r10n
4 1 13
2 1 a
10 1 20
|19 1 B |27
4=120 1 x‘[g]’b‘as
16 1 22
20 1 40
25 1 i 4 4 2 1D 19 20 16 20 25 3{]] 45
130 1% 503 4. 4 1 4 ¥ % A¥ -50-,

A normailegyenletek:
ATAx=ATh
ayxl+FEx =YXy,
ayx;+ nf= xy;
Adatokkal:

3078 +1505=5293
150a+ 105= 270

Megoldasuk: & = 12 €5 B =45,

. #=15x+45
A regresszios egyenes egyenlete: .

A paraméterek értelmezése: A B paraméter jelentése az = értékhez tartozo - érték. Ez a feladatokban nem
minden esetben értelmezhetd, a fenti példaban sem.

Az & paraméter az egyenes meredekségét jelenti, amely megmutatja, hogy az * egy egységgel nagyobb

értékéhez atlagosan mennyivel nagyobb értéke tartozik.

Az adott példaban o paraméter jelentése az, hogy lkm-rel hosszabb Ut atlagosan masfél perccel noveli a
szallitasi id6t.

Adjunk becslést, hogy egy 25km-re torténd szallitas varhatoan mennyi ido alatt torténik:

41
XMLmind XSL-FO Converter



Linearis algebra II.

¥=15-25+ 4!‘5:42 perc a becsiilt id6.

7.1.7.7.1 Feladatok

1. Az alabbi tablazat egy termalkut mélységének és a termalviz hdmérsékletének a kapcsolatat mutatja.

1. tablazat -

Mélység (m) [900 (1000 (1100 |1100 (1000 {900 |900 |1000 |1100

Hémérséklet |57 |59 67 62 60 52 |57 |59 67

Adja meg azt a regresszios egyenest, amely a hdmérsékletet a mélység fiiggvényében jol kozeliti! Ertelmezze a
paramétereket, és becsiilje meg, hogy egy 1200 m mély kut vizének mekkora a hdmérséklete!

2. Egy tizelemii minta alapjan vizsgaltak a lakdsok alapteriilete (m?) és havi vizfelhasznalasa (m®) kozotti
osszefiiggést. A minta adatai:

2. tablazat -

Alapteriilet 38 (38 |51 |51 (55 |55 |55 |73 |79 |105

Vizfogyasztas |10 |5 15 |20 |20 |15 |25 |35 |25 |30

Hatarozza meg a linearis regresszio fliggvényt, és értelmezze a paramétereket!
Becsiilje meg egy 80 m*-es lakas vizfogyasztasat!

3. Az alabbi tablazat mutatja egy biztosito 10 iizletkotéjének az adott cégnél toltott ideje és az egy év alatt
megkotott biztositasok szama kozotti kapcesolatra vonatkozé adatai, ahol * a biztositénal eltdltott évek

szamat pedig a kotott biztositasok szamat jeloli.

3. tablazat -

v 190 100 |120 |150 |160 [180 200 (190 |180 |200

Hatarozza meg a linearis regresszio fliggvényt, és értelmezze a paramétereket!

4. 10 elemii minta alapjan vizsgaltak a Suzuki Sedan 1,3 GL tipusu gépkocsik életkora (év) és az eladasi
ar (ezer forint) kozotti kapcsolatot. (2004. év adatai)

4. tablazat -

Eletkor |3 1 6 4 4 5 0 1 7 2

Ar 1720 (1800 (1350 (1600 [1500 [1550 [2000 [1750 |1300 |1700

Hatéarozza meg a linedris regresszid fiiggvényt, és értelmezze a paramétereket!

Becsiilje meg egy 8 éves gépkocsi vételarat!
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5. Véletlenszeriien kivalasztott varosokban viiygaltik a népesség szama és a ko:satorna-halézatba

bekapcsolt lakasok aranya kozotti osszefiiggést. jeloli a népességszamot ezer fében, jeloli a bekapcsolt
lakasok aranyat szazalékban.

5. tablazat -

x |23 |55 |43 |28 |65 |15 (50 (32 |58 |35 |78 |60 (40 |70 |30

¥ |42 |70 |50 (43 |75 |30 |65 |42 |60 |60 |80 |72 |53 |82 |48

Hatarozza meg a linearis regresszio fiiggvényt, és értelmezze a paramétereket!

Megoldasok

6. tablazat -

Meélység (m) Homérseklet x; e
900 57 810000 51300
1000 59 1000000 59000
1100 67 1210000 73700
1100 62 1210000 68200
1000 60 1000000 60000
900 52 810000 46800
900 57 810000 51300
1000 59 1000000 59000
1100 67 1210000 73700
9000 540 9060000 543000

A tablazat adatainak felhasznalasaval felirhatdo normalegyenlet:

ayx 2 +HERX=RX: Y
ay.x;+ nf= Xy

9060000a+90005=543000
9000a+ 95= 540

Javaslat a normalegyenlet megoldasdhoz: a mésodik egyenletet szorozzuk meg ezerrel, majd a két egyenletet
vonjuk ki:

9060000 +900058 = 543000
9000000 +900058 = 540000
60000 = 3000 =a = 0,05

A kapott % &rtéket az eredeti egyenletrendszer masodik egyenletébe helyettesitve g=xn adodik.
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A keresett regresszios egyenes: y =0,05x+ 10.

B

A paraméterek értelmezése: © nem értelmezhetd.

Az % paraméter jelentése, ha a kuat mélysége 1 méterrel nd, akkor a vizének a hémérséklete 0.05 C-kaI

emelkedik.

Becslés az 1200 méter mély kit hémérsékletére: Y1200 = 0.05- 1200 +10=70 €

¥=-13+0355 x

1.

2 ¥=8825+125-«x

3 ¥$=19173-8796-x
4 #=11,394+ 0,804 - x.

9. 7.8 Osszefoglalas

Dontse el az alabbi allitasokrol, hogy igazak-e vagy sem!

Ax=>5b

1. Haaz egyenletrendszer megoldhato, akkor A oszlopvektorai linearisan fliggetlenek.

Ax =

2. Haaz _ egyenletrendszer megoldhato, akkor = oszlopvektorai linearisan 6sszefliggdek.

A e M
beR™

3. Ha az Ax =

tetszdleges

matrix oszlopvektorai linearisan fiiggetlenck, akkor az

esetén megoldhato.

4. Ha az A EM™T Ax

esetén megoldhato.

matrix determinansa nem nulla, akkor az =b egyenletrendszer tetsz6leges

Ax = detd =0

5. H

és az

a A€ Mnm, beR” = egyenletrendszer megoldhato, akkor

Ax AE Mm’ be ]Em, akkorr(‘q} =n

6. Haaz =b egyenletrendszer megoldhat6, ahol

beR"

A g Mram L _ e . .
7. Ha az matrix determinansa nulla, akkor nem létezik olyan vektor, amire az

egyenletrendszer megoldhato.

=

b egyenletrendszer

beR"

Ax=»5b

a=[; 3 ]
8. Az matrixnak sajatvektora az vektor.
1 0 ]
A= :
9. Az [2 3} matrixnak sajatvektora az [l] vektor.
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104 Ha¥1¥zgy A hatrix ugyanazon A sajatértékhez tartozo sajatvektorai, akkor U1 RLEEN sajatvektora

-nak.

ER esetén.

11. Haa ¥ vektor az # matrix sajatvektora, akkor az ¥ is sajatvektora A nak minden #
12. Létezik olyan linearis transzformacid, amelynek nincs sajatértéke.

TxXxH i T
AeM matrix, amelynek a o vektort kivéve minden R —beli vektor sajatvektora.

13. Létezik olyan
Megoldasok:
1. hamis

2. hamis

3. hamis

4. igaz

5. hamis

6. hamis

7. hamis

8. igaz

9. igaz

10. igaz
11. hamis

12. igaz

13. igaz
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