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I. ALGEBRA

11. EGYENLOTLENSEGEK

Oldjuk meg a kovetkez algebrai egyenlStlenségeket, és dbrézoljuk a meg-
olddst a szémegyenesen. '

1101, S5x+3 5 2-4x

Xx-5 5« , 2-5x
o2, 252 2=y 2
103, 4-3(232-n<x
104, 5 +4>1-a

1105. 0<4-Tx <1

5X‘1<

1106, i Ex+1<-2+2x

1107, (x - 4)(x - 6)<0

1108. (3x+6)(5 -3x)= 0

1109. (2x -3) (4x -T)> 0

1110. -3 (x + 1) {(x+2)>0

1111. x2-$x+6>0

1112, {5x - 1) i3x 1)< (& + 1).(3x - 1)
1113, axl . -5 50

1114, x4 -5x2+4>0

1115, (x+D{x+2){x+3)>0



1116.  (x -3) (x2 - 4x - 12)>0

1117.  (5x+1) (-x2+ 9)<0

1118,  (x - 2)2 (% <x -6)< 0

1119, 3% 228 - 4x° -21x)20 (nE 0 egbsz)
1120. 1l<x’<4

121, 4<(x+3)<9

5

5
123, o <2
4x -1
< .
1124, e 1

1125 . MM(x-z

x+3
H26  3<g Sx <-1
1127, -1< %}E <2
1128 ’%E'ﬁi >0
x -b6x-7

Oldjuk meg a kovetkez6 exponencidlis és logaritmikus egyenlftlen-
ségeket '

1129 —i 29 1130, 3> 4

3 .
1131. ZXH —s,zx'2< 3 1132. 4x+1 +4-x+2< 65
3. @ +2)(5-29<0 1134, 0<10-55<9



1035, 0<—2_x 136, lg@il> L
B X
1 -2

1137. 3log (3x -1 = 1138, S1og 43"_'21 >0

Oldjuk meg a kijvetkez§ trigonometrikus egyenlétlenségeket

1139. sinx >% 1146. cosx < - %

> . .3
1141, tgx = 1 1142.  sinx.tgx > 3
1143.  0<sin2x<1 144, -l<cosF S0

Oldjuk meg a kiivetkez6 vegyes feladatokat

1145. | 2x+3] <2 1146. }"2-x2i >3
1147. | (2x-6) (3x -3)| < 6 1148, | x+1] +14 x| <5
1149.  x+|x| <4 1150. " x -2 -3l <0
X
1151.  sin] 2x-4 | J‘i— 1152..‘ S < 5
2 x
5-5
X 1 V2
1153, -3« lgI rra |<-2 1154. i-clcosx | =< 7

12, VEKTORALGEBRA

_ I. Oldjuk meg a ktvetkez§ teladatokat anélkiil, hogy a bennik szerep-
16 vektorokat koordindtdkra bontanénk.

1201. - Hatérozzuk meg szlkséges és elégséges feltérelér annak, hogy az
® és ‘6 szdmok minden értékére fennélljon:

-7 -



1202.

1203.%

1204.
1205.

1206.

1207.

1208.

1209.

1210,

1211.%

1212.

<d+pb L fT-«b.

Mt jellemzi azokat a b vektorokat, melyeknek a-ra valé vetiilete
egyenl§ @-nak b-re val6 vetiletével?

igazoljuk, hogy
|3 + bz |+ B | (geometriailag).

Jizonyitsuk be & hiromszogekre vonatkoz6 szinusz-téteit.

Bizonyitsuk be a hiromszégekre vonatkozé koszinusz-téteit.

Igazoljuk az
@xB+GE B =3 B
azonossigot.
Igazoljuk, hogy
@+By +@B) =23 +252.
Bizonyitsuk be az aldbbi tsszeflggést:
| 2.3 ¢l aliblel.

Milyen esetben érvényes az egyenl§ség?

Mutassuk ki, hogy ha

ixb=2¢xd és
ax¢T=Dbx d, akkor
a-dll D-c.

Igazoljuk, hogy a paralelogramma 4tl6i felezik egymadst.
Bizonyitsuk be, hogy a hiromszug sulyvonalai egy bontba_n metszik
egymdst és ez a pont (sulypont) mindegyik sulyvonalat 2:1 ardnyban
osztja.

Bizonyitsuk be, hogy egy tetszfleges héfomszﬁg sulyvonalaival, mint
oldalakkal hdromszig szerkeszthetd.

-8 -



1213.

1214,

1215.

1216.

1217,

1218.

1219.

1301,

1302.

1303.

1304,

Igazoljuk, hogy a hdromszog sulyvonalainak négyzetosszege ugy ardny -
lik az oldalak négyzetvsszegéhez, mint 3:4.

Fejezziik ki a hdromszig teriiletét a csucsaiba mutaté helyvektorokkal.
Mutassuk ki, hogy birmely hdromsztgben

az+b2~f-c2

cotge + cotg B+ cotg I'= TS

ahol t a hiromszog terflletének, a, b, c a haromszig oldalainak,
&, 3,7 a megfelel6 szembenfekvS szbgeknek mérdszdma.

Mi a szilkséges és elégséges feltétele annak, hogy a tetraéder magas-~
sdgai egy ponton menjenek 4t?

Irjuk fel a kor egyenletét, ha ismerjik egyik dtmérdje két végpont-
jat. [A () B (EZ)] . '

irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dtmegy az A (¥ 1)
ponton és egyeni§ tdvol van a B(fz) és C (f3) pontoktél.

Adva van két pont: A(fl) és B(fz). Keressitk meg azon P(r) pon-

tok mértani helyét, amelyekre nézve az AP - BP skaldrszorzat ér-
téke c (konstans).

13. ANALITIKUS GEOMETRIA

Szdamitsuk ki a P1(2, 0, 3) pontnak a P2(—5, I, 7) ponttol vett td-
volsdgat,

Hatdrozzuk meg azt a pontot, amely a P1(2, g, 3), és Pz(-S, 1, 7}
pontokat dsszekotd egyenesszakaszt 7:2 ardnyban osztja.
Hatdrozzuk meg a P1(2, 0, 3) pontnak a PZ(‘S, 1, 7) pontra vett
tiikkorképét.

Pl(l’ 1) P2(2,2); -P3 {3, -1) egy paralelogramma hdrom egymds-

utdn kvetkez8 csucsa. Keressuk meg a negyedik csucspont koordi-
natdit.



"1305.

a=3i+7 -k
b= 5i - ? + zk
Hatdrozzuk meg z értékét ugy, hogy a és b merdlegesek legye-

nek egymdsra.

1306." Hatdrozzuk meg az

a=14+2j+k és
b=5i - 3j+ 4k
vektorok bezdrta sztiget, tovdbbd a vetiiletét b-re.
1307.  Adottak A(3, 5); B (6, -2) pontok. Szdmitsuk ki az AB vektor

vetliletét a koordindtatengelynek az elsd negyedében fekvs szigfele-
zGjére.

1308.  Adott négy pent: A (1, -2, 3); B__(_4, -4, 3); C(2,__:4,_ 3) és
D (8, 6, 6). Hatdrozzuk meg az AB vektornak a CD irdnydba es§
vetiiletét.

1309. Hatdrozzuk megaz a =5i -4j+ 3k vektor irdnysba mutaté egység-
vektort és az @ vektor irdnyszogeit.

1310, Irjuk fel az

vektorok egymdsra es§ vetilletét.,
1311, Mikor egyenlf két vektornak egymasra esd vetiitete?

1312. Bontsuk fel az =T+6K vektort
=31+ 4k irdnyu
és &-re mer(leges komponensekre,

1313, Bontsuk fel a

ool e <l

vektorok irdnyéba ess osszetevlk bsszegére,
1314. Bontsuk fel a
v =31 -2j+k vektort

-10 -



1315,

1316.

1317,

1318.

1319.

1320,

A

a=1+7]+ 2k,
b= -2 + 4j + k,
€ =31 + k vektorok

irany4ba es8 vsszetevik tsszegére.

Az al4bbi vektor -parok koziil melyik lehet rombusznak, vagy tégla-
lapnak két szomszédos oldalit megad6 vektora

a(3,5, -4] ¢, -10, -7]

b [2, -10, -11] B 3 s, -1 ]

Irjunk fel egy olyan 4 egységnyi hosszusdgu vektort, amely pirhuza-
mos az 2 = 3]+ 5k vekrorral.

Hatarozzuk meg az _
T4+ 2] + 3k és
& -7+ 2%

ol
u

vektorok 4ltal kifeszitett paralelogramma teriiletét.

Szamitsuk ki a N _
Vl =3i+4j+ 12Kk,
v, = 101 + 5j - Sk,
v, = -9 + 2j + 6k

veitorok altal kifeszitett paralelepipedon kibtartalmait.

Szédmitsuk ki az

A, 4, 0
B0, 5 -1
c(2, 0, -2)

csucspontu haromszog teriiletét,

Egv hdromszig csucspontjai _
AL, 5, 6)

B(-2, -1, 0
c(, 2, 1.

Szamitsuk ki az AC oldalhoz tartozé magasségot.

-11 -



1321, Mekkora a hiromszig keriilete, ha két csucspontja; P1 (2, 3, 5%
P2 {4, -3, 0), sulypontja pedig: S(3, 2, 1}?

1322. A koordinitarendszer kezdSpontjdt kbssiik tssze a P1 (10, -5, 10}
P2( -11, -2, 10y P3 (-2, -14, -5) pontokkal. Bizonyitsuk be, hogy
ezek egy kocka élei, és szdmitsuk ki a kocka térfogatat.

1323.  Széimitsuk ki a tetraéder térfogatit, ha csucspontjaink keordindtai:

A, -1, -1
BG, -2, 3)
c(4, 0, -2)
D, 0, 1).

1324.  Egy sikban van-e a kovetkezd négy pont?
Pl (2, 0, O

P2 (3! -5: "5)

Py (4, 4, 3)
P, (7, 3, 1)

1325. Egy tetraéder csucspontjai: P1 {5, 4, -2)% P2 (-1, 5, 1)
P3 (2, 2, 4) P4 3, l,_—i)..
a) Mennyi a tetraéder P1P2 élének hossza?
b) Mennyi a tetraéder térfogata?
c) Mennyi a P1P2P3 haromszog teriilete?
d) Milyen irdnyu a P2 -b6l huzott magassdg?

1326.  Milyen szog alatt hajlik az

x = 2t -5
y = t+1i
z =13 -6 egyenes a

2x + y - 32 4+5=0 sikhoz?

-12 -



1327,

1328.

1329.

1330.

1331.

1332.

1333.

1334,

Mi a hajldsszige a kovetkez§ egyeneseknek?

x-1_2y _z+1 o

3 5 3
X =1t
y=2t -3
z = 5

Mekkora tivolsdgra vana P(2, 4, -3) pbnt az

x-1 2-y
= —— - 9
5 3 z egyenestdl?

Mi annak az egyenesnek az egyenletrendszere, amely dtmegy a

PO(Z, -3, 5) ponton és pdrhuzamos a v(4, 1, -2) vektorral?

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely a
P 0(5’ 1, -8) ponton megy it és pirhuzamos a z tengellyel.

Allapit suk meg a

x + 3 _1-4z
5 YT T

egvenes egy irdnvvektordt, valamint egy pontjanak koordinétdit.

Hatdrozzuk meg a PO(S, -2) pontra illeszkedd ¢s a
Zx -3 =4
egvenesre merdleges [XY] sikban fekvo egyenes cgvenletat,
Mi az egvenletrendszere annak az egvencsnek, amely a 1‘0(5,
ponira illeszkddik és parhuzamos a kivetkezd két sikkal?
x+y -z+7=0

x -8v +72z -3=0.

Mi az egvenletrendszere annak az egvenesnek. amely a !‘n(l,
pontra illeszkedik és merdleges az alabl:i pontokkal megadoti
E’l 4, 7, -2)
bl Ay
12 (1, 0, 9

b
13(0, 0. 1).

_13.

sikra”



1335. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszeret, mely az origén
megy at; es az [xy] koordindta-sikhoz 45° , az [yz]} koordinita-
sikhoz 30° szbg alatt hajlik,

1336.% Hatérozzuk meg a kivetkez§ sikok metszésvonaldnak egyenletrend-
szerét:
2x+y-52+3=0 és
X -~y + 2z =0,
1337.  Mik az egyenletrendszerei azoknak az egyeneseknek, amelyek benne
vannak a
-3x+ 2y -5z+3=0 sikban

és merdllegesek az

1-2x _y_
3 4

#‘-lgl

egyenesre?

1338, ° Egy paralelepipedon egyik csucsa P (4 3, 1), az ebbél kiinduls
harom élvektorai:

a=2%+7+3k
D=3 -7+ 4k
S = -2 +]+ 5k

Irjuk fel a testitlok egyenletrendszereit.

1339. Miaz egyenletrendszere annak az egyenesnek, amely a Pl('l’ 0, 2)
pontra illeszkedik, az

x-10 y+1 z-7
3 6 2

egyenesre merdleges és attol 7 egység tdvolsdgra halad?

1340, Mi az egyenletrendszere az

X

[} il it
= L
] —

+ . *+
(o) ~t -~
o~

egyenes vetilletének a

3(x -2)-2(y - 1)+4(z+2)=0 sikon?

- 14 -



1341.  Igazoljuk, hogy az

x-3=L= =225 4
_9-y_9-2z
4-x="5"==5

egyenesek egy sikban vannak és hatdrozzuk meg metszéspontjuk
koordinstdit,

1342. M az egyenletrendszere annak az egyenesnek, amely benne fekszik

az X=

1-x _y+8 _ .
az 5 -3—22

egyenesek sikjdban, 4tmegy metszéspontjukon és felezi hajlisszo-
gliket,

1343.  Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, mely az origo-
ra illeszkedik és a kivetkez6 egyeneseket metszi,

1{—4:—1%'—7=22-2 €3
5-3x =95'V=i+9

1344.  Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely a
2x+4y ~z+5 =0

sikra merdleges és a kovetkez8 egyeneseket metszi.

X
2— = -y =z
x-2 y-1_z
3~ 5 "3
1345.  Hatdrozzuk meg X értékét ugy, hogy a kivetkez§ egyenesek messék
egymast:
x-1 1-2y _
5 - 73 T 7%



1346.%

1347.

1348,

1349,

1350.

1352.

1353.

x+3 _ 2y -3
A 4

=1+z.

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely merd-
leges és illeszkedik a kivetkezd egyenesekre (normdltranszverzalis):

x=3+2t x=-1-3t
y=-2t y=2+t
z= -2 -t z=4+t

és hatdrozzuk meg a noxméltranszverz4lis azon szakaszinak hosszit,
amely az adott egyenesek kizé esik.,

Egy hdromszig csucspontjai: Pl(l’ 1, 1); P2 G, 1, 4) P3 {3, 3, 2.
Irjuk fel a P, csucsndl lev§ szig felezd egyenesének egyenletrend-
szerét.

Egy hiromszbg csucspontjai: Pl {5, 1, -2} Pz(l, 0, 3)

P3 (3, 5, -1). Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét,
amely merdleges a hdromszog sikjara és dtmegy a hiromszog suly-

pontjan,

Mi az egyenlete annak a siknak, amely a koordinitarendszer kezdG-
pontjit tartalmazza és normdlvektora: ufl, 2, 4] 7

Mi az egyenlete annak a siknak, amelynek egy pontja PO (-2, 3, 7)
és amely merdleges az X =y =z egyenesre? ’

Mi az egyenlete annak a siknak, amely a PO 5. -
kedik és piarhuzamos a

TR

, 0) pontra illesz-

3x -y+%z-l=0 sikkal?

Mi az egyenlete az [y, #] koordintasiknak?
Hatdrozzuk meg a kovetkezd siy  metszéspontjat:

X+y+2z2=20
2x ~y+z =3
X+y -z=0

- 16 -



1354.

1355.

1356.%

1357.

1358.

1359.

. 1360,

Irjuk fel a Pl (2, 3, 1); Pz(-4, 2, -5) PS(O, 1, 0) pontokra il-

leszkedS sik egyenletét,
Mi az egyenlete a PO(O, 2, -5) pontra illeszked$ és az

x+1 y-1_1-2 és
3 2 4

2x - 1_
T =

egyenesekkel pdrhuzamos siknak?

Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik a
2x +y - 22+ 4 =0 és
2x -3y + 6z-5 =0

sikok metszésvonaldra és felezi e sikok hajldsszogét.

Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely a P1(2, 7, -3) pontra
és az .
2t -1

. X =

y=1t+ 4

z = =3t + 2
egyenesre illeszkedik,

Mi az egyenlete annak a siknak, amely a PO(Z, 1, 6) pontra illesz-
kedik és merdleges a

2x + S5y - 3z + 8 =0

X -2y +z-5=0

sikokra?

Hatérozzuk meg a PO(Z, -1, -2) pontra illeszked§ és az

x-1_ y _5z-1

egyenesre merdleges sik egyenletét.

Irjuk fel annak a siknak az egyenlietét, amely az
2+ 3
-3+t

X

]

y

-17 -



1361.

1362.

1363.

1364.

1365,

1366,

z=5-~- 2t
egyenesre merdleges és a doféspont koordindtdi: D (-1, -4, 7)..
Mi az egyenlete annak a siknak, amely merdleges az

S(x-1)+4y -(z+1}=0 sikra és tartalmazza a kovetkez§ sikok
metszésvonalat:

2x -y+z + 3
X+ 2y~-z-1=20

Hatdrozzuk meg azoknak a sikoknak az egyenletét, amelyek az

x-1 3-y_z+2
2 75 5

egyenest a koordindtasikokra vetitik,

Mi az egyenlete annak a siknak, amely a P1 (5, 4, 2) és Pz(l, 3, 4)
pontokra illeszkedik és egyenld hosszu darabokat vigleaz Y és Z
koordindtatengelyek pozitiv felébsl.
Egy tetraéder csucspontjai:

AQ, -2, 0

B{2, 3, 1)

C (-1, 2, 2)

D{3, 1, 4).

Irjuk fel:

a) BCD sik egyenletét,

b) BC élen 4tmen6, AD éllel pirhuzamos sik egyenletét,

¢) az A csucspontra illeszkeds és BCD sikkal parhuzamos sik
egyenletét,

Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az X, Y, Z koordinta-
tengelyeket rendre -4, 5, ill. -7-ben metszi.

Mi az egyenlete annak a siknak, amelyben a kivetkezd egyenesek ben-
ne vanmak?

X=942t X =1-5t
y=14+3t y=2+4t
=5 -t z=-1 -2t
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1367.

1368,

1369.

1370.

1371.

1372.

Adva van két egyenes

x-1_y+1 _

27 "3 °*%
xt1 y-2__z
4 2 3

Irjuk fel azoknak a sikoknak az egyenletét, amelyek egy-egy egyenes-
re illeszkednek és pirhuzamosak egymdssal.

Mi az egyenlete annak a siknak, amely az X tengelyre illeszkedik és
amelybdl az

XxX+y=1
X-~-z=1
xX+v-2z=1

sikok egyenid szdruhdromsziget metszenek ki? Hény ilyen sik van?
Az x+2y -z+A=0 sik egyenletében hatdrozzuk meg A é&rtékét
ugy hogy a sik tartalmazza a
2x -y+z =0
20x+2y + 4z + 3 =0

sikok metszésvonalat.

Igazoljuk, hogy az

egvenesek egy sikban vannak és irjuk fel a sik egyenletét.

Irjuk fel a Pl (1. -3, 0) és P2(3, 7, -4) pontokat ¢sszekotd egyenes-

szakaszt merdlegesen felezd sik egvenletét,

Irjuk fel az
x=1,
y =3+ 3t,
Z =4+1,

egyenesre illeszkedd és a P1(2, 1, 3) pontt6l egységnyi tdvolsdgra ha-
ladé sikok egyenleteit,
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1373,

1374,

1375.

1376,

1377.%

1378.

1379.

Hatirozzuk meg az
X+y+z-7=0,

2x -3y -z+3=90,

X-y+z-5=0
sikok metszéspontjanak a Pl(l’ 2, 3), P2(4, 5, 6), P3(7, 8, 0)
pontokon 4tfektetett sikt6l vett tavolsagit,
Hatdrozzuk meg a Pl(l, 5, -3) és Py(2, 3, -5) pontokat Gsszekitd
egyenesdarabnak az

2x + 3y - 6z = 0
sikra valé merdleges vetiiletét,
Hatdrozzuk meg annak a tetraédernek a térfogatdt, amelynek egyik
csucspontja P 1(2, 1, 2), a tobbiek pedig a Pl -bdl a kiovetkezd sikok-:
ra bocsétott merSlegesen dsféspontjai; ‘

x=-3y+z-2=90,

x+y-3z+4=0,

X -y+2z-6=0,

Hatédrozzuk meg a kivetkezs§ pirhuzamos sikok kozti tdvolssgot:
2X+y-32+6=0
4x+2y -6z -5=0.

Egy hdromszog csucspontjainak koordinatdi;
A(la 7, 2); B(s: 8, 0): C("Z, -1, 5)'
Mik a koordinatai;
a) a magassdgi pontnak,
b} a korulirhat6 kir kozéppontjinak,
¢} a beirhat6 kor ktzéppontjinak?
BEgy hdromszog csucspontjainak koordindtai:
AQ, 7, 0); B(2, -5, 3); C(6, 2, -9). _
Mi a mértani helye az AB alapon 4116, az adott hdromszog sikjdban
fekvd k-szor akkora teriiletli hdromszogek harmadik csucsainak?

Mi a mértani helye azoknak a pontoknak, amelyek egyenld tdvolsdgra
vannak a kovetkez§ hdrom pontt6l:
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1380.

1381.

1382,

1383.

1384.

P (2,2, 1)
P, (8, 6, 2)
P, (6, 3, 5) 7

Bontsuk fel a '\?EO, 6, -8 ] vektort a kivetkezd egyenesekkel pirhu-
zamos Osszetevikre:

2x+3 _y+5

= e = = F

Hatdrozzuk meg A értékét ugy, hogy az

T=F +v¥t és T =T +V.t

o o 11
egyenesek messék egymadst:
Azadatoki 7 1,2,8],  £[4 1 30,
v, B3, -1,A], vlr:z, 0, -1].

Szamitsuk ki a kovetkez§ egyenesek egymdést6l valé tdvolsigit:

2x -1 _ 3 -y_5z-6 és

2 3 4
x:‘y:z.
Adva van hdarom sik:
2x + 4y + 32z =1,
X+ 7y + 42 = 3,

3x -5 -~z = 2,
Van-e olyan vektor, amely mindhdrom sikkal parhuzamos és ha igen,
melyik az?
Hat4rozzuk meg az X tengelynek azt a pontjit, amely egyenld tdavol
van a kbvetkez§ sikoktol:

3 (x - 1)+2y+2}-z+6=0,

Xx+2y+3z -1=0.
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1385. Melyikaz L At Z+ 1 egyenesnek az a pontja, mely egyenld

2 5
tdvolsdgra van a ktvetkez$ sikoktol?
4x + 2y -2+ 6=0,

2Xx - 4y +z -5=0.

1386.  Mekkora az a tdvolsdg, melynek vetiilete az

x-1 y+2 z

7 T3 =% egyenesre 2 egység, az
y-~-1 I -z <
X=Sog— =% egyenesre 3 egyseg, az
1-2x _y_z+1 5
i ! egyenesre 1 egység?

1387.  Tikrozzik a P1 {2, 4, -3) pontot a
~ a)yQ({1, 3, 7)pontra, az
b) x = 2y = 2z egyenesre és az
c)x -2y+5z=0 sikra
és 4dllapitsuk meg a négy pont 4ltal meghatarozott tetraéder tériogatdt.
1388. Advavana 2x - 3y - 4z + 12 =0 sikban négy pont:
P1 {0, 03); P2 (0, 4, 0); P3(-6, 0, 0); P4(-2, 0, 2).

Hatdrozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely

aP 4 ponton megy it és felezi a PIPZP:B hiromszog teriletét.

1389.* Egy hiaromszdg csucspontjai:
Pl(l' I, 1) PZ(Z’ 2, 2% P3(-l, 2, 0).
Hatdrozzuk meg annak a siknak az egyenletét, mely az X tengelyre
illeszkedik és amelyre nézve a hiromsziog vetiletének teriilete az
eredetinek fele.
1390.  Egy tetraéder csucsponjai: Pl(l’ 1, 1) PZ(-I, 1, 1); P3(1, -1, 1);
P4(1, 1, -1). Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely a P2P3P4

sikkal parhuzamos és a tetraédert egyenl$ térfogatu részekre osztja.
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14. DETERMINANSOK

Af_&}ébbi feladatok kvzil tobben eléfordul a j betd. Jelentése mindig
-1,
Szémitsuk ki a kvetkezsd determindnsok értékét:

1401, | -2 5 0 -1 3 1402, | j i i
1 0 3 7 -2 i 242 j
3 -1 0 5 51} i i 43
2 6 -4 1 2
0 -3 -1 2 3
1403. | 1 14§ 1+2 1404, | 1 2 3 +j 4+ 3j
-1 -l+§ -1+ 2 1 3 5+ 7 + 3j
3 3+ 3+ 2 1 4 7+§ 10+ 3j
1 1 1+ 1+ 3j
1405, ] 0 1 1 1 1406. | 0 1 1 1 1
i 0 1 1 1
0 1 1 .
I i 1 0 1 1
i 0 1 i 33 0 1
i j 4 o0 LR B
1407. 11 1 1408, | -4 1 2 -2 1
1-j §  1+4j 0 3 0 1 -5
2j -1 2j 2 -3 1 -3 1
-1 -1 3 -1 0
0 4 0 2 5
1409. | 3 1 -1 2 1410. | 246 427 227
S5 1 3 -4
1014 543 443
2 0 1 -1
1 -5 3 -3 -342 721 621
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1411,

1413.

1414.

1415.

1416.

1417, l

1 4 9 16 1412, -1 2

4 9 16 25 2 -l

9 16 25 36 2 2

16 25 36 49
G2 2

T R 1

2 A

Igazoljuk a kovetkezd azonossdgokat:

X y X+y

v X L 60y
X+y X y

1 1 1

1 a1 | =ab

1 1 L4

1 1 1
1 1+ 1
1 1 143

Igazoljuk a kovetkez§ azonossdgokat:

b a a a a a

a b a a a

a a b a a a =(b+Sa)(b-a)5
a a a b a

a a a a b

a a a -a a
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1418.

1419.

1420

1421,

1422,

1423,

1425.

pus jas s e

0 0
1 0
c 1
~1 d
3a b + 2a
b+d c -b
¢ -2 d
c -d a+c
23 33
33 43
43 53
53 63
63 73
1 2
- x2 2
3 1
3 1
1 1
1+b
1+¢
1 1
=abc ~a-c
2 2
a a
(arcy? b2
c2 (a+b)2

- 25 -

=1+ab+ad+ cd+abed

b+d
c~-d
a2 + 3d
a+b

TR
O\QJ (4] w
~] =) wn

(4% [7%) (%) w

1l
o

L= |
W W
v oo
w

v oW W

=3U-A -5

1424, 1 c ~b

~C 1

= 2 abc (a+h+c)3



1426. | 1 1 1

x ¥ z | =y -x)-x)( -y)
2 2 2
X y Z

(Az itt szereplS determindnst az x, y, z elemek dltal generdit
Vandermonde determininsnak nevezzik, Jelolés: V3 x, v, z))

1427,y sin a sin b in c
sin 3a sin 3b sin 3¢

=64sinasinbsinc(sin2a -

- sin b)(sin2 8 -sin’ c) (sin2 b - sin’ c)

_ sin 5a sin 5b sin 5c
1428. sin3a sin2 acosa sin a C082 a c033 a
sin3 b s.in2 bcosb sin b ccs2 b cos3 bi_
3 .2 . 2 3 -
sin” ¢ sin ccosc sinccos ¢ cOo8 ¢

W
[+]
™o
[4%]

sin d sin dcosd sind cos d cos d

= sinf{a - b) sin{a - ¢) sin(a - d) sin(b - ¢} sin(b - d) sin{c - d)

1429, sin 2t cos 2t 1
sin t cost cost =0
cost -sin t sint

1430. | cos(a - b) cos {b -c) cos {c -a) |
cos (a + b) co8 (b + c) _cos (c + a) =

sin (& + b) sin (b + c) sin {c + a)
= -2 sinfa - b) sin(b - c) sin(c - a)

1431. 1 sina cosa sin 2a = sin 2a sin{b - ¢) + sin 2b sin{c - a)+

sin b cos b sin 2b

sin ¢ cos ¢ sin 2¢ + sin 2c¢ sin{a - b)

1432. Szamitsuk ki a kovetkez8 determindnsok értékét;

- 0,1 1 o |
0,01 0,1 1
0,001 0,01 -1
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1433.

1434.

1435,

1436,

1437.

1438.

1 1 1 1
2+ 1 -2 3+ 2j 4j
ey a2’ eyt @)
e’ a2’ eyt @y
2 1 1 1 1
1 3 1 1 1
1 1 4 1 1
1 1 1 5 1
1 1 1 1 6

Szamitsuk kiaz aldbbi determindns négyzetét snmagéval valo szorzdsa
utjan.
2

]
WMWY W= W)

o= W w2
L]
-

WIN WM U3

Végezziik el négyféleképpen az aldbbi szorzdst, az eredményt a deter-
mindnsok értékének kiszdmitdsdval is ellendrizzik.

0 1 I 1 j -j
i o 1.5 1 j
i j 0 1 -1 1
1 0 0 ..... 02
i 1 1 ,.... ©

=17
1 1 1 ..... 0 )
1 1 1 1

Szamitsuk ki a kovetkez§ determindns értékét négyzetének meghatd-
rozdsa utjan:



-1 -1 -1 -1
1 -1 1 1
1 1 -1 1
1 1 -1
1439,  Bizonyitsuk be, hogy
| 2 3
o gy 0 Y T T N
1 2
hl b2 3 1 b2 b3
v v
0 1 0 2 1S3 S5 1 2
‘1 ¢ 3
1440.  Szémitsuk ki a kovetkez6 determindns reciprok determindnsdt és
ellendrizzik a szdmitdst, A reciprokdnak nevezzik és Al gyel
jeloljik az olyan determindnst, melyre A*A™ =1
2 1 4 3
A= -1 0 5 4
3 3 0 0
1 1 2 2

1442,

a) | 1

A -~ o ©

determindns reciproka eggyel egyen-

A T T
18, haz—1'5'+hc +a+1—_0

Oldjuk meg a determindns kifejtése nélkiil az aldbbi egyenleteket:

1 1 cyy 1 2 3
x 1i=0 2 3 4|=0
X 3 4 x
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1443,

1444. %

1445.

1446,

1447.

1448. %

Bizonyitsuk be:
X
3 2 + al a2 3
X +alx +a2x+a3= -1 X
0 -1 X
Diszkutdljuk a
b ~-x a :
a e -xl7 0 egyenletet!
Hatarozzuk meg az
I -x -1 0
3 2 -x 1 =0 egyenlet G8szes megoldasat!
0 5 1 -x
Hatdrozzuk meg A értékét ugy, hogy
1 0 1
-3 A 9 = 0 legyen.
5 -1 2
v v, ©
D(t)= yl(t) ..... yn(t)
{n-1 (n-1
Ei ! ... " &
Irjukfela 2 D(t) fuggvénye!
Szamitsuk ki a kovetkez§ un, Vandermonde determindns értékét
1 1 1 .o 1
xl x2 x3 PN xn ’
vV =
n . .
n-1 xn-l xn-l xn-l
x1 2 3 n
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1449.

1450.%

[

1451.

1452,

1453.

(

Szamitsuk ki azon Dn és Dn+1 determindnsok értékét, amelyeket

az el6z6 determindnsbol kapunk ugy, hogy benne az utolsé sor kitevdit

n-re, ill, {(wtl)-re viltoztatjuk.

Vn (xl, xz, vens xn)

Igazoljuk, hogy
1 ) 1
xl X2 ...... [ Xn _
1 i i 11 2!,.,
D) G
n-1 n-1 n-1
Ahol Va (Xi; Xgseevs xn) az X, Xpy on X
Vandermonde -determindns,
Bizonyitsuk be:
12 22 cesens n2
2 . (n+1)2
. =3, ha
02 @)’ ... (1)

Bizonyitsuk be, hogy ha n = 3, akkor

a+ab a+ab eises 1l +ab
1 I'n

11 2
1+a2bl 1~1—a2b2 1+a2bn
l+ab l+ab, ...... l+ab
nl n 2 nn

Bizonyitsuk be, hogy

1 ernne 1
11-}\1 1
l' 1+7\2 1 R |
1 1 1+?\3 PR |
1 1 1 ceeeas 1R

vo {n-1)

elemek 4ital generilt




1454.%

1455.%

1456.

1457.%

1458,

1459,

Igazoljuk, hogy

a X X srse X ]

1 - ., 4 Kx)
x a, X D 1y - x dx ahol
X X a;  eee. X f(x)=(a1 ~X) (.':12 X . .(an-x)
x x X o a

n

Igazoljuk hogy
a a a sese @

1 2 3 n (n-1)(n-2)
a a a cen a 2

2 3 4 1

= (-1) Hx ). £65),

a2, 3, ......oa

ahol f(x) = a, ta, X+... + anxIl és X, az x'=1 egyenlet gyoke.

Bizonyitsuk be, hogy

2, 1 0 . 0 0
"l 32 1 L)
0 0 0 a e An-1+An-2
n-1
0 0 0 -1 a
n
ahol An-l és An~2 ugyanolyan tipusu (n-1)-ed, ill. (n-2)-ed

rendl determindns mint An'

Bizonyitsuk be, hogy az n-ed rendil determindns kifejtésében egyik
tagként szerepel a mellékétléban 4116 elemek szorzata is, éspedig
pozitiv elSjellel, ha n-nek néggyel valé osztdsakor a maradék 0
vagy 1, minden mds esethen az elGjel negativ,

Bizonyitsuk be, hogy ha egy determindnsban a £§ 4t1d folott (vagy alatt)
4116 minden elem 0, akkor a determinédns értéke megegyezik a f84tle-
ban 4116 elemek szorzatdval,

Bizonyitsuk be, hogy ha a determindns valamennyi elemét ugyanazzal

a ¢ szammal szorozzuk, akkor a determinsns értéke c™-nel szor-
z6dik. ’
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1460.  Bizonyitsuk be, hogy ha a determindns els6 r oszlopiban az r-ik
soron tul csupa 0 elem 4ll, akkor a determindns értéke megegyezik
a bal fels§ sarokban 4116 r-rendil aldetermindns és az eredeti deter -
mindnshdl ezen aldetermindns sorainak és oszlopainak tirlése utan
visszamaradé aldetermindns (kiegészitd aldetermindns) szorzatdval.

1461.* Bizonyitsuk be, hogy ha 2 mdsodrendii determindns mdsodik sordban
4ll6 elemek a f516ttik 8116 elem komplex konjugéltjai, akkor a deter-
mindns értéke vagy nulla vagy pedig tiszta képzetes szdm,

1462.* Bizonyitsuk be, hogy ha egy determindns elemeinek komplex konjugélt -
jdbol képeziink determindnst (ugyanabban az elrendezésben) akkor az
eredeti determindns konjugdltjit kapjuk.

1463.% Igazoljuk, hogy ha az | 2, ) determindnsban a és ay
konjugéltak, akkor a determindns értéke valés.

komplex

1464.* Bizonyitsuk be, hogy ha egy n-edrendd determindnsban a_ = - a és
n pdaratlan, a determindns értéke nulla, n L

* . _ .
1465, Legyen az | aiki n-edrendii determindnsban a,= 0 a =iay ahol
A valés (ha i >k)

1. Melyek n azon értékei, amelyek mellett birmely a4y vilasztis

esetén valos értéki a determindns és
2. melyek mellett lesz tiszta képzetes szdm?
3. Bizonyitsuk be, hogy pdratlan n esetén a determindns értéke
A (1l 1j) ahol A valss,

1466. % Bizonyitsuk be, hogy ha a harmadrendii determindns soraiban ugyan-~
avval a differencidval biré elsfrendi szimtani sorozatok 4llnak, ak-
kor a determindns értéke 0. Igaz-e a tétel dltalénositisa negyedrend
determindnsra és ugyanazzal a mésodik differencidval biré mésodrendd
szémtani sorozatra? ' :

1467.* Bizonyitsuk be, hogy a z

1 22 z3 ‘pontok akkor, és csak akkor feksze-
nek egy egyenesen a komplex szamsikban, ha
1 1 1
z1 22 z3 =0
Z %3
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1468.

Jelolés:

1.

2.

10.

11.

Szamitsuk ki az

1 1 i
3y by &
as by oy

determinéns értékét, melynek elemei az uj koordinita tengelyeknek a
régiekkel bezdrt szogeinek irdny cosinusai., A koordindta-rendszerek
itt derékszogliek.

15. MATRIXOK

i ? 4? = =
A transzpondlja A’ , ahol dp T, A (aik)

A algebrai adjungéltja adjA, ugy kapjuk hogy é’ elemet helyére

a hozzajuk tartozé eljeles aldetermindnst irjuk.

1 adjA.
Pogac X

Inverz métrix A ~ = Toth

akkor és csak akkor létezik, ha det A #0

n
Métrix nyoma Sp A= Z a

d A d aik
Derivilt métrix =

Konjugélt métrix £ =[aik}, ahol a__ ay komplex konjugdltjat

jelenti.

Adjungdlt matrix é* = (E’- ) (transzponalt konjugéltja).
#

Def. __é_ unitér métrix, ha A* A=E

rd

Def. A valds elemd métrix ortogondlis, ha A- A" = E

. i s e * -1
Adjungélt métrix inverze A =(A")

Métrix rangja: rang A, a linedrisan fiiggetlen oszlop ill. sorvektorok
maximélis szima,
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i2,

j= v

1501. Végezziik el a kovetkezd mitveleteket:

1502.é=[ 1 2

[13
A= o 4

[
o

1 14
éz [ },
2j 3

;)
s)> &
OJ B
27
3&:?
3
B=
-2
4
- |
4

142 j}

3-3

1506, Végezzik el az aldbbi mliveleteket:

(4 9][1
-1 3 -2

1507.¢ 2 0 1

-2 3 2
4 -1 5

1508./ 1 g 0

1569,/ 1 2 3

1510.

2 4 6
\3 6 9
(5, 1, 0, -3)

-3

S Wy

)
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1514.

1515.

1519,

(5 -1 3 1] ;-1 3
2 0 -1 4 -2 1
3 0
. 4 1
0 -3 1 30
2 1 5 -2
4 0 -2 2/
1 2 0 0 2 -3
3 4 0 0 1
0 0 -5 4 0 4
0 0 2 1 ¢ 0
()
1 1
[ €OS X, -sin oqz 1516.7 a
sin o« cos O<J
0
{a ;0 0 1518.
0 a, . 0 1
. LO
0 0 a
n
Szdmitsuk ki AB - BA éreékét:
(2 1 0 3
=1 1 2 B=]|3
b
l-] 2 1 L -3

= N = -}

S



1520.

1521.

1522.

1523.

1524,

1525.

1526.

1527.

1528.

1529,

1 2 2 4 1 1
A=|2 1 2 B= {4 2 0
1 2 3 1 2 i
2 4 2 3 -1 -2
A=, 3 Szamitsuk kiaz A, A, A - A miétrixokat.

majd B A értékét,

¥
==

Szdmitsuk ki A

2 3 0 1 0 0
A=i1 4 3 B=| 0 2 0
-3 2 5 o o 3

- W
=
o W= O
S

11
i
—
-
o

o
vt
[fem

I

>

fle=
1l
Vo
ORI
b w
o °
[le!
]
.
(SR
S’
o
n
e
[
X
3
£

1 2
[3 J'

Hatdrozzuk meg a2

>

BCD mdtrixot.

Vizsgiljuk meg az
xa=0

egyenletet, ahol A és X mésodrendi négyzetes métrix, 0 null
métrix.

Hatdrozzuk meg az éz =0 egyenlet megoldasat, ahol A mésod-
rendii négyzetes matrix.

Hatirozzuk meg a kgvetkez§ matrixok transzpondltjat:

B
=] 2
S VY
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2 1 4 0 .
J » B= J Hatdrozzuk meg (A + g)‘métrixot.
\1 " 3J) -

1532. 14§ 0 r2j 4

- j [B=]0

1530, J\l 0 e 0
0 A e 0
2=( 2
0 0 A
\

1 1-j \ 2 1+

Hatdrozzuk meg az (A + _§_)’ matrixot!

1533. (1 2 3 I
A= , B = Hatdrozzuk meg az (A B)” métrixot.
3 4 0 2
P
1534. 1+ 0 1 0 0
é: ~j J ] £=
T 0 1 3 0
Hatdrozzuk meg az (A B)’ maétrixot.
1535. ( 0 1 1Y
A=} i -j |Hatérozzuk meg &' és A A’ métrixokat!
1 -1 1/
1536. [ 1 -5\
A= b 0 1 Hatdrozzuk meg __Qé’ maétrixot!
L -j -2 i/
1537. ( 1 -] i
A= 1 1 0 |. Hatdrozzuk meg A .z__i__’ maétrixor)
\.-2 2 4/

1538.  Bizonvitsuk be, hogy minden kvadratikus matrix elgdllithaté, mint
egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus métrix tsszege.
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i539. Szémitsuk ki a kibvetkezd inverz métrixokat:
-1

[ 1 2

2 5

1540, 9\
3 1 2
3 2 4/

o
o

-1
1541, (3 -1 o\ 1s42./1 2 3
2 1 1 o 1 2
2 -1 4 ¢ 0 1
-1
1 1 i i
1 LR T
7 3 "7 72
i1 11
5 T3 7 712

o) -
]
1)
]
pa| =

2] =
N

i544. Legyen 3 2 -1 7
A= » B=
4 3 3 5
Oldjuk meg a A-X=L métrix-egyenleteket.
Y- -A=8
1545, Legyen az (aik) métrix determindnsa 1, Szdmitsuk ki az (Aik) maét -

rix determindnsdnak értékét, ahol Aik az . elemhez tartozo elo-

jeles aldetermindns.

1546,  Bizonyitsuk be a kovetkezd osszefiiggéseket; (feltéve, hogy a kijelslt
miveletek elvégezhetdk)

O Y I YN S A

4, detA = det A’ 5. (A’ =A



1547,

1548,

1549.

1550.

1551.

1532,

1553.

Bizonyitsuk be, hogy szimmetrikus métrix inverze is szimmetrikus,

Bizonyitsuk be, hogy péroé rendd antiszimmetrikus mdtrix inverze
is antiszimmetrikus.

Null - oszté-e vagy sem a 3x3-as métrixok krében az

2 3 1
A=1 -2 2 | métrix?
1 1 1

- (A null oszto ha lehet taldlni hozz4 egy olyan B # 0 mdtrixot, hogy

vagy AB=0 vagy BA=0.)

Null -0szt6-e vagy sem a 4 x 4-es matrixok korében

2 3 1 5

4 2 3 2
A=1g 12 7 4!
6 -7 5 1

Bizonyitsuk be, hogy ha A kvadratikus métrix és det A = 0, akkor
AadjA=adjA A=0. Vagyis adj A két oldali nulloszto, ha
adj A7 0.

];J alaku métrixokat!

a) Két ilyen alaku mdtrix szorzata is ilyen alaku-e?

b) Kommutativ-e az ilyen alaku métrixok szorzata?

¢) Van-e koztik olyan, amellyel bdrmely ilyen alaku métrixot jobb-
rél szorozva a bal oldali tényezdt kapjuk vissza?

d) Van-e koztuk olyan, amellyel balrél szorozva a jobb oldali ténye-
z6t kapjuk vissza?

€} Van-e koztik olyan, amellyel birmely ilyen alaku m4trixot johbrol,
ill, balrdl szorozva nulla matrixot kapunk?

Vizsgdljuk meg az [:

a b
-b

a) Ilyenek szorzata is ilyen alaku-e?

b} Kommutativ -e az ilyen alaku métrixok szorzata?

c) Irjuk fel az M(a,b) jeloléssel az ]'_Mu,oi]z,[M(o,lﬂz, '
M(a, b)- M(c, d}, M(a,b) M(a, -b) szorzatokat.

d) Irjuk fel az eldbbi szorzatokat az gl = M(1,0) Qz = M(0, 1)
maétrixokkal kifejezve,

Vizsgéljuk megaz M(a, b) = [ alaku métrixokat!
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1554.

1555.%

1556.

1557,

1558,

1559.

Keressiik meg az ¢sszeadds, kivonds és szorzds miveletének szabd-
lyaita q=ae+bi+cj+dk alakuun, hiperkomplex szdmo
korében, ahol .

1 0 -1 0 e -1 0 V-1
e= - J i= [ ],j:[ Jk: ]
(0 1 0 VI -1 0 "1 0

és a, b, ¢, d tetszbleges komplex szdmok.

21 = [1] é} Mutassuk meg, hogy az aE+ le alaku matrixok-
ra, ahol a és b skaldr szdmok, ugyanazok a miveleti szabdlyok

érvényesek, mint az a +bj alaku komplex szdmokra.

a a a

11z s 100 10 0
A=1la a a . _ _
21 22 23 £23— 001 L&SZ(W)— 01 0|

s a9 a33 6 10 0 w 1

0 0

=}§33(x) 0 1 .
0 0 X

Mivel egyeni6k a BooA, APysr May(W) A, AMg,(W), Xqa()A,

i 10
ég_(_ss(x) matrixok?

Ha zik az a mitrix, amelyik az E métrixbol ugy keletkezik, hogy
E-ben az i-edik sort a k-adikkal felcseréljik, akkor mi jellemzi a

gxkg- és E-Eik métrixokat? (E és B nx n-es matrixok.)

Ha i#k, jelsljikk Mik(t)'vel azt az n X n-es matrixot, amelyik az

egység métrixtsl csak annyiban killonbozik, hogy i-edik sordnak
k-adik eleme nem 0, hanem t. Ha B tetgzés szerinti n x n-es mdt-
rix, hogyan lehet jellemezni az h=.r1_ik(t). B és a gmik(t) szorzatokat?

Bizonyitsuk be, hogy egy négyzetes mdtrixhoz mindig taldlhatunk olyan
métrizot, amellyel az adott métrixot balr6l megszorozva a szorzat
métrix f§ 4atl6ja alatt csupa nulla All,

- 40 -



1560. Hogyan jellemezhet$ az a matrix, amely egy adott métrixbél egy
diagondlis métrixszal jobbrdl ill. balrdl szorozva keletkezik.

1561,  Bizonyitsuk be, hogy barmely négyzetes mdtrixhoz taldlhatunk két
m4sikat ugy, hogy az els6vel balrél szorozva és a kapott szorzatot
a mésodikkal jobbrol szorozva a £6 diagon4lis alatt is és folutt is
csupa nulla 4ll. (Nem biztos, hogy a f8itléban 4116 minden elem
zérustol killnbozé lesz. )

1562.  Keresend(§ véges szdmu métrix, amelyek linedr -kombindcidival bar -
mely n x n-es métrix eldallithato.

1563.  Melyek azok a mdtrixok, amelyek valamemnyi n x n-es métrixszal
felcserélhet8k?

1564, Hatdrozzuk meg az aldbbi mditrixok rangjat:

1 2 3
-1 0o 2
0 10
1565, (1 & 9 1566. (1 2 9
3 10 2 0 2
-1 9 18 3 2 5
1567. (-1 0 4 3 1568. £1 2 3 -1
2 7 2 4 6 -2
L2 2 2 6 12 31
6 0 0 0
1569. (0 2 -4 1570. (2 -4 3 1 0
-1 -4 5 1 2 1 -4 2
3 1 7 0 1 -1 3 1
0 5 -10 4 -7 4 -4 s
2 3 0
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1573.

1578.

1 G 1 G 0 W 1572, /2 7 6 8 -2 -3
1 1 ¢ 0 0 | s 0 -2 3 0 -4
9 1 1 0 0 | -3 -2 -3 -5 2 5
g 0 1 1 ¢ 1 3 -2 1 2 3
6 1 0 1 1

P 2 3 -1 -1 -2)1574. /71 1 1 1 1

2 -1 1 0 -2 -2 1 2 2 0 2

-2 -5 8 -4 3 - 1 2 3 -4 -

6 0 -1 2 -7 -5 i 0 -4 18 12

-1 -1 1 -1 2 1 1 2 -1 12 1

2 -2 -5 -1 1/

Bizonyitsuk be, hogy ha egy mdtrix rangja r, akkor el§éllithaté r
db. 1 rangu métrix dsszegeként.

Bizonyitsuk be, hogy ha A és B n-edrendi kvadratikus métrixok,
és det A#0, detB#0, akkor rang A B=rangB A =rang A

Bizonyitsuk be, hogy ha A és B n-ed rendu kvadratikus métrixok
ésdet A #0, akkor rang (AB)srang A, és rang (BA)STang A

1+ 33 3+ 4 24+ 4+ 2§
.é = : __?'___ =

2+ 2j 4+ L+2) 3+4f
Szdmitsuk ki az (A +B), ;E, és @)_1 matrixokat.

Bizonyitsuk be, a kovetkezd Usszefiiggéseket, feltéve hogy a kijeldlt
miiveleteket elvégezhetSk:

| (A¥B)=A+B 2. AB=AB 3. ah=@™!

=g
b

i1
"

>




1581.

1582,

1583.

1584.

1585.

1586.

1587,

1+3j 3+4j 24 4+2jw
é: s =_B_: H

2+2 4+] 1+2f  3+4j)

Hatédrozzuk meg az A+ 2)*, (A g)*, és _é matrixokat.

e

Oldjuk meg a kovetkezé métrix-egyenleteket;

@h*x=3 ¢ Y@™H*-p el

Oldjuk meg az (i*)-} X=B és Y (z_k‘*)-l =B métrix egyenle-
teket, ahol

i1 4 L
A= |1 0 1 B=| 1 1
-2 2 2 4

0 1 1 1
i 0 1 1
A=l 5 0 1
1 i 0

Bizonyitsuk be a kovetkez§ sszefliggéseket, feltéve, hogy a kijelolt
miveletek elvégezhetSk,

L @+p*= AT+ g 2 @p-g. &%
3. ahr-ah 4. det A% = (det A,
2 ¥ '
5. (A% = A
Igazoljuk, hogyha AB=C és __:i, E, é létezik, akkor éi: é

Bizonyitsuk be, hogy ha U unitér métrix, akkor g-l, L]_’ , és g
és U is unitér,
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1588.* Bizonyitsuk be, hogy ha l=J1 és Qz unitér métrixok, akkor gl L__J2 és
U, U, is unitér.

1589.* Bizonyitsuk be, hogy unitér métrix determindnsa +1 vagy -1,

1590, Legyen A tetszég szerimi, U pedig unitér métrix és B= g—l AU
Mivel egyenl§ a B® mdtrix? -

1591, 1 1 2,

1.
|7z ty3d Uzﬁ 3!

____]:_._1 ’ 2__2_. i
vzi VT 31 V%

Ic

1

-1

Mivel egyenl6k az _g__l'l, U, 1 W Uy~ é W, )L matrixok?

1592, Bizonyitsuk be, hogy ha 21 és =D2 ortogonélis métrixok, akkor
) (21 1_22) is ortogonilis,

1593.* Bizonyitsuk be, hogy ortogondlis métrix determindnsa +1 vagy -1.

1594, 0 1 0 0]
21 =1 0 0 22 =1 0 1]
0 0 1 0 0
. . -1 .
Kiszamitandok a Ql _22) , det -Ql és det 22!

1595.% Legyen A és B két n-edrendd kvadratikus métrix, Bizonyitsuk be,
hogy Sp(A+B)= SpA+SpB

1596. Legyen A és B n-edrendi kvadratikus métrix, tovibba det A # 0.

Hatirozzuk meg az AB é-l métrix nyomaét.

1597.* Legyen A és B két olyan métrix, hogy AB és BA 1étezzenek,

és kvadratikus métrixock legyenek. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
Sp(A B) = Sp (B A)-

1598. /12 3) 0 1\
é = 1 ? -
= 3 o 4 B= |3 4}
2 0



i601.

1603.

1605.

1607,

1609.

i6. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

{NHOMOGEN EGYENLETRENDSZEREK

Megoldhat6k -e a kovetkezd egyenletrendszerek? Ha igen oldjuk meg,

(1-5)x; + (ZH)xy=1-1,
(L)%, + (L)%, = 1+

2x1+5x2-x3=7,

3x1-4x2 3

xi+l4x2+ x3=2.

X, + (1+1)x2 + 23x3 =1,
(-3)x +2 X, +(1-])%g = Js

-2} X, +(1+J)x2 +3 Xq= -i.

xl-}-jx2 "Xy = -},

X, + (l+])x2+2] Xg= -2 + 2§,

3%+ (14310, + (-242))%y = -2.

jx1+(1+j)x2+(l -j)x3 =1,

—x1+2]x2 -23x3=3,

1602,

1604.

1606,

1608.

1610,

—jxl +{ -2+2j)x2 +{-2 —2_1))(3 = 1+j.

_]x1+x2=l,

x, + (1+_])x2 =24}

2x -z=1,
2X+4y -z=1,

x+8y+3z=2.

X +2x,)+4x = 8,

i 3
R
3x1+(4+_])x2+ .fx3=-2+2;.

X, + %y - %y =

X + (1+])x2+2] Xg= -2 + 2j,

xl+(1 -])x2 -2j Xy = -2 - 2j.

x1+2x +4x, =8,

2 3

X, 4+ Xy - X = s

X + (l+j)x2 + 2j X = -2+ 2].



1611,

1613.

1615.

1617,

1619.

=1

X 1—|-(}.+} )x2+2] Xg

C (DKL, =

(3 -21)% HEH)x 4 2%, =1+2).

3

+2x, = -1,

X) -4y +2xg

2x1 - 3x2 Xy - 5;.;4 = -7,

3x1 - 7x2+ Xy -5x4 = -8,

X2 'Xs 4

X +X

1 T%, +4x4=3,

X, - X +3x4=1,

2 73

2+3x3-5x4 =0,

2+4x3=5,

xl -2x

3x1 -X

4x1+x = 3,

2 3 4

3+2x4=2,

2x1+5x2 -, = -1,

le+3x2 -x3 -3x4=1.

-2X,. +Xx

x1 -2x2 -X

Sx+4z+ 2t =3,
X-y+2z+t=1,
4x+y+2z=1,

X+y+z+t=0,

1612,

1614.

16186.

1618.

1620.

- 46 -

X HlHx) +2) x5 = 1,
(L)% #2x, K1 -)xg = j,
-y (DX HL-3j)xg= 14,

Xy + Xy + X,

+x

:1,

X, +x

ptxgtx =2,

4

X, +x

1 +x4=3,

2

xl+x2+x3=4.

xl-!-xz

x1+2x2 -x3

2xl - 3x2 - Xgq - 5x4= -2,

+X, +X

3 T¥=5

+4x4= -2,

+ 2x

3x1 + X, 3

+llx4=0,

2" 5x3 4

x1 —3x2 -6x4=9,

2x2 -x3+2x4 = -5,

x1+4x2 -7x3+6x4-_-(),

le +x

X +2x2+3x3+4x 4+5x =13,

1 5
2% +x 42X 43X HX = 10,
2x +2%x 4x +2x +3x_= 11,

1 273 7475

2X 2K A2 2K = 6,

2x1+2x2+2x3+2x 4+:.:5 = 3.



1621. 1622.

X, +X,+x%x, =6,

1772773

x2+x3+x4=9,

x3+x4+x5=3,

X, +X +x, = -3,

4 75 76

){5-&-)(6+J':7

X + Xq + x8= -6,

x7+x8+xl= -2,

=-9}.

=2,
Xg TX + X%,

1623, 1624.

4x1 + 9x2 =11,

1625, 1626.

X, +X, +x,=1,

273 "4

_]X1+X3+X4=],

]xl +3x2+x4= -1,
Jxl + sz +JX3 = -1

i 2 2 =
Jx1+x2+._x3+._x4 1,

1627. 1628,

X, +(1+j))\:2 + 2j Xy = i,

2j xl+(-2+2j)x2 —4x3 = ~j.

1629, 1630.
2+x3 -x4 -3)(5 = 3,

4x 1 -x2+x3 -X 4 -xs=4,

-7% 1-%-5){2 -x3+x 4 -x5= -3,

x1—5x2 -x3 -x4+ 5= -2,

X 1+3x

2+X

+x, =1,

I U

jxl+x3+x4=j,

% +]x2+x4 = -1,
%)+ 3%y + X, = <),

xl —8x2= 3,

2x1+x =1,

2%
4x1 + 7x2 = =4,

x1+x2+x3=j,

X, + (1+])x2 +X,y = 1,

X, + (-1+j)x2 - Xy = 1-2j,
%, +(1 -])x2 - }xa = =i,

2x +jx, -jx,=-1-].

1 2 3

-X, +2x,+x,=17,

5%) Xy + 2Xg + X,

2xl + x2 + 4xs 4

= 0.

xl -3x2 —6x3 + Sx4



1631,

1633.

1634,

1635.

1636.

1632.

:r.l-t-x2 -2x3 X 4+x5 =1, 3x1 —x2+2x3 -x 4+5xS = 28,.
3x1 -x2+x3+4x 4+3x5 = 4, x1+x3+4x 4 —2x5 = 10,
x1+5x2 -9x3 -8x 4 = 0. 2x 1+7x2 -3x3+6x5 = 37,

-8x2+4x3 -5x s = -19.

x1+x2+x3+x4+x5= 7,

3x1+ 2x2 + x3 4 —st = -2,

x2+2x3+2x4+6x5=23,

le+41't2+3x3+3x4 -x5= 12,

+ X

xl+2x2 +3x3 +...+nxn= 1,

X, + 2x3 + 3x4 Fooot nx1 = 2,

X + 2x. 4+ 3x, +...+ X =1,
n 3 n

1

X .. =1,
x2+ 3+ +xn_1+111n 1

X +x, +...+ X +x =2,
n n

1 3 -1
X + X, +.0.t X .1 + xn = 3,
X + Xy +.. .+ X 9 : X,g=n

2x1+x2 +...+ xn= 1,

x1+2x2 +...F xn= 2,

X, + X, +...+ 2x
n

1 2

i
a
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*
1638.

1639.

16440.

1641.

1+x1+x2+...+xn=0,

--------------------

1 2
X X
1
+ ... + = 1,
.el1 - b1 al -bn
X X
1 n
PY— + . + i -b = 1,
n 1 n n
ahol ai¢bk(1,k=1,2, ..... n)

Diszkutdljuk a kovetkezs egyenletrendszert:

X+y+z=a,

X + (l4+a)y + z = 2a, ahol a konstans

0.

x +y + (I+ak

Diszkutdljuk az

ax +y+z=1,
X+ay+ 2z = a,
XxX+y+az=a, egyenletrendszer megoldésa’it.
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1642,

1643.

1644,

1645,

Oldjuk meg a kivetkez6 egyenletrendszert:
u - 3vw + w = -13,

12,

10,

-3uv + 4vw -2w

2uv + VW

Hatdrozzuk meg az
X+y+2z=0,
0,

t,

2 -y+z

xX+y+z

2x - 2y + z = u, egyenletrendszerbs! u-t, mint t fiiggvényét.

x1+x2=ala2,

Milyen feltételeknek kell az ak-re teljesiilni,
X, +x, = al a, , 1

hogy az egyenletrendszer megoldhato legyen?

X + X, =@, 8,, Oldjuk meg az egyenletrendszert,
Xy + X, = a, a3,
x2 + x4 = a2 a4 5

X, + X, =a_ a,.

Meghatdrozands u €s v ugy, hogy az egyenletrendszer megoldhats
legyen. Oldjuk is meg az egyenietrendszert,

xl + 2x2 + 3x3 = 14,
Xy + 4x2 + 9x3 = 44,
xl + 8x2 + 27x3 = 134,
Xy - 6x2 -15)\:3 = u,
x1 - 2;{2 - 15x3 =V,

Hatdrozzuk meg a és ¢ értékét ugy, hogy a kivetkez§ egyenletrend-
szereknek

1. csak egy megolddsa legyen

2. végtelen sok megolddsa legyen

3. ne legyen megoldéisa
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1646,

1648.

1650.

1652,

1653.

1647,
3 - = iX =i
X+ 5y ~-z=1, x1+_1x2 is
X 2z = 2, - =
+ ay + 2z ax, - X, = c.
X+ 9 -5z = c.
1649, .
axl + Xz = 1’ in + (l+3)x2 +(1"])X3 = 11
*, + (1+) X, = c. S + 2j X, - 2j X3 =¢,
“jx, + (-2+2j)x2 +ax, = 1+].
1651.
X, + (1+j) x2+21 Xq = 1, x1 + sz - x3 = -j,
(l-j)xl + 2x2 +axg=c, ‘ X, + (1+j)}A:2 +2j Xy =c,
-ij1 + (1+J)x2 + 3x3 = j. X, + (l-j)x2 + ax, = -2 -2j.

Homogén egyenletrendszerek

Oldjuk meg a kovetkez8 egyenletrendszereket:

x1+x2+x3=0,

jxl+1x3=0,

(l+])x1 +x2+2]x3 = 0,

Xx+2v+z+t =0, 1654, 5x1—2x2+x3=0,
2X+v+z+ 2t =0, x1+x2+6x3=0,
X+ 2y + 2z +t =0, 3x1+4x3=0,
x.{.v.‘-+2+t:O_ —.X2+2X3=0.



165?. X, +x,+x%,=0, 1656. x +2x2-}-311(3+4m:4+5x5 = {0,

1 2 3 3
xl-i-(i.+j)x2 +Xg = 0, XX, - 6x4+ Xs = 0,
X + (-1+j)x2 S Xy = 0, 3x2 + x3+5x4 - Xg = 0,
—jxl +(1-j)x2 -] X, = 0. 2x3 -7x4 + 7x5 = 0,

1657, 3x1 + X, - 8x3 + 2x4 + xs =0,

2x1 -2x2 -3x3 -7x4+2x5-

Xy + llx2 - 12x3 + 34x4 - SXS =0,

I
e

L}
e

-5x2+2x

3 " 16x4+3x

3 5

1658.* Bizonyitsuk be, hogy ha az n egyenleti n ismeretlenes homogén
line4ris egyenletrendszer determindnsa 0, de van {(n-1)-ed rendi,
0-t6l kilénboz8 aldetermindnsa, akkor a rendszer ¢sszes megolddsa

X, =Ca,; X,=ca

1 1 2 P X Tee

2'°7 " n’

alaku , ahol c tetszlleges szam, CIEERREE a pedig a rendszer egy
megoldésa,

1659.* Jelsljik az n-ed rendd A = ]aik !determinéns a eleméhez tartozd
adjungélt aldetermindnséit Aik-val. Mutassuk meg, hogy ha A =0,

akkor az
Al 1 A12 ........ Aln
21 A22 ........ A2n
Anl An2 ........ Am
métrix bdrmely két sora ardnyos egymdssal, azaz az 1,2, ....n

szamok kozil vilasztott birmely i, j pdrhoz megadhaté olyan c
szam, amelyre

Ail = CAjl’ AiZ = CAjZ' e ’Ain in’

1660. Hatdrozzuk meg a-t ugy, hogy az
0,
0,

5x + 2y - 3z

3x - 2y
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1661.

1662,

1663.

1665.

1666,

1667.

4x + 3y + az = 0,

egyenletrendszernek ne legyen a trivilistl kilonbbz6 megoldasa.

Milyen c értékek mellett van trividlist6l kulonbozs megoldasa a

X + 9y = ¢x,
-x - 2y = cy,
egyenletrendszernek?

Hatdrozzuk meg a értékét ugy, hogy a kovetkez§ egyenietrendszerek-
nek legyen trivilist6l kilonboz8 megolddsa.

ax, + x, = 0,

1 2
X, + (1+3)x2 = 0.

Xt ixy - Xy = 0, 1664. X, + (l+_])x2 + 2j Xg = 4]
Xy + (1~1-3)x2 + 2j X, = 0 {1 -j)x1 + 2x2 + ax, = 0,
Xy + (1-})){2 + ax, = 0. -2} X + (1+j)x2 + 3x3 =0,

ax1+x2+x3+x4=0,

ixq + Xq + X, = 0,
%y + ]X2+ Xy = 0,
ix, + ix, + j%q = 0,

Milyen A értékek mellett van nemcsak trividlis megolddsa a kovet -
kezd egyenletrendszernek:

3x1 + jx2 = }\xl,

. 1
]xl +-2-x2 = 7\x2 .

Vegyes feladatok

Hat4rozzuk meg a kovetkezd sikok kislcsonos helyzetér:

3x +y+ 7z = 11,
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1668.

1669.

1670.

1671,

1674,

1675.

2x -3y +5z = 4,
5x - 2y + 10z = 13.

Hat4rozzuk meg a kivetkez§ sikok kilcsonis helyzetét:
x+y-z-4=90,

2x -3y+z+5=0,

4x -y -z+3 =0,

Hatdrozzuk meg a kivetkezd sikok metszéspontjat:
X+ v+ z=1,
8x ~y+2z =0,
25x - 2y + 7z = 1.

Hatdrozzuk meg a kovetkez6 sikok kilcsonos helyzetét és kizos pontjait:
x+2y+3z=1,

2x - z=0,

4x+2y+2z=1,

3X +4y+ 6z = 2.

Meghatdrozhat6-e az a2 és b szdm ugy, hogy a kovetkez§ harom sik
2x+ 3y - z=6,
x -3y+2z =5,
4x - 3y +az =6,
1. egy egyenesben messe egymadst,

2. ne legyen a hdrom siknak kozts pontja.

Irjuk fela (3 ; 3: 3% (1; -1; 1); és (0, 0, 1) ponton dtmend
sik egyenletét.

Egy sikban van-e a kovetkezd négy pont:

P1 (1,2, -1), P2 (1, 1, 1), P3 {0, 0, 2), P4 (-1, 0, 1).

Mi annak a feltétele, hogy az (x., ¥., Z.) (i=1, 2, 3, 4 pontok
. it it
egy sikban legyenek?

Mi annak a feltétele, hogy az M, (x., ¥, 2} (i=1, 2, ...n) pontok
. RS A S |

1. egy sikban legyenek,

2. egy egyenesen legyenek.
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1676.

1677.

1678.

1679.

1680,

1681.

1682.

1683,

1684.* Legyenek aa

. 1685.

'ax+b1y+c

Mi a feltétele annak (determindns alakban), hogy az (x1 yl), (x2 y2) és
. (x3 y3) pontok egy egyenesen fekiidjenek?

Mi annak a feltétele, hogy az
0,

1 i

[}

a2x + bzy + <, 0,

a3x+b3y+c3=0

egyenesek egy pontban messék egymdst?

Mi annak a feltétele, hogy az
Aix+BiY+CiZ+Di=O (i=1, 2, ....n) sikoknak

1. pontosan egy kiizos pontjuk legyen.
2. pontosan egy kozos egyenesik legyen.

Irjuk fel azt a masodfoku polinomot, amely az 1; -1+j; -1-j helye-
ken rendre az }; -1-j; ~I4j értékeket veszi fel,

Irjuk fel azt a mdsodfoku polinomot, amely a 0; 1+j; 24+2j; helyeken
rendre az 1; 142j; 148} értékeket veszi fel.

Irjuk fel azt a masodfoku polinomot, amely az 1; 1+j; 24+2j; helyeken
rendre az 1; 2j; 8j; értékeket veszi fel.

Irjuk fel azt a harmadfoku polinomot, amely az 0; 1; 1+j; 1-j; helye-
ken rendrea 0; 1; -242j; -2 -2j értékeket veszi vel.

Irjuk fel azt a harmadfoku polinomot, amely 2 j; -1; 14+j; 2+2j helye-
ken rendre a -j; -1; -2+2j- -16 + 16j értékeket veszi fel.

P Ay paronként killonbiza, bo' bl’ seeee b

tetszfleges szdmok.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor pontosan egy olyan

n

n
f(x)-c0+c x+...+xnx

1

polinom van, amelyre f(ai) = bi i=0,1,2,....., n)

Irjuk fel a PI(O,O), P2(1, 3), P3(3,3) pontokon dtmend kir egyen-
letét!
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1686.

1687.

1688.

1689,

1690,

1691.

1692,

1693.

1694.

1695.

1696,

1697.

Irjuk fel a z, Z, Zg pontokon 4dtmend kir egyenletét!
zl=3], zz=1+41, 23=2+3j.

zl=0. 22=1+3}, 23=3+3],

z, = -14j, zZ, = 1+3j, Zg = 3+i.

Polinomok felbontdsa tényezdkre és az egyiitthatok és
gyokok kozti osszefliggések

Az z4 + 223 + 322 +2z+2=0 egyenlet egyik gyvke -j. Hatdrozzuk
meg a tobbi gyokot!

2
Az x3 +x  -2=( polinom egyik gycke X, = 1. Hatdrozzuk mega
masik két gyoket!

2
Az z‘i + 423 +8z +8z+4=0 egyenlet egyik gyske -14j. Hatdroz-
zuk meg a tobbi gyokotl

2
Hatdrozzuk meg a-t és b-t ugy, hogy az x4 +3x +ax+b polinom
maradék nélkill oszthatd legyen x2 - 2ax + 2-vel.

Egy polinom (x-1), (x+l), (x-2)-vel valo osztdsa utdni maradékai
rendre: 3, -1; 17. Hatdrozzuk meg az (x-1) (x+1} (x-2) szorzattal
valé osztds utdni maradékot!

Egy valés egylitthat6s polinom {x-j), (x-1)-gyel val6 osztdsa utédni ma-
radékai rendre: 0; -2. Hatdrozzuk meg az (x-f) (x+j) (x-1) szorzat-
tal valé osztds utdni maradékot!

Egy polinom (x-j); (x+j)-vel valo osztasa utdni maradékai rendre

-3-j; -3+j. Hatdrozzuk megaz (x-j) (x+j) szorzattal val6 osztds
utdni maradékot!

Az x4 + 2x3 - x2 +ax +b polinom (x-1); {(x-j)-vel valo osztdsa utdni
maradékai rendre 7 ; 6-j. Hatdrozzuk meg a és b értékét!

Az x3 + ax2 +bx -1 polinom (x-1); (x+1)-gyel valo osztdsa utédni
maradékai rendre: 3; -1. Hatdrozzuk meg a és b értékétt
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1698. Az x‘4 + ax3 + x2+ bx + 4 polinom (x-1); (x-2)-vel valé osztisa utdni

maradékai rendre: 6; 24 + 6j. Hatdrozzuk meg a és b értékét!

1699. Az x3 - 6x2 +bx - 6 polinom gydkei szdmtani haladvanyt alkotnak,
Hatdrozzuk meg b értékét!

1700, Az x3 - ‘I'x2 +bx -8 polinom gyitkei mértani haladvanyt alkotnak.
Hatdrozzuk meg b értékét!

17. n DIMENZIOS LINEARIS TEREK ES
LINEARIS TRANSZ FORMACIOK

Jelolések, definicick

I Definicio

Bizonyos elemek R halmazat linedris térnek nevezzik, ha teljeslilnek.
a kovetkez§ feltételek:

a) Barmely két x és y elemnek megfeiel egy z elem, amelyet az x
és y elem vaszegének nevezink és x + y-nak jeloljuk.

b) Bdrmely x elemnek és bdrmely A szdmnak, ahol A egy bizonyos
alapul vett test tetszfleges eleme lehet, megielel egy A x elem:
ezt az elemet a A szdm és X elem szorzatdnak nevezzik.

Ezeknek a miiveleteknek eleget kell tennitk a kovetkezd kivetelmények-
nek.

L 1. x+y=y+x
2. (x+y)+z=x+({y+2)
3. Vanolyan 0 elem, melyre x+ 0 =x bdrmely x-re.

4. Minden x-hez létezik olyan -x-szel jelolt elem, hogy
X +(-x)= =0

n 1. 1lx=x
2. x(BR)=%B ()

OI. 1. (~+p)x= XX+B3 X
2, x(x+y)=xx+ xy
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2, Definici6
A linedris tér elemeit vektoroknak nevezziik és aldhuzott betiivel jeloljuk.
PL.: a . [Kivéve, ha kimondottan a valés 3 (ill. 2 és 1) dimenzids tér
vektorairél van sz6,)

3. Definicio

Az R linedris teret n-dimenziosnak nevezziik, ha 1étezik benne n
linearisan fiiggetlen vektor, és nincsen benne nagyobb szdmu linedri-
san fliggetlen vektor.

4. Definicié
Az n-dimenziés R tér birmely n szdmu linedrisan fliggetlen vek-
tordt az R bazisdnak nevezzik.

5. Definicié
Az R tér R’ alterének nevezzilk R elemeinek olyan halmazdt,
amely az R-ben bevezetett osszeadds és szdmmal valé szorzds mi-
veletére nézve maga is lineédris teret alkot.

6, Definicio
Az olyan linedris teret melyben skaldris szorzat van értelmezve,
euklidesi térnek nevezziik,

7. Definicié

Az R térben skaldris szorzat van értelmezve, ha barmely két
x, ¥ €R vektornak megfelel egy (x, y) szdm ugy, hogy ez a megfe-
leitetés a kivetkezd tulajdonsigokkal rendelkezik:

L {x,¥)= (ﬁ) C (E) alatt az (y, x) szam konjugdlt komplexét
értjuk.]

2, (A%, 9)=2& Y
3. (% + %, P =X P+ Y)

4, (3(_, 3:_) nem negativ valés szam, amely ¢sak akkor tiinik el, ha
x = 0.

8. Definicié.

Két vektort ortogondlisnak neveziink, ha skaldris szorzatuk nulla,
Jelslés: (x, y)=0

. 9. Definicio
Az f-l’ _e_z, ceer & vektor rendszert ortonorméitnak nevezzuk, ha
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1 ha i=k
(e!e) =
= 0 ha i# k
10. Definicio

f(x) legyenaz n dimenzids valés tér vektorain értelmezett skaldr
értékd fuggvény. f(x) linedris fuggvény, ha '

1° fx+y) =1 () + ()
2° f(ax) =2 Kx) -
11. Definicico

f(x) legyen az n dimenziés komplex tér vektorain értelmezett skalar
fiiggvény.
f(x) els6 faju linedris filggvény, ha

1° fx +y) = £(x) + £(y)

2° (A x) = A £(x)

f(x) mésod faju linedris fiiggvény, ha
1° 8x + y) = £ (x) + £(y)
2’ f(rx) = Af()
12, Definicid
A (%, y) az x és y vektor bilinedris fiiggvénye, ha
1° rogzitett y-ra A (X, ¥) els faju linedris fiiggvénye x-nek.

2° rogzitett x-re A (X, y y) mésod faju linedris fuggvénye y-nak.

13. Definicio
Legyen A az R tér linedris tran-szforméciéja. Az R.l linedris al-
teret A-ra nézve invariinsnaknevezzilk,ha Rl minden X vektorira,
A.x is benne van Rl -ben.

14. Definicié
Legyen A a komplex euklidesi tér linedris transzformdcidja.

Az (Ax, y)= (x,A y) feltétellel meghatdrozott A transzfor -
mécidt az A transzformdci6 adjungéltjanak nevezzik. It X és y a
tér bdrmely két vektora lehet.
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15. Definicié

Az A linedris transzformdcict snadjungédltnak nevezzlk, ha A* =A

16. Definicié

U unitér transzformdécio, ha UU* = UiU =E

17. Definicié

1701.

1702. -

17G3.

1704,

1705.

1706. %

1707.*

1708.

Az n-dimenzi¢s valés euklidesi tér A linedris transzformdcidja
ortogondlis, ha a tér bdrmely két x és y vektordra

(Ax, Ay) = (x, y)

Keressiink maximdlis linedrisan fiiggetien rendszert a kovetkezd
vektorok kozott

a, @ 2 8, 5L 9%3 (24D 267

Linedrisan figgetlenek-e a kisvetkez8 vektor -hdrmasok:

1. esetben f, (1,1,0,-)), £, (4, 0,0,j), £f5(0,0,2j, 1).

2. esetben £ (1,1,0,-), £, (14, 0,0,)), I, B+2, L,0,D).

Felirhat6-e 2 b vektor az a_, a., a, vektorok linedris kombind-
e - ~1" 2" 3
cigjaként?

b(L,j, 1) a, G L ), (4, 20 242D, ag (1), =21 -2-29)

Bizonyitsuk be, hogy h. egy vektorrendszer vektorai kizott eldfordul
a zérusvektor, akkor czek feltétleniil linedrisan osszefiiggfek.

Mutassuk meg, hogy ha egy linedrisan fiigg6 vektorrendszerhez még
hozz4 vesziink tetszbleges vektorokat, akkor az gsszes vektorok egylitt
szintén linedrisan fiiggnek,

Bizonyitsuk be, hogy ha az R tér R’ alterének ugyanaz a dimenzidja,
mint R-nek, akkor R’ egybeesik R-rel.

Mutassuk meg, hogy az n - dimenzi6s térben az tsszes kisebb dimen-
zi6szdmokhoz léteznek alterek.

Mutassuk meg, hogy egy vektorrendszer &ltal generélt altér dimen-

zi6ja annyi, amennyi a linedrisan fiiggetlen vektorok maximdlis szé -
ma a generdls vektorok kozitt.
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1769.

1710,

1711,

1712.%

1713.%

1714.

-

a) Van-e kbzos vektora az ot dimenzids tér i és f2, iil. gl és g

4ltal gener4lt altereinek? 1
£,(10000), £,(01000), g(00100), g (©0010).

b) Mutassuk meg, hogy ha az R tér két alterében, R, -ben és R,-ben
csak a zérusvektor kozos, akkor dimenzi6ik Gsszege nem nagyobb
R dimenzigjanil. '

Bizonyitsuk be, hogy az

11 = 31111 - 5x2 + 4x3,

12 = X Xy + 6x3,

l3 = 2xl "X, < Xgs

linedris form4k linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitsuk be, hogy az

11=x1 —x2+x3 -x4,

12-—-21:l -x2 -2x3+x4,

13=x1+x2-x3-x4,

l4= x2+2x3—3x4,

linedris form#k linesrisan fliggdek és 4llitsuk is el§ egyikiket a mdsik
hérom linedris kombindcicjaként.

Bizonyitsuk ke, hogy az xl, xz, v xn vaitozok n-nél tobb linedris
formdja nem lehet linedrisan fiiggetlen.

Bizonvitsuk be, hogy n véltozé n db linearis formaja akkor és csak

akkor linedrisan fiiggetlen, ha e linedris formék rendszerének deter -
minansa 0-t6l killonbozd.

11=x1+2x2+x3+3x4,
12=4x1 -x2 -5x3 -6};4,
13=xl -3x2 -4x3 -7x4,

-} -
l4 ..x}‘+x2 x3.

Keressink meg a fenti linedris formék kozott egy maximdlis jinedrisan
fliggetien rendszert.
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1715. %

1716.

1717.%

1718.

1719,

1720.

1721.

1722,

n dimenzios valos és komplex euklidesi tér

Mutassuk meg, hogy a valos euklidesi térben a (2 (1)] métrix nem

- £ . 1
alkalmas skaldris szorzat bevezetésére, viszont az r i ;] métrix
igen. s

Mutassuk meg, hogy a val6s euklidesi térben tetszfleges n elemii
bézisra nézve a skaldris szorzat az
n

& = Z 28 1 7

i, k=1

képlettel van megadva, ahol a, Ty esf jz 'Jtn 1.
'?1,'?2, "'?n az x ill. y vektorok koordmatai

Mutassuk meg, hogy ha a valos euklidesi térben valamely n elemi
bazisra nézve a skaldris szorzat az (X, ¥) =§ 1 ﬂ?l +§ 2’?2+. . '+§ nf? n

formuldval van megadva, ahol }1,52, . '§n ill. My DBy BF X

ill. y vektorok koordindtdi, akkor a bazis ortogondlis és normilt.

j O
Mutassuk meg, hogy a [é l] métrix nem alkalmas skaldris szorzat

oz . 1 ] PR
bevezetésére, viszont az (-j 32] matrix igen.

¥ Igazoljuk, hogy paronként ortogondlis vektorok rendszere linedrisan

fiiggetlen.

Adott il (1, i, 0y, {2 (1, 0, i}, _f_3 (1, j, 1). Linedrisan fiiggetlen-e

ez a harom vektor? Ha igen, akkor ezen vektorok linedris kombindci6 -
jabol allitsunk el ortonormdlt vektor -rendszert.

Legyen 2, 8y a5 linedrisan fiiggetlen vektor-hdrmasa 3 dimen-

rd
zi6s komplex euklidesi térben. Allitsunk el ezen vektorok linedris
kombindcisjdbél ortonormdlt vektor -rendszert.,

Adott a negychmenzms valss euklidesi térben egy f vektor. Bontsuk
fel két vektor osszegére ugy, hogy az egyik tsszeadando vektor
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a) esetben a B’—l’ b, ]
b} esetben a [ill’ 1_3_2, l_aajralterben fekiidjék, a mdsik legyen orto-
gondlis erre az altérre,

ayeset: £(5,2, 2,2), b (1,1, -), b,(1 13 0.

b eset: £(-3,5,9,3), b (I, 1, L1, b -1,11)

b, (2, -7, -1, -1).

1723. Mutassuk meg, hogy az el&bbi feladatban szerepld I vektor az ottani fel-
bontds szerint a) [1_)_1, 132] altérben fekvd komponensével zdrja be a

legkisebb szbget, ezen altér vektorai koziil.

Bilinedris fuggvények a valds és a komplex n dimenzios térben

1724, Legyen R a ( } valés szdmhdrmasok hdromdimenziés tere.
& 15233

Legyen megadva R-benaz A (x; y) bilinedris forma az

As =47, +2f,0,+38,7,

képlettel,
Vilasszuk R-ben bédzisnak az

E]. (i, L, 1), 32 1, 1, -1}, 33(1, -1, -1)

vektorokat. Hatirozzuk meg az A (x; y) bilinedris forma A mdt-
rixit erre a bazisra nézve.

1725, Az & (t, 0, 0), &, (0. 1, 0), Y (0, 0, 1) bézisbanaz A (x;y)

bilinedris forma madtrixa

1 0 0
A=10 2 0
0 0 3

Hatdrozzuk meg ezen bilinedris forma méatrix4t az il (1, 1, 1),
iz (1, 1, -1), _{8(1, -1, -1) bazisban]
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1726.* Mutagsuk meg, hogy ha f(x) és g(y) linedris fiiggvények, akkor
f(x). g(y) bilinedris fuggvény az n dimenzids valés euklidesi térben.

-j 2
e {1, 0), & (0, 1) bazisban. Hatirozzuk meg ezen bilinedris forma

1 i
1727. Legyenaz A (x, Y) bilineél:is forma matrixa A ={. JJ az

métrix4t az 51 G, 0 £, (L D) bézisban.

Linedris transzformicick és a vellk végezhet6 miveletek

1728. Legyen R a valés hiromdimenzios tér, A pedig az a linedris transz-~
forméci6, amely a vektoroknak az xy sikra valé vetitésébdl 411,
Vélasszuk bizisnak a tengelyek irdnyiba mutaté egység vektorokat.
Mi lesz ebben a bazisban az A transzformdcidé mdtrixa?

1729, Hatdrozzuk meg az el6zd feladat transzformadcidjinak a matrixat az

€] e, bézisra vonatkozélag, ahol e’ = e el =¢,,

S S 5 5758 7%

B GTSHTE

1730. Legyen az El (L, 0, 0), 22 0, 1, 0), ES {0, 0, 1) bézisban az A

transzformdécio mdtrixa

O T |
A={0 .2 o0
0o o 3

Hatdrozzuk meg ezen transzformécié matrixét az fl (1, 1, 1),

oy 1, 1, -1), £3 (1, -1, -1) bézisban.
1731. Legyen R a valdés hdromdimenzi6s tér, és legyen A az origén at-

haladé6 valamely tengely koriili elforgatds. Keressilkk meg R ezen A
transzformdciora nézve invariédns altereit.

1732. Irjuk fel annak a valés hdromdimenziés vektortérben értelmezett

linedris transzformé4citnak a métrix4t, amely az 1, j, k vektorokat

az T3 4 -1
5.3 T vektorokba viszi 4t.
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1733.

1734,

1735.

1736.

1737.

1738.

1739.

Adjuk meg annak a transzformécicnak a mitrixdt, mely az

X, (0, 1, I} vektorokat atviszi az ) (1, 0, 0) vektorokba,

)_(3(1, 1, 1) 13(0, 1, -1)
a) az g (1, 0, 0), & O, &, 0) & {0, 0, 1)
b) az X, §2, )_13

bizis vdlasztdsa esetén.

Irjunk fel egy olyan M mdtrixot, amelyre Mx = 0 minden X vek-
toxra. _

Irjunk fel olyan M mdtrixot, amelyre Mx =X minden X vektorra,

Irjunk fel olyan M mdtrixot, amelyre MX =3 x X minden X vektor-
ra. [5 (al, aps a3).:|

Irjunk fel olyan M maétrixot, amelyre Mx=3a {b X) minden X vektorra.
Ba (2;, a,, 33), b (bl’ b2’ hS)J

Hatérozzuk meg azt a linedris transzformdcict, amely egyenértékii
a kovetkezd két transzforméci6 egymésutdni végrehajtdsaval.

X)=5Y) Yy + 3y, yy =22 +24,
X3 =Y, '2Y21 ¥, =%, -523,

X3 =1y =Yg V3= 22,

Linedris transzformdcickra nézve invaridns alterek
Sejatvektor, sajatcrték

Legyen R asik. Az A transzformdcié abbél lljon, hogy a sike
A, -szeresen nyujtjuk az X tengely mentén és j\z-szeresen az

tengely mentén: Keressilk meg ezen A transzformicicra nézve inva-
ridns altereit R -nek.
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1740. Keressitk meg az aldbbi métrixok sajatértékeit €és sajdtvektorait:
2 -1 -1 )
0 -1 0
0 2 1)
1741.7 -1 -2 2 0 1742. ( 2 -1 0
0 1 0 0 1 -1
. 0 0o 1 J \ 0 1 3
1743.7 2 -1 0 Y 1744, 7 O 0 1 -1
0 i -1 -1 0 1 -1
L0 2 3 J 0 0 0
0 0 0 1
1745. Hatdrozzuk meg azokat a sajdtvektorokat, amelyek az
(%1 %12 %13 0t %)
0 Byg Bz e a, trianguldris mdtrix 3, 3y, g4
0 0 a a sajatértékeinek rendre megfelelnek,
33 3n
\ 0 0 0 a . )

1746.* Bizonyitsuk be, hogy ha A sajitértékei 9\1, ?\2, .. .’An és a#0,
akkor a A sajdtértékei a?\l, ai PUREERD a?\n (A n-ed rendi négy-
zetes matrix).

1747. Bizonyitsuk be, hogy ha A n-ed rendl négyzetes mitrix, és sajitér-
tékei: A I Agree A akkor ém métrix sajatértékei:

i\lm, 7\2m, Knm ha m> 0 egész. Ha det A# 0, akkor
m< @ esetén is igaz az dllitds, (m itt is egész.)

1748, Irjuk fel a kovetkezd mdtrixok karakterisztikus polinomjit:

a 0 0 0 0
1 a g 0 0
0 1 a 0 0
0 0 0 ... 1 a
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1 2 3 n-1 n
1 ¢ o ..... 0 0
[t 1 o ..... G 0
0 0 0 1 0
1750.7 3 1 2 4
7 1 0 1
2 1 2 3
4 1 2 2
1751, Irjuk fel az 1 -2 5
1 0 3
4 1 -4

métrix karakterisztikus polinomjit, P (A)-t. Hatdrozzuk mega
P(A) maétrixot,

1752, Igazoljuk, hogy az
2 i
é =
4 3
madtrix kielégiti sajit karakterisztikus egyenletét!

1753. Legyen A diagondlis mdétrix

7\1 0 0
0 0 A
n

ahol az osszes A i—k kiilonbozdek. Hatdrozzuk meg azt a legalacso-
nyabb foku P(t) polinomot, amelyre P(A}=0.
1754. Igazoljuk, hogy az aldbbi A mdtrix karakterisztikus egyenlete nem

minimdl egyenlet. Hatirozzuk meg A minimdl egyenletét, majd ellen-
drizzikk, hogy A kielégiti-e? '

9 5 5
A=|5 9 5
5 s 9
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1755.

1756.

1757,

1759.

1760,

1761.

1762.

Hatérozzuk meg az

0 0
A=| 0 1 0
1 0o o

mdtrix minimal egyenletét!

Hatdrozzuk meg a kovetkezd métrixok minimal polinomjait:
ay ,1 0 1 by(8 3 c)yf1 2 3
0 1 1 [ 7 4] 1 2 4
0 0 1 2 0 3

Hat4rozzuk meg a kovetkez6 métrixok minimél egyenletét:

1 0 2 1758. 0 1 0
A={0 1 0 A=|0 0 1
o 0 2 1 0 0

a b
Allitsuk €16 az A [ } mdtrixot métrix polinommal.
b c
Elébb 4ltaldnosan, majdaz a=-4 b=4 c=2 vilasztds ese-

tén is.
2- 3

} , ¢s keressik

Hatédrozzuk meg @ métrixot, ha é(
-1 6

meg sajétértékeit.

Irjuk fel a kivetkez§ métrixokat:

sinA=17 a) [3 2] b) (8 3‘]
\7 4

B2 g 3 1Y b s 3
A= J
=6 -2 \7 4

fib
n

fi=
"




1763. 1nB=7  a) 1 0 Y b % 1
B=1 0 39- 0 B=

3.2 7 i 7

5 5 3 4

1764. Verifikdljuk a szorzat derivildsi szabdlyit:
(ABY =A’B+AB’  a kivetkez6 métrixokon:

cos X  sin & cost cos o<
é_ = [ ,) E = }

cost sint sin t 8in o
ahol  konstans, t viltozs.

Keressitk meg a kovetkezd métrixok elemi oszt6it:

1765.7 A

o
o o O o

0
0 0
0 A0
0 0
0 0

= R R

1766. 1. 2x i 1 2, /5=x 30 -48
1 2-x 1 3 14-x -24
1 1 2-x 3 15 -25x

1767. Vizsgiljuk meg a kovetkezd matrixok ekvivalencidjat:

1-A 1 0 4-A I -1
0 1-2 0 -6 -1-A 2
0 2-2 2 1 1-A

Adjungalt linedris transzformdcick

1768. Bizonyitsuk be, hogy az euklidesi térben minden A (X, y) bilinedris
forménak megfelel egy olyan A linedris transzformaci6, amelyre
A Y)=(AX%Y) ortonormalt bizis vélasztdsa esetén. Majd hatd-
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1769.

1770.

1771.

1772.*

1773.*

1774 . %

1775,

rozz_uk meg azt a lineéris transzformdciot, amely az A (x, y) =
= 5171 + J§2?1 +2£,74 bilinearis form4nak megfelel.

Bizonyitsuk be, hogy ortonormalt bdzis vélasztdsa esetén, minden A
lineéris transzformdciénak megfelel az euklidesi térben az

A Y=@Ax1y) képlet alapjén egy bilinedris forma. Majd hatdroz~
zuk meg azt a bilinedris formét, amely az

i 0 -l
A=] 1} 0
0 0 2

métrixszal megadott transzformdcionak megfelel.

Onadjungélt-e az A transzformécis, ha métrixa:
3 1-2j 243§
A=| 142 0 5
2-3) -5§ 6

Bizonyitsuk be, hogy minden linedris transzformdcict fel lehet irni

A= A1+ jA2 alakban, ahol Al és A2 onadjungdlt transzformdciock,

és ez az elGdllitds egyértelmil.
Legyen az A transzformécié métrixa

1 i -2
A=l 1 1
0 2 3

Irjuk fel ezt a transzformdacict a fenti alakban.

Bizonyitsuk be, hogy tnadjungdlt transzforméciok val6s egyiitthatokkal
képzett linedris kombindcisja ismét onadjungélt transzformacid.

Bizonyitsuk be, hogy ha A tetszéleges linedris transzformdci6, akkor

az AA¥ és A¥ A transzforméciok onadjungsltak.

Bizonyitsuk be, hogy ha A és B ©nadjungilt transzformdcidk, akkor
onadjungdltak az AB+BA és j(AB - BA) transzformadacick is.

Legyen az ) (1,0, 0) e, (0, 1, 0) &3 (0, 0, 1) bédzisbanaz A

transzformdcié matrixa
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5 3 8
2 2 2
1 5 1
&% -3 7 2
o -1 1

Hozzuk a transzformicié mdatrix4t diagondlis alakra,

0o V2
1776. Emeljiik a

] métrixot 28-adik hatvdnyral
V2ol

1777.* Bizonyitsuk be, hogy valds euklidesi térben egy transzformdécié akkor
és csak akkor onadjungdlt, ha ortogonilis norm4lt bizis esetén a
madtrixa szimmetrikus,

1778.% Bizonyitsuk be, hogy két unitér transzformdci6 szorzata ismét unitér
transzformadcis,

1779.* Bizonyitsuk be, hogy ortonormélt bdzist ortonormalt bazisba atvivg
transzformacid unitér,

1780. Hatdrozzuk meg annak a transzformdicisénak a métrixat, amely az
e &y &3 bézist a g 8y & bazisha viszi 4t.
El (1, 0, 0), __e_2 (0, 1, 0), 23 (0, 0, 1}, E}. (0, i, 0),

g, 0, 0, j), g (i, 0, 0). Hatdrozzuk megaz a(l, 2, j) vek-

tor transzformaltjdnak a hosszat.

1781? Bizonyitsuk be, hogy az olyan transzformdcié, amely minden vektor
hosszit véltozatlanul hagyja, unitér.

1782.* Bizonyitsuk be, hogy unitér transzformdici6 minden sajdtértéke egység-
nyi abszolut értékil. Legyen az U transzformdcié matrixa

Do j
U={j © 0
0 j 0

Hatdrozzuk meg sajitértékeit.
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1783.

1784.

1785.%

1786.

1787.

Bizonyitsuk be, hogy ha az U transzformdcié matrixa a

9\1 o0 o0 ... 0
A
0 9 o ... 0
A
0 0 3 e 0
0 0 0 A
n

métrix, ahol | 24 |= 1, akkor U unitér transzformdcio.

Ortogonélis transzformécié valos euklidesi térben

Hatdrozzuk meg annak a transzformdcicnak a métrixét, amely az

& (1, 0, O, e, O, 1, 0, &3 €0, 0, 1) bdazist 4tviszi az

1 1 1 1 -
il (¥T> T 0), 1.’_2 (- ORI 0), £3 (G, 0, 1) bdzisba.
Ortogonédlis -e ez a transzformaécié? Hatirozzuk meg az a(2, 3, 6

vektor transzformdltjinak az abszolut értékét és a transzformécio
sajatértékeit.

Bizonyitsuk be, hogy két ortogondlis transzformdcit szorzata ujra

ortogondlis transzformdcic.

Bizonyitsuk be, hogy a 2 dimenziés valés euklidesi tér minden orto-
gondlis transzformdciGjdnak métrixa, melynek determindnsa +1,

( cos sin &
-sin ¢ cos ¢ )

alakban irhat6, ami a 7 sziggel vals eiforgatds métrixa.

Bizonyitsuk be, hogy ha a valés n dimenziés tér A transzformécis-
jénak métrixa egy ortonormdlt bizisban

a a a
11 12 In (1 ha i=k
A fa %n Ap | &5 L awac =
= o2 _,21.1¥ * l0ha i#k,
i
%01 Y a akkor A ortogondlis transzformd-

cig.



1788.* Bizonyitsuk be, hogy ha a valés euklidesi tér egy A linedris transz-
formaécidja megtartja a vektorok hosszdt, akkor ortogondlis,

1789.* Bizonyitsuk be, hogy két valédi ortogondlis transzformdcic szorzata
valodi, egy valdodi és egy nem valodi ort. transzformécic szorzata
nem valédi. (Valddinak neveziink egy ortogonilis transzformécict ak -
kor, ha métrixdnak determindnsa +1. Nem valodinak pedig akkor, ha
métrixdnak determindnsa -1.)

1790, Valddi-e az az ortogondlis transzformdcis, melynek mdtrixa

1 1
w v 0
1 1
- —— —_— 3
4= & 7z 0
0 0 1
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2. HALMAZELMELET. EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK
21. HALMAZELMELETI ALAPFOGALMAK

2100.%  Jeloljisk:
A-val: a 2-vel oszthat6 valés szdmok halmazit,
B-vel: a 3-mal oszthat6 valds szdmok halmazat,
C-vel: a 4-gyel oszthat6 valés szdmok halmazit,

Képezziik paronként két-két halmaz egyesitéséi, kizds részét (metsze-
tét) és killonbségét. Milyen szdmokbdl 4llnak a kapott halmazok?

2101,  Jeloljuk:
M-el: Magyarorszig lakéinak a halmazat,
F-el:  a vildg férfi lakéinak a halmazit,
A-val: a vildg analfabétdinak a halmaz4t.

Fejezzik ki ezekkel azokat a halmazokat, amelyek a kivetkezd szemé-
lyeket tartalmazzdk:

a) Az osszes klilfoldi analfabétat,

b} Az Usszes analfabéta féxfit,

c) A vildg teljes férfi lakossdgit és a magyarorszégi néket.

d) Az irdstudo magyar férfiakat.

e) Az irdstud6 magyar ndket.

f) A magyar.analfabéta ndket és a killfoldi irdstudo férfiakat.

2102, Legyenek A, B, C péronként diszjunkt halmazok. Hozzuk egyszeriibb
alakra a [(A - BYN (B - C)ju (C - A) kifejezést.

2103. Alljon fenn az A, B, C halmazokra az A>B>C ©sszefliggés, Hoz-
zuk egyszeriibb alakra a (ANB)U (BNC)U (CNA) - (ANBN C) ki-
fejezést,

Szemléltessiik sikidomokkal a kivetkezd feladatokban szereplS halma-
zokat, vizsgdljuk meg nem nyiltak, vagy zdrtak-e.
. , 2.
2104, AE{(x,Ay) : x2+y =2 }
2 2
2105, B= {(x, y)ix +y > 2}

2106, C ={(x, yilxlcy < 3}
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2107. D={(x, y):1x1<2, 1yl<3}
2108. F={{x, y):x20, y<-2}
Igazoljuk, hogy az aldbbi bsszefliggések tetszfleges A, B, C, D
halmazokra fenndllnak:
2109.¥ Ac (A -B)UB
2110.* (AuB)-Bca
2211.¥ A-cc@a-BUB-0
2112.¥ A -(A-B)=B-@ -A)
2113.¥ A-(A-B)-(A-C)=ANBNC
2114.5'_E (A -C)N(B-D)y=(ANB)-(CUD)
2115.¥F A-B-C)=(A-BYUKNCQ)
2116.% (A -B)-C=(A-C)-(B-C)
2117.% (A-B)NC=(ANC)-B=(ANC) -BNC)
2118.¥ (A -Buc=[(auc)-BlUENC)
2119.¥ ANBNC=A - {A-[B-(B-C)]}
2120.% (ANB)UBNC)U(CNA)=(AUB)NBUC)N(C U A)
2021.F A-@BNQO)=(A-B)U(A-C)

2122.% Igazoljuk, hogy A -BC C é ACBU C  ekvivalens
dllitasok.

Vizsgdljuk meg, hogy az aldbbi szdmhalmazok kozlil melyiknek van
als6, ill. felsd hatdra és ez hozzétartozik-e az adott halmazhoz?
2123.* Negativ egész szdmok halmaza.
2124.  Negativ val6s szamok halmaza.
2125. Az 1-nél nem kisebb valds szdmok halmaza.
2126. A 2-nél kisebb abszolut értéki valés szdmok halmaza.
2127. A 3-nél nem nagyobb abszolut értékii valés szdmok halmaza.
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2128. Az 1-nél nagyobb abszolut értéki valés szdmok halmaza.

2129. A 2 szdm 2 sugaru kirnyezetébe esf valos szdmok halmaza.
2130. Az x2 +3x+2=0 egyenlet gyikeinek a halmaza,

2131. Azon szdmok halmaza, melyekreaz f(x)=x{x - 1) (x 2) fliggvény
nem negativ értéket vesz fel.

Vizsgéljuk meg, hogy az aldbbi halmazok alsé, ill. feisd hatédra
- amennyiben 1étezik - hozzatartozﬂc-e az adott halmazhoz?

2132, 0, a 129 B e végtelen tizedestorttel megadhaté szdmok

halmaza, ha a; nem mind 9-es.

2133. 0, SRR NEEE végtelen tizedestorttel megadhaté szdmok hal-

maza, ha a, nem mind egyenl§.

2134. Azoknak a racionilis szdmoknak a halmaza, melyeknek négyzete
£ 10.

2135. Azoknak az irraciondlis szdmoknak a halmaza, melyeknek kobe
<
= 8.

2136.  Azoknak a valds szdmoknak a halmaza, melyeknek négyzete > 2

2
2137. Az [IIT] alaku szdmok halmaza, ahol n=1, 2,

Vizsgéljuk meg, hogy az x=0, y =0 pont milyen kapcsolatban

van a kovetkezd halmazokkal: (Lehetséges esetek: hozzdjuk tartozik, nem
tartozik hozz4juk, belsd pont, hatdrpont, kiilsS pont, torléddsi pont. )

l —
2138. {x. s y=0, X‘E} ahol n=1, 2,
2139. {&.y); x=0, ¥ egész }
2140. {(x, ) yE x2]

2141, {az (}, 0) pont kettd sugaru kornyezete }

2142, L% ¥ x=1, y=rl—l} ahol n=1, 2,



Szemléltessiik az aldbbi ponthalmazokat az XYZ derékszogii koor -
dindtarendszerben, és vizsgiljuk meg, hogy nem zértak vagy nyiltak-e:

2143, {(x, ¥, 2} 0>x > -1}
2144, {(x,y,2); 121515 1yiI<2]}
2145, {G,y,2)7 0<x<l1l, -l<y<l, -2sz5 0}

2

2146. {(x. ¥V, Z) x2+y2 +z < 9}

247, {& v, 2 & -DE 4+ -12+ @Dz 3)

itk

2148.  {(x,y, 2z 0=z4, X'+ 4y =4}

z
2149, {(x.y, D) % -y’ = 1}

1A

A

4, 0=z

22, AZ EGYVALTOZOS FUGGVENY FOGALMA, ABRAZOLASA
(FUGGVENYTRANSZ FORMACIO)

Allapitsuk meg az aldbbi figgvények értelmezési tartoményat és ér-
tékkészletét, : : T

2200, y==—> 2201, y=Vo -x

2x+ 1

2202, ye=-—— +Vx 2203. y=lgx>

V1-x

2204, y=210g(* - 1)

Abrézoljuk az aldbbi fuggvényeket:

3, ha x%-2
2205, f(x)=4 0, ha -2<x<l
<1, ha 12x

2, ha -35x< -2

1, ha Xx= -2

206, =y o0 X7
x-2, ha 0£xE2
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2207.

2208.

- 2209,

2211.%

2213. .

0, ha x egész szdm

f(x})= ¢ 1, ha az x-et kbzvetlenill megel8z8 egész sz4m paros
-1, ha az x-et kozvetlenil megelGz6 egész szdm pératlan

f(x) =[x]

/[x] = alegnagyobb egész szém, amely 3x /

Ix 411

i(x) i 2210, fx)y=x -| x|

f(x) = x sg (sin x) 2212, y=|x-4|
y=15+x]|-4 2214, y=-|x+31+ 2

Pdros és paratlan fiiggvények

Dontsiik el, hogy az aldbbi fliggvények kozll melyik pdros, melyik

paratlan, és melyik nem tartozik egyik csoportba sem.

2215,

2217.

2219.

2221.%

y=— 2216. y=4x2-4
X x +2
y=x-x2 2218. y=—-—22—-—g
X +4x
y= };'1 2220, y=x\‘x2 -1
X +2
yzx2 8in x 2222, yzcos42x
X

Inverz fiiggvények

-Hatdrozzuk meg, és dbrazoljuk az alébbi fliggvények inverzeit. Alla-

pitsuk meg az inverz fiiggvény értelmezési tartoményst, értékkészletét,
Az adott fiiggvények koziil melyeknek 1étezik egyértékii inverze?
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2223, y=1+x" 224, y=22-
x-1
3 x*-3 maxzo
2225. y=2 2226. Y=[
9 x-3 hax<0
* {(x-l) ha xS1
22277 y=
-x ha x>1

Raciondlis figgvények

2228. Irjuk fel apnak az egyenesnek az egyenletét, amely merdleges a
P1(3, 1) ésa PZ(-Z, 3) pontokon dtmend egyenesre, dtmegy a

P (1, -2) ponton és jlleszkedik az (x, y) sikra.

Abrézoljuk az aldbbi figgvényeket :

2229. y=5-4x 2230, =-L=2
273
2231, y=3-x° 2232.% y= 2% +4x - 1
2233. y= 2x2 +3x+1 2234, y= 4x2 - 8x
- 253
2235, y=2(x -3)° 2236, y =2 32"
4 3
2237. y=-x +3 2238. y= % -3
__3 _2x+3
2239. y=- 5 2240, y= T
2201.% y= 2% 242, y=—
(x+2)

Trigonometrikus fiiggvények

Allapitsuk meg az aldbbi fuggvények értelmezési tartoményét és ér-
tékkészletét:
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2243,

2245.

2247,
2249,

2251,

2253.%

2255, %

2257.%

2259,

2260.

y=3sinx 2244,

y=tg2x

Abrazoljuk az alébbi fiiggvényeket:

y=2+sinx 2248,
y=1-1gx 2250.
y = cos ’35 2252,

: *
y=sin(3x - 1) 2254,
y=2sin(4x+ %) - 1 2256.

.2
y=sin x 2258.

2246.%

y=1-cosx

X
y=ctgy

y=2sinx
y= -Ctg X
y = sin (x + 2)

x+2
7T)

y =2 cos (

y=5+%tg3x

y= cos2 2x

Oldjuk meg az aldbbi trigonometrikus egyenieteket:

a)* 4cosx=

sin x
b) co8 2Xx = sin X - cos X

sin X cos X
cCOsSX sinx

c)

d} cos (x+%‘:)=cosx

Igazoljuk az aldbbi azonossdgokat:

a) l-coszcx_t x
sinzo B
1 1 1
D)  Ex g« smie

o) tg[?;-Z + 2—‘] Losinx _)

2 Cos =
d) cos 3x+cosx 1 -tgzoc
sin2o<xcosex  tgo
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2261.

2262,

2263.

2264.

2265.

Alakitsuk 4t tsszeggé a kovetkezd szorzatokat:

3
a) sin Xcosx b) cos 2x cos (x-1) c¢)sin —25

3 3 sin (2x + 1)

Sz4mitsuk ki togarléc pontossdggal az aldbbi szigfiiggvények értékét:

a) sin 10 b} sin 0, 02
<) cos 235° d)* tg (-1,5)

Egyszerit és isszetett harmonikus rezgések

Keressiik meg az aldbbi y = A sin (wt -Hfo) alakban megadott rezg6-
mozgdsok jellemz3 adatait: amplitudé (A), pericdus (T), rezgés-

. 1 s
szam ( T)’ kezdifdzis (500).

a) y=2sin(t+5) b v = sin(to

)

Hatérozzuk meg az aldbbi 0sszetett rezgSmozgdsok periddusait.
Allapitsuk meg, melyek azok a rezgémozgisok, amelyek felirhatok
y=A sgin (wx + 900) alakban,

a) y=2sin(3xt3)+sin2x b) y=3 sin (3x+5) + 3 sin (x+3)

¢) y=sinx+3cosx ‘dy  y=cos(2x+3) - sin (2x+1)
e) y=ﬂn§x+ﬂnfx f) y=3sin3x+ 2 sin (3x+4)

Hatdrozzuk meg az aldbbi rezgések ereddjét,

y = A sin (wt + ¢ ) alakban:

cost
2

a)*y=slnt+cost b) y=2sint+

c) y=351nt+2cos(t+i—r) d) y=sin (t-2)+ 2 sin (t+4)

€) y=-3sin2t+4cos2t
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Trigonometrikus fiiggvények inverz figgvényei

(Ciklometrikus fiiggvények)

Képezzitk az aldbbi trigonometrikus fuggvények inverzeit. Allapitsuk
meg az inverz filggvények értelmezési tartomanyst valamint a [Gérték érték-
készletét.

2266.% y=1+cosx 2267, y = ;—’sin x
2268. y=cos(2x+1) 2269, y=2sin(3x+2)+1
2270, y=tg2x 2271, y=3+1tgx

Allapitsuk meg az alabbi fuggvények értelmezési tartomdnyst, érték-
készletét és dbrdzoljuk a fiiggvényeket.

2272.  y = Arc cos (x42) 2273.% y = Arcsin (1 - %)
X _I X -5
2274, y =3 Arcsin 7+ 1 2275, y= 3 Arctg( 3 ]

22 76.. Irjuk fel egyszeriibb alakban az aldbbi fuggvényekét.
a) y=cos (arccos 2x) + cos (arcsin x)
b)* y = cos (Arcsin x)
c) y=tg (arcsi-n X) + sin {arc cos 2x)
d) y = sin (Arccos 2x) - sin (2 arésin x)
e) y= cos’ (arctg;—{—) - sin[arctg (2x - 1)]
2277,  Szamitsuk ki az aldbbi kifejezések értékét.
'a)* ¥ = cos [Arcsin{- %-H-tg [Arccos {%—)]
b) y=cos [Arctg (-8)3 - sin [Arcqos 0, 7]
¢) y = Arcsin (-0,36)+ Arccos (0,83)

d} vy = Arctg (-0,5).Arctg 5
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2278.

Exponenciélis és logaritmus fliggvények

Hatdrozzuk meg az alébbi figgvények inverzeit. Allapitsuk meg az
inverz fuggvények értelmezési tartomdnyat, értékkészletét,

x-1
e

x+2
a) y=3 b) y= +2

2 )
&) y=2log(3x-1) - 4 d  y=3 ¥91og{"41J

Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények inverzeit. Abrazoljuk az ere-

deti és az Inverz figgvényeket és hatdrozzuk meg a fuggvényértéket logar-
lécpontossiggal az x = 2 lelyen.

2279.

2281.

2283.

2285.

2287.%

2289.

2290,

X * 1 x
y=2 2280.% y =(§)
y=ett 2282. y=10" -3

x+2
y=22 41 2284, y =[§-)
L
3 2
y = 1 +¥ log (x+2) 2286. y ="log (x-1)

Allapitsuk meg az alébbi fiiggvények értelmezési tartoményét:

v = 1g (Ig x)+1g(cos x) 2288.% y =Yg (sin )+1n (3-x7)
Hatdrozzuk meg az alébbi fliggvényértékeket logarléc segitségével.
a) y=1g35,2+1g0,13 b y=et o 10tt

) y=ei B 0028 d  y=1In15,5In 250

Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket ill. egyenletrendszert.

1 Yx+l _4x-4 -

a) 45 +25 =80 by 2 1

2 4
¢) x(1-g5)=1g@x-1) d)  “logx+“logx=1

2 2 2 X~ X
€) (lg’%} + (1g x) =(1g 2x) _21 _ZY. =2
f) 92 -2
@y -0
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Az 4ltaldnositott hatvinyfuggvény

Hatdrozzuk meg az aldbbi fuggvények értelmezési tartomdnyét, érték-
Kkészletét, szAmitsuk ki a figgvény értékét az x = 1,5 helyen, és készitsik
el a fliggvény grafikonjat.

1
2201, y=x -1 2202, y=2x""
2293, yVx T

A hiperbolikus fiiggvények és inverzeik

Al&apitsuk meg az aldbbi fuggvények értelmezési tartoményét, érték-
készletét. Abrazoljuk a fuggvényeket, és az inverz fuggvényeket.

2204, y=sh2x 2205, y=2chx-1)
2206. y=gthx 2297. y=2+cth(x - 3)

X

2298, y=arth 3

2299,  Irjuk fel egyszeriibb alakban az aldbbi filggvényeket:
a) y=shf{arch2x)-ch {ar sh x)
by¥ y=th[ar sh (x+1)] + sh 2 ar chx)

93, AZ EGYVALTOZOS FUGGVENY HATARERTEKE £S
FOLYTONOSSAGA

Igazoljuk a fiiggvény hatairértékének definici6ja alapjdn, hogy:

-3 1 2.3
2300.% lim ——t— = 2301. lim = -
2 6 : x+1
x=3 x -9 X—-1
2302.% 1lim gx":f’ -3
Kt



Hatdrozzuk meg - amennyiben létezik - az f(x) fuggvény hatdrértékét
x-a esetén. Ha létezik A véges hatdrérték, akkor hatirozzuk meg, hogy az
x = a hely milyen § sugaru kirnyezetében kozelitik mir meg a fuggvényérté-
kek a hatdrértéket £-nél kisebb hibdval.

2303.  f(x) = —= — a =0, £=10"2
x2+§4
2 2.
2304, f(x)=x"+5, a=1, £=10
x2+5 + 6 -1
2305. f(x)=7-l—, a = -3, £=10
-9
. X -5x2+6x -2
2306. f(x)=--——x-—_——5—~———-, = 3, fﬁ-‘ 10

Hatdrozzuk meg - amennyiben 1étezik - az f(x} fiiggvény hatdrértékét
X-» +oo esetén. Ha létezik A véges hatdrérték, akkor hatdrozzunk meg adott
£ » 0-hoz olyan xp(a) értéket, melyre If(x)-A |< £, hacsak x> x (E,)

2307.% 10 = 1—2; , £=10"2
2308. fy=2I2,  g=107
2309,  f(x)=27%, £=10"

Hatdrozzuk meg - amennyiben létezik - az f(x} fiiggvény hatdrértékét
X — -oo esetén, Ha létezik A véges hardrérték, akkor hatdrozzunk meg
adott £ > 0-hoz olyan xR(é) széamot, hogy

] f(x) -A}< £, hacsak X< Xo(€)

-2 -

2310. f(x)-- = g=10"!
' 352 ' 1

2311. f(x):—-§-2—, £=10"

14x -
" Legven lim f(x) =+oo . Hatdrozzunk meg elfre megadott P szém-
X-—-a '

hoz olyan” ¢ (P) > 0 szdmot, hogy:
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f(x} > P, hacsak 0<|x -al<d(P.

2312.% fx)= 5, a=o, p = 10%
X

a __1 - - = 10°

2313. f(X) -Imf' a = -1, P=10

. Legyen lim f(x) = -o=. Hatdrozzunk meg adott R sz4mhoz olyan
X—a
6 (R)>0 szdmot, hogy: f(x)<R, ha 0<| x -a I< & (R).

2
2314, f(x)=4;4x2 , a =0, R = -10%
X =X
1 3
2815, f(x)=2 ’;—_-3 | a =3, R = -10
¢ BV 3
2316. Him g =+too. Hatdrozzunk meg adott P = 10° szim-

X+~ +Co
hoz olyan xk(P) szémot, hogy

2
A% +2 55 hacsak x> x.(P).
5 k
2317.ii lim (--2x3 + 2) =+0o0. Hatdrozzunk meg adott P = 109 szidmhoz
X =00
olyan X, {P) szdmot, hogy
-2x3 + 2> P, hacsak X< xl P).

2318, f(x)=1 - 3-x; lim f(x) = -oo, Hatdrozzunk meg adott’
X—— -co

R= -104 szdmhoz olyan xl(R) szdmot, hogy:

f(x) < R, hacsak x<x1(R)

Hatdrozzuk meg az aldbbi fuggvények jobb, illetve bal oldali hatér-
értékét az adott a helyen.

X -2

219.% y='222




2320.

2321.

2322.

2323.

2324,

2325.

2326,

2327.

2328.

2329,

2330.%

Y:_-——-+x, a = "3.
Arct l- a=20
Y= gx: =
X
y=3x-l i a =1
2
y= xz-l , a = -4
X H4x
_X +3x—2, a =0
X +2x
b4
2
y:el-x R a = -1,
— x =f\"
Y= sinx’ a =i.

Hatdrozzuk meg - amennyiben létezik - az f(x) = x2 +i %I fuggvény
bal oldali hatdrértékét az a = 0 helyen. Ha létezik bal oldali véges
A hatdrérték, akkor hatdrozzuk meg adott & =10 “2 hez olyan

S(£)> 0-t, hogy
fix) - Al< €, ha 0<a-x< &(E)
1

Hatdrozzuk meg - amennyiben 1étezik - az f(x)=e ' x+4, fuggvény ;
jobb oldali hatdrértékét az a = -4 helyen, Ha létezik véges A hatdr-
érték, akkor hatdrozzuk meg adott € = 1073 -hoz olyan E
S(E)> 0-t, hogy -

[ f(x) - A| >€&, ha 0<x -a< o (E).

Hatérozzuk meg az f(x) = ——x:_—z figgvény bal oldali hatdrértékét az

a = -4 helyen. Hatérozzunk meg adott P = 103 szdmhoz olyan
d (P) > 0-t, amelyre:

f(x)> P, ha O0<a-x< 0 (P).

Hatdrozzuk meg az aldbbi hatdrértékeket.

4 2 2
lim S t2x -3 2331, lim -2 —0%x+8

x-—+1 x2-3x+2 X—= 4 x2-5x+4
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2332,

2334.

2336.

2337.

2339.

2341.

2343.%

2345.%

2347.

2349.

2351.

4 2 4 3
lim _5_’.‘_%'..%’_‘_5 2333, lim .3'_’5___'_4.”_‘.5_"_'_1_
x-—0 x +x +2x X1 x -1}
4 n .
lim X =16 2335. lm X =1 (npozitiv egész)
x4+ 2 x-1
X— -2 X—1
n
lim X =1

(m és n pozitiv egész)
X——1x -1 .

2 11
lim (—3—"—’9{—'—9- 2338. lim z_ﬂ‘x_._z-
x—0 x—~0
1L
2 2 . 2
lim (“h)h X 2340, 1lim X 26X ;26"
h—0 X— ~oodx -2
3 2 4
tm 28X 42 2342, um XA3
X+-oodX +5x+1 X+—4005 ~x%x
3 3 3
1 v x6 - X x3+2x -\/3 -x3
im i 2344, 1lim \/_ \/__2
x—»+o03 ‘/x8-7x3+4 Xx—=+4ooVx + V2 +x
W 2Vx2+3 . vV x“+2x
m ———— 2346, lim ——————
+ x+1 5
X+ I oo X oo 5 2
x -3
Viex \f 2
tim 23X 2348, lim L-FX 1
X0 x—-0
,,’- 2 2
lim 1+};- 1 2350.-! lim \/3+x-i-x2 -\/9 -2x+x
x—»—-i_-O X x—=2 X -3x+42
x2 +x -2

lim
x> -2 Vx2+x+2 -Ux2+4x+8
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2352.%

2354.

2356..

2358.*

2360.*

2362,

2364,

2366."

2368.

2370.

bal oldali hatdrértékét a szakaddsi helyeken, valamint X——+oo,

lim (\fx+1-\/;)

X~—o= G oo

2353.

(Vx2+x+l -\/:::2 ~x+1) 2355,

lim
X - 0O
lim [x (Vx2 +1 - x)] 2357.
X~ too
Sx
lim 2359,
Xx—0 3 14x - 3\Jl-x
3
lim i+—5‘€ 2361.
X—-1 1+ \/;
lim S 3x 2363.
sin 4x
X0
Lm —tii‘-—?—;-ii’-‘ 2365.
X0 X
Lm co8 3x - cos 5x 2367.
X~ 0 2
X
Prg
lim (’—f -x] tg x 2369,
2
X2
lim \/1+tgx -\/1 ~tg X 2371,

sin x
Xx—0

lim
X——+too

(Vx2+1 -V 2 -1)

im  (Wx+a) (x+b) - x)
X—m +00

m VE+x -V +x
1+x-1

3\/1+3x -1

3

1
x—-0

lim 5
X0 X +X
1 -cos 2x

3x2

Hm
X0

X—-0

4}:4+x3

lim X (1-cos x)

*— 0

Arc tg 2x
X

lim
x—0

lim sinmzx
sinnx

X7

(m, n pozitiv
egész)

1 -cosxVcos 2x

lim
x—0 xz

Hatdrozzuk meg - amennyiben létezik - az f(x) fliggvény jobb és

X~ -oco  egetén,

2372,

2374.%

£x) = (x-1) ;;rc tg x

2373.

2 b4
x“+3  Ix -2
f(x)=x X +x—2
3 -2
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Vizsgdljuk meg, hol nem folytonos az aldbbi f(x) figgvény és dllapit-
suk meg, hogy ezeken a helyeken milyen jellegl szakaddsa van?

2
2375. f(x)=i‘.2_'..§’_‘.";§.
X =-3x -4
3
_2.2"_:"._"_ , ha x# 0
2376, fmy=] * T
2 R ha x =0
x3-3x+2 , ha x #1
X - X
2377, f(x) =)
. 3 ha x =1
[ x2 -16 h x #0
pJ : T 1x #-4
X +4x
2378, f(x) =}
5 . ha x =0
2 , ha =x = -4
o1 3 _o X
. 2379. (%) <= "3 2380. f(x)-21x1+3x
I-x
1 1
2L Tt 33
—Zi:t_z_— . ha ¥ < =}
X +3x+2
2382, f(x) ={
x2 , ha -l=x=1
if , ha x>1
X
0 , ha X =1
2383, f(x)={ 2 , ha x = 2
A Py
"3“‘ killonben

X —x2-4x+4
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2384, £(x)= 2385. f(x):;%x——m

2386. () =sin &

xsin)l? s ha x>0
2387,  f(x)=
x -2 <
x+1 : ha x =0
1
2388, f(x)= -2 . 3%
x -4
xzcos}l? , ha x< 2
2389.  f(x) =
ixj-lg ) ha x %2
e
g-x s ha x # 0
X (x-5)
e
2390, f(x)=
3 , ha x =20
rlnx2 ) ha - oo < xS -1
arth x s ha ~-lex <0
1 <
2391, f(x)=¢< 3 , ha 0 = x<1
x -1
e
x?- 1 . ha Z x<+ o0
lx” -2x
2392. f(x)=[-)-;—| + l”l
142871
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[ L
Xx-2
2303, feo)=g 123 — ha x # 1
1 - 3572
L3 ' ha x =1
4 _l_
X .
1+2 <
-—2-‘- E ha X = "2
1 -2
2394, £(x)=
DX, pa 2ex<0
e -1
31
){2+2x2
—_— =
_S_ l s ha 0= x
\ x2- 4x2

2395.  Adjunk meg egy olyan racionédlis tortfliggvényt, amelynek megsziin-
tethets szakaddsa van x = 0-ndl és x = -1-nél; nullahelye van
x = +1-nél és nem megsziintethetd szingularitdsa van X = 2-nél.

}'\llapitsu.k meg, mely intervallumokban folytonosak az alébbi fiigg-

vények:

chx , ha x<20

2396. f(x) =
X 2

553 ha x 20

arcth x, ha |x|=1
2397. f{x)=

sin X , ha lxl = 1

X -X

2398. f(x)= %Arc sin )-25- +In{x+1)
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1 <
Arctgx+l. ha x=0
2399,  f(x)=
<2I-x, ha O<x & 2
1
ey R

24, AZ EGYVALTOZOS FUGGVENY DIFFERENCIALSZ AMITASA

Hatarozzuk meg az x helyhez tartoz6 kiilénbségi hdnyados hatdrér-
tékeként az alibbi fuggvények x helyhez tartozo differencidlhdnyadosit:

2400.% y =2 2401.% y =vx

_ 1 -1
2402, y= = 2403. y= =
2404, y =3°

Szdmitsuk ki az aldbbi filggvények elsé differencidlhdnyadosat:

11 9 4 2
8x  -Tx" +5x - _9-x
2405, y-= 5 2406.  y ="
X
. _ 3 1 _ X =1 x+l
2407, y= <" 2408, y=24 ” 3
X X
3 4
X
2409. y= 31 +42 2410. y:g_“'fgiii__
sz Ux3 V X
2411% u=3v2--§§- Eki_I =7
Ldv_
v v=]
[ du
2412, u+2Vv =7 ' =17
L dv
v=4
2413, 25 -5ri=3 ds'
T L dr!
r=2
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2414. I‘=2Vss-—-§—+l di=?
3Vs

2415.% 3u-2%=0 a) [d‘l}

b) d—‘i] =7

24106, pvl’5= 2 a) - dp =17

b) — =7

2417‘.iE y= Vx - (3x -~ x2) 2418. y=(1 ~x3)(x2 + 3x%)

2419, y=(2+ —35) (3-2%) 2420, y= §3‘2—'-1-(x2 + 6x)
X

2421, y=(x+2)l/x—3 2422, y=(Vx -2 ¥x

2423, y=(1+X)(Gx° +2x+1) 2424, y =(3+5)03* -axhx

2
* _1l+x . _ 3x
2425.% y=T12 2426. y= T
2 3
X -3x+1 _X +4
2427, y= T_—l-— 2428. = 1T+ 2x
* x3 + X 2x2 - 4x
2429, y= —*‘Z— 2430, y= 3
X -1 * \/}—{—- 3x
2431, y-= X 6+ X 2432.* y= sinzx
x +1
2433.% y = sin x> 2434, y= Vx - 5x
2435, y=tg° x 2436, y=sint 1

2
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* 1 = . §i
2437, y= Cos 3% 2438. y= sin 2x
tg' x
x3 2
2439, y= 3 2440, y=cos {5x - 3x)
- sin'x
2441.. y=tgV1 -x2 2442, y=arc sin 2x
2443. vy =arc cos[ %{- - 1] 2444, y=arcig Vx
2445, y= ; - arc sin %‘- 2446, y=arc tg2 5x
1 . 2
2447. y=arccos % 2448, y=arcsin¥ x -x
_ ¥ arcsginx
2449, y=arcsintgx 2450.7 y =i cos %
3x 1 * 2 3 2x
2451, y=e +-— 2452.5y=—=+ Ve
X X
e €
3 X x2
us3.  y= (- %) 2454, y=SF2
- 2x
l-e
* X 1\* y sin 2x
2455.7 ¥y =\/3— +(§] 2456, y=5
et -3 2
2457, y= e 2458, y=cose
2x ex
2459. y=arcsine 2460. y =
cos e
2461, y=In(5x -1) 2462.*y =lgcosx
2463, y=lg } 2464. y=1n3+1n> {l - 2%)
X -X
2465, = = - L y=
465. y tgln(z 1) 2466. y=1n \z=>
2467. y-= sin2 cos x + 3e111 x 2468. y=arctgsinx - ln2x
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2469, y=Inarcsinx 2470. vy = arctg 3log b's

2471. y=th2x . ch 2 2472, y = sh® 6x
2473.  y=chSx? 2474.% y = ¥ . sh 2x
2475, y=x- th3x 2476, y=2 X
)
ch 5x
2477,y =th (¢2X-") 2478. y = shtg 3x

2479, y-= sh¥5x +1 - ch (3):2 -2x + 1)

2480, y =ar sh 5x+4ar ch 5x 2481. y=arch x4
1 2
2482, y=arth z 2483. y=arth 6x
ar sh = 3
2484, y=e 2 2485. y=x ar sh4x
2486 = In ar chVx 2487, y = LSHZX
- ¥ - YEarch &
1
X ‘ .
2488.% y = x 2489, y=A2S0%
arc tg x i 2
2490, y=x 8 2491, y= \x° -1

2492, y=(sin x)x 2493, y =sin X

Hatdrozzuk meg az aldbbi implicit fuggvényekben y-nak x szerind
differencidlhdnyadoséit az (xo, yo) pontban.

* 2 _ _
2494, xy -y -3=0, x0_4, yo_a
- 2 3
2493, 3xy+4x+2y +1=0, x0=1, y0=-1
2 . .
2496, x siny+y+x=0, xo=n, o= -7
2497. 3y -x’siny=0 x =7 - T
. y -x siny=0, 0= Vo= 3



P

1 o
2498, 32x+y +sin(x+2y)=e4+1, X, = 0, Vo= i’_
2 T
2499, ~yx tarctgy=0, X, =5 y0=1

25. A DIFFERENCIALSZAMITAS ALKALMAZASAI

Irjuk fel az aldbbi egyenlettel megadott gorbe adott pontbell érintdjé-
nek egyenletét,

2500, y=_x2+2x x0=1
2501, y=— x = -1
Y= o
X
2
2502, y=-x +2 x0=0,
1
2503. y= 5 x =1,
o
1+x
= =
2504, y=cosx X, =3
- =
2505. y=tgx xo' n
S
2506, x=3cost 2507, x=2cost
y=3sint y=sint
T .37
=3 =3
2508, x=acht 2509, x=2(t -sint)
y=bsht y=2(1 -cost)
- -7
to-l t,= 7
2 2
2510, x=t 2511, x=sin t
y=2cost y = sin 2t
7 il
=i = =
to %%
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2512.%

2513.

2514,

2515.

r=Vcos2¢ .(r, ¢ poldrkoordindtdk), cfo = ;’;T
r= e3 4 (r,¢ poldrkoordinitik), o= 0
r=¢ (r, polarkoordintdk), tf’o = —gf
r=l4+cosy (r, ¢ polérkoor.dinété.l?), q’o = -‘g—r

Szémitsuk ki az aldbbi poldrkoordinitis egyenlettel megadott gorbe

érintfje és az érintési ponthoz mutat6 rédiusvektor dltal bezdrt sziget

2516.%

r=% a>0 2517. r=a-Vcos2¢

Irjuk fel az aldbbi egyenlettel megadott gorbe adott pontbeli érint8jé-

nek és normélisdnak egyentetét,

2518.%

2519.

2520.

2521.

2522,

2523.

2524,

2525.

_X+1 X =2
Y=53-1 o
i

y—x_—f-; X0—4

2 3
x=t -1 y=t -4 t0—2
Xx=cht y=sht to=1n3
;(=¢1ft+t2 y=2t2 t0=l
x=sint =cos 2t t =T
- y= )

Melyek az x2 + y2 = 25 kor azon pontjai, melyekben az érintd parhu-
zamos a 3x -4y + 7 =0 egyenessel?

Keressitk meg az y = ‘-;-x3 - x2 + 1 gorbe azon pontjait, ahol

a) az érint§ pdrhuzamos az X tengellyel o
b) az érintd az X tengely pozitiv irdnydval 45" -0s szoget zdr be.

Keressiik meg az y = sin X + cos x girbe azon pontjait, ahol az
érintd pirhuzamos az X tengellyel.

Az y= x3 + 1 gorbe mely pontjaiban lesz az érint6:
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a) pirhuzamos az y = 3x - 1 egyenessel?
b) meréleges az x+ 12y -5 = 0 egyenesre?

2528, Az y= X 3 gorbének mely pontjaiban lesz az érimdnek az X

l1-x
tengely pozitiv irdnydval bezdrt szige 45%

2

2529, Holmetszia y= 6x4-

parabola x = 2 helyhez tartoz6 érintdje
az X tengelyt?

2530, Milyen sztg alatt metszi az Y tengelytaz y =V3 sin x gbrbe.
ax - x

4
tengelyt 45%-0s szoghenaz x =0 helyen?

2531, Az y= gbrbe "a" milyen értéke mellett metszi az X

Vizsgéljuk meg az adott pont kdrnyezetében az aldbbi fuggvény visel-
kedését.

2532.% y=3 -t x =1
x3 2

2533. y=75 -X +2 a) x1=-1
b) x2=1

2534, y=arctg- x =1

- ¥E 8% o~
o _ sinx T
2835, y=e X =3

Vizsgiljuk meg az aldbbi fuggvények menetét:

2536.% y=x0 -x% -2 2537. y=x° 4+ 6x+8
2538, y=—o 2539. y=x+1
X +1 x
2
- _ X%
2540, y=x +ax 2541. V=351
2
2542. 1.1=(x-2)2.(x»3)2 2543. y=£x -3x - 19
S x+4
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2544.
2546.

2548.

2549, %

2550.

2551,

2552,

y=x+sinx 2545, y=x+Arctgx

y=ex. coS X 2547, y=lnsinx
y=1n(1+x2)

Osszuk fel 12-t két részre ugy, hogy a részek
a) szorzata maxtmum legyen,
b) négyzetbsszege minimum legyen.

Egy folyé partjdn egy 3200 m2 te- .
riletii, téglalap alaku telket kell —_—
elkeriteni, a lehet6 legrovidebb ~ — —

keritéssel. A foly6 partjdn nem 4l-
litunk keritést. Hogyan vdlasszuk a X
telek méreteit?

L

2550.

Egy ablak egy téglalapbol és foléje

rajzolt félkérbdl 4ll, Keritlete 4 m,
Hogyan védlasszuk meg a méreteket,
hogy tertilete maximélis legyen.

|

>M

x
2351.

"V" térfogatu, négyzetalapu, fellil nyitott tartdlyt akarunk késziteni,
a legkevesebb anyagbhol. Mekkorik legyenek az oldalélek?
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2553. 1000 cm? felszini z4rt egyenes kor hengerek
koziil melyiknek a legnagyobb a kobtartalma?

2553.

2554. 1000 cm2 felszind feliil nyitott hengerek
kozil melyiknék a legnagyobb a térfogata?

4,
2555.  Egy "V" térfogatu, a és b . 255

3

%

22X

alapéld, a magassigu cso-
magot a rajzon ldthaté médon
kossiink 4t zsineggel. Hogyan

N

vélasszuk a méreteket, hogy
a legkevesebb zsineg kelljen
az atkotéshez.

2555,

2556. Az r =4 cm sugaru félkorbe az

Atmérdn fekvd maximadlis teriile- /,,_

tii trapézt rajzolunk. Hogyan kell
a trapézt méretezni.

2356,
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2557,  2a alapu, m magassigu, egyen-
16szdru hiromszighe maximilis
teriiletd téglalap rajzolando.
Milyen magas lesz a téglalap?

g
r 4
7 x
r !
a
2557.
2558.  Derékszighben hajlo folyosoén milyen
széles tdbldt lehet 4tvinni, ha a foly6- \“ |
sodgak szélessége 4 m és 2,5 m? i
14
(4
\\
25|
2558.
2559, Egy r sugaru korbe irhat6 de-
rékszigit négyszigek kozill me-
lyiknek a legnagyobb a teriilete?
R ‘m
[
X
2559,
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2560.

2561.

2562.

Egy adott sugaru korcikk-
b8l tolcsért formélunk.
Milyen kozépponti szig
mellett lesz ennek térfo-
gata a legnagyobb?

/S

i= RO
‘

Az utcat 1dmpék tdvolsdga 30 m.
Az uttest megvildgitdsa a fény-
forras tdvolsigdnak négyzetével
forditva, a beesd fénysugédr fiig-
gllegessel bezdrt szoge cosinu-
séval egyenesen aranyos. Milyen
magasan kell a ldmpékat elhelyez-
ni ahhoz, hogy két ldmpa kozott
fele uton az uttest megvildgitdsa

a legjobb legyen?

Hatdrozzuk meg az adott R sugaru
gombbe beirt maximidlis térfogatu
kup adatait.

- 104 -

2560.

“{]—__'—
-
E
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2561,

2562.



2563.

2565.

2567.

2569,

2571.

2573.

2575.

2577,

2579.

2581.*

2583.

Szamitsuk ki az aldbbi hatdrértékeket:

ok o 2
im 2% 2564, Lm L2
X3 X—2 x +2x -8
xz -3 2 X -sinx
lim X -9Xt< 2566. lim X
2 1 -cosx
X— 00X +2x -8 Xx==0
. X -X
lim —3-12— 2568. lim € -¢
In sin x X
x—0 X0
x2 1;
lim  ——— 2570, lim e
X -X /
X¥+o0 g -¢ X000 VY x
sin x - x- cos X 1 1
lim XX __ 2572, lm ( —— - —}
1-sinx-cosx gsin x X
x—0 x—0
lim xctgx 2574, lim 1 -cosx
2
X0 x— 0 X
lim X-sinx 2576. lim tg 5X
3 Gt
x—-—0 x =
X— 2
%&;ﬂzi’i 2578. lim Yxlnx
x——0 & x~+0
lim J L -tgx) 2580, lim (—-3--—1—
COs X - 2 x-1
] x—11x -1
X = —
1
x2
lim (cosx ) 2582, lim &
x—0 X~ 0
. [1 )sin X
Hm -
X

x40
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Hat4rozzuk meg az al4bbi figgvény y=ax+b alaku asszimptotéi-

nak egyenletét:

2584. %

2586,

2588.

2
- _=x _ 1
Y= iTx 2585, y= —x2
l1+e
_x3-2x2 2x2-3x+1
Y——‘—z—-—‘—' 2587. Y=—m——-
Ix -1
_2x
Y= X¥4

Szdmitsuk ki az aldbbi fliggvény gorbéjéhez az adott pontban illeszkedd

simul6 kor adatait,:

2589.%

2590,
2591,
2592.

2593.

2594.%

2595,

2596, ¥

2597.

2598.

a) 1

y=x -1 xo=l
y=x2 xo=0
yr=ex x0=0
y=Inx x0=1
y=}£{- x0=2

Szémitsuk ki sin 30° = értékéi..« felhasznidldsival sin 31° koze-

N]H

1itd értékét.

Egy kocka élei 10 cm hosszuak. Mekkora lesz kizelitden a térfogata,
ha éleit 0,2 cm-rel megnoveljiik?

Hény cm-rel kell novelni egy 'V = 1000 1 térfogatu gomb sugarit,
hogy a térfogat kozelitGen

b} 5 c) 10 literrel novekedjék?
Egy négyzetalapu hasdb méretei: a =0,5dm, m=4dm, térfoga -
ta V=1dmS. a kismértéku véltoztatdisa m milyen megvaltozdsét
eredményezi, ha V mindig 1 marad?

Egy négyzetalapu haséb alapéle a =30cm, magassdga m =50 cm.
Noveljiik alapélét 31 cm-re. Mennyivel novekszik kozelitSen a tér-
fogat”
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2599,

2600.

2602.

2604.

2606.

2608,

2610.

Keressilk meg az aldbbi egyenletek egyik gytikét kozelitd modszerrel,

8) f(x)= X0+ 1,1x>+0,9% - 1,4=0

b) fx)=x> - x> -2x+1=0
c)x-e-x=0 d) e = 4x

3 4
ey x ~x+3=0 f) x +10x -100=0
3] x2+i2-=10x h) x+ex=0

X
. 2

iy x=cosx i) X =cosx

26, HATAROZATLAN ES HATAROZOTT INTEGRAL

Alapintegrdlokra visszavezethet§ egyszer feladatok

7

S 4+ 7x+x4+x

Vx

2 sm cos —dx

2 - x

X

|
|2
S
I

15x

J‘ l-x_dx

dx

2
2601 K &
g X +1
0. | M de v iy
0
2605, j 3 &
3 1 -5x

2607,

2611.

X
2609. El —— dx
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2616. S {cos 4x - sin %) dx

2618. S

2620.

1 1
+

ch2(1+x) cosz4x

[sin {3x) - 2:]2 dx

e oy M1

2617. j [ ch

2619. S (1 - th? 3x) dx

* 2 dx
2621. S ch2x+1

Trigonometrikus szorzat integrilok

2622. S sin 7x sin 3x dx

2624. X cos 3x cos 8x dx

iy

2626. S sin —x cos —x dx
1t]

2623, cos 4x sin 6x dx

STy

sin 0, 1x sin 0, 2x dx

2625, B\ sin 0, 4% cos 0, 6x dx
2627. X

- 108 -
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Teljes négyzetté kiegészitve alapintegrilra

visszavezethett feladatok

2628, J = w0, |1
6+ 2x+x -3x+4
1
2630. J —2-9"-———— 2631, J S S
-6x+1 ’ b : 5 —2x2
dx dx
2632. jvg- 2633.5 O %31
2 k]
4x -x 2 -.‘3x+x2

Alapintegrilokra visszavezethetd vegyes feladatok

T
6
2634. j oS _ g 2635. J (cos® X - gin® Xy
COoS X - sin X 2 2
0 —
i&
)
2636. { 2637, j tg” x dx
SlIl XCOS X
0
r3 2 vz
2638. S & V—) (”’/_)dx 2639, j X o2xV2+2 4
x -¥2
2
1+cos X
2640, S sh 3x dx 2641. j i
2642. S " " 2643.j 2 [1 - 3x% dx

2644, S sin 3xV1 - cos 3x dx 2645. g 5’5—2-’5—dx
sin x
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2646. Je" 146" dx 2647. J InVx .

X
1
1 ; ex
2648. g e dx 2649. J =
e +2¢ +1
2650. j EX ax 2651.J arcsin X ux
cos X 1 -x
2652, J [x\h-xz L X ]dx
7 2
1-x 1 -x
9xZ sin 2x
2653, X dax 2654 g S
4x + 5 ‘{ 14 st X
cos X ) 4
2655. X 42232 i 2656. | (sin” x +cos x) dx
sin3x
T
6
2657 E cos” x dx 2658. j smm" dx
CcoS8
0
2659 S X tgx dx
Raciondlis tortfiggvények
2660. j%’-‘-——l——— dx 2661, | ——2F x
X -2x-3 2x -3x -2
dx X -3
2662. S STHED 2663, S 3
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X 3x
2664. J W dx 2665. J —_—3 dx

{(x+6){x ~2)
1
3 5 2
2666. g e 2667. J -——2—}-(-———3-3—x~6-dx
4x -x 0 143 -x )
3 : .2
2668. E e 2669. J X o
4
X -X l-x
2670, E —-9’-5-——3
x{x+2)
Parcidlis integrdlas
T . gr
4 )
2671. X X s8in 2x dx 2672, 5 X c:os2 X dx
0
267. [ (2x -x))shxax 2674.% S % ch® 2x dx
J
2675. J xlnxdx 2676. ‘lnzxdx
{
2677, j arccos x dx 2678. | I (€05 8) g
cos X
2
2679. g x arctg X dx 2680. j e™ sin x dx
0
X
2
2681. g cos 4x dx 2682. ‘ ¢ sin 3x dx
J

- 111 -



2683. J & sin” x dx

2685, J SR X ax
e3x

2686. " g X dx

V1i+x

3

2688. g X (1+x%)
1

&

2690. (——E‘———
1+ Vx+1

2692, | Xt4 g
J 6x+ 8
[ dx
2694, S é £
8
X -X
dx
2696, g T Ve

2698. S Vx+l+1 dx

Vx+1-1

2684. J ch X cos 5x dx

Integrdlds helyettesitéssel

2687, j———d—’%—
x(L - ‘/;)

2689, j x4Vx+3dx

i
2691. j 4 Vax+2
0

1
5
2693. J (x-3)V x+14dx
: 0

BOf bt

2695,

Ot
L
&

2697. S L.
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X

4
2700, [ _2__""__ 2701. J ¢ dx
X

e -2 7

2x i/ x

2702, [ —S——ax 2703, [ SLE"lax
) VI
(e}\£+ 1J4
1
2
2704 e dx 2705 [ shx+ chx dax
1+ex ch2x -sh2x+1
* dx x2
2706. S - 2707. g L I S |
u(1‘x2)3 Vx2 .1

2708.[ Y 4x2+4x dx, Zx+i> 1 2709, j\/ x2+2x+2dx

4
2710. ¥ { <2V 16 - x* dx 2711.J &
0 xV9-x2
r s
2712, XX« 2713.% | dx
] 1+sinx
J 2
X + 4x +2
T
? s
( dx 2 dx
2714. ) 2sinx+cosx+1 2715'J 5cosx+1
0
r
dx { 2cosx
2716. ) 5 -3cosx 2717') l+cosx
9718 1+ sinx dx
’ S sin x (1 + cos x) .-
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Vegyes integrélédsi feladatok

3 2
2719. J -"-22“—’-‘—'%— dax 2720. | o "2"
(x" +2) J X +5X +8x+4
Vx V x4Vl -x
2721. — X 2722, J x4l X
 Vax+3 ,/—"’(HX)
ax dx
2723. 2724, | —%___
J‘ XZGX +a - J‘,x-xz
g o
2725. j OVl + % dx 2726.5 L d+e) 4
0 1-eX
Ins
x‘f X X X
2727, j e Vlte dx 2728. j _e___t-__l_dx
1 _e2x 0 e +3
X 2
2729, j xe & 2730.5 x €& (2 +1)dx
1<}-ex
3
e
2 dax
2731. S In & + 1) dx 2732. J‘ . S
1 x\jl+1nx
2733.5 E"_sv-g-dx 2734, S sin In x dx
2735. g arctg Vx dx 2736. SHL’g:i
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2737, J arccos%dx, x> 1 2738, J Rarcig X ax

Vi+x

2 T
T 3
sin -
2739. J X dx 2740, J x dx
2 2
1 X sin x
7 iy
i
2741, — % 2742, | — 9%
. 2 2 2
sin x+1 sin x+tg x
* Cos X e * tg X COS:6 X
2743, ——— dx, | X k2 27447F | S0 R gy
cos X+ 2sinx 2 sin4x

2745, S Y1+COSX 40 cos %20 2746.j dx

sin x 2 sin x cos 2x

28. AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAL £S
KOZELITS MODSZEREI

Terllletszimitds

2800.* Szdmitsuk kt az y = 4x - x2 gorbe alatti teriletet az 1< x =3
intervallumon.

2801. Szédmitsukkiaz y=x(x -1) ésaz y=3x gorbék kozti teruletet.

2802, Szdmitsuk kil az y = }l—t- hiperbola és az y= «x +-§- egyenes kozti -
idom teruletét,

2803.  Mekkora véges nagységu terlletet hatdrol az y = 4 - x2 parabola
és az X tengely?

2804, Hatdrozzuk meg Xt ugy, hogy az y= e-2x gbrbe alatti teriilet az
(xo, 1) intervallumon 5,5 egység legyen.
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2805.

2806.

2807,

2808.

2809,

2810,

2811.

2812,

2813.

2814.

2815.

2816.

Az y=x az y=0 ésaz x=1 egyenesek kbzti haromsziiget az

y= x3 két részre osztja. Mi a két rész terifletének ardnya?
Mekkora az y = x2 ésaz y=1- x2 gorbék kozti terilet?

Hatdrozzuk meg azt a terilletet, amelyet az y =Vx gorbe, az Y
tengely és a gtirbének az x = 4 abszcissz4aju pontjdba huzott érintd
hatdrol,

Hatirozzuk meg X, ugy, hogy az y = i— gorbe alatti teriilet az

(1, xo) intervallumon 10 egység legyen,

Hatédrozzuk meg X, -t ugy, hogyaz y= x2 gorbe alatti teriilet a

(0, xo) és az (xo, 1) intervallumon egyenld legyen.

Igazoljuk hogy az y = xz és y = 2x gorbék kozti tertlet egyenid az
y =Vx és y= % gorbék kozti terillettel.

Hatirozzuk meg az y = x4 ésaz y= 3x2 - 2 gorbék kozti terii-
letet.

Szamitsuk ki az x = y2 ézsaz x= g—yz + 1 paraboldk kozti teriiletet.

Hatdrozzuk meg az y = x2 - 4x + 3 fuggvény gorbéje és a tengelyek
4ltal bezért véges nagysdgu sikrész teriiletét.

X -
Hatdrozzuk megaz y=e, y=¢ x, x = 1 girbék 4ltal bezdrt
idom terliletét.

Hat4rozzuk meg milyen terlleti részekre bontja az

x2 + yz =16 kirt az yz = 6x parabola.

; gorbe x> 0 darabja és a girbe
x +1
aszimptotdja 4ltal bezart terilet nagysagat.

Hat4rozzuk meg az y =
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2817.

2818.

2819.

2820,

2821.

2822,

Forgéstest térfogata

Szamitsuk ki a 2 sugaru 72—7 kozépponti sztghtiz tartoz6 gombceikk tér-
fogatdt. »

Szdmitsuk ki azon forgédsi paraboloid kiibtartalmdt, melyet az

Sy = 4x2 parabola tengelye korilli megforgatdsdval kapunk és a csucsd-

t6l 1 egység tédvolsédgra a tengelyére merdleges sikkal elmetsziink.

Forgassuk megaz y=>5 - x2 gorbe 1 =y =3 szakaszdtaz Y ten-
gely koritil. Szdmitsuk ki a keletkezett forgéstest térfogatit.

Forgassuk meg az X tengely koriil az y2 - x2 =1 gorbe (0, 3)
intervallum folotti szakasz4t., Szdmitsuk ki a kapott test térfogatét.

Szdmitsuk ki a csonkakup térfogatdt, melynek tengelymetszete az 4b-
rén lathatd,

Vy

|
>
>

/7
%

2821. \

Egy hordé dongdjénak egyenlete

y=1+cos§ (-L=x %

Szamitsuk ki a hordé kdbtartaimat.

X

).

b

(ST
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2823.% Az xZ+y% = 4 kor fels6 felé |y
elmetsszik az y = 717 x2 pa-
rabolédval. Szdmitsuk ki a be-

vonalkdzott sikrész X tengely y= L 2
korili megforgatdsdval nyert V2
test térfogatit. : evied
+y=
il
X

2823.

Forgassuk meg az aldbbi gbrbéket a megadott intervallumon, és szé-
mitsuk ki az igy ad6dé forgistest térfogatit.

2824, vy=ax 0=%x%m
Vx+1 < . =
2825. y———'f—-_}-i_ 1 = x < 3
X < <
2826, y=xe 0 sx=1
2827, y=chx -2 2x %2
2828, y=}1? 1 = x % ¢4
2829. y=sinx 0 % x f’;‘I
2830. y=tg2x 0 % x 5;—?
2831, y=shx -1 Fx 3]
2832, y=Inx 1 =x T2
1 <, <
2833, y=g—— 0 %x 32

Ivhossz szdamitis

Szémitsuk ki az aldbbi g6rbék megadott intervalium feletti ivének
hosszit.
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2834, y=1n(l-x2) Oix‘-%
3
2 <, =
2835. y=x 0=x >4
2836. y=¢ ' m2<x < In3
2837, y=1 -1In(cosx) t’.)f:xf;'!rZ

2838.  Hatdrozzuk meg Xt ugy, hogy az y=chx gorbe 0 <x % X, fe-
letti szakaszinak hossza % egység legyen,
T

rd — }- (ry rd
2839, Hatdrozzuk megaz y=1n i gorbének a 5 5

tA

lum feletti ivének hossz4t,

X
e +1

2840, Szdmitsukkiaz y=In gorbe ivhosszédt, ha O<a € x % b,

e -]

Forgistest paldstjdnak felszine

Forgassuk meg az X tengely kiriil az alabbi giirbék megadott inter -
vallum folotti szakaszdt. Szdmitsuk ki az igy keletkezett forgdstest paldstjdnak
felszinét,

1A
b

1A
%]

2841. y=chx -2

2842, y=V25 -0 5

A

-
A
w

Sulypont meghatérozés

2843. Hatdrozzuk meg az y2 =x gtrbe, az x=4 egyenes ésaz X ten-
gely kozé esl sikrész sulypontjat.

2844, Hatdrozzuk meg az y = sin X girbe félhulldma alatti sikrész suly-
- pontjit. (0 < x =q)
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Hatérozzuk meg az aldbbi gorbék és egyenesek hatdrolta sikidomok

sulypontjét.

2845. y=x3 y =0 x =1

2846, y=§ y=20 x =1 Xx = 4

2847. Szémitsuk ki 2z y = chx gorbe 0 =x =1 intervallum feletti ivének

2848.

2849,

2850, ¥

2851.

sulypontjét. A siriség P(x)=thx.

Hatdrozzuk meg az y = Vr2 - x2 félkoriv sulypontjat.

Az integrélszdmitds alkalmazisa paraméteres és
polarkoordinatds alakban adott gorbék esetén

Hatdrozzuk meg az

x=35cost < < o
= = 2
y=3sint t
kor és
x=1+4+2u

oo < UL 4 oo
y=3+u

egyenes &ltal meghatdrozott kirszeletek teriletét.
Szamitsuk ki a cisszois gorbe alatti teritletet. (y = 0)
Mekkora a forgdstest térfogata, ha az

X=cCo8t 0 <t <

MR

y = sin 2t
gorbe megadott szakaszat forgatjuk meg az X tengely korul,

Szamitsuk ki az
x=isint .
: gorbe

y=tcost

0 S ¢ S t darabjdnak ivhosszit,
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2853. Szamitsuk ki az

£
X=e sint "
gorbe

y=e cost

o
h
-+
1.
o=}

darabjanak ivhosszét.

2854.  Szédmitsuk ki az
x=(t2-2)smt+2tcost

3 0 =2t <%

y=(2 -t )cost+2tsint

gorbe ivhossz4t.,

2855,  Szdmitsuk ki a hiperbolikus spirilis megadott ivének hosszat

1
r—‘F g-(P I.

2856, Szdmitsukkiaz r= gorbe ivhosszdt. (0 = ¢ < 2)

1
1+¢
2857. Szdmitsuk ki az r=a ¢ archimedesi spirdlis (0 = ¢ = 2%)

kozti ivének hosszit. (a> 0)

2858.  Forgassuk meg az X tengely koril az

x=¢ cost »
¢ gorbe
y=e sint
6 =¢ = % szakaszit. Szdmitsuk ki az igy keletkezett forgdstest

paldstjdnak felszinét.
2859.* Forgassuk meg az X tengely korill az

x=a(cost+1ntg;—)

y=asint gorbe

<t =7 szakasz4t, Szdmitsuk ki a forgdstest paldstjinak a

~a |;.-.-)

felszinét,

2860, Szdmitsuk kiaz r =% spirdlis 15 ¢ = 725 szekrordnak teriletét,
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2861.

2862,

2863.
2864.
2865,

2866.

2867.

2868.

2869,

Hatdrozzuk meg az r = 4 kor ésaz r = 4Vcos 2y lemniszkita
kiizé es6 teriiletet.

Hat4rozzuk meg 500 -t ugy, hogyaz r= 4Ycos 2 P lemniszkita

Yo ésyf = % kozti szektordnak terillete 2 egység legyen.

Szdmitsuk ki az aldbbi szektorszerli idomok terilietét.

~

r=e¥ ()'Eq;f"_‘
3

r=cosy Oflf’f—g‘j
_asniy <p< E
r= sin ¢ 0= 3

Szadmitsuk ki az
x=1t -sint)
y=r{l -cost) gorbe
egy ive alatti lemezszerd idom sulypontjat,

Hatdrozzuk meg a félkor lemez sulypontjat,

Hatdrozzuk meg az
x = r {t -sint)
y =1 {l -cost)

ciklois egy teljes ivének a sulypontjit.

Integrilds kozelit6 mdodszerekkel

Szamitsuk ki a kbvetkezs integrél értékét téglalap, trapéz, ill.
Simpson-szaballyal. (Mindhdrom esetben 10 egyenid részre osszuk
fel az intervailumot, a szilkkséges fliggvényértékeket 4 tizedesjegy-
re szimoljuk. ) Hasonlitsuk 6ssze az eredményeket az integrél pon-
tos értékével.




2870.  Szémitsuk ki a kivetkezs integrél értékét Simpson-szabillyal,
(osszuk az intervallumot 10 egyenls részre, a szikséges filggvény -
értékeket 4 tizedesre adjuk meg. )

1
dax
1+:-[4

0

2871,  Szdmitsuk ki a kovetkezd integrél értékét Simpson-szabéllyal, (hat
egyenl6 részre osszuk fel az intervallimot, a szlikséges fliggvény-
értékeket 4 tizedesjegyre adjuk meg.)

T

Jslnx dx
X

T
)

29, IMPROPRIUS INTEGRALOK

Dontsik ef, hogy konvergensek-e az aldbbi integrdlok, amennyiben
igen, szdmitsuk ki az értékiiket.

. 6 1
2900. y 2 ‘G_dx 2901. J dx
V6 -x 1-x
0 -1
1 ' 1
dx dx
2902. S = 2903. g =
Vx Vl =X
0 0
2 1
2904, J _ax 2905. J d-x’i
0 4% - x2 0
-1 1
dx
2906, _§__dx 2907. J —
2 2%+ 1
2 Vx+1 1 x
3
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) oo
2908. & 2909. J %
b xln” x 1
o::’ o
2910. % ax 2911. } e ax
0 0
-, —
2912, S xe © dx 2913. j dx
0 3 x -3x+2
oo oo
2914. S e c052 x dx 2915. J (a + bx + cxz) e " dx
0 0
2916.% S dx 2917. Se-ﬁ;dx
1 xV1+x 0
oo +oo
2918, j Y 5 dx 2919. j 2‘1"
0 (1 +x) _m(x +1)
oo 1
2920. Samtgzx dx 2921, J Lo
T PR
1, 2
2922 X %’-‘—-ﬁdx 2923. J -
. \/? 0 x -4x+3

3
2924 ! dx 2925 ! ax
. "3‘ . X - 1
qa * 0



Dontsiik el, konvergensek-e az aldbbi integrélok.

o o
2926, J . S 2927, J-‘P—xdx
0 1 *

2
(x+U1+x2)

2928. (> a)

l U(x a) (b - x)






3. TOBBVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK
31. SIKBELI ES TERBELI PONTHALMAZOK, TARTOMANYOK

A sik mely pontjai jellemezhet6k a kdvetkezd egyenldtlenségekkel:
2, 2

3100. X +y <1 x>0, y>0.

3101, X+ys1l és x>0, y>0.

3102, |x+4+vyisl.

3103. | xl+lyi< 1.

3104. §-V9-y2<x<oo ~ea<y < oo
3105, xzs.ygx i 0=sx = 1.

3106. xsyc2+V4-x° ; 0
3107, -Lix+l<y<i1-% . 0<x<2
. 5 <y T .

A
E]

[}
[ %)

3108. O0<r<2y, 0<‘P<£‘-_
V T T
3109. O0<r <2Vcos2¢, -i—<‘f’<z-

Jeloljik ki a tér azon ponthalmazait, amelyeket a kiovetkezs egyen-
16tlenségek hatdroznak meg:

3110, x4+ y +z<1 és x>0, y>0, z>0.
3111, ix+y+zl< 2,5 .

3112. mZs0 . 3113. 1
Xy ,

z--x -y
3114. zz-xz-yz-lél() . 3115, x2+y2§zé4
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x2 YZ x2 Y2
3116. -2 1-'2—5—-—9—=Z=2 1"2—5"—6' M
3117. zz-xz-yzaﬁ) ) zz 0.
3118. 0= z= 4-x2-y2 ' xz+y2 £ 1.
3119, 0£z=1-2x -y, 0=y, 0£x

32. TOBBVALTOZOS FUGGVENY FOGALMA, ABRAZOLASA,
HATARERTEKE, FOLYTONOSSAGA

Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvények értelmezési tartomdnyat:

i

3200, z=—ms—py 3201, z=In(x+vy) -
2 2
9 -x -y
3202, z=Inxy, ahol z> 0 . 3203. z=sin(x2+y2), ahol 1212 0,5
3204, K 4yiazl-at=1 . 3205, u=— 12 .
z- -x +y
— 1
3206, u=Vxyz - 3207. U= ————— -
2 2 2
Vz® -x" -y
3208, u=In(d-x> -y% -z2) . 3209.% u = Arc sin(z - x - y) -
Fellletdbrdzolds
3210, z=x"-7y . 3211 z=&Y .
22 .
3212, z=sin{x +y) . 3213, z=x+siny

3214.* Igazoljuk, hogy a z = x2 - Y2 feliletnek az X tengellyel 45%-0s
szbget bezdr6 minden elsf vetitSsikkal valé sikmetszete egyenes.
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3215.  Igazoljuk, hogy az

2 _yz ;2
TrE v !

héromtengelyii ellipszoidbél a Z tengelyen dtmené minden sik ellip-
szist metsz ki. Mekkora sziiget zdr be az X tengellyel az a sik,
amelyben a metszet kor?

Abrazoljuk a kovetkezd kétvaltozos fuggvényeket:

3216, x2 + 4y2 + 922 =1 - 3217, 2x2 + 4y2 - z2 =1.
2
3218. x2 -2y - 422 =1 . 3219, z= --x:Z + y2 .
\} 2 2 _ 1
3220. z=V2x + 3Y ' 3221, =z = —y—-—:m
3222, z=-—-§l———,)- . 3223. z=cosV x2+y2 .
2x" + 3y

ot
3224, z=e X 1V)

Irjuk fel a kivetkezs forgasfellletek egyenletét:

2
3225 2=x Z tengely korili forgatdsdval keletkezs felillet.
y =0
3226. [y =V1 -x
{ gorbe X tengely korilli forgatdsdval keletkezd fe-
z =0 f
liitet,
2 2
3227, {}—(&-+y =1 gorbe X tengely korilli forgatdsdval keletkez§
felitlet.
z =0
.2 9
3228. ’-‘Z +y =1 gorbe Y tengely koriili forgatdséval keletkezs
feliilet.
z =20
3229, | z = 2x gbrbe Z tengely korili forgatdsdval keletkezd
y =0 feliilet,
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Hatdrérték és folytonossig

3230. Van-e hatdrértéke az

Xy -X+y
Xy+x+y

fuggvénynek az 0 (0, 0) helyen?

X, ¥ =

3231. Van-e hatdrértéke az
2
f(x: Y) = —'Z—X'Y"‘z'
X +y

filggvénynek az 0 (0, 0) pontban?

3232, Létezik-e a

lim 1
X—a X - ¥
y—a
hatdrérték?
3233.% Mutassuk ki, hogy
sin X
f(x, y) = =L

y

fliggvény alkalmas kiegészitéssel az egész (x, y} sikon folytonossa
tehetd.
3234. Mi a szakadési helyek mértani helye az
0o e——
S22 2
X +y +z -1
figgvénynél?

3235.% Folytonossa tehet§-e alkalmas kiegészitéssel az

z
fx, y, =~ —
X 4y +z

figgvény az egész térben?
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3236.

3237,

3238.

3239,

3240.

Milyen pontok képezik a
1
Z=Co8 —
Xy
fliggvény szakaddsi helyeinek halmazit?

Létezik-e az
f{x, yY)=xcosy
filggvény esetében a

lim £(x,y)
x—+0
y+0°

hatdrérték?
Létezik-e, és ha igen, mivel egyenld

lim ¢, y)
x— 0
y—0
hatérérték, ha -

.1 1
f{x, v) = x sin ;+y sin .

Mivel egyenld a

2xy -1

lim vF1

x—2

y —— O
hatarérték?

Hol nem folytonos a

1
T sinxsiny

fiiggvény?

33. DIFFERENCIALSZAMITAS

Képezzilk az aldbbi fuggvények x és y szerinti elsé parcidlis diffe-

rencidlhdryadosat:
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’

3300, z=¢€ cosy-xlhny | 3301 fx, y)=y - WVxy

3302. ix, y)=x2 tgy-e2y sinx
3 .2
3303, u= - u (L, 3) =?
Xy ! X
o {2,95)="
y( )
3304, z= 1 ; 3305, =z = Arc sin X H
.2, 2 y
X +y
3306. z = arc tg i ; 3307, z=B¥, X .
1-y In x Iny

3308. Z= xy + yx i

3309.* v=In sz +v; Mutassuk meg, hogy

xyz ¢ 3u
3310. u=se m
3311. Bizonyitand6 a kivetkezd egyenl6ség:

3
Xx+y+z

2u
ay

9u 2u_
7x + Y oz ’
ha u=1Iln (x3 +y3 +23 - 3xyz).

3312, 1

Igazoljuk, hogy fenndll a
it 2, 2w
il Ayt 4

egyenldség.
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3313.%

3314.

3315,

3316,

3317.

3318.

3319.

3320.

X=acosusiny,

y=bcosucosv,

Z=¢ sin u,
Hatdrozzuk meg -g—i és %—% -t.

2 2 2
Hatirozzuk meg Au = 4 ; + 7 u + 4 121 értékét, ha
7x 7y 7z

u= % (Ae":1r + Bear) és

1/2 2. 2
r=V¥x +y +z

Hatdrozzuk meg az aldbbi differencidlhdnyadosokat:

3 x-coszt
Z—L-Sxyz ) gE-: %
v y = sin 2t de
x=sh3t
z 3 dz
= - = f —_— =1
u Arccosxy s y=ch t pn
z=1+t
z = ln Xy
dz
x=tgt T
y=Tc
z=Arctgx+y
R ez _,
=8 1 d.t H
y = cos 2t
Ay 22 dz _
z=—5 - x dt
X H
X=1In{l+t)
y=ch 2t
X .
z=¢ siny
Xx=sint ' z ,
2 dt
y=3t" -1
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3321,

3322.

3323,

3324.

3325.

3326.

3327,

3328,

3329,

3330.

3331.

X = gin 2t . gz—=‘?
5 dt
y=Vt -1
z=sh\‘x2+y2
x=2t3'1 » d_zz?
dt
t
y=e¢

Hatdrozzuk meg az aldbbi figgvények iranymenti derivdltjit az adott
P0 pontban, az adott irdnyban:

2
z=X +3y2, , P (-2, 1),

z= 2x2 - yz, P0 (1,1),

2 y
=ch Xy - Arc g Po (2, -1),

zZ= E , PO {1, -1)

y+3x-1=0 egyenes iranyiban.
2

zZ=X -y2 Po(l,l)

7 irdnyéban,

ool

u=3x +2y2 -z =1f(x, y, 2)
v=-1+2j+k irdnydban,

-(x2+ 2)
u=e ¥ -z =f(x, v, z)

o= 30° ,

o= 45° .

&= 120°.

P0 (1, 2, 5)

P,(L, 0, 1) ésa 7= 3, 2, 5] irdnysban,

Hatirozzuk meg az aldbbi fiiggvények teljes differencidljat:

Z = sin (x2+ yz) ;

u=In{x+y+2z).

Hatdrozzuk meg az alibbj parcidlis derivéltakat:
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3332,

3333,

3334.

3335.

3336.

3337.

3338,

3339.

z=Inx+Y)

X = = '
uv

y=u+3dv

Z = 3xy

x = sin (u + v) »
y =cos (u+ v)
z=\fx2+y2

v
X = ue *
y=u2 - 3v

w = 2x + 3y + 5zx

X =Uu2+ V2

V‘ ¥
Y=arctg1—1'
z=2u+v
W=Xyz
X=In(u+v)
y=u2+3v
z = 2uv

w = sin (x + 2y + z)

= L
T ouv
¥
y=3u -2v
v
zZ =ue

z = Arc sin xy

uv
X = we ,
y=2u - Jwv
z = ln xy

1
X =

uvw 4
y=vYuw

@)

g
"
-~

)
o

aw

)
£

|

@)
=

<D
N

"
-2

Qo
=4

VY

=N
i}
-3
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3340,

3341,

3342.

3343.

3344.

3345,

3346.

z=ch{x+y)
. 2 2z 2z 5 FE _,
x—uv+w2 » au—? v  pedl
y=3u-2vw

Kis viltozdsok kozelitd meghatirozdsa

Egy fénytord kozeg felilletére 43° alatt esik be egy 1,5 torésmutatéju
fénysugir, Egy misik - 3% -kal kisebb torésmutat6ju - sugdr, 4% -kal
nagyobb szog alatt esik be. Mennyi lesz a torési szig megviltozdsa?

Egy bikonvex lencse fékusztivolsiga:

=m-1 (4 )
1 2

"hlh—‘

Ha n=1,5, rl=8cm; r2=10cm és rl, r2

40,02 cm az p-é pedig + 0,03, mennyilesz f hibdja?

mérési hibdja

Egy egyendramu kirben U = 110 V fesziiitség hatdsdra I= 15A

az dramesdrsség. Ohm torvénye alapjin R = }-1] . A fesziiltségmérd

leolvasdsénil + ﬁlﬁ V, az ampermérénél pedig + —%A hibat kivet -

hetiink el, Mekkora a szamitott ellendilds relativ hibdja?

A mérés egy hdromszdg két oldaldt 27 és 34 m-nek, a kizbezirt
szoget 73° -nak taldlta, A mérési hibik + 0,04 méter, illetve
+0,07°-nak vehetSk. Mennyi 2 harmadik oldal szdmitdssal nyert
értékének lehetséges hibdja?

Mennyi lenne a Nap és Fold kizti vonzderd relativ megviitozdsa,
ha a Nap tiavolsiga 10° km -rel, és a Fold tomege ugyanakkor
3%o-kel megviltozna? A Nap -Fuld tdvolsdga 1,5.10° km.

Az ingadra jidrdsat ingdja szabdlyozza, melyet fizikai ingdnak kell
tekinteni. A fizikai inga lengésideje;
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3347,

3348,

3349.

3350.

3351,

Tegyiik fel, hogy pontatlan eikészités folytdn K 2%o-kel, M pedig
5%o-kel kisebb a kelieténél, Milyen pontatlansigot okoz ez az inga
jardsdban,

Egy test fajsulyit az

képlettel szdmitjuk, ahol G1 a test sulya levegében, G2 pedig

ugyanannak vizben. (A levegf fajsulyit 0-nak, a vizét 1-nek vesz-
szilk.) Egy sirgarézb6l késziilt test suly4t G1 = 100 kg-nak, vizben

ped.ig G = 88 kg-nak mértlik. A mérési bizonytalansigok:

100 kg G -nél, illetve +m kg 62 -nél, Mennyi a szdmitott faj-
suly szézalekos hib4ja?

Egy egyenes korkup adatai: magassdga M = 17 cm, alapkdrének
sugara R =3 cm. Ha a kup magassigit 0,02 cm-rel kisebbre vesz-
szik, mennyivel kell alapktrének sugarit novelni, hogy a térfogata
viltozatlan maradjon,

Egy optikai lencse fékusztivolsiga f =30 cm. A térgytivolsig
t=35cm. A f=+40,15, At= +0,2, Mekkora a szdmitott képt4 -
volsdg, k relativ hibdja?

Egy elektromos rezgbkior rezondns kirfrekvencidjit az o = L
vLC
formuldval szimitjuk. Mekkora a rezg6kor sz&mitott frekvencigja-

nak sz4zalékos hibéja, ha 95-‘ =0,03 &s %9 = 0,027

SzélsBérték feladatok

A kirbe irt hdromszig teriilete mikor a
legnagyobb?

3351.
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3352,

3354,

3355.

3356.

3357.

3358.

3359.

Hatdrozzuk meg a kovetkezd fliggvények szélsd értékeit (helyi széisé

értékeit):

Z=x+y - 3xy 3353, z=x0y° (4 -% -y)

11
A

z=x3+y3-9xy+27, ahol 0
0 -~

4,
4.

A

L1}
-t

2 2
z=e " ¥ (2x2 + 3y2)

A

«
HA
=

zZ=cosxcosycos{x+y), O = x =T, 0

>

Egy egyenl$ szdrutrapéz alaku telek
kerilete 400 méter, Mikor (mekkora
a-nil és ¢ -nél) a legnagyobb a

a/lasinf
— I
telek teriilete?

[AY

acos ¥

3357.

Egy folyé mentén keritsik el

200 méter hosszu keritéssel,

a legnagyobbegyenl§ szdrutra- @
péz alaku terilletet,

Q

Az= 2x2 + y2 elliptikus parabo-
loidnak a z =5 sik 4ltal kimetszett
szeletébe irjuk be a legnagyobb tér -
fogatu, koordinatatengelyekkel par -
huzameos éli, derékszogii hasdbot.

3359.
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3360.

3361,

3362,

3363.

Mosdoflilke térfogata Vm3. A fiilkét elsl nem
kell elhatirolni. Hogyan méretezziik, hogy a !
legkevesebb teruleti falat kelljen burkolni? !

X
3360,

Adott korbe irjunk olyan hiromsziget, melynél az oldalak négyzet-
Usszege a legnagyobb.

V4
Egy adott ponton keresztiil ha - !
lado¢ sikok kéziill melyik van
legmesszebb az origotdl.

3362.

Hatdrozzuk meg a felilrdl nyi-
tott derékszogil hasib alaku lada |
méreteit ugy, hogy adott V tér-
fogat és h falvastagsdg mellett
a legkevesebb anyagbdl legyen
elkészithetd.

N s — e —
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3364. Hatdrozzuk mega Z =cCos (x2 +y2) fuggvény szélsGértékeit.

3365. ‘Tekintsiika P (0, 0, 2)tdvol-

sfgita z = 4x2 + 9y2 ellipti- 1z
kus paraboloid pontjaitél, Ha-
tdrozzuk meg a felilet azon

pontjait, amelynek a P pont-

t6l vett tdvolsdga lokdlis P
extrémumot mutat. T=2

d

/

4
X y
y
X
3365,

Felilletek normélisa és érintGsikja

Irjuk fel az al4bbi felileteket az (x, ¥) sikbeli Po ponthoz tartoz6
feliileti pontban érint6 sikok egyenletét.

3366, z=x 42y ; P (2 -D)
x2 LZ 2
3367. —8-+ 3 +z =1; Po (1, 1)
- sy 2 T
3368. z=sin X -y P°(6,2}

3369, Hatdrozzuk meg az x2 + 3y2 + 222 =9 ellipszoidnak azokat az érinté-
sikjait, amelyek pirhuzamosak a 2x + 3y + 2z =0 sikkal.

3370, Fektessinkaz xyz =1 felilethezaz x+y+z-3=0 sikkal par-
huzamos sikot.

3N, Hat'érozzuk mega z= x2 + y2 feliilet azon pontjait, amelyekben -
vett érintésikok merdlegesek az ({y, z) sikra.
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3372.  Hatérozzuk megaz x> +y>+2°=9 gomb P(l, 2, 2) pontjéban
vett érintésiknak a koordinitarendszer tengelyeivel bezirt sztgeit.

3373."t Bizonyitands, hogy az Xyz = a3 feliilet érintdsikjai a koordindtasi-
kokkal 41land6 térfogatu tetraédereket alkotmak. '

3374.% Bizonyitands, hogy a Vx +Vy+Vz=Va felllet érint6sikjai a koor -
dinitatengelyekbsl 4llands osszegl darabokat vignak le.

3375. Az x2 +y2 - 22 =1 hiperboloidot az '(1, 0, 0) pontjiban érintd
sik két egyenesben metszi. Meghatdrozandd a kozottik levs szog.

Hatdrozzuk meg a kivetkez6 figgvények szélsGértékeit a megadott
feltételek mellett:

1 1 1
3376. z=x+y - + 3= 5
X v a
3377. u=xm+ym X+y=2¢; c>0, m?>1

k k k
3378, f(xl,xz. cees xn)—x1 Xyt +X

x1+x2+...+xn=n-a
a> 0, k>1
2 2
3379. z=2xy, X +y =1
3380, u = Xyz, x2+y2+z2=3

3381, u= x2 y3 z4

2x+3y+4z=M

34, INTEGRALSZAMITAS

Hatirozzuk meg a megadott z = f(x,y) felillet alatti térrész ama
darabjinak térfogatit, mely az (x, y} sik megadott tartoménya felett helyez -
kedik el:

eI

3400, z= x2 + yz tartomdny az y = ¥x parabolaésaz y = egye-

nes hatdrolta sikrész.
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3401.

3402.

3403.

3404.

3405. -

3406.

3407,

3408,

3409.

3410,

2. 2,
z=X +y ésatartominya (0, 0), (3, 0), (0, 2) csucspontu
hiromszig,

z=x2 - 2Xy atartomény pedigaz x=2, x=3, y=0, y=1
egyenesekkel hatdrolt téglalap.

Hatdrozzuk meg az aldbbi kett§s integralok értékét:

-
OSxﬁg
in(x+y)dxdy =17 :
T
x+y N L) 0=x=1
Se dx dy = ? T'{Osyfl
T

(x+7)dxdy =7 T: X 4ys 1

[
’-}'-.._—-—-\
o

Sg xy dx dy T: (X -2)2+y2.‘; 4
T
Xy dx dy = ? T hatirai a kovetkez§ korvk:

D

(x - 1)2+y2= 1 és {x - 2}2 +‘y2 =4

g( ysinxdxdy=7? T hatédrai: Ix=y .
x=4
T y=0
y=2 egyenesek.
2 . 2 .
{v -2x)dxdy T hatarai: vy =x+3 és y=0
T . : egyenletli gorbék
E xy dx dy T: a(0, 0); (2, 1); (0, 2) csucspontu hirom-
i]_ szogek.,
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3411.

ﬁ Gx -y axdy T 20, 0% @, 0% @ 1i (L 1) eoucsponcu
d trapéztartomsny.

Alakitsuk 4t az g f{x, y)dt kettds integrilt kétszeres inteéréllé
T

kétféleképpen. A T tartomdny az dbrin lithato.

3415.

3417,

sagét:

3419.%

3420,

3421,

- 3422,

i 4
y y
45°
a
. y=x2
/=2 a X -
. 1 X
* -
3412, 3413. 3414.

Cseréljik fel az integrilds sorrendjét a kﬁvetkezé’ integrilokban:
i 1l-y

I 5
f(x, y)dx dy  3416. J f(x, yydx dy

(! -Vi-y ([

2 4 4 \II

J ‘i f(x, y) dx dy 3418, J S f(x, 7} dy dx
0 vy 0 -

Hatdrozzuk meg az aldbbi két-két gorbe 4ltal hatdro' teriilet nagy-

ax yPels S
Yy =X, y "2 ’ y"z L] Y"s
xy=1, Xy=4 y=Xx

N 2
xy:l, Xy=4, y:x

H(x +y)dxdy =17, ahola T tartomdny az~

T
dbrén lithaté négyszbgtartomdény.
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3423, ﬂ xydcdy=7  Atartomény: az x> 0 félsik
y=x
y= 92

y=1 gbrbék 4ltal hatdrolt része.

3424, Legyen T az x2 0 y=0 ¢és x2+y2 = a egyenlfségek
4ltal meghatédrozott tartomdny. Bizonyltandé a kbvetkez§ egyenldség:

szdxdy= Hyzdxdy=%- H(xz-t-yz)dxdy.
T T T

Szédmitsuk ki a kovetkez6 kétszeres integrdlokat:

11
* "K2
3425. g [y-e dx dy = ?
0 2
y

1 1
3426. S ‘[ y. cosxzdxdy =
0

2
3
y
1 1
3427, de g x:’riny dy =
0 X
1 1
3428, gdy S\!1+x3dx =
0 vy
Hatirozzuk meg a kivetkez§ hdrmas integrdlokat:
3429, g” (x - 2y + 4z) dV V-t az x+y+

v

LA L I
QOO

z
X
y
z

egyenletu feltletek hatdroljdk,
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3430.

*
3431.

3432.

3433.

3434.%

3435,

2
m(x +2y+z2)dv=? V-t az X+ z=2
x=0
v y=0
y=2
z=0
egyenletd felilletek hatdroljék,
2 : -2 2 2
“[zyx dv = ? V-t az X +y +2° =1
v x20; y=0; zz_'()

feliletek hataroljik.

I” &2 4k dydz=?7 V-taz

v

egyenletii feliiletek hatdroljék.

m (v2 +22) dx dy dz = 7
v

2 2
ahol V az X +y < 4 hengernek z=0 és z=8 sikok kozé
es§ része.

Sﬂ(xz+y2)dxdydz=?

j 2
v
V az 4brén lithaté Z tengelyii, R alap-
sugaru, M magassdgu egyenes korkup. M
y
R
X
3434.

—

Szdmitsuk ki az R sugaru és -?-g- nyildsszogli gpmbcikk térfogatat.
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3436.

3437,

3438.

3439,
3440,
3441.

3442,

3443.

3444,

3445.%

Hatirozzuk mega z = sz + By2 ;. A>0, B> 0 elliptikus
paraboloid 4ltaia Osx=a, 0= y=b négyszogre mintalapra
Allitott hasgbbol levdgott test térfogatét.

x2 2 2
Mekkora az — + A + z_

2 2 2

a b c

= 1 ellipszold kibtartalma?

Hatdrozzuk meg & Viviani-féle test kobtartalmdt, azaz annak a test--
nek a kobtartalmdt, amelyet az
2 2 '
X +y +22£ R2 gombbdl az
2 ‘2
x" -Rx+y =0 hengerfelilet kivig.
Hatdrozzuk mega z= x2 - y2 ' nyeregfelilet, z>0 részea

. 2
z=0 sikésaz x + yz =1 korhenger hatdrolta test kisbtartalmat.

Hatdrozzuk mega 2z = x2 + yz fellet, a z=0 sikésaz

(x - 2)2 + y2 =4 korhenger hatdrolta test kobtartalmat.

Mekkora a z=2-2\.‘x2+y2 kup, a z=0 sikésaz

2, i— henger 4ltal hatdrolt test térfogata?

(x-%f+v
Hatdrozzuk mega 2x = y2 + 4z2 elliptikus paraboloid ésaz x =1
sik hatdrolta test kobtartaimat.

Egy R sugaru félgombon két-két R Atmérdiu
furatot készitiink, az dbra szerint. Mennyi a meg-
marad6 test kobtartalma?

3443.

Szamitsuk ki az y2 =x hengerb6laz 5x+4z=20 ésaz x=1
sikkal, valamint a z =0 sikkal lemetszett homogén rész sulypontjé -
nak koordindtdit,

Hatdrozzuk mega z = x2 - y2 felilet z>0 része,a z=0
sik és az x =1 sik 4ltal hatdroit homogén test sulypontjinak hely-
zetét,
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3446.

3447.

3448.

3449,

3450.

3451.

3452. %

3453.

Szdmitsuk kia

F4
X
z

o Mo

egyenietd felliletek 4ltal hatdxolt homogén test sulypontjdnak koor-
dinatait,

Hatdrozzuk meg a z=x1 felilet, az x=0, y=0, z=0 ¢és

+3
-3y +x =1 sik dltal hatdrolt homogén test sulypontjdnak z koor -
dinatdjat.

Hatirozzuk mega z= x2 - y2 nyeregfelilet z> 0, y>0
része, az x2 + yz =1 hengerésaz y=0, z=0 sikok dkal

meghatdrozott homogén test sulypontjat.

Szdmitsuk ki az 4brédn lithaté egységnyi slirli-
ségli parabolaszeletnek az origéra vonatkozé ¥y
tehetetlenségi nyomatékit,

/ y= 2 -x?

3449,

Hatdrozzuk megaz (x,y) sik ¥y=0, y=2x és y=x+6
egyeneset 4ltal hatdrolt egységnyi slixliségli hiromszoglemez X és
Y tengelyxe vett tehetetlenségi nyomatékit,

Hatirozzuk megaz r=Vcos 2¢ egyenletii egységnyi sliriségii
lemniszkitalemez origéra vonatkozo tehetetlenségl nyomatékit.

Hatdrozzuk megaz r=¢  egyenletll archimedesi spirdlis és a

T

Y =0, =5 egyenletil félegyenesek kizti egységnyl sUriségi
lemez sulypontjit és poldris (tehetetlenségi) nyomatékat.
Szémitsuk ki az 4brén 14that6 egységnyi ¥

stiritségil lemez origéra vonatkozo tehe-
tetlenségl nyomatékit.

iy

3453.
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3454, Hatdrozzukmega z=2 -2Vx + yz kupésa =z=0 sikiltalha-
tarolt egységnyi sliriiségii test Z tengelyre vonatkozé tchetetlenségi
nyomatékit.

3455. Mennyi az Ri - x2 + y2 + 22 = R22 egységnyi silriiségi gombhéj

Z tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka?

3456. Hatdrozzuk meg a z=2x+3y x> 0)

2x = 5y
z=10
x=0
¥y=1

hatirfelilletekkel rendelkez§ egységnyi siiriiségli test tehetetlenségi
nyomatékit mindhirom tengelyre.

3457,  Szamitsuk ki az dbrén lithaté egységnyi sli-
riiségii sikrész tehetetlenségi nyomatékit a
Z tengelyre vonatkozdlag.

3457.
3458, Szdmitsuk ki az dbran liathat6 lemezszerii l
test poldris tehetetlenségi nyomatékat, ha
a silrisége P =xy+ L.
0 4 1
2
3458,

3459,  Egy egységmyi sliriiségli test hatdrfeliiletei:

z=3-x2ay2
z=10
x2+y2=1

Szdmitandé a test mindhdrom tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyo-
matéka.

- 148 -



3460. Hatdrozzuk mega z=4 - y?'; z>0  parabolikus henger, az

x2 + yz =1 korhenger ésa z=0 sik 4ltal hatdrolt egységnyi

siiriségli test Z tengelyre vonatkozo tehetetlenségl nyomatékat.

3461.i Szamitsuk ki egy kockinak a test 4tléjara vonatkozé tehetetlenségi
nyomatékit. (Legyen egy "a" é16 kocka egyik csucsa az origcban,
és a tengelyek a kocka élei.) £

3462. Szdmitsuk ki az abrén lithato egység-
nyi sliriiségli félkockidnak az OB lap-
itléra vonatkozo tehetetlenségi nyo-
matékat.,

3462,

3463, Szamitsukkiaz A (1, 0, 0); B(1, 1, 0); C(1, 0, 1) csucspontu
gulanak az OC élre vonatkoz6 tehetetlenségi nyomatékat.
{A test siirilsége egységnyi.)

3464,  Szamitsuk ki az ¥ = sinx és ¥, = -sinx gbrbék Os xs7

szakaszai dltal hatdrolt sikrész Y tengely kortli forgatdsival
nyert test kobtartalmit, ’

2
3465.% Mekkora az x" + {y- 1)2 =1 kérnekaz X tengely koriili forgd-
séval nyert térus felszine és kibtartalma?

3466. Hatdrozzuk mega z=0 és z= e ™ 7 feluletek kozti térrész
térfogatit,

3467.* Hatdrozzuk mega z=0 sik, az x2 + y2 =1 henger ésa

z=1In -1 fellletek kozé esd térrész kobtartalmdt.

2
X +y2
Yy

/),
3468.* Milyen n kitevSkre konvergens az x2+y2 . %
= ?
ﬁ X dy integrdl, az dbrin vonal- N A%
' 71
T

S

Y

n
T(Z2, )
kdzott végtelen kiterjedésit T tartomdnyon?
Hatdrozzuk meg az integril értékét.

3468.
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3469,

3470.

3471.

3472,

3473,

3474.

3475.

Milyen n kitevd mellett konvergens a

SJ' SR A - integrél, abban a végtelen kiterjedésii V tarto-
\’ 2 2
MPs +y +z ]

ményban, amely az x=0; y20; z20 térnyolcadb6l olymd-

don jott 1étre, hogy abbdt eltivolitjuk az x2 + y2 + 22 < 1 feltétel-
nek eleget tevd pontokat., Hatdrozzuk meg az integral értékét.

ﬁ e-(x+y) dx dy =7 T az x>0, y>0 siknegyed.
T

] e-(xﬂ() dx dy = 7 T az x<0, y>0 siknegyed.
T

-(x2+ 2+z2)
ﬂ{ e y dx dy dz? V az egész tér.
A

Milyen n kitevd mellett konvergens az H dx integral?

'———)n
T ( x2+y2

T az origé koriili egységsugaru kor,

Milyen n kitevSkre konvergen'sa_z HE dx _dy dz et integral?

v (Vx2+y2+z2)

V az origé kozéppontu egységsugaru gomb,

2 2
Hatirczzuk mega z= e-(x ) felulet és az (x, y) sik hatirolta
végtelen kiterjedésii homogén egységnyi stiriiséglitest Z tengelyre
vonatkoz¢ tehetetlenségi nyomatékit.
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4, SOROZATOK ES SOROK
41. NUMERIKUS SOROZATOK

Irjuk fel az alabbi végtelen sorozat els§ néhdny tagjat, Vizsgiljuk
meg, hogy e sorozat korlitos-e, monoton-e, konvergens-e? Hatirozzuk meg
a konvergens sorozatok hatirértékét.

4101. .':1n = 3n, (Itt, és a tovdbbi sorozatokbanis n=1, 2, ...)

It
4102, a_=(-y'n,

4103, a =2+4n 4104.% 4 =n -1’
1} n
4105, a_ =n>+(-)"n’. 4106, a =2
n n n
3 n-1
4107, a=-. 4108, 2 =T
n
n+1 n2
109, a_ =2 4110, a = s
2n -1
2 5
ault a =) 5 '213 + n 2
n +1 1+(-1y 5n
4112. a =3" ' 4113, a_ =204 ()"t an,
n n
n n
"oy
4114, ay = — 4115, a_=
n n n
4 -1 2 +4
2 _
2 2
4116, a =—2— . 4117, a_=n +——.
S | 4 +1
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s1g, o =243 3 4119.% o -2 -8:-2
n S5n-1 In n 2 n
| T | n +6- 4
2
3 I
4120, & =(“+ 1) . 4121.% 2 =(1 - 3-)
n \2n-1 n n
o
ln
4122, a =[:1 +(-ﬂ
n 2
1
1+E—. ha n = 2m,
4123, a = {
" 2n -1
ml’ ha n=2m -1,
2 | ha n = 3m,
2
si28, a =8 L ha  n=3m-l
n 2
2n +2n
n
anin, ha n=3m - 2.
|2 43
* n2, ha n=105,
4125, a =)
I n+1 5
km N ha n>10" .,
4126, an=3-4f—2—t-'—=—’-h—5 g7 ¥a o Lt3titn -l
n T TIyd+... +2n
. (2 .
4128, a_ = — , {n = 3).
n (n)
3
n
4129, an=-l£—— , {n=1l, al=1.2. ....n)
% - = 1 z
4130.7 a =0 a =a  + o (n = 2)



n >

4131. a1 = -2; a = (-1) eln_1 -8, m =12,
= s = . 2

4132, a, = i a 4+3an_1, (n 2).
6 >

4133. a, =6; a =95 - , (n = 2),

1 n a
n-l .
4134. a1 =1; az =13 a11 = aln_1 + an-2’ m = 3).

4135.* 2, milyen megvilasztisival lesz konvergens az a = 25{121 + a

rekurziss formuldval (n=1, 2, ...) megadott sorozat.

4136. a =Vn+3 (itt, és a tovdbbi sorozatokbanis n2 1),

: 4
Vitn-Va. 4138.% a = \/5 +i
n+2

* n 0
4139.% a_ Va. 4140, a = \/,-1-.

4137. a
n

n
n
4141, a = I+ =, 4142, a = lgn,
1 n3 +1
4143, a_=-lg . 4144. a_=sinn,
n n n3 n
1 1
4145, a_=tgn. 4146. a =-—5cos =
n n, 2 n
n
* 2" 1 n+1
4147.7 a_= sin — . 4148, a_ = (t > 0 rogzitett)
3n+ 1 n n tn+2

Vizsgéljuk meg, konvergensek-e az aldbbi sorozatok. Ha igen, hat4-
rozzuk mega N(£) indexszdmot (kiiszobindexet), melynél nagyobb indexil
tagok a szdmsorozatban az el8irt £ -nil kisebb hibdval ktzelitik meg a soro-
zat hatdrértékét,

1

4149, a_=

n-qm ! = 107 (itt, és a tovibbi sorozatokban is n £ 1),
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4150. a_= , £=10"".
(m+1)
3
4151. an=3'n3, =107,
S+2n
L
4152, a_ =2, g=10" .
n
' -6
4153, a = i ; £=10
3" 41
n
4154.% 2 =‘i{“" £=1070,
3.4 +1
4155.% a =1 n+l £=10"
* n gn+2f ’
2n+ 1

4156.  Hatarozzuk meg, hogy az a = =T

véges, vagy végtelen sok tagja esik-eaz A =2,0001 szdm E£-su-

garu kbrnyezetébe, ha £= 10-2, £= 10.3, E= 10-5.

=1, 2, ,.. sorozatnak

Vizsgdljuk meg, hogy az aldbbi +oe-hez divergil6 sorozatokban
milyen N(K) indexszimtdl (kilszbbindext{l) kezdve lesznek a sorozat tagjai
az adott K szdmnil nagyobbak,

4157, a = n2, K= 106 (itt, és a tovabbi sorozatokban is n=1).
4158, a =21, K=650,
. n+1
n

3 20
4159. an-—n_l_—l—. K=10"",

2
4160.% 2 = 1 —, K= 102,

sin 5

n +2
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4201.

4203.

4205.%

4207,

4209,

4211.

4213.

4215.

4217,

42, NUMERIKUS SOROK

Vizsgéiljuk meg konvergencia szempontjibdl az alédbbi végtelen sorokat:

[~ ]

Sy 0,5%
Z L 4202.% Z :
n+1 n
n=1 n=1
= a4 s200.* i 10n +2
Z 10n+2° . ““““anrl :
n=1 n=1
o n O n
Z ET;S——— ) 4206.% Z n3
L5 8™ g o 442
o= n
f 3" 4208. Z n3
L — 2+1
[= =)
= 40 x 24l
) A e
=0 277 +3 =0 5 +3
oo SO
ZSn+l_3n+31 po. Y [Led)
10n + 3 3m-1+n,' : n 3n
n=1 n=1
O ] 1
Z[l_i), 4214, Z - -
n 311 n
n=1 n=1 2
o n i n
Z (1+H 42167 Z (1 - :T) i
n=1 n=1
) nsimgy D
n=1 n=}
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4221,

4222,

4224.%

4226.

4228,

4230.%

4232,

4234.

$236.

™18

) 4220,
2
1 ..
3 , (k rogzitett).
k2 +n
L (krogzitett). 4223,
yn®
1 *
1 4225,
)
2n
1
3 +n 4227,
n 5Il -3
n
§T: (n!=12-°""n) 4229,
n
T
§.§ 4231,
)
n
3 = 4233.%
n 4
(n
‘ 3) 4235,
n
()
2 n! 4237,
)"

- 156 -

=
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(=

1

Vk+2n

, (k>0, rogzitett).

1 , (k rogzitett).
2 2
k +n

————
o s
—

|

——
w
—

{2n) |
(2m)

;_n )
‘2n+1



oo 2 oo n 4n
n
4238.% > [T 4239. 5 Lc—"f—z-l .
n” + 1 o +1
n=1 ) n=1
=) n S
4240, Z il 4241, Z -
n -1 n -5n+6
n=2 n=4
4242, — 4243 Z
- 2 ' ’ (k+n)(k+n+1)°
el 1 +5n + 6n =0
{0<k <1 rogzitett),
o 1 O 1
4244, . .
Z nlnn 4245 Z n 1n2 n
n=2 n=2
x = n+r12 ke i
4246, Z — 4247, Z ——
| 3 ] (! +1nn)
[ n o0 n
4248, I 4249, 10 at
10 n nn
n=1 n=}1
o 2
4250, % Z "QP)_T
n=1 (3+ l)
n

Vizsgaljuk meg, hogy abszolut ill. feltételesen konvergensek-e
az aldbbi sorok:

D n fe =1
{-1) g n 1
4251. T 4252, § (-1) —---nz ="
n=1 n=0
el e b2
4253, Z 0" 31 . a4, 5 “——-—-—“*2('1) n
n +1 n +3
n=0 n=]1
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4255,

4257.%

4258 L]

4260,

4262.%

4264.%

4260,

4268,

4270.

4272,

o n o n
e o 5 R Gl
n=0 3 +2 e n 3 +2
PR U S U S |
A S A T A
Do OO
Z NGVl 4259 Z (ot L.
3‘/—2— ign
n=1 n n=2
o (l)n oo si
- in n
) 5. w6, ) T
nlnn n
n=2 n=1

) oo c
Z cosn. 4263. Z oszﬂ, .

g IS
= a2 = on 2F
Srz s 5 T

n n2
=] n=1

Szamitsuk ki a kovetkez8 sorok tsszegét:

f 2y s B i (k4G Togzitett)
§' . . Z( 3 ) 0gZ1 .

-1 k +1

T (]

Yy ; ) 4269.% Y = 12 )
4n -1 n +3n +2n

n=1 n=1

™18

= 1
4271, Z —
-3n -2
n=1

=
[
—

4273,

=1
(I}
e
=1
]
(=1

gl
~18
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n=6 1
- ha n = 2k,
oo 2
4275. Z a a = , (k=1, 2, ...).
n=1 (3—] s ha n= 2k-1,

Szdmitsuk ki az aldbbi kenvergens sor k-adik részletosszegét,
8.t és becsilljitk meg, mekkora H hibdt kivetlink el, ha a sor osszegét

sk-val kozelitjik meg.
. n oo
4276.* 2 5 8 . 4277. —1-; s .
3n+1 8 n2 6
n=1 ‘ n=1
o n oo n
4278, Cn s 4279, L NP
2 6 3.n 4
n nsS +1
n=1 n=}
) n oo It
3 . ) I
4280. Zn!"SS' 4281, Zn!'SS’
n=l =1
4282, Z 3 s 4283, Z("” . 8, .
n 4 n 4
n4 n 4
n=l n=1
[~ n (=" 2
4284, Z =) R 4285, Losn . oo,
n 8 2 7
'n + 1
n=1 n=1

Vizsgéljuk meg, hogy az aldbbi konvergens sorok milyen k indexii
részletvsszegei kozelitik meg a sor §sszegét az eldirt kicsiny £ > 0-n4l ki-
sebb hibéval,

= 4 3 — 1 3
4286.% Z =, =107, 4287.% Z £=10",

n L
n=} 2 n=]1 (-2)
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4288.

4290.

4291.

4292,

4293,

4294,

4295,

4296.

o co n
Z —-2——1— £=107. 4289, Z "21) £=107,

n +2n
n=1i n=

] t

Z {t+n){t+n+1)
n=1

sor konvergens, de dsszegének hatdrértéke t-——oo esetében nem
egyenld a sor tagjai hatdrértékének osszegével.

Legyen t>0. Bizonyitsuk be, hogy a

o [~ =]
Ha Z a = A, bizonyitandé, hogy Z (an - 2an+1) = 231 -A,
=1 n=1
Igazoljuk, hogy fenndll a Z =7 Z —2- egyenldség.
nep 0 1y’ n=1 *
Igazoljuk, hogy fenndli az 1+—!2- + —%—+ —£2—+ —12~+ 1 + —1:2—+
2 3 5 6 7 9
1 1 1 15 1 1 1
=t~ F st =2 {1+t =t = ... )
102 112 132 16 22 32 42
egyenl8ség,
Legyen ap=—rz, 2°%n < 21 ¢ allands. Bizonyitsuk be,
2

oo 2

hogy a Z a_ sor & > 1 esetében konvergens és sszege .
292
=1
1 k-1 < oK < . .
Legyen a_=-—— , 2 < n=2", & A4llandd. Bizonyitsuk be,
n 2k6‘

haid
hogy a L a sor @< & < 1 esetében divergens.

n=1
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Irjuk fel kbzonséges tort alakjdban a kovetkezd végtelen szakaszos

tizedes torteket:
0,32
0,4836

4297,
4299,

4298, 0,132

43, FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK

Vizsgiljuk meg a kivetkezd sorozatokat egyenletes konvergencia szem-

pontjdbél az adott intervallumon,

4300.% s (x)=x
4301.% s (x) =x
4302, s (x) = —
' n x+n
4303. s (x)= 1 + 1
n X n
i
4304. s (x}= x+—
X
4305.

o
Ita
B
A
DO} b=

[o]
1A
"
WA

—

O<x<+c0

-00< ¥ < oo

1 = X< 409

2 £ x< +00

Hatdrozzuk meg a kivetkez( fuggvénysorok konvergencia és abszolut

konvergencia tartomanyat,

L g

4306, * Z ;‘:—1

30 S 0
4308. x>
Z l-H-:n

o0 -1 n 1 - n
L_)._.(___X_]

4307, 2n -} \1+x

=1

o< n
4309. Z (ln x)

n=0




4312. i—“"a 313, ) &

n=1 € n=0

= an — i

81, ) - 4315. Z(Arctg X)
. n=l n=

oo n
x
4316. Z x+DE+2)... x+n)
n=1

n}

x2- (x+1)2... (x+n)2

4317.

™18

n=1

Mutassuk meg, hogy az alabbi figgvénysorok a megadott intervallum -
ban egyenletesen konvergensek.

oo
sin nx
4318.* Z n_*—(n+1) . -ee< X< 400
n=1
= 1
4319, Z ;Il; 1 £ X< 4+ co
n=1
had 2
4320, Z gos —oo< X <400
n=l 2
n

™M
"3

4321. 2 x< 4o0o
n=1
= X

4322, Z - 0 2 x<+oo
o] n{l+nx")
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oo .

4323, Z Sinpx -%0<X < + oo
n=l\fn4+x4
L~ =)

4324, Z (1 -cos%} ~oadX < + =
n=1

Hatdrozzuk meg, amennyiben 1étezik, az 8(x) ﬁssz'egIUggvény diffe-
rencidlhdnyadosat az X, helyen £ = 10-2 pontossdggal.

k+1 kx
* = (-1) 2
4325, s(x) = A L2 x =41
Z In 2 k4 o
k=1
== sinkx [
4326, S(X.) = X ==
§ k3 o 2

T
[

Szdmitsuk ki, amennyiben 1étezik, az s(x) Osszegfiiggvény adott

. p . ik -1 P
intervallumra vonatkoz6 hatdrozott integraljst £ =10 = pontossiggal.

k
= k x

4327,  s(x)= -1y . = [0; 1,5]
) R
k=0
== -1

4328,  s(x) = Z—x_ﬂ_)— (o 1]
k=0

4329.* Bizonyitsuk be, hogy x—— +oo eseténaz

X X X

KIDGI  GiD Gy ik T T

X
+(x+n)(x+n+1) tees

sor Gsszegének hatdrértéke nem egyenld a sor tagjai hatdrértékének
osszegével,
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44, HATVANYSOROK. TAYLOR-SOROK

Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatvdnysorok konvergenciatartomanya -
nak R sugardt,

S xk = k+1 xk
4400, Z = 4401. Z (-1 . =
k=1 =1
oo 2 o
(k1) k kl |,k
4402, ) o 4403. ) a
k=1 k=1
oo Xk >0 Xk
u04, ) 405, )
k' 4k k2 D 2k
k=1 k=1
o k o>
X k k
4406, Z oD 407 ) Fr
k=1 k=0
Irjuk fel a kovetkezd fgggvények x = 0 helyhez tartoz6 Taylor -sorat
(Mac Laurin-sorati). Allapitsuk meg a Taylor-sor konvergencia tarto-
manyat.
4408. ¥ =Ve* 4409, y=sinxcosx
4410, vy = cosVx 4411, y = sh)gi
4412 - en’x 4413 = =
. y=¢ -7 Tol+x
s414. y = —— s415.% y= 21
8 -x 4+ 6x
4416, y= -2t 4417, y=ln(+x)
2
x -5x+6
1
4418, y=In(l - ) 4419, y=In %
1-x
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2
4420. y=In(x +5x+6) 4421, vy=arctgx

2
422, y=é& T 4423, y=¢ . chx
4424, y=sin (3 x+3) 4425, y=x2 Ve 3XH
4426, = cos® 2x 4427, y=10"
4428.% y=tgx 4429. y=thx
1
4430, v = 3 : 4431, y=V4+x
Vi+x
w2, y=2-& 4433, y= —t
3
(1-x)
3
4434, y=arshx 4435, y= Vy8+x
1 1
4436, y=——— 4437, y= 57—
3
I~ v
9+ x 4+ 8x
4438, y= _...x___z._ 4439, vy= va-x
(3 -x%) 2
16 -x

Irjuk fel a kivetkez§ fiiggvények x = X, helyhez tartozd Taylor-so-

rét. Allapitsuk meg a Taylor-sor konvergencia tartomany4t.

4440.* y=Inx X, = 1
4441, y=lnx x,= ¢
4442, y=1n(5a +x) x,=a ayo
X
2
4443, y=e x0=1
1444, y=x-e ¥ x =1
4445, y = si x =2
. y=sinx 03
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4446 ¥ = CO8 X x =L

' o 4
4447, y=V1i+x x0=2
4448,  y = e X =5

Viex °
4449, y=V4 -x* x =1 il x' =3
= o o

4450. y=2x3-x2+x-3 x0=1
4451. Y=X3 -x2+2x+10 xo=2

Allapitsuk meg, hogy az aldbbi fuggvényt mdsodrendi Taylor -polinom-
ja mekkora hibdval kozeliti meg a megadott intervallumon.

4452, y=tgx x€[0; 0,4
4453, y=sinx xE [0; O,S:I
4454, y=cosx x€[0; 0,0
4455, vy = e~ x€[0; 0,1]
4456, y=shx xe(-0,2; 0]

Hatdrozzuk meg a kovetkezd fliggvényértékek kozelit§ értékeét

E= 107 pontossaggal.

ws7.* 39 4458. In 1.2
4459, 1In3 4460. sin 0,5
4461, cos 0,4 4462. V10

4463, 0! 4464. sh 0,2

Szamitsuk ki a kovetkez6 hatdrozott integrélok kozelits ériékét
£ =10 " pontossiggal.
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4465.%

4467.

4469,

4471.

4500.
4501.

4502,

4503.

4504.

4505.

O ——y
(=)
[=9
>
W

1+x

0,4
4466, J cosx -1,
X
0
rl -x2
4468, e dx
0
0,2
4470, Vi1 x3 dx
0
0,1
[ dx
4472, 3
6 24 x

45. FOURIER-SOROK

Hatdrozzuk meg az alibbi fiiggvények Fourier -sorit,

f(x) =x
Kx) = sgn x

f(x) =} sin x|

X ha
f(x) =
% -x ha

x2
f(X) = F- 'T'

sin x ha
f(x) = {

(=

-T

1A

x< i

N
i
=

X<
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f(x + 2k 7) = £(x)

fi(x + 2k 7) = £(x)

f(x + 2k T) = £(x)

x + 2k T ) = £(x)

£(x + 2k T) = £(x)



2 -4 £ x<-2
4506, f(x) =0 2% x<2 £(x + 8K) = £(x)
2 22 x< 4
4507, £(x)=x° 1% x<1 £(x + 2K) = £(x)
£ -2 -2 % x<-l
4508, f(x)=91 x -1 £ x<1 f(x + 4k) = £(x)
2 1 £ x<2

4509, vy= sin2 X - cos 2X
4510, vy=sindx+ coszx * sin 2x

Allitsuk el6 - az adott intervallumban - az aldbbi y = f(x) fuggvényt
tiszta koszinuszos Fourier -sor segitségével.

4511. y=x3 0£x =1
4512, y=sinax 0 2x =T {a nem egész szdm)
4513. y=x+3 3 Ex =0

Allitsuk €16 - az adott intervallumban - az aldbbi y = f(x) fuggvényt
tiszta szinuszos Fourier -sor segitségével.

4514. y=(x-2)2 25 xS 4
4515. y=cosax 0x ST (a nem egész szdm)
4516, y = & 0 x%E1

A Fourier -sor exponencidlis alakjdnak felhasznildsdval hatdrozzuk
meg az alabbi fliggvények Fourier -sorit.

1 -1 2 xc0
4517, ix)= f(x + 2) = i(x)
-1 0 £x<l
4518, f(x)=e" -1 0% x<2® f(x + 27 ) = £(x)
4519, f(x) =& 3 F x<3 £(x + 6) = £(x)
4520,  f(x) = sinV2x 03 x<@ 8(x +7) = £(x)
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4521.

4522,

4523.%

Allitsuk €16 az aldbbi fuggvények Fourier -transzformaltjét:

0 o< X< 0

i(x) = >0
e-f?’t O<x<+ o0
l .eﬂt -oo<x§[)

f(x)=] 2 >0
L. -pt e
7' ¢ 0 F%x<+o00

Allitsuk el az f(x) = e-[x’ fuggvény Fourier -transzformaltjat,
A Fourier-integril felhaszndldsdval hatdrozzuk meg az alabbi
integralt: '

+ oo
X cos x

1+4+x

o
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5. DIFFERENCIALEGYENLETEK
51. ELSGRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

Hatérozzuk meg az alébbi differencidlegyenletek adott M(xo, yo)
ponton ithaladé integrélgorbéjét.

5101, y' -12 a) M (L1
X

b) M, (-1, -I)

0 M@ 1)
5102,y = -y a) M, (0, 0)
b) M, (L, 0,5
5103, y =ylmy M, 1)
2
.3
5104, y =y M (1, 0)

Vizsgiljuk meg a kovetkez§ differencidlegyenletek dltal meghatdro-
Zott irdnymez6t és ennek alapjin vdzoljuk fel az integrilgirbéket.

5105, y’ =-2x 5106, y’ = x2+c

5107, y = -y 5108, y' = 3
5109. vy = -2xy

Hatdrozzuk meg az aldbbi szepardihat6 differencidlegyenletek 4itald-
nos megoldidsat.

5110.¥ (1 -xDdy + (1 -y dx =0
5111, xdx+ydy = xy(y dx -xdy)
5112, ydx + (x+xy)dy = 0
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2

5113, (x y+6y)dy+{xy2 -X)dx=0
2

5114. (¥ +xy2)dx+(x2-yx2)dy=0

5115, Zxy (x+ L)y’ =y2+1 5116, y' = &% ¥
5117. ey(g—i- + 1) =1 5118. xy' +y° =1

5119, 2xV1 -y2 dx+ydy=0.

Hatdrozzuk meg az aldbbi szeparédlhaté differencidlegyenleteknek az
adott y(xo) =¥, kezdeti feltételt kielégits partikuldris megoldisiat,

s120. xVi-y?axeyVfl-Lday=0,  y(3) = L.

5121. xdy -ydx=0, a) y(i} =1,
b) y(1) = 0.
5122, (1 -x)dx -ydy=0, y(0) = 1.

Vizsgiljuk meg az alabbi differencidlegyenieteket a tekintetben, hogy
a sik mely pontjain halad 4t integrdlgérbe, ill, mely pontokon halad at egyetlen
integrilgorbe. Hatdrozzuk meg ezutdn a differencidlegyenletek 4ltaldnos meg-
olddsét és dbréazoljuk az integrdlgtrbéket.

5123.% (v° - 1) dx - 2y +xy) dy = 0
5124, 2(xy+x-y-l)dx=(x2-2x)dy

dy _ .2
5125, xdx+y—y

A kovetkez§ differencidlegyenletek megolddsat helyettesitéssel vezes-
siik vissza szepardlhats differencidlegyenletek megolddsdra.

5126.¥ o+ 2xy)y’ = y2 - 2xy 5127. (Vxy -y)dx+xdy=0

5128, xy’ =y+Vx2+y2 5129. xy’' sy(l+Iny -Inx)

5130, o —%Y—-E 513L% (x+y - L)dx(2x+2y -3)dy = 0
X t+y

5132, (2x+y+1)dx+(4x+2y-1)dy=0
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5133. y =sin(x -y) 5134, y' = (x+y)2
5135.% By -x)y’ =3x -y +4
5136. (x-2y-1)dx+(x -y+1)dy=0
5137, (x -5y+5)dx+(x -y+1)dy=0
* 2
5138.% xy dy = (2 + x°) dx 5139. (2xy> - y) dx +x dy = 0
4 2
5140, (5 -3xD)dy+xydx=0 514k, (x2y>-1)dy+2xy> dx =0
Oldjuk meg a kovetkez6 egzakt differencidlegyenleteket]
* (X 2 x2
5142, (—-x-f—y )dx+(-7+2xy+y]dy=0
y 2
¥
5143. xdx+ydy+y—gl{—23dy =0
X +y
5144, 2+4ye) +(3+4xe )y =0
5145. cosx -e * sin‘y+e'X cos y y' =0
X oL
5146, 3 3 + 5 - = 0
X +y X +vy
A -y)d+( -xD)d
5147. y 5 V=0
(1+xy)
5148, (cosx -xcosy)dy -(siny+ysinx)dx=90
5149. (ycoszx -sinx)dy -ycosx(ysinx+1ydx=10
3
2 [
5150, (y2 + 1)2 dx +(y + 3xy y2 +1)dy=0
Oldjuk meg az aldbbi - egyvédltozés multiplikdtorral cgzaketd tehetd -
differencidlegyenleteket!
5151.* ],vclx+(yeX -1ydy=0 5152. {1 - xy) dx + (xy -xz)dy=0

-172 -



5153. v (2x+ y3) dx - x(2x - y3) dy =0
5154, (xcosy -ysiny)dy+(xsiny+ycosy)dx=0
Hat4rozzuk meg a kivetkez§ linedris differencidlegyenletek 4ltaldnos

megolddsat, ill, az el6irt y(xo) =¥, kezdeti feltételt kielégitd partikuliris
megoldasat,

5155.% ¢ -xy=x° v(0) = 1
5156,  xy’ +2y = 3x 5157, xy’ +2y=x"
s158.% y +ytgx =sin2x 5159. 2(1 -x2)y’ -(1 +x)y =V1 - X2
5160. ) y' cosx+ysinx - coszx =0 y(0)=2
5161, v +vy cosx=—;-sin 2x ¥{T)= -1
5162,y + 12Xy =1
X
5163, y tays= ™ a, n allandé
5164, xy =x+ %—y y(l)=1
5165. ¥y’ -2xy=x vy =0

2
5166, (1+x2)y - 2xy = (L +%°)

y 3 2 _
5167. y +-y = 3 y(l)=1

2 .
S168, ydx+2{x+y)dy=90 5169, y dx = (3 - 2xy) dy

Oldjuk meg a kivetkez§ linedrisra visszavezethet$ differencidlegyen-
leteket:

, 2 2
5170.% 2y - 2xy - xy)ry’ =0 S17LF xyy’ +y’ = x

2 3 -, 2 2
5172, 3y y' +y +x=0 5173, 2yy’ +y = =X
2x3—l

7 5175. y’ +xy=x3y3

5174, 2xy’ -y=
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5176,

olddsait.

5177.%

5179.

5181.%

5183.

5185.

5187.%

5189.%

5191.

5192,

5194.

5196.

5198,

5199,

5200.

5201.

, 2
Xy’ =y+2xy

Keressuk meg a ktvetkezd differencidlegyenletek szinguldris meg-

y=xy +vy +y’2 5178.

,2 )2
(1+y ) 2xy - (xy’+y) =0

5180.%

1

y 2 -yy'+ex=0

»2 3
y -y =0

Oldjuk meg a ktvetkez§ implicit elsérendl differencidlegyenleteket.

y=y siny’ +cosy’ 5182,
24 +y =x 5184,
12 )
v -2xy' =0 5186,
) » 2
y =Xy +4y 3188.
Y-
y=x(l+y)+y 5190,

2 2
vy O -D=2-y)

] ,2
& .y tey

x = ay’ +b},r"2

l3 ?
=Xy

3
X -y
y=xy -siny’

? ,2
y==xy -y

Allapitsuk meg, hogy az aldbbi differencidlegyenletek a tanuit tipusok
melyikéhez tartoznak és oldjuk meg Gket.

oy
y =3 5193.
s _ L
y Ty 5195,
vy =V v 5197.

y(@x - 2y)dx+x({x - 2y} dy =0
{x + 2x2y) dy + 2y + 3xy2) dx =0

(3x% + 4xy) dx + (2x° + 3y dy =0

-174 -

5202.

(l+x2)dy -\/1 -y2 dx=0

y’z -2y'x+x2 —y2=0

» 1 -ysinx
¥ CosS X

dyy

g
[}



5203, (2x -4y+5)y =x -2y+3 5204, xysy’=i-x2+y2-x2y2

2,
5205. }-‘}l+2x Iny=0 5206, (2xy’ +y)VI+x=1+2x
5207. 2yy =x(y' 2 + 4) 5208, x3y’ = 2x2y + y3

5209. 2xy’ =x+3y  Abrédzoljuk az integrilgorbéket|

5210. y’2 -4xy’ +4y=0

, . 2 4 rd I r3 . I
s211. ¥’ = zxyz Abrdzoljuk az integralgtrbéket!
X -y
5212, 2x3y’ + x3 - xzy =0 5213. (2xy3 ~yYydi+2xdy=0

5214, (x - 2xy - yz)dyﬂr2 dx=0 5215, y2 dx+(xy+1)dy =0

5216, (31:2 + 2xy —yz) dx + (x2 - 2xy - 3y2) dy=0
5217, xy +y(l -y)=0 5128, xdy—(x2+y)dx=0

5219, xy’ =y (1l +xy) 5220, y' =(4x+vy - 1)2

5221. (3x -y -1)dx+{x-3y+5)dy=0

5222, xydys= (y2 +x3) dx 5223, (x2 -x)y = y2 +y

5224, (1+x2) dy+(1+y2)dx=0 5225, (Zx -y+ 1)dx+Qy-x-1)dy =0
’ 3 y s x .2

5226, xy' -y=x +1 5227, y' sinx -ycosx=¢€ sin'x

5228, y’3+1=0 5229, (yz-xy)dx+x2dy=0

5230, x=y’3+ 1

5231.* Hatdrozzuk meg mindazon korok differenciilegyenletét, melyeknek
kozéppontjai az y = x egyenesen vannak.
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5232.%

5233.

5234.

5235.

5236.

5237.

5238.

5239,

5240,

5241.

5242.%

5243.

Hatirozzuk meg annak a gorbeseregnek az egyenietét, amelyiknek
mindegyik gorbéjére fenndll, hogy az (X, y) koordinitdju P pont-
jéhoz tartoz6 normélisnak az x tengelyig terjedS darabja ugyan-
akkora, minta P pontnak az origdtél vals tdvolsédga,

Hatérozzuk meg annak a gorbeseregnek az egyenletét, amelyiknek
minden gorbéjére fenndll, hogy az érintési pont felezi az érintének
a koordindta -tengelyek kozti darabjat.

Hatdrozzuk meg mindazon gorbék egyenletét, amelyeknél birmely
ponthoz huzott érintének az érintési pont és az x tengely kozti
darabjit felezi az érintének az y tengelyen levd pontja,

Hatdrozzuk meg annak a gérbeseregnek az egyenletét, amelyiknek
mindegyik elemére fenndll, hogy egy tetszfleges P(x,y) pontjdhoz
tartozé normdélisdnak e pontbol az y  tengelyig terjedd darabjét
felezi 2 normdlisnak az x tengellyel vals metszéspontja,

Hatdrozzuk meg azon gorbék egyenletét, amelyeknek bdrmelyik
pontjukhoz tartozé szubtangensiikk k = 4ilandé,

Hat4rozzuk meg azon gorbéknek az egyenletét, amelyeknek birmelyik
pontjdhoz tartozo normélisa dtmegy az origon.

Mi az egyenlete annak a gorbének, amelyiknél a gorbe alatti tertilet
az a €és x abszcisszdju pontok kbzitt ardnyos e pontok
kozotti gorbeiv hosszival?

Keresslik azon gorbéket, melyeknél valamely P(x, y) pontnak az
origdtdl valo tdvolsdga ugyanakkora, mint amekkora darabota P
ponthoz tartozé érinté az y  tengelybdl lemetsz,

Keressilk azon gorbéket, melyeknél valamely P(x,y) ponthoz tartoz6
szubnormilis ugyanakkora, mint amekkora darabota P ponthoz tar-
toz6 érint6 az y tengelybdl kimetsz.

Egy gorbét a kivetkezs érintfszerkesztés jellemez: a P(x, y) pont-
beli érintft megkapjuk, ha a (2x, 0} pontot P-vel osszekitjiik.
Hatdrozzuk meg a girbe egyenletée.

Hatdrozzuk megaz y= cx2 parabola -sereg ortogondlis trajekt6 -
ridit.

Egy gorbe P(x, y) pontjénak abszcissz4jit osszuk fel n egyenld
részre €s kisslik Ussze a gorbe-pontot a legkizelebbi osztdsponttal.
Mi a gorbe egyenlete, ha az el6bbi szerkesztéssel kapott egyenes a
gorbe érintje?
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5244.

5245.%

5246.

5247,

5248,

5249 %

5250,

5251.

5252,

5253.%

&

Hatdrozzuk meg az y = ax gorbesereg ortogondlis trajekt6ridjat.

Hatirozzuk meg az x% + y5 =a% @>0; &4 0) gorbék orto-
gondlis trajektéridinak egyenletét, -

Hatdrozzuk meg azon gorbéket, amelyek az ¥ = cx sugérsor
egyeneseit dlland6é o sz8g alatt metszik,

Hatdrozzuk meg az T = a cosy gorbesereget &< szog alatt metszd
gorbék egyenletét,

Mi az egyeniete azon gorbéknek, amelyeknél az érintSk tengelymet -
szeteinek elSjeles bsszege 2a.

Egy folyadékkal telt hengeres edény <uv = 4lland6 szogsebességgel
forog a hengeres edény tengelye koril. Hatdrozzuk meg a szabad
felszin alakjdt,

A Newton-féle kihiilési torvény szerint egy test lehiilési sebessége
aranyos a test és a hiitdkbzeg kozom hdmérsékletkilonbséggel.

Ha a hit$ kizeg hémérséKlete 20 °C és a test 10 perc alatt 100°C-rol
60° C-ra hill 1e, hany perc mulva lesz a hémérséklete 25 °c?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy test a nehézségi er§ hatdsdra mozog
ellendl6 kbzegben, ugy hogy a kozeg-ellendlldsbél eredd er§ a moz -
gés irdnydval ellentétes irdnyu és a sebesség négyzetével arinyos
nagysagu, akkor elég hosszu idd eiteltével a mozgds egyentetesnek
tekinthetd.

Egy radioakiiv anyag atomjainak N szdma az idének a kbvetkezd
fliggvénye:
N=N_ e ' (A boml4si 4llande)

Tegyik fel, hogy a bomlds eredményeként keletkezs§ elem maga is
radivaktiv, tehdt A, bomlési egyiitthat6val tovibb bomlik. Meg-

hatdrozand6 a radioaktiv bomldstermék atomjainak szdma, mint az
id5 M= M(t) figgvénye, feltéve, hogy M(0) = 0. '

Hatdrozzuk meg két pirhuzamos, végtelen hosszu, ellenkez§ el§jel

toltéssel feltoltort egyenes vezetd 4ltal 1étesitett elektrosztatikus tér
erdvonalainak egyenletét,
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53. MASOD- £S5 MAGASABBR END{U DIFFERENCIALEGYENLETEK

Hat4rozzuk meg a kovetkez( elsfrendiire visszavezethetd differencidl -
egyenletek 4ltaldnos megolddsat.

530L.¥ xXy'=1-Inx s302. ¥ = %
X

LI l * " ’ 3

5303, vy’ = 3 5304. xy" -y =x
4(xtl)”

" 1 3 » 2

5305. y'= ;y_+x sin x 5306, x y'=2xy" -3
2
5307. (1 -x)y'+xy =0 5308. y" - }ITy’ + y‘lz =0
5309, xlnxy'=y +x lnzx 5310, xy"=y In f—{'
2
22 x 2
5311. ay'=-(1+y") 5312, 2yy" =¥y’
5313. y"+ 712 =1 5314, 2y’ z vy -Dy"
1t ] 3 3 »
5315. 2y"+y =0 5316, vy y =1
w_ 3 ) 2 "
5317, yy'=y 5318. 1+y ~=2y"y
2
5319.* xy -y -x y=0 5320, xy"+ %y’ -y=0
5321.* x2 yy' = (y - xy’)2 5322, xyy" +xy’ 2 yy' =0
5323. % vy 2.y 5324, y" -xy' -y=0
1+ x2

Vizsgdljuk meg a kivetkezd elsérendire visszavezethetd differenciil -
egyenletek eldirt kezdeti-, illetSleg hatirfeltételeket kielégit8 partikuldris
megolddsa 1étezésének kérdését és hatarozzuk meg az illet partikuldris meg-

oldéist.
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5325,

5326.%

5327,

5328.
5329.

5330.

5331,

5332,

5333.

5334.

5335.

5336.

5337.

5338.

a) y'=-2; y(-)=y(1)=0
b) Kielégithetd-e birmilyen y(a) = u,

y(b) = v hatdrfeltétel?

¢) Abrazoljuk az y(1) =0 feltételt kielégit6 integrilgorbéket!

8l ¥ 2 2
3yy' -3y T=4y", w0y =1,
X
=g =G y@m=0
y''=Inx, y=0, y' =1,
xy" +y =0 y(1) = 0;
woos 3
y=Xy y(0) =1,
" 1 1 ,
y'= 3 - 3+ v(O)=2
{(x-1) x+1)
xy' +y" =0 a) y=0;
b) y=0,
3
2
y'=(1+y "y ; y(0)=1,
i1 2 !
=y’ a) y(0)=0,
b) y(0) =0,
2yy" =y'"; a) y(0)=1,
b) y(0) =0,
e 12
vyt =2y a) y(0)=0,
b) y(0) =1,
zy'z
y' = 3 ¥ =0,
l+y

y'(0)=0.

y'(l)=0.
y'=-2, ha x=1,
y'(1) = 1.

y'(0) = -1

¥(0) = 0,

y'(0) = 0.

y'(0) = 1.
y'(0) =0,

y'(0) =1,
y'(0)=1.

y'(0)=1,
y'(0) = 1.

y' (0y=2

Hatdrozzuk megaz yy" +vy’ 2 1 egyenletneka P(0,1) ponton

dthalads, és ebben a pontban az  x + y=1

egyenessel érintkezd

integrélgorbéjét. (Miért kapunk egy integralgorbét?)
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Hatdrozzuk meg a kovetkez§ linedris differencidlegyenletek éitald -
nos megolddsit a megfelels homogén egyenlet egy yl(x} partikuldris megol -
disénak ismeretében,

2
5339.% (x S 42) Y -x Y (X -y =0; y1=ex
5340. vy +[tgx -2ctgx:]y’ +2ctg2xy=0; y1=sinx.
2 " R 2.2
5341, x Inxy" -xy' +y=x In x; v =¥
5342, xy"-(1+x)y’+y=x2 e yl=e>)lI

5343, (x -xD) Y G DY +2(1 -0y = 2t el it ¥y, = %,

5344, (1-x)y" -xy’ 4y=0;  y =X.

5345, y"+2xy’ -2y=0; y, =%

54. MASOD-, ES MAGASABBRENDU ALLANDO EGYUTTHATOS
LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEK; VEGYES FELADATOK

Hétérozzuk meg a kovetkez8 4lland6 egyiitthatGju homogén linedris :
differencidlegyenletek dltaldnos, ill. a feltiintetett feltételeket kielégitf partiku- -
laris megoldasat.

5401.% y 45y +4y=0; ¥(0) = 1, v (0) = L.
* 13y * " 3

5402.7 y'’7 +8y=0. 5403.7 y" + 2y’ +y=0.

5404, y" -6y’ +8y=0. 5405. y" -2y’ =0,

5406, y''' -2y -y +2y=0; y(0)=y'(0) =0, ¥'{0) = 1.
5407. y(4) -5y" + 4y = 0, 5408, vy’’’ -y=0,
5409. vy -3y +2y=0; y(0) = 3; y'{0) = 1.

"

5410, y ' +y" -5y +3y=0, . 54iL vy’ +y' =0,
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5412, y(4) +8y"+16y=0,

5413, y" -3y +2y=0; ¥(0) = 1, yy=e .

" — . - 7? -—
5414, y"+9y=0; y0) =1, y(3)=2.

5415. A A paraméter mely értékei mellett létezikaz y"+Ay=0
differencidlegyenletnek az  y(0) = y(£) = 0 peremfeltételeket kielé-
git6 nem trividlis megoldasa, Hatdrozzuk meg ezt a megoldast|

5416.* Hatdrozzuk meg az "a'" paraméter értékeit ugy, hogy az y"+ay’ +
+y =0 egyenlet 5sszes trividlist6l kilonbozé megoldisa x-——oo
esetén 0O-hoz tart.

5417. k mmely értékeinél lesz az y"' + ky =0 egyenlet sszes trividlist6l
kiilonbbzd megoldisa korlatos.

5418. k melyik értékeinél szolgdltatmak az  y" + 2y’ +‘k2 y=0 egyenlet
©sszes nem azonosan nulla megolddsai csillapitott harmonikus rez -

gést,

5419. k melyik értékeinél dllitanak el az y" + 2ky’ +y =0 egyenlet
osszes nem trividlis megolddsai csillapitott harmonikus rezgést.

Oldjuk meg a kivetkezd dllands egylitthatés inhomogén linedris dif-

ferencidlegyenleteket. .
5420, y"+3y' +2y=sinx 5421, y"+3y' = e

5422, y" -6y +8y=x 5423, Y''' -2y"+35y’ =3

5424, y"+5y+6y=3 5425. 0 - 13y -12y=¢"

5426. y(4) -8y’ +16y" =2x -1 5427, y" -2y’ +y= 6e”
5428, ¥ -y=x 5429, y' -y=4e
5430, y" -9y=6cos 3x 5431, y"'+4y=sin2x
5432. YT -2y -y’ +2y=x 5433, y" -2y’ =x

X = At ¥ -X
5434, Yy -y +y=xe 5435, y'+2y +5y=1xe

5436, y' -6y +9y= 3x2 63x 5437. y"'+9y=3xcosx
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2
5438, y''l+y'=x +2x+ e

Oldjuk megé kovetkezd dllando egyiitthatdsra visszavezethet§ linedris
differencidlegyenleteket.

2
5439.% < Y -3xy' +4y=0 5440, % x* y'+2xy -2y=1+ x>
5441. xz y' -3xy' +3y=0 5442, x2 y'+xy' -y=0
2 tt t l 2 " ?
5443, x y"+xy -Z-y=0 5444, x" y" -2xy’ +2y =x
5445.* y" +§y’ - .':12 y=2 5446, xy"+ 2y’ - xy = e

5447, y" +}2?y’ +y=0

Kllapitsuk meg, hogy az aldbbi differencidlegyenletek milyen tipusuak
és oldjuk meg azokat, :

5448, yy'=1+y’ 2 5449, (1+ xz)y” + 2xy° - 6x2 -2=0
2 " 3 il ¥
5450. x y" -6y =3x 5451. y"+3y +2y= =
I +e
5452, y" -2y’ -3y= -4e°+3 5453, xy" -y’ =0
. " s 2 ., , 3
5454, (L -xyy"+xy’ -y=0 5455, x'y" - 2xy’ +2y =X
2
5456, Xy +xy + (Xz - %}-)y: 0 5457. xy" -y = xS
" r 2 » 3 = "
5438. yv' =y +yy 5459, y'+y=cosx
5460. 2yy’ -y"'=0 546l. y’ -1=yy"
5462, vy’ =sin _{_Y____ 5463. y" + l-y’ - -}2-3; =7
) *
1-y
(4) 2 vy 2
5464. vy -5y" +4y=x 5465, y' =LY
I+ y
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5466,

5468.

5470,

5472.

5474,

5475.

sso1.*
5503.%
5504.
5505.

5506, %

xzy"+4xy’ +2y=-cosx 5467. (1 _x2) y" - xy’ +ﬂzy= 0

W'§+%=0 5469. % Gy -y' Dy +xyy =
X 2 ,2 2
=y¥x vy +y
] X 2 1
ll_2 = . " T - =
v -2y +y = de 5471. 2x7y"+3xy’ -3y = o
y 410y + 9y = & 5473, y" -6y’ +13y = 39

Az m tomegl pont az XxX-tengelyen mozog a kezd8pont felé ir4 -
nyulé és x-szel ardnyos nagysigu vonzo erd és a sebességgel ard -
nyos, vele ellentétes irdnyu kozegellendllds hatdsdra. Meghatdro-
zand6 a tomegpont x-koordinitdja, mint az id6 x =x(t) fiiggvénye.

Az x-tengelyen pozitiv irdnyban 4dllandé v, sebességgel egy P

1

pont mozog. Egy Q pont ugy mozog 4llandé v, nagysdgu sebes-

2
ségpel, hogy sebessége mindig QrP irdnyu. Meghatdrozandéa Q
pont pdlyija (lildozési gorbe).

55. DIFFERENCIALEGYENLETRENDSZEREK ES PARCIALIS
DIFFERENCIALEGYENLETEK

Oldjuk meg az aldbbi elsérendl differenciilegyenletrendszereket.

2

y_ 1
z H

dy __ dz _ dy _ z 1
- =z, d—;—-y. 5502. x - dx—2y'

dx

dy

o =-y+1,

dz
= Z + CO08 X, EX—

d—X-= -Cost, Q}V_ = -X+ sint.
dt

t -t
X+e +e .



5507.
5508.
5509.
5510.
5511.
5512,
5513,
53514, t
5515, x
5516.
5317.

s518.%

5519.

%tx—zx-i-y,

& oy+z

& YT®

dx

" = -X+y+ 2z,
dx
-d—t—--Sx-y,
9—x—-—-Sx— +et
& - yre.
dx .

E —X-r3y,
dy _
E_SY+4Z’
dx

&

dy _

b A

& xe

ad C T

X

\&

dt

RlE Bl

= 5x+y -z,

:y,

=17y -5z,

= =zZ+x,

dy
de

=X -y+z,

=2x -3y.

=x—3y+(—22t

:z,

=y+z+x.

-y +4z,

iz_z +z
a YT
d—-{‘=3z

2 s

dt ¥
2 ox+y-z
dt y-z
Z _y

d ~ 7

dz
E—X—‘}Z.

Hatérozzuk meg azt az elsdrendi 4ltaldnos parcidlis differencidlegyen-
letet, amelynek teljes megolddsa:

u = ax + by + ab.

s521.% u= -[;—(axz +b+ y)]

5523.% (x - )2 +(y - ) + 2>

-1

=R2

5520,

u2 =2y -a)(bx - 1)

5522, u+E (a2x+b+yﬂ 1oy
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5524.* Keressiik meg az el6zs feladat teljes megolddsinak burkoldjat, ha

b=cxa +@ oc,@ 4llandok
5525. u= 2\[§ + D
X X
5526.  Irjuk fel az el6z6 feladat teljes megolddsihoz a burkol¢ egyenletét,
ha

b=2V3a

5527.* Hatdrozzuk meg az
u _?...-u. - f_u. = 1
ax 7y

elsérendi kvazilinedris differencidlegyenletnek az

térgorbére illeszkedd megolddsit.
5528,  Hatérozzuk meg az

Jdu 7u _
Y'é'}' ng = 2Xyu

kvdzilinedris parcidlis differencidlegyenlet

X =t y. =t u =t

térgorbére illeszkeds megold4sat,

5529.  Hatdrozzuk meg az el6z6 feladat egy tetszlleges fiiggvénytdl fliggs
sltaldnos megolddsédt,

5530. Keresend§ az
a

=

Ju _
5?x+2 =1

23

¥

elsfirendil linedris parcidlis differencidlegyenlet X, = 2t, ¥, =t
u, = 9t2 térgorbére tlleszkedd integrilieliilete.
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5531.

5532,

5533.

3534.

5535.

5536.

Hatdrozzuk meg az
u= 28 _2u
7x 3y
parcidlis differencidlegyenlet X, =t ¥ = Ez-, u =lnt térgir-
bére illeszkedd integralfelliletét.

Hatdrozzuk meg az
du Fu
A TR T

kvézilinedris elsfrendii parcidlis differencidlegyenletnek

a) egy tetszdleges figgvénytdl figgd 4ltaldnos megoldisit €5 egy a
: ot _t -

b) %=V Yo7V % V2e

térgorbére illeszkedd partikuldris megolddsét.

Hatdrozzuk meg az

Fu , Zu 2 .
xcosy—a—i—-smy "5;,"" cosy siny

kvézilinedris differencilegyeniet
a) egy tetszileges fiiggvénytdl fiiggs dltaldnos megoiddsst és

b) X, = t, yo =t, u = t2 sint térgorbére illeszkedd integril-
feliiletét,

Hatdrozzuk meg az

kvézilinedris elsfrendd parcidlis differencidlegyenlet tetszdleges
fuggvénytdl fuggs 4ltaldnos megolddsat.

Hatdrozzuk meg az el§zd feladatnak az X, =y, Y, = Ez-’ u = V2

kezdeti térgirbére illeszked§ integral feluletét,

Oldjuk meg a kivetkez§ elsérendil parcidlis differencidlegyenletet;

2 2
= ?u) qu”
F-[——ax + (_QY) 1=0 az

X, =t ¥y, = -t, U= 1 kezdeti feltétellel.
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5537. Oldjuk meg az

_(auY
¥ = 7x
elsdrendit parcidlis differencidlegyenletet az
_ _ _ .2
xo—t, yo—t, uOi.t

kezdeti feltétel mellett.

5538. Hatdrozzuk meg a

du du
(ﬁf tay Y
dltaldnos elsGrendil parcidlis differencidlegyenlet X, =t ¥, =t
u =3 térgorbére illeszkeds integrdlfeluletét.

5539. Hatdrozzuk meg az X, =t y,= 0, u =- térgorbére illesz -

o
kedd integralfeliletet a

23 _(_9u ]2 o
7x 9y
ltaldnos elsdrendd parcidlis differencidlegyenletnek.

5540. Oldjuk meg az

2
Zu dul _
Ty * [5;] l

2
ATie di i s , _t _ -
parcidlis differencidlegyenletet az xo =3 yo t, u0 t
kezdeti feltétel mellett,
5541. Adjuk mega
9u  du 9y . 7y
7x y  9x 7y

dltalinos elsdrendu parcidlis differencidlegyenietnek az

1
X =

=~ {t -sintcost),
07 ¢ )
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5542, %

5543.%

5544. ¥

"
[t R

y {t + sin t cos t),

4]

]
b
“F

u
0

térgorbére illeszked§ integral feliiletét,
Oldjuk meg a
2
dz
7 x2

It
o

parcidlis differencidlegyenletet a  z(a, y) ={/(yi  z(b, ¥) =y (y)
peremfeltételek mellett; s adjuk meg &ltalénos megolddsat is,
Hat4rozzuk meg a
32 2
202 +322 <0
9x 7y
mésodrendi linedris parcislis differencidlegyenletnek a kovetkezd
feltételeket kielégits partikuldris megolddsat
(H:u, y) =0,
i
@:u(g -y =0

(3): u(x, 0y = sin 6x.

Oldjuk rrieg a rezg6 hur problémdéjat, A hur mozgésinak mdsodrendi
parcidlis differencidlegyenlete:

2 2

Ju _ a2 72 u
ot 75>
A peremfeltételek: u(0, y=0, u(f, ty="0;
kezdeti feltételek: u {x, 0} = f(x) és —g—l:-]t . = g(x).
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56. DIFFERENCIALECYENLETEK MEGOLDASA
KOZELITO MODSZEREKKEL

Hatdrozzuk meg a kivetkezd differencidlegyenleteknek az adott kezde-
ti feltételt kielégitS partikuldris megolddsat sorfejtés segitségével.

5601. (1 - x)2 v - 2(1 - x)y’ -2y =0;

y0) =1, vy (0) = 2.
5602. (1 - xz) y' - 2xy’ + 12y = 0;

¥(0) = 0, ¥(l) = L

2
2
5603, y" -4xy=2¢ , yO)=1, v’ (0) = 0.

5604, xy"+(1+x)y +y=0;

x— 0 esetén y—1 és y— -l
5605, y'+xy' +y=0; v0y=1 és y' (@) =0.
5606, (1 - xz)y" -xy’ + %y = 0;
¥ = 1, YO =3
5607, xzy" +xy' + (x2 - )y =0;
¥(0) = 0, yO=7.

(Elsfrendu Bessel -féle differenciilegyenlet. )

5608.* Hatdrozzuk meg az y(0) =1, y'(0)=0 kezdeti feltételhez tartozd
megolddsét az

{a- Zx2 +x4)y” + (3x3 - Xy + (x4 - 2}(2 -y =1- x2

differencidlegyenletnek, hatvdnysor segitségével; vizsgdljuk meg a
konvergencia tartoményt és ldssuk be, hogy a végpontokban nem meg-
oldhat6 a differencidlegyenlet. (A megolddsnak lényeges szakaddsa
van.)

5609. (1 -x%)y" -xy’ =0 differencidlegyeniet y(0)=1 és y'(0)=1

kezdeti feltételhez tartozé megolddsét adjuk meg hatvanysor alakji-
ban, majd irjuk fel az dltaldnos megoldast.

- 189 -



5610.

5611.

5612,

5613.

Hat4rozzuk meg az
v @x+ 1) -2@x+ 1)y - 12y =3x+1
differencidlegyenlet sltal4nos megolddsat a homogén egyenlet
1, N .
a) y(-3)=0, y' (-3)=0, il
b) y0) =1, y (0= -2

kezdeti feltételekhez tartozé megoldisok sorfejtéssel valo keresésé-
vel ill, az inhomogén egyenlet megolddsat kisérletezs feltétellel.

Hatdrozzuk meg az

(i -x)y"+xy’ -y=0

differencidlegyenlet
a) w0) =1, y'{0)=1, ill,
b} y(0) = 0, y)=1

feltételeket kielégits partikuldris megolddsait, és ezek ismeretében
az altaldnos megolddst.

Oldjuk meg szukcessziv approximdciéval | x I<10"l intervallumban

&= 10-7 pontossdggal az y' =1+ y2 differencidlegyenietet az
y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett, Mutassuk meg, hogy a megoldds
egy nevezetes fiiggvény hetedrendi Taylor -polinomja.

Hatirozzuk megaz vy =¥yX differencidlegyenletnek az  y(0}=1

kezdeti feltételt kielégitd partikuldris megolddsit sorozatos kozeli-
téssel,
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6. VEKTORANALIZIS
61. EGYPARAMETERES VEKTOR-SKALAR FUGGVENYEK

Folytonosak-e az aldbbi fliggvények?

6101, T(t)=sint1+costi+ t2E

6102.  Tt) =+ _llh chtJ+e® (¢ 4llando)
1
-2)° - sin(t-2) .
6103. T(t)=e T2 I+—1:L_(-§—— T+ 2%
6104. T(D) = Prycost-1 j+ 30ty

t t

Hatdrozzuk meg az aldbbi felilletek metszésvonaldt!

6105. Fl 1Z= x2 + yz,

Fy:rs= ¢ henger

[r, ¢ polarkoordindtsk]

6106. F1 : x2 + yz + z2 = Rz,
2

2 = 34—- alapkorii egyenes korhenger
2

R.2
Fz.(x-i) +y
2

6107, Fl:x2+y2+z =R,

F2 :x+ 2y =0 sik
6108. Flzz2=xz+y2 s

F2 1X+y+z=1.

Igazoljuk, hogy az aldbbi térgorbék az adott felilleten helyezkednek el.
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6109.  T(t) = acost i+a sint J + bt k,
2 2 2 . ..
X +y =a alapkorl egyenes korhenger
- _ 92—
6110, T() = t2 cost i+ t2 sint j +t "k,

x2 +y2 = z2 kup.

Hatdrozzuk meg az aldbbi térgorbék megadott pontjdhoz tartozé érints-
egyenes egyenletét,

- .2 - _

6111, ()= (¢ - 3+ (6 + )] + t°k; t=12.

6112, r{t)=sinti+costj+ cost k; Po 0, 1, .
— 1 - n N - t—'

6113, T(t) = ml +‘ 2Zln(i+t)j+ek; PO (0, 0,1).
- 1 ~ 1+t 2 1

6114, r(t) = ﬁ—tl + T j+tk; PO(Z , 2,

Keressiik meg az alibbi térgorbék azon pontjait, ahol az érinté a ki-
vant tulajdonsdgu:

4 3 2
6115, T = tT~i + E—-——T + t—Ic. Az érint6 parhuzamos az

3 2
x+ 3y + 2z = 0 sikkal.

6116.  T(t) = (-t cost + sint) T+ (t sint’+ cost)] + (¢t + 1)k, Az érint§ par-
huzamos az (y, z) sikkal,

6117.* Bizonyitsuk be, hogy az F(t) = etcost i+ et gint j + etE gorbe illesz -

2
kedikaz x + y2 = 22 kupra és ennek &sszes alkotGjdt ugyanazon
szog alatt metszi.

6118, Az = eatcost,
at
y = e sint,

at e 2 :
z=e  gorbe milyen a értek mellett metszi

2 2
az X +y = z2 kup tsszes alkotGjat 45° -0s szig alatt?

Egy gorbe szférikus indikatrixdnak nevezzik az origéb6l huzott, a
gorbe érimdivel pirhuzamos egységvektorok végpontjainak geometriai
helyét. Hatdrozzuk meg az alabbi gorbék szférikus indikatrixat.
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6119. x=acost; y=asint; z=ht (a, b dllandok)
6120. T(t)= (2t - stt)l + cos2t T+ 4 sint k.

Hatarozzuk meg, hogy az aldbbi térgtrbék érintinek az (x, y) sikkal
valé doféspontjai milyen gorbén helyezkednek el.

6121.  F(t) = cost 1+ sint T+ ctk. (c 4llando)
6122, T =e cost i+e sint J+ce k
Hatarozzuk meg az alabb1 gorbék ivhosszét:

6123.  T(t) = (sint - tcost) T+ {cost +t sint) T+ (t + 1) k;

0 ¢ =5,

6124. F({t)=tcos Blnti+tsin(Bm)T+2tk; 0 =t = 2
2. = <

6125. T{t) =3t i+(ﬁt+3)]_+3t2k; 05t 3

6126. T(t)=atT+ V3abt-j+ 20K ; (a, b 4llandok)

<

0 = t=5,
Irjuk fel az aldbbi gbrbék egyenletét ivhossz paraméterrel:
6127, T@)=acostI+asintJ+btk (a, b allandsk)
- t et to '
6128, r{t)=ecostit+esintjt+ek
3
o 2v3 3

6129, T(t) = (t+3)1+—1+-—§—— t°k

6130. Hatdrozzuk meg az
T{t) = at cost 1 + at sint ] + ctk ©EtE)

térgorbe menti @ (t) =IT(t)! slrliségi anyageloszlds tomegét,
Hatdrozzuk meg az aldbbi térgrbék menti egyenletes eloszldsu
tomeg sulypontjat.

Hh

o

6131, T{)=T+7+tk -a =

i
-t

6131. T{t) = a cost 1+ asint ] + btk {a, b 4llandok)

0=+ 2W

-193 -



6133.  Egy gorbe tnmagaba . eltolhat6, ha gorbiilete és torzidja 4llando.
Bizonyitsuk be, hogy a hengerre irt csavarvonal nmagédba eltolhats.
6134, Irjuk fel az egységsugaru hengérre irt egységnyl emelkedésu csavar -
vonal egyenletét ivhosszparaméterrel, majd hatdrozzuk meg az érinté.
normilis és binormélis egységvektorokat, valamint a gbrbtletet és
a torzidt.
6135." Hatdrozzuk meg az
) = cos’tl + cost sint] + sint’k
Viviani -gtirbe gtrbiiletét a t= "T/Z pontban,
6136.* Bizonyitsuk be, hogy R sugaru koron alland6 co szigsebességgel
mozg6 pont gyorsulds-vektora - szﬁ
6137.* Bizonyitsuk be, hogy ha a centrum az origéban van, akkor a centrilis
mozgdsraaz TxTF =0 Osszefiiggés jellemzd,
[Centr4lis a mozgds, ha az 6t 1étrehozo erd mindig valamely fix
pont - a2 centrum - felé mutat,]
62. KETPARAMETERES VEKTOR -SKALAR FUGGVENYEK
Vizsgdljuk meg az aldbbi figgvényeket értelmezés és egyértékiiség
szempontjibol
) 2
2 A&
= sinu-  u - u-2-
6201, T(u,v)= - i+v~1]+e k
_ Ve 2 2~ -
6202. T(u,v) = arctg -Ji +(u +v )i+ uvk.
6203.  F(u,v) = Vav T+ — 2T+ arc sin uk.
u o+ v
Vizsgéljuk meg az aldbbi figgvényeket hatdrérték és folytonossig
szempontjabél:
6204. T(u,v) = sin f—t-i + uv2]T+ uvsl-c.
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1
{v-3)

2 2 3
6205. T(u,v)=uvi+e T+ @ -vHk,
e"r -1

6206, T(u,v)=tg uvi+ m

j+@w-vk
Allitsuk el§ az aldbbi fuggvény parcidlis deriv4lt vektorait

2 - — -
6207, FTFlu,v)=(u - 2v3)i + uzvj + (uv'2 - wk
Szémitsuk ki az aldbbi fuggvény t szerinti derivdlt vektorit:

6208,  F(u,v)= —- T+ ——TJ+aretg =k,

2 2 2. 2
u + v u +v

t t .
u=ecost; v=e sint,

Irjuk fel az aldbbj felilletek egyenleteit kétparaméteres vektor -skalar
fuggvénnyel.

6209. =z= x2 + y2 6210, z2 = x2 + 4y2.
6211, z-x+y-4=0. 6212, x+y2—4z=3.
6213. z=1 - 4x2 -9 yz. 6214, z =sin (x2 + yz).

Irjuk fel gombkoordindtakkal az aldbbi feluletek egyenleteit:

6215, Origo kozéppontu R sugaru gomb.
6216, Z tengelyre illeszked§ sik.
6217. Z tengelyil origé csucspontu <4 félnyildsszogii kup.

Irjuk fel hengerkoordindtikkal az aldbbi feliletek egyenleteit:

6218, Z tengelyre merfleges sik.
6219, Z tengelyre illeszkedd sik.
6220, Z tengelyii egyenes kbrhenger.

Irjuk 4t implicit skaldris alakra az aldbbi vektorfiiggvényeket:
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6221, F(u, v) = uch v+ u sh vj+ 2uk,

~oo Ll <CQ; -~oo LY <o°

6222, ¥(u, v)=a cosu cos vi+b cosu sin vj+ c sin uk,

0 2 ucf; 0=Fv=<2%, a, b, ¢ 4llandock.
Irjuk fel az aldbbi sikok vektoregyenletét:
6223. A sik illeszkedik a P1(2,3, 1); Pz(-1,2,4) és P3(5, -3, 2) pontokra.

6224, A sikilleszkedika P (1, -2, 3) pontra és oz =12'—4 - LEZ_

egyenesre.

w) K

Irjuk fel az adott vezérgorbéjli és alkotéirdnyu hengerfelilletek egyen-

leteit:
2 e -
6225, V=X a=1-j+k.
6226. x° -y2=1; a=12i-k
6227. r=¢, a=7+k [(r, ¢ poldrkoordindtdk] .

6228, (x-2) 4y =1; a=2T-7+3K

Irjuk fel az adott vezérgorbéji és csucspontu kupfeliiletek egyenleteit:

6229, y= x2 Po(l' 1, 5).
2, .2
6230, x“+y =25; PO(2,3,4).
6231. r=e?; P (-1,0,6 [r¢ polarkeordinatdk] .

6232.  T(t) = cht 1+ sht j+tk; P_(0, 0, 10).

Irjuk fel az aldbbi gorbék Z tengely koriili forgatdsaval kapott
feliletek vektoregyenletét.

6233. vy= 22. 6234, z = y2.

6235. z =chy. 6236, x =€ .

6237. (x -5;)2 + 2= bz, [a> b Kkonstansok 1.
6238. x2 - 22 = 1. 6239. 22 - y2 =1,
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6240. % Irjuk fel kétparaméteres vektor -skaldr fiiggvénnyel annak a hiperbo-
likus paraboloidnak az egyenletét, melynek a hiperbolametszetei az
{x,y) sikkal pArhuzamos sikokban vannak (val6s tengelyitk az Y
tengely, képzetes tengelyiikk az X-tengely); 2 z =3 sikban a =4,
b=4; az (y,z) sikban a parabolametszete pedig origé csucspontu
és Y tengelyi.

Irjuk fel az aldbbi térgbrbék érintsi dltal képezett felilletek egyen-
leteit:

6241. T(u) = cosu 1+ sinu J + uk,
6242, T = coszu T+ sin u cosu j + sinu k.
Hatdrozzuk meg az aldbbi felilletek paramétervonalait:
6243. T{u, v) = a cosu cosv i +acosu sin vj + a sin uk. {a 4llandq)
6244.  F(u, v) = u cosv T+ ucos vj+ vk,

6245. F(u, v) = (a + b cosu) cosv i+ (a + b cosu) sinv ] + b sinu k.
{a, b &llandok)

6246.  T(u, v) = ul + v + uvk,

Hatirozzuk meg az (u, v) paramétersikon megadott aldbbi gorbék
képeit a mellékelt felilleteken:

— u N T,
6247, u=-t; v=2t; T(u, v)=e cosvi+e sinvj+e k.
6248, v =u; T(u, v)= cosu cosvi+ cosu sin vj + sinu k.

Hatdrozzuk meg az aldbbi fellileti gorbék megadott pontjaihoz tartozo
érintvektorokat:

6249,  T(u, v) = e'cosvI+ e sin vj+ e ki

u=-t; v=2t t0=0.

6250.  T(u, v) = cosu cosvi + cosu sinvj + sin u k;
%

- 9. = 3t- =&
u=2t;  v=3t; to 3

Hat4rozzuk meg az alébbi egyenletekkel megadott felilletek megjeldit
pontjaihoz tartoz¢ érint8sikok egyenieteit.
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6251.

6252,

6253,

6254,

6255,

6256. .

6257,

6258.

6259,

6261,

6262,

6263.

T(u, v) = (u2 -y} + (u - ve')]T -(u+v)k;

u=1; v=2,

= u - T -
r(u, v)=e cosvi+ e sinv i+ ezuk;

u=0; v=-§1

T(u, v) = (m2 + vz)f+ wj - k;

u=1; +v=3,
z=x2+y2; x=1;
x2 2
Z=T_19—; X = 3;
Z._.__l_; x=1
Xy

Szémitsuk ki az alabbi felilletdarabok felszinét:

F(u, v) = 2 sinu cosvi + 2 sinu sinv J + 2 cos uk,

ﬁ/4 = uéﬁ; 0 s v
4
F(u, v) = ucosvi+ u sinv j + uk,
0 2usQ; 0=y

F(u, v) = u sinv T+ u sinv T+ u cosv k,

02ut 2 0= v

A

27

HA
Lk

A

Bz}

+

F(u, v) = (cosu - v sinu) + (sinu + vcosu)j + (u + V)k,

0%yt 2T, 0= v

= 1.

T{u, v) = (3+ 2 cosu) cosvi + (3 + 2cosu) sinvj + 2 sinuk;

0= u =27, 0 v
2
X - < <
z=.,-z;-;0=x—1. 1=y
2
2=+ x=0;
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x+y=3 sikok kozott,



6264, z =xy; x2 + y2 =1 korhengerbe es§ z =0 sik feletti része.

2 2 2 2
6265, z= }i— + 19- ; XT + % =1 hengeren beliili része,

Hatédrozzuk meg az al4bbi felifletekkel hatdrolt zirt térrészek teljes
felszinét:

6266, 22 = x2 + yz; x2 +(y - 1)2 =1 henger és z=0 sik,

6267. x2 + y2 + z2 = 4; (x - .l)2 +y2 =1 henger.

63. SKALAR-VEKTOR FUGGVENYEK

(r=xi+ y] + zk)

Hatédrozzuk meg és dbrazoljuk az aldbbi skaldr -vektor fuggvények
szintfelitleteit,

6301,  uf)= %f . 6302, uf)=z -x° -y,
_oxE 2 2 2
6303, @ =%+ L5 . 6304, u@ =%+ L4+ F,

6305. ur)=z - 2y+x2.

Hatdrozzuk meg az aldbbi skalar -vektor figgvények gradiensét,

6306. u(T)= %I, 6307.% u@®) = 13P.
6308. u(r) = £n|7T . 6309. u(r)=3.T; a konstans vektor
6310.  u@® = - 6311, u(r) = 3x7y° - 2y22.

Hatdrozzuk meg a megadott pontokban az aldbbi skaldr -vektor fiigg -
vények irdnymenti deriviltjainak marximdalis értékét és a maximumhoz tar-
tozd irdnyt.

o 1 = T T, o1
6312, u()-!—ﬁ, ro-21-_|+3k.
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2y

6313. u(r)=x"¢’ +zxcosy; ;o =1-j+k
6314. u(r)=-2-+ Xy - € ; r0=21~3k‘
6315. u(r)=(21 -J)r -1T; T, =7 -3k

Irjunk fel egy olyan skaldr -vektor fiiggvényt, melynek szintfeliilete
az aldbbi:

2
6316, z= x2 - yz 6317, x2 -3y + 22 =3

2
6318, z =x+y 6319, z_x+y

Hatdrozzuk meg az alébbi skaldr -vektor fliggvények megadott ponton
4tmend szinfeliiletét és a szintfeliilet ottani érintdsikjat.,

222 _
6320, u()=-3+3’7+?; T =T-J+2k
6321.¥ u@=lniTl; F, =2 - 3k
6322. u(@ = Tl T =T+T+k
6323, u(r)=x2+z+y; T = 73 - Sk.

Hatdrozzuk meg az aldbbi feluletek mindazon pontjait, ahol az érintd-
sik parhuzamos a megadott sikkal:

2
6324. x +y2+3z2=16; 2x -3y+z=3.
6325, x2+y2-zz=0; Xx+y-z+5=0.
, 2 2
6326, =z -x -y =35; 2x+ 2y -~z -3=0.

Képezzik az aldbbi skalar -vektor fiiggvények ivhossz szerinti integ-
raljat a megadott gorbedarabok mentén:

6327. Wr)=x+y+z; T)=costi+sintj+tk, 05t237
6328.  u(r) = xyz; Hty=2i+t+tk, 1 £t = 3,
6329. u@)=xy+yz+zx; T)=2ti -tj+3tk, 0 ¢t 25,
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Szdmitsuk ki az aldbbi felszin szerinti integrdlokat:

df
6330. “'m. F:x+y+z=1,
(F) 02x 2},
02ys1
6331, ”‘idf—fl; Fixl+y +22 =16,
(F) x20; y20;, z%=0
6332, ”{] T l2 - (i‘l-c)2 } df; F: X + yz = 9 henger, -
{F) z = -1 sik; z = 2 sik.
6333. ” (z-x2 —yz) df; F: x2+y2+1=z.
(F) 2 £z %5,
df — o 1
6334. ” H na feliileti normalis
(F)i r_nol
egységvektor; F :T(u, v) = cosu cosv 1+ cosu sinvj + sin u k;
-"zlsus;l; 05 v S,

Hatdrozzuk meg az alibbi felilletdaraboknak a 2 tengelyre vonat-
koz6 tehetetlenségl nyomatékit:

6335. T(u, v) = 2ucosv T+ 2u sinv T+ %E
s

0 Sut 0

nA **

v = 2T,

6336. T(u, v) = 3 sin u cosv 1+ 3 sinu sinv j+ 3 cos uk,

ﬁ'/4§u§§%; (}é'v

(1.

2%,

6337. T(u, v) = (3 + 2 cosu) cosvi + (3 + 2 cosu) sinvj + 2 sin uk,

Qf—.uéﬁ; oévézfi‘_
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6401.

6403.

6404,

6405,

6406,

6407.%

6408.

64, A VEKTOR - VEKTORFUGGVENY ES INTEGRALJAI
GRADIENS, DIVERGENCIA, ROTACIG

Szemléltessiik az aldbbi vektortereket vektorvonalaikkal.

WT) =k 6402, V(Iy=AT. (A é&llando)
Ty =171 .

Hatdrozzuk meg az aldbbi vektorterek erdvonalainak egyenletét,
V(F)=ai+bj+ck, (a, b, c 4llandek).

v(r)=-cyl+cxj, (c &llando).

ex rz , (3, 4llando).
ta x TV

W(r) =

vr)=(z - y)zf + zj + yk.
W= -yi+&x-2)§+ -x)k

Hatdrozzuk meg az aldbbi vektorfiggvények megadott gbrbe menti

skaldrértékl vonalintegrdljt. A gbrbét dltaldban novekeds paraméterértékek
irdnyéba futjuk be,

6409.

6410,

6411.

6412,

S F(ty=2costT+2sintT+3tk, 0 St

WE) =y - XD+ 227 - x7K;

1A
o+

A
e

I(t) = 1 + t2j"+ t3§, 0 =

V(T) = ¥ + zj + xk;

1A
r
Gl

VWE) =z -9+ -2+ (v - xk;
az integrdlds utja: AB A0, 0, 0),  B(l, I, 1).

W) =xty’ 2 +yE -+ 20 - yOK
az integrédlds utja: az A(l, 3, 2, B{G, -4, 5}

pontokat a koordindtatengelyekkel pirhuzamosan osszekots tortvonal,
elészbr az X, azutdnaz Y, majda Z tengellyel pdrhuzamosan

_haladva.
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6413,
6414,

6415,

6416.

6417,

V@ = 4y HE - DT

y=2-3x egyenesmentén 0 = x I ],
ir(f')=(x2 -y+z)i+ (x+y2+z)}'_+(x+y+zz)§;
T(t) = cht T+ sht T+ 2tk, 0t %3,

(1) =[y &Y - yzsin (xyz)]'i'+ Ex e - xz sin (xyz)]i -
- Xy sin (xyz) k; ' '
az integrdlds wja: az A0, 0, 0,  B(1, 1, )
pontokat a koordinétatengelyekkel pirhuzamosan $sszekitd tetszéle-
ges tortvonal,
- 2 2 - - -
vir)={y -x -2yz)i -2xzj+ 2xz k.
Az integrdlds utja; L = L1 + L2 + L3 gorbe:

x=t, X=t,
L, :yy=t, 05¢tZ1; L_:] y=1, 1%¢ 20
. =0 2 2
z2=5 z=(t - 1)°,
x=0,
L, : {y=-t, -15t290.
3 z = t2,
V{iT)=xyT+yzT+xzk. '
Az integrilds utja: AB +BC + CA.
2
B l1
7 4
A
!
X
6417.
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6418.

6419.

6420,

6421.

6422,

WE) = xz’; yz_i + x 2V+ 2 3.

Az integréilds utja:

a) AB egyenesszakasz  A(1,0), B(0,1);

b) Arlg origé kozéppontu negyedkoriv;

¢) AB+BC tortvonal ; A(1,0),  B(0,1)  C(1,1%
d x=1, y=1, x=-1 és y=-1

egyenesek 4ltal meghatdrozott négyzet, pozitiv irdnyu befutissal.

—— - _ 2 _
V(@) =(zx+y)i+ @y -x)j - x + yz)k .
. g ; 2,2
Az integrilds utja: X +y = 1,
z = 3 gbrbe, pozitiv koriiljdrassal.

Szamitsuk ki mekkora munkit végez a v(r) erStér, amikor egy m
tomegl testet az L gorbe mentén A-bol B-be mozgat.

V(T = 3—1 + 17 + 2k

L : x=a cost, y = a sint, z = bt;

Al =0), B{t = 27).

]

Hatérozzuk mega WE) = {x -y)i+k fiiggvény skaldrértéki
vonalintegraljt, a 22 =2x és 9y2 = 16xz feliletek metszés-

vonaldn az A(0, 0, 0) és B(2, g—, 2) pontok kozott.

Szamitsuk ki mekkora munkét végez a V(¥) erdtér, amikor egy egy-
ségnyi tomegii testet az L gorbe mentén mozgat.
e 2. 2.
vif)=y i+x Ji
9 ,
y_

2
b

+ =1 y Z 0 része, pozitiv irdnyitdssal.

v} Mo

Y]

Hatdrozzuk mega V(r)=(2a - y)i +xj fuggvény skalarértékil vonal-
integraljat, az X tengelyen csuszds nélkiil gordulo a sugaru kor
origobeél indul6 pontja dltal leirt gorbe egy ive mentén.
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Hatdrozzuk meg az aldbbi vekrorfliggvények megadott gbrbe menti
vektorértékl vonalintegriljat, A gbrbét novekedd paraméterértékek irdnydba
futjuk be.

6424, V(T)=vyI+2z]+xK;
~ -, 2 <
L:r(t)=t1+t1+t3E, 0=t =1,

6425, V(E)=(x+ i+ -2z - y+2)k;

T(t) = cost T + sint J+ 2k, 05¢=2T,
0426, V@E)=ITIlT ;
L:y=x2; z=% , 0 Sx=1

Hatdrozzuk meg az alabbi vektorfiiggvények skaldrértéki felileti in-
tegréljit a megadott feluletdarabol_c_mentén. (A normdlist zdrt fellilet esetén
kifelé irdnyitsuk, egyébként az nk20 feltételnek megfelelen.)

6427, V(D =xi+V¥T;

T(u, v) = 4cosu cosv I + 4cosu sinv J + 4 sinu k,

)

=

0 Su =

<

0 2v

NlE Ny

6428. V() = xy T+ (2x + )T+ zk;
T(u, v) = (u+ 2v)i - vi+ (u2 + 3v)k,

o
m

=
"

»

6429, V@) =yzi-xzj+zk

F(u, v) =ucosvi+usinvj+ 2v k, 0 = u*l,

A
»

o 1 'y 1 T,
6430. v(r)= g + vz iH
— 3 - 3 . - I
r(u,v) =5 cos ucosvi+3cos usinvj+ S5sin uk,
T < T

< v €900 oy =
0 = v 2%, 4_u 5
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6431, W(E)=T;

F: Az X7 sikbeli (3,0) kozéppontu egységsugaru koxr Z tengely
korili megforgatisival keletkezd torusz z =0 sik feletti darabja.

6432, V{I)=T,
2
F:Az=x +y2 fetillet (x -2)2+3r2 % 4 darabja.

6433. V() =T;

6434, WE) =§ ;
2. 2 , < .
F:rAz =x +y felilet 0 =z = 4 darabja.
6435. ¥T) = iﬂ3 T;
2
F:x +y2+z2 =4 felilet =z Z 0 része.
6436. V(T)= (yz - 2x2)i—+ (2xy - zz)§'+ 2xz k;
F:Az y=sinx gorbe 0 =x = %?szakaszénak az X tengely
korili megforgatdsdval keletkezé felidlet.
* - - 2-- !
6437.7 V{r)=xy1i -5z j+8k;

2 2
Fi:x+y=3, X +y +zz=9
feluletek metszetgorbéje dltal meghatdrozott siklemez.

6438, W(D)=grad u(@), ur)=x+y+z;

F : A fenti skaldrvektorfiiggvény A(1,1,1) ponton 4tmend szint-
felilletének 0Ey=1-x
része,.

0 1

HA

A
1

6439. V() =grad uT), ur)= x2 + y2 :

ny A(i, 0, 0) ponton dtmend

F : A fenti skaldrvektorfiiggvé
0%z £ 2 része,

szintfelilletének

6440, V@ = -+ &E+y+zk

I

2 2 része.

3
-
(=}
A
et}
"

F:A z=2x2+.3y2 felilet 0 = x
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6441,

- _ S
vcr)=x21+yzf+z k;

2 2 2. , .
F:Az x' +y +2az=a felile#¢ x<0, y>0, z>0 része,

Hatdrozzuk meg az aldbbi vektorfiuggvények vektorértékii feluleti

integriljit a megadott feliletdarabok mentén. (A normilist az nk 20
feltételnek megfelelden irdnyitsuk. )

6442,

6443,

6444,

6445.
6446,

6447,
6448,

6449,
6450. %
6451,

6452,

6453,

V(T) = T;

F:Az x+y+z=1 felllet x20, y20, zZ20 része.
W) =xyi+xz+yzk;

F,: Az T(u,v) = ucosv I + usinv j + 2k feliilet

0=u s, Oévégrésze.
WE) = x T+ y2j—+ zk;
F:2x+3y -4z =5, 15x%2, 1%y<2 része.

Szdmitsuk ki az aldbbi vektorterek divergencidjit és rotdcicjit.
V(1) =.xyT+ xz J+yz k.

W@ = -y TG -2 -k

TE) = (5" + YO + (12xy2 - 30T+ xyz k.

WD)y ==T + g—}'+xz—1€.

e

V(T) = sin (xzyzﬁ + sin(xyzzﬁ + sin (xyzz)ft.

Igazoljuk derékszogu koordindtarendszerben a kivetkezd azonossigokat.
div [u(F)-#(E)] = u(E)-div #T) + v(r)-gard u(r).

div [¥(F) x W(T)= W(T)-rot¥(T) - ¥(T)-rot W(F).

rot {u(x)' V(X)) = u(r) rot¥(r) + gradu(T) x ¥(F).

Szamitsuk ki az aldbbi vektorterek divergenciijit és rotécicjat.

v(f)=Txa, (& dllando),
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6454, W) = @DT, (@ 4llando).

6455. WE) =T, @ 4llando).
6456.% w(E) =17 T .
6457. () = 3lnfF], @ 4llando).

6458, Szamitsuk ki V(r) rotdcicjat.
W) = w(T). 3, (@ 4llando).

6459. Szamitsuk ki V(T) roticidjét.
¥(E) = alnF) +13IF, (@ 4lland6).

Sz&mitsuk ki az al4bbi vektor -vektorfilggvények divergencidjat.

6460. V(@) =IT° 5 lFl G 4llando).
6461, V() =alfl+|aIF , (2 4llando).
6462. (@) =1Fl@Ex7T), (a 4lland).

Hatdrozzuk meg az aldbbi skaldr -vektorfliggvények gradiensét,

6463. (D) =(31%+ I%z .
_2._ - _
6464. u(r)=|TI d'r | (2 4llandd).

Igazoljuk az aldbbi azonossdgokat.

6465.* div grad In|T| =l§_'|2 . 6466. div grad wxr) =Au.

6467,  rot grad u(r) = 0, 6468, div rot v(T) = 0.
6469,  rot rot ¥(r) = grad div V(¥) - AV(T) .

6470,  div [ul(f) - grad uz(f)]= uiA u, + gradul- graduz.

6471.  Szémitsuk ki div grad w(¥) értékétaz T = 2] -k pontban.

u(r) = exy + x22 + yzs.
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6472.  Szdmitsuk ki grad div ¥(T) értékét az r, = T+j+k pontban,
WD) = (& - 292+ Gy’ -2 N+ @ - xy2)k

6473, divrot WD) =17
rot rot ¥(¥) = ? Ve =(y+zH+xy i+ (z2 - xz)l—c.

6474.* Hatdrozzuk meg az invaridns definici6 alapjdn a V(f)} vekrorfigg-
vény divergencidjdt. W(I)=rI.

6475, Hatdrozzuk meg az_invaridns definici6 alapjén a v(¥) vektorfiigg-
vény roticidjdnak k irdnyu dsszetevdjét.
WE) = \TPE, @ A4llando).

6476,  Hatdrozzuk meg az invaridns definici6 alapjan az  u(r) skalar-
vektor fuggvény gradiensét:

u(f)=l?l2.

65. INTEGRAL - TETELEK ES POTENCIAL

6501.  Szemléltessiik a Gauss-Osztrogradszkij tételt,
@) =yi+zT+xk; F:az x=0, y=0, z=0 és
X+y+z=a (a>0) sikok altal meghatdrozott z4rt felilet.
Szamitsuk ki az aldbbi vektorfiiggvények skaldrértékii feliileti integ-
raljat a megadott felilletdarabok mentén. (A normadlist zart felillet esetén kifelé,
egyébként az nk 2 0O feltételnek megfelelden irdnyitsuk. )

6502.% w(@) =7
F: x2 + y2 = 4 henger, z= -1 és z=2 sikok 4ltal meghatdrozott
zart feliilet.

6503.% (@) =%

F: x2 + yz =4 henger Z<2 része, lezirva alulréla z=-1
sikkal,

6504. V(¥)= x3-i+y3'j'+ 23 k;
F: x2+y2+z2 =a2 .
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65U3. () = .x,3T+ y'31’+ 23 k;
) 2
1,2 2 =z .
Fraz —5(x +y)=—5 felilet 0 = z<H darabjaésa z = H

2
H

sik .ltal meghatdrozott z4rt fellilet,

i -
6500,  V(E) = (x° + 3yl + (2y° + 4x)] + (52 - 4y)k.
F : orig6 kbzéppontu, R =3 sugaru gomb,

6507.  T(E) = 3xy T+ y°T - dxz K
F:P0, 2, 1) kszéppontu, R =1 sugaru gémb.

6508. ¥(F)=grad uF), u(E)=\Fl.
F:Az u(r) skaldr-vektor fuggvény P{0, 3, 4) ponton dtmend
szintfelllete.

6509. WD) =TI T;

6510. W(F)= x2y3 T+j+zk
F: z=\fR2 -x2 -y2 .
2%
. 2 2 2
F:Az x=0, y=0, z=0 sikokésaz x +y +2az=a
paraboloid 4ltal meghatdrozott, I. térnyolcadba esé zdrt felilet,

6511, W)= x2T+yzf+z

Szemléltessiik a Green-tétel szimmetrikus alakjdt, az aldbbi skaldr-
vektor fuggvényeken, a megadott térrészekben,

- .»,* = ~1= - - i e M
6512, u_l(r) =17, uz(r)-m, V:ir1Z2 a (gomb).

HA

6513. ul(f)=l?12, w@=ImT, ViEiEs

Szemléltessiik a Stokes-tételt az aldbbi vektortéreken a megadott
feliletdarabokon,

6514, v{r)= (x2 -Vi+yT -z - xk.

22 - L
F:A z=-x -v +4 felilet z=0 zrésze,
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6515. V(©)=(x -y +(x+Vy)J+xyKk.

<>
F: A z=xy felulet x2+y"

A

4 része,

Szémitsuk ki az aldbbi vektorfiiggvények rotdcidjdnak a megadotr felii-
letre vonatkozé skaldrértékii felileti integrdljar,

* V(E) = (x+y+ 2} + xyz f+x2 k.

6516'
F:A z =:~:2+y2 feldlet x2+y2 £ 4 része.
6517,  E) = (22 + N+ (xy - 2N+ (x - VK.

F:Az (x- 2)2 +(z - l)2 =4henger 02y=2 része, lezdrva
az y=2 sikkal,

6518. Tr(i':)=z2’i+x2]'+y2_f.
F:Az ITI=2 felilet zZ0 része,
6519, F(f)=xz2 T+ zy2 T+ yx2 k.

F:A z=4-‘xz-y2 felilet z%0 része.

6520. V@) =xy T+]+zk
F:A z=YR®-x* -y° felilet.
6521, V(D =yi+zj+xk
F:A z=2(1-x2-y2) felllet z20 része,

Szdmitsuk ki az alébbi vektorfiggvények megadott z4rt gorbe menti
skaldrértékii vonalintegraljit.

6522. WE)=(ay -+ 40T+ -0 E

. 2 2.
L:a z=2 sikbanfekvﬁ%—+¥-g=l gorbe.

6523. WE) = (y+ 20+ @+ 0T+ X + )K;

LY
-~
h
&

Tty = asinzt 1+ 2asintcost T+ acoszt Xk ©
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Vizsgéljuk meg, hogy potencidlosak-e az aldbbi vektorterek. Hataroz-
zuk meg - amennyiben léteznek - potenciélfliggvényeiket.

i i k

£ 4
24, WT)= .
65 MW =3ryrz T X¥y+z T xey+z

6525. ¥(F)=[cos (x+7Y) - sin (x - y)]1+{{cos (x+y) + sin (x - i
6526, V()= yzexyz—i +xze Y i+ xyexyz k

6527. v(r)= k

4 -z 4 -z (4-22)2

—pe 2 - - -
6528, WVr)=(2xy -z -yz)i+ (x2 + z2 - xz) i+ (2yz - 2xz - xy)k
i+

6529, WI)= i+ %E

LN

6530, V(@) =axT (a 4llandd)

6531.% T@E =TT n# -2

6532, W(E)=—  n#2
-1l
1Tl
2 2
6533, (D)= (xyd® -)+e - %E

6534, Hatdrozzuk mega V(r) vektortér ekvipotencidlis felifleteit,

WE)=2xT+2y7 -k

Szamitsuk ki az aldbbi vektorterek megadott gbrbe menti skaldrértéku
vonalintegrdl jat.

6535" 7@ = grad u@®), u(d) =xyz+xy +3,
()= cost T+sint+tk, 0=cf2T.
o — — 2

6536, V(r)=grad u(r), wr)=xy - zyz +x%xz+5;
f(E)=tT+t2 ]’+t3Tc, 0t =1,

6537. WE) =(y+2+EZ+0T+E+NEK

-

.n-[;}

= 2 . . - 2 - <
T(t) = asin t T + 2asintcost } + acos t k, 0-t
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Szdmitsuk ki mekkora munkdt végez a ¥(r) erdtér, amikor egy

egységnyi tbmeget A-bél B-be mozgat.

6538.

6539.

6540.

6541.

6542,

6543.

6544.

6545,

V@) =yzi+x2T+xyk;
A(L,2,3), B, 1,1).

V(@) = (x+y+z)2_i+(x+y+z)21—'+(x+y+z)2 k;
A(l,2, -2), B(2,3, -3).

V(E) = yz (2x + v+ 20+ %2 (x + 2y + 2)] + xy X + ¥+ 22)K,
A(1,1,2), B(1,2,3).

Hat4rozzuk meg A értékét ugy, hogy az aldbbi vektortér skaldr -
értékl vonalintegralja az uttdl fiiggetlen legyen.

FHE) = =11

Hatdrozzuk mega A, a, b paraméterek értékeit ugy, hogy az alabbi

vektortér vektorértékii felileti integrdljénak az értéke nulla legyen,
tetszdleges zdrt feliiletre.

—= — 2.~ -
v(r) = (xz + ay?‘ + bzz)i + (xy + az” +bx )i+ {vz+ ax’ +by2)k

Igazoljuk az aldbbi azonosségot:

t

div grad (i1} =f'+2 ]% (a derivélds 1 T1 szerint torténik).

Hatdrozzuk meg azokat a feltételeket, amelyek mellett a

¥(r) = f(T)-T vektortér
a) divergenciamentes,
b) konstans divergenciéju,
c) rotidciémentes. '

Vélasszuk meg az u(f) skaldrvektor fuggvényt ugy, hogy a
WE) = u(f).T vektortér roticiémentes legyen.
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6546,

6547.

6548.

6549.

6550.

Igazoljuk, hogy az F =zért felilet dltal hatdrolt térrész térfogata:
1 =
V= § ﬁ. T &
F
Igazoljuk, hogy ¥(¥)=axT esetén
ﬁ ¥(E) x df = - 22V
F

{3 konstans vektor, V az F zdrt felillet 4ital hatdrolt térrész
térfogata).

Igazoljuk, hogy u(f) =3af esetén
ﬁ uE) df = av
F

(&8 konstans vektor, V az F zéirt felillet 4ltal hatdrolt térrész
térfogata).

Igazoljuk, hogy ¥(t)= -y1+x] esetén

<§ F@E) dF = 2T

L

(T az (x,y) sikbanfekv8 L =zart gorbe altal hatdroit tartomény
terillete).

Igazoljuk, hogy W(T)= % esetén
ITi
’ _ 0
g VWEAE = (27T
Co\4T

F

aszerint, hogy az origé

a)az F (felileten kiviil,

byaz F fellleten,

c)az F felulet belsejében helyezkedik el.
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66. GORBEVONALU KOORDINATARENDSZ EREK
Hatdrozzuk meg az al4bbi gérbevonalu koordinitarendszerek koordi-
nétavonalait és koordinstafeltleteit!

6601, T(u,v,w)= awcosucosvi+bwcosusinvj+

+cwsinuk, (a, b, ¢ konstansok),

6602, - T(u,v,w)= awcosvi+bwsinvj+cuk (a, b, ¢ konstansok).
- . « 1,2 2 -
6603. T(u,v,w)= uvcosz+uvsmw1+§(v— -u)k.

6604, T(u,v,w)=chucosvi+shusinvj+wk.
6605. T(u,v,w)=wcosvIi+w sinv]+u(1+w2)§.

Déntse el, hogy az aldbbi gorbevonalu koordindtarendszerek orto-
gondlisak-e. :

. 6606. T{u,v,w)=sinuchvi+cosushvj+wk

. 6607, F(u, v, w)=shusinvy sin w3+ shusinvcos wj+chucosvk.
‘ _ . - 2 - '

- 6608, T(u,v,w)=wcosvi+wsinvi+ull +w)k

6609. T(u,v,Ww)y=uvcoswIi+uvsinwi+ %—(v2 - uz)'fc.

Irjuk fel az aldbbi derékszogi rendszerben adott vektorokat gomb-
koordindtdkban!

6610. v:—z—-ﬁh —z‘fﬁ—ﬂﬁ k.
_ 3, 3. 3V3-.
6611 V_I1+T]+—-2—-k'

Irjuk fel az aldbbi derékszidgl rendszerben adott vektorokat henger -
koordindtidkban;



koordindtarendszerben!
: - 2. 2
6614. U(r)= x2 +y +z -Xy.
6615. U{) = xz + y2 - zz.
~ Irja fel az aldbbi derékszvgh rendszerben adott filggvényeket henger -
koordinitarendszerben!
- 2. 2 2 - 2
6616. Ul{r)=x +y -6z . 6617. U(ry=2xy+z - 6xz - 6yz.
6618.* Legyen U= 3r25m2u cos 2v, ahol - r,u,v gombi koordindtik,
Szamitsuk ki grad U értékét az r=2, u= 7/2, v= /3 pontban.
6619, Legyen U= z2 r2 sin 2v, ahol r,v, z hengerkcordinatdk. :
Szdmitsuk ki AU = div gradU értékét az r=2, v= 7/3, z=3 pontban.
2 2 2 1 .
6620. Legyen U=2r [sin'y - cos ¥ cos 2 19’], ahol ¢} gombi koordi-
natdk, Hatdrozza meg AU =divgradU értékétaz 1 =3,8;
_AT 2T
LP = —'7'— , '[}— 9 pontban.
Irjuk fel az aldbbi derékszégi rendszerben adott figgvényeket gdmbi
koordinatarendszerben!
6621, (F) = X — 1+ s j+ z k
2 2 2
\/x +y +z \[){2+y'2+z2 }<2+yz+z2
6622, V(r)=[x+ Xz I+(y+ LI i+ [z -2Vx2+y2]£
o2 2 2 2
X +y X +y
Irjuk fel az aldbbi deréksziigii rendszerben adott fiiggvényeket henger -
koordindtarendszerben
6623, V() =(—-3‘——-_ - 2y}f+(———-—¥-——— + Zx) j+2k
"x2+y2 ‘/x2+y2
6624, V(r)= - Y“xz‘i'yz—i + x Vx2+y2—j + z arc tgg—k.

Irjuk fel az aldbbi derékszigl rendszerben adott fliggvényeket gombi
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6625.* Bizonyitsuk be, hogy hengerkoordindtarendszerben

il au g 1 U 7 U
au= ,:?Jr 3059 FT’*@‘Z‘IE)}

6626.% Legyen U=U(r) hengerkoordindtdkban adott fuggvény (vagyis
U csak r-t81 figg). Bizonyitsuk be, hogy ebben az esetben a
AU=0 Laplace-egyenlet megolddsa U=Alnr+B, ahol A és
B tetsz6leges konstansok,
Gombkoordindtarendszerben

1 2 2 gU 1
AU=— 2 (1 =)+ I sin?-2Yy 4
2 7T 7t 25ng 0 74 24
1 32U
T Sm%} 5‘?’2

Hatdrozzuk mega AU=0 Laplace-egyenlet megolddsait, ha
6627. U csak r-tdl flgg,
6628, U csak ¢ -tdl fiigg,

6629. U csak v}-tel fiigg.
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7100.
7102,

7104,

7105.

7106.

7108.

7110,
71i1.
7112,

7113.
7118.%

7. KOMPLEX FUGGVENYTAN

71i. KOMPLEX ALGEBRA

Szamitsuk ki az aldbbi klfe]ezesek érté két

(V2-)-j@-iv2)

1+2j  2-j

+ —

3—4] 3j
—.2

»-\

a-pt+ 8D

7101.

7103.

Mutassuk meg, hogy a 2, = 1+j

kielégitik a 22 -2z+2=

Mutassuk meg, hogy

Z+3j=2z -3j

*ernie -

5

)

AL-DE-DE-)

és z
2

0 egyenletet,

7107.

jz =z

=1—j

komplex szdmok

Mutassuk meg a komplex szdmok trigonometrikus alakjdnak felhasz-
ndlaséval, hogy

(-1+9) = 81+

7109,

a+3/3710=

(14 )"+ (1 - )" = 2 (73 eos

Mutassuk meg, hogy ;4

= (Z)4

Bizonyitsuk be, hogy | z [Y22|Re z| +| Im z]

Vizsgéljuk meg, milyen z szdmok oldjdk meg a

1 +3V3)

2 -2
z = (z} egyenletet.

Legyen z, és z, ket tetszdleges komplex szdm és zlzz#U. Mia
szitkséges és elégséges feltétele a
Re (z1 22) =lle 22I

egyenldség fenndllisénak?
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7115.% Legyen zy és zy két tetszéleges komplex szdm ész lzz,-# 0, Mia

7116.
7118,

7120.

7123.
7125,
7127,

7128.

7129.%

7130.

7131.

7132,

7133.

szilkséges és elégséges feltétele a
|21+z2‘=|z1|+|zz |

egyenidség fennilldsénak?

Végezzik el a kovetkezd gyokvondsokat:

V2j m7 Y -j

3 /

v -1 3 7119. e 8 3

5 iy 4
(-1+18) man (0 Y 722 ViegVs

Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletek gyUkeit:

z- -j=0 7124,z +16 =0

525 4+ 40 = 0 7126, z* ~(2+3))z -1 +3j=0

z2-2jz-5=0

Hatdrozzuk meg &z x4 +4=0 egyenlet gyokeit, és ezek felhasz-
naldsival bontsuk fel az x4 +4 polinémot valos gyoktényezdk
szorzatdra.

Legyenek egy valos egyiitthatos gtodfoku poliném gyokei z, = -1;
zZ, = -2j zg = 1+3j. Hatdrozzuk meg a polinom tobbi gyokét és
irjuk fel a polinomot.

Hatarozzuk meg a z, = 1+4j és z,= 5+ j csucspontu szabdlyos
hdromszog harmadik csucspontjat.

Hatdrozzuk meg a z) = -4+4j és z, = 3 - 3j csucspontu négyzet
két misik csucspontjat.

Legyen z, = 0; z, = 1-2j és z,=2+3j egyparalelogramma

3
hirom csucspontja. Hatdrozzuk meg a negyedik csucsot.

Egy szabdlyos Stszog kozéppontja z = 0, egyik csucsa

=2 cos 35’1 +2§ sin 2% = 0,618 + 1,902

% S

Hatarozzuk meg a tobbi csucspontot.
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7134,

7135.

7136,

7137. %

7138.

7139.

7140.

Egy szabdlyos hatszog két szomszédos csucspontja

7T

_ T, .. % T
z cos +_|s1n4, Z, = COS8 — 3sin12,

1 4 2 12
kozéppontja az origé. Hatdrozzuk meg a tobbi csucspontot.

Egy szabdlyos uttszog egyik csucsa z, = 3 -4j, kozéppontia z=j.

Hatdrozzuk meg a tobbi csucspontiot.

Legyenek egy szabdlyos hiromszig csucspontjai z, = -1,

Zy = 1 és zg= \/?j Forgassuk el a hiromsztget a sulypontja

korlil pozitiv irdnyban 30%-kal és hatdrozzuk meg az elforgatott
hdromszog csucspontjait.

Szamitsuk ki

n n
1t 1-]j
) =(~77) {7
értékét n =1, 2, 3, 4-re, és mutassuk meg, hogy f(n +4)=-f(n).

Hatdrozzuk meg milyen értékeket vehet fel az Sn= 1+ j+jz+ vee jn

kifejezés? (n=0 egész).

Hajtsuk végre a z, = 2 4+ 3j komplex vektoron az

a) origora valg tilkrozést

b) valés tengelyre valé tikrozést

c¢) hiromszorosdra valé nyujtast

d) negyedére valé zsugontast

e) négyszeres nyujtast és 30" —kal vals forgatést

f) stodére valo zsugoritést és 60°-kal valé forgatdst.

Irjuk fel az aldbbi specidlis egyenesek egyenletét.

a) a val6s tengely

b) a képzetes tengely
c)a z,= 2 - 3j ponton dtmend, a valés tengellyel parhuzamos

egyenes
dja z = 4 -5j ponton 4tmend, a képzetes tengellyel parhuzamos

egyenes
e) az origén dtmené szogfelezd.
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7141,  Irjuk fel az alibbi adatokkal meghatdrozott korok egyenletét:

a) z, = 0 kozéppontu 1r =1 sugaru

by z =1 " r=1 "

0

c)zo=1+3v’§ " r=2 " .

Mi a mértani helye a kovetkezd tsszefiiggéseket kielégit§ pontoknak:
7142, |z -al=1z -bj a, b dliandé
7143. Re (az+b) = a,b komplex, o val6s dlland6
7144, |z -al+lz -bl= " "
7145, |zli<l ~-Rez
7146, 0% arc —3 < =

‘ z+j 4

Milyen gorbesereget hatdroznak meg az alabbi vsszefiiggések:

7147, Re -;—= K} o valés konstans
* -
= d— "
7148,7 arc o
A l 1r

7149. |3 | = =

Allapitsuk meg, milyen sikrészeket hatdroznak meg az alabbi egyen-
16tlenségek:
7150, Imz>0 7151. Rezz0
7152, Im z?%—Rez+ 1 7153. -2<Rez<l
7154. 0 % Imz 2 2 7155. | Rezl>1 |Imzl> 2
7156, l<iz -11<2 7157. Rez>0 lz-21>1
7158, -T<arcz<®; |zl>2

11

7159. 12z+31>4 7160.%F Re=<3
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7161.

7163.

7164,

7165.

7166,

lz - 41<lz]| 7162, Im (zz)>0

Legyen z =2,=25 €8 2z, + Z, + Zy = 0. Bizonyitsuk be, hogy

a z k=1, 2, 3 pontok szabdlyos hiromszig csucsain fekszenek

4

1 3
derékszoget alkotnak aszerint, hogy a (z
viszony tiszta valés vagy képzetes.

Igazoljuk, hogy =z egy egyenesen fekszenek, ill. z -nél

1
- 22) : (z1 - z3) 08zZt6~

Z Z
r Hgo

1

Bizonyitsuk be, hogy egy tetsz8leges Z)s Zgs Z csucspontu hirom-

3
szog belst szidgeinek bsszege 180%

Elektrotechnikai alkalmazédsok

Hatidrozzuk mega =z impedanciit, amelyen es§ fesziiltség abszolut
értéke U=150V, fdzisa ¢= 200, az 4tfoly6 dram [ = 8A,
fizisa ¢ = -10°,

Hatdrozzuk meg az aldbbi kapcsoldsok eredd impadancidjit és a kor -

ben foly6 dramot:

7167. %

7168.

Co=0’3/’LF L=0,6H —q
Cl=0,1,LLF f =500 Hz Co R ;C,
U=10V R = 800 Q v o,

7167.

—i

C=IuF R=100Q o C R
L = 100 mH f =50 Hz U L
U=110V

7168.
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7169.  Hatdrozzuk meg az aldbbi kapcsoldsi vz - R,
lat alapjin az U2 -fesziiltséget,

U =10V L = 400 mH
R1 = 1001 f = 50Hz
R, = 15002 7169.

72. A KOMPLEX VALTOZOS FUGGVENY FOGALMA, HATARERTEKE,
FOLYTONOSSAGA, DIFFERENCIALHATOSAGA, REGULARITASA

Irjuk fel kanonikus alakban az aldbbi komplex szdmokat:

7200, et 4 ¢ 12 7201, &7

7202, sinj - sin (3+2)) 7203. cos (5 - 7j) + cos (-4 + 2j)
7206.% tg (1 +9) 7205, In (-5)+1nj

7206.  In (-3j) - In (3 - 4j) 7207, In (-1 - 2j)

7208.  (1+j) 7209. (6 - 3j)>

7210,  arc sin 3 7211, arc cos {-4)

7212, arcig (2 - j) 73, V1

Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:
7214. 1 =3 7215. cosz= -2
7215, sinz=3 7217, e = -4

7218, Legyen x>0 valss. Milyen feltétel mellett lesz  (-x) X tiszta
képzetes?

7219.  Vizsgéljuk meg mikor lesz valés c= = (a+ jb)- Y (a>0), (b>0).

7220,  Hatérozzuk meg mindazokat a z komplex szdmokat, amelyekre



7221,

7222.%

7223.

7224,

7225, %

7226,

7227.

7228,

7229,

7230,

7231.

7232,

7233,

)] Z .
e 3 = ke  azonossag?

k milyen értékére érvényes az
Bizonyitsuk be, hogy

. .2
ezzﬂ + & l§ e2x+e ny, (z = x+jy)

Milyen z-re teljesll

] e-zzl< 1.
z2
Milyen z-revalés e .

Igazoljuk, hogy

| sin (x + jy)]2 - sin’x 4 shzy = chzy - cos’x
| cos (x + jy)[2 = chzy - sin’x

Igazoljuk, hogy

| shy|£{sin (x+jy)] = chy

I shy{f-lcos (x+jy) = chy

Vizsgaljuk meg, milyen z-re teljesiil
cOS jZ = CO8 jZ

sin jz =sinjz_

Oldjuk meg az aldbbi egyenletet
chz=0,

Vizsgaljuk meg folytonosség szempontjibol az aldbbi fuggvényeket:

0,ha }z|= 0, ill, | z } irraciondlis

w=
1 p
—~, ha = i . =1
0, ha z=0

f(z) =

simrf?, ha z=1r(cos¢+jsing); r>0
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Vizsgdljuk meg differencidlhatésdg illetve regularitis szempontjibol
az aldbbi fliggvényeket: )

3 2
7234, w=y3 -3x2y+j (x - 3xy)

7235. w =lzl 7236, w=Rez
1 = e
7237 w=-—3 7238." w =Vz (f8érték)
-4
7239, w=co0s% 7240, w = sin 3z
7241, w=7 7242, w=z -%
7243,  w=2x+ xyzj 7244, w=¢" (cosy -] siny)

Igazoljuk, hogy az aldbbi fliggvények elsé és mdsodik deriviltja min-
den z-re létezik és hatdrozzuk meg f'(z) ill, f'(z)-t.

7245, Kz)=jz+2 7246, f(z)=e " (cosy - jsiny)
7247. f(z) = z3
7248,  f(z) = cos 4x ch 4y - j sin 4x sh 4y

Hatdrozzuk meg z milyen értékeire létezik f'(z). E helyen
szdmitsuk ki az elsd derivdltat:

7249, f(@z) = i 7250, f(z) = x> + jy2
7251, f(z)=zImz 7252. f(z) = x> -iy - 1)3

Vizsgdljuk meg, harmonikusak-e az alébbi fuggvények, ha igen,
keresslik meg harmonikus tirsukat:

7253, u(x, yy=2x( -y) 7254, u=2x - x3 + 3xy2

7255. u=shxsiny 7256, u= —21—2;w(2) =0
. X +Y

7257. v=¢" sin y 7258, v = -sinxsh y

Allapitsuk meg, hogy lehetnek-e az algbbi kétvaltozos fliggvények
egy reguldris komplex viltozds figgvény valds ill. képzetes részei, ha igen
hatdrozzuk meg f'(z)-t. '

~ 226 ~



7259, Ref(z) = 3(}(2 - y2) +2y -1
7260. Ref(z)=1n (x2 + yz)
7261, Im f(z) = e sin x

7262, Im f(z) = ——m

X +y

7263.  Bizonyitsuk be, hogy, ha £(z) = u + jv reguléris fiiggveny, akkor
g(z) = -v+ ju is reguldris,

Hatdrozzuk meg a kivetkez§ gorbe-seregek ortogondlis trajektoridit:

7264.% y(x+1)=C 7265. sinxchy=C
X

7266.

X2+ 2 2 2
e ¥ cos 2y 2=C 7267. x” -y =C
X +y

7268.  Bizonyitsuk be, hogy, ha f(z)=u+jv és fZ)=u-jv mindketten
regularisak egy tartomdnyban, akkor f(z) = const.

73. LEKEPEZESEK

Sztereografikus leképezés

7300.*r Milyen sszefliggés irhaté fel sztereografikus leképezésnél az egy-
mésnak megfeleltetett gombi illetve sikbeli pontok ( t, 7,3 } és
(x, v, 0) derékszogi koordindtdi kozott: feltéve, hogy egy egységnyi
dtmérdjii gombot ugy helyezink el az (x, y) sikon, hogy a gomb
a sikot az origéban érintse.

Milyen pontokat feleltet meg a sztereografikus leképezésa z sik
kovetkez§ pontpirjainak:

7301. z és -z 7302. z és %
7303, z és = 7304.% 2z ¢s _21_
1 1
7305. z és = 7306, z és =
4 z



7307. A sz&émsik milyen pontjai felelnek meg a ( § s '? » 5 ) il
(-g, -1, ;—+:§) pontoknak?

7308.* Igazoljuk, hogy a sztereografikus leképezés kortarto.

Linedris fuggvények, ill. linedris tortfuggvények
4ltal 1étesitett leképezések

7309.* Mutassuk meg, hogya w=jz+]j figgveény altal 1étesitett leképezés
a Rez>0 félsiknakaz Imw>1l félsikot felelteti meg.

Hat4rozzuk meg a Ww - siknak azt a tartomdnyat, amelyet a kovet-
kezd fuggvények 4ltal létesitett leképezés feleltet mega z sik adott tar-
toménydnak.

7310, w=(l+j)z Imz>0
7311, w=(l-j)z Imz>1

. Rez>0
7312, w=1l+]jz {0<Imz<2
7313, w=-jz -1 lz|<1
7314, w=(-1+])z |z]>1

Hatirozzunk meg egy olyan linedris fiiggvényt, amely altal 1étesitett
leképezés a z sik adott tartomanyainaka w  sik adott tartomdnyait felel -
teti meg.

7315, Imz<Rez Imw<2

7316. Rez>3 Imw<2 -Rew
7317, lzl<} lw-(2+2)1<3
7318, 1z -1i>2 jw=2j1>1

1 .
Hatarozzuk meg milyen tartomdnyt feleltet mega W= filggvény

ltal létesitett leképezés a kovetkezd tartomanyoknak:
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7319, %

7321.

7322.%

7323,

7324,

7325,

7326.

7327.

7328.

7329,

7330,

0<y<-§% 7320, y>C

x>1, y>0

Milyen gorbét feleltet mega w= % fuggvény 4ltal 1étesitett leké-
pezés az x2 - y2 =1 Thiperbolanak? '

Milyen tartoményt feleltet mega. w= ]; fiiggvény 4ltal létesitett

leképezésaz x20 0FyS1 félig-végtelen sdvnak?

Milyen gorbéket feleltet mega w= —z-l—:—J fliggvény  4dltal 1étesitett

leképezésa Rez=const és Imz=const egyeneseknek?

£ s _ z
Allapitsuk meg, hogya w= 771

zés milyen gorbesereget feleltet megaz y=mx ésaz
y=m {x+ 1) sugdrsoroknak?

fiiggvény 4altal 1étesitett leképe-

Hatdrozzuk meg mindazoknak az egyeneseknek az egyenletét, amelyek-

neka w= H fggvény dltal Iétesitett leképezés egyeneseket

feleltet meg.

Milyen tartomdnyt feleltet mega w= é— fiiggvény dital 1étesitett
leképezés az alibbi egyenlétlenségekkel megadott tartomdnynak?
\z-4154  lz-4j1%4 & |z-Q+H2

Hatirozzuk meg azt a linedris tortfuggvényt, amely 4ltal 1étesitett

leképezésa z =2, z,=] és§ z,=-2 pontoknaka w, =1,
1 2 3 1

5= j és wg = -1 pontokat felelteti meg.

Hatérozzuk meg azt a linedris tortfiiggvényt, amely a z, = -5,

z.=0 és =z, =j pontokata w_= -1, w2=j és w3=1

2 3 1
pontokba viszi 4t. Milyen gorbét feleltet meg ez a leképezés az Y

tengelynek?
Hatdrozzuk meg azt a linedris tortfiiggvényt, amely a z 1= oo,
=j és z,=0 pontoknaka wl=0, w2=j és w3=°<=

2 3
pontokat felelteti meg.

z
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Hatdrozzunk meg egy olyan linedris tortfuggvényt, amelya z sik

adott tartomdnydnak a w sik adott tartoménydat felelteti meg.

7331.%
7332,
7333,

7334.

7335.%

7336, %

7337,

7338.

7339, %

7341,

7342.

ImzZRez jwl 21

1zIS 2 Rew=2Imw

| zI 4 |wi-1]F 1

|z -j|E2 Imw-lZRezW
Hatirozzuk meg milyen tartomdnyt feleltet mega w = Z ;2

fiiggvény 4ltal 1étesitett leképezés (c>0 valés)az Imw > 0
félsiknak.

jec Z2 ~¢C
e =

cz ~1
ltal 1étesitett leképezés az egységkort snmagdra képezi le. (&
tetszéleges valos konstans, ¢ komplex de ic¢ I£1.

alaku linedris tortfiggvények

Igazoljuk, hogya w=

Hatdrozzunk meg olyan linedris tortfiiggvényeket, amelyek &ltal léte-

sitett leképezés a | zi=1 kort nmagdba,egy adott "a” pontot
pedig adott "b" pontba visz 4t. (lal# 1 és |bi# 1).

Hatirozzunk meg olyan linedris tortfuggvényeket, amelyek 4ltal

létesitett leképezés a 1z1=1 kort és egy adott "a’ pontot
(lal # 1) onmagéba viszi 4t.

Hat4arozzuk meg az aldbbi leképezések fixpontjait

z -1 6z -9
Z

W= 7340, w=
z+1

Hatérozzuk meg mindazokat a linedris tortfiggvényeket, amelyek 4l-
tal 1étesitett leképezésnek az origé fix pontja,

Hatérozzuk meg mindazokat a linedris tértfiiggvényeket, amelyek
4ltal létesitett leképezésnek a fix pontja zy = 1 és zy = -1,

- 230 -



~ Elemi filggvények 4ltal létesitett leképezések

Hat4rozzuk meg milyen tartoményt feleltet meg az aldbbi fiiggvények
dltal 1étesitett leképezés a z sik1zi<l, 0<¢ arcz< ;I tartomanydnak.

7343. w=z2 7344, w=23

7345, W=z

7346,  Milyen tartomdnyt feleltet mega w = 22 fiiggvény 4ltal létesitett
leképezésa w sik
12Rew=2

1Emws2

tartomanydnak?

7347,  Milyen gbrbéket feleltet mega w = 22 fiiggvény altal 1étesitett
leképezés az Rez=c ill. Imz=d egyeneseknek?

Hatdrozzuk meg milyen gorbéket ill, tartomdnyt feleltet meg a
w=e% flggvény 4ltal 1étesitett leképezés aldbb megadott gorbéknek ijll.
tartomdanynak.

7348. x=ky (k valés dllands, z=x+jy)
x 20
7349, (z = x+ jy)

Hatdrozzuk meg milyen gorbéket feleltet meg a kovetkezd figgvények
altal 1étesitett leképezésa Rez=c ill. Imz=d egyeneseknek,

7350, w= eJz 7351. w= ez-|~l
7352, w=cosz 7353. w=chz
7354, w=shz 7355. w = sin 2z

Hatédrozzuk meg milyen gorbéket feleltet meg az aldbbi fuggvények
dltal létesitett leképezésa z sik z=c ill. arcz=d gorbéinek.

7356. w=1Ilnz 7357. w= -;—

7358, w=z +f? _ 7359. w = z°
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7360.* Mutassuk meg, hogy a w=chz fliggvény dltal 1étesitett leképezés
a z=jy(0‘éyé;—t) szakasznaka 03uZ1 (v=0) szakaszt
felelteti meg, {(Z=x+]Jy, w=u+jvh

Hatdrozzuk meg milyen tartomanyt feleltet meg az aldbbi fggvények
dltal 1étesitett leképezés a z sik adott tartomdnyainak. (z = X + jy)

7361. w=chz x20 0sysk
7362. W=cosz Oéxég—E y20
7363, w=21 0Ex%1 0

) Tz+1 y

*

Hatdrozzuk meg hogyan viltozik mega w = z2 fiiggvény 4ltal 1éte-
sitett leképezésnél egy tetszlleges gorbe z, = 24 j pontbeli
érintGjének iranya.

7364.

7365.  Hogyan vdltozitk mega w= -i— filggvény 4ltal létesitett leképezésnél

egy tetszbleges gorbe z

=1 i, z, = j ponthoz tartozé érintd-
jének irdnya?

1

Hatdrozzuk meg, hogy a z sik milyen pontjaiban lesz konformis az
aldbbi fiiggvények dltal létesitett leképezés:

7366, w=2z+1 7367, w=e A%
7368, w=shz 7:'-369r W = CcOS jZ

7370.  Hat4rozzuk meg a nyujtdsi egylicthatét, illetve az elforgatisi szoget

W= : -I-j fuggvény dltal létesitett leképezésnéla z=1 ésa
z = j pontban.

Hatdrozzuk meg hogyan viltozik mega =z{t}=t+ jt egyenes
02t £¢£ szakaszénak hossza igen kis € esetén az al4bbi flggvények 4ltal
1étesitett leképezésnél,
7371.* w=e” 7372, w=sinz

7373, w=1n(l +2°)
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74. KOMPLEX VALTOZOS INTEGRAL

Hatarozzuk meg a komplex integril definicicja alapjan az aldbbi fugg-
-vények integraljat az a és b pontokat osszekot6 L egyenes-szakaszra
azt a-bol kiindulva futva be.

7400, f(z)=1 7401, f(z) =z

Hatarozzuk meg J‘ f(z) dz értékét, ha
L

7402. f(z)=vy -x - 3x2j

L:a z, = 0 és z, = 14j pontokat tsszekotd egyenes -szakasz,
azt z 1 -bél z, felé befutva,

7403, f(z)=y -x - szj

L:a zl=0 és z,=j ill. =z

2 és z,=1+]j

27! 3
pontokat dsszekotd koordindta tengelyekkel parhuzamos egyenes-
szakaszok, z N ~hél Zy» ill. z, -b61 z3 felé befutva.

7404,  f(z)= 232

L z=2¢" 0% ¢ =T novekeds ¢ irdnyédban befutva

7405, f(z) = 232

L z=2¢ 4 L‘pl =0 ‘,92 = -7 csptkkend f irdnyiban befutva
7406.  f(z) = 242

L: z= 2¢l ¥ -?Fé.q?ﬁ i ' nivekvd ¢ irdnydban befutva.

7407, fz)=z -1
L: z=¢ (‘0+-1 (0s¢=7) novekeds ¢ irdnyiban befutva

7408.  f(z)=z- 1

L: az X temgely 0=x%2 szakasza novekvé x irdnydban
befutva
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4y ha y>0
7409. f(z) (z=x+jy)
1 ha vy<0

L: y= x3 gorbe -1Sx=1 szakasza novekv8 x irdnydban
befutva.

7410, £(z)= €

L: a z,=%j =z,=1 pontokat 68szekitl egyenes-szakasz

1 2

zl-bffl z, felé befutva.

7411, f(z)=e°
L: a z = j pontb6l kitndulés Zy
a z,= 1 pontig haladé tértvonal z -bét Zy felé befutval

=0 pontig haladé és z, ~bél

7412,  Igazoljuk, hogy f (3z+1)dz=0, haaz L girbea z,= 0,
L

=1, z,=1+j z,=j csucspontunégyzet hatdra; a koriil-

) 3 4

jérdsi irdny pozitiv.

"

7413, Szémitsukki |7e “dz értékét, ha L a 7412. feladatban

L
megadott z4rt gorbe.

7414.  Szémitsuk ki J"z'dz értékét, ha
L
L: x=t

, _\[1——-? -1 Et=1, a gorbétnovekvd t

7415.* Legyen L alzj=2 kir x>0 y>0 ive. Az integril kiszdmi-
tdsa nélkill mutassuk meg, hogy

[ 2]

irdnydban befutva.

uh
w{F

7416, Legyenaz L zirt gbrbea z,= 0 Zy = -4 és zq = 3j csucs-

pontu hiromszog hatdra. Becsiljik meg az integrél kiszdmitdsa
nélkul

L

(" - 7) dz | értékér,
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7417,  Mutassuk meg, hogy

-
KR) = H g < 27 AR 4y
C z

C:lzi=R és R >1; mutassuk meg tovabb4, hogy lim IR)=Q.

R—+ceo

Hatdrozzuk meg az alébbi fuggvények regularitési tartoményst és a
Cauchy alaptétel alkalmazdsdval mutassuk meg, hogy

J.f(z)dz=0, ha C: alzi=1 kor.
C

2

7418.  f(z) = zz_ 3 7419, £(z) = ze >
7420, f(z) = —em 7421, f(z) = —

z2 +2z+5 cos z

7422, f(z)=Ln(z+2)

7423.  Mutassuk meg, hogy I ;—%—— =27 illetve
C

dz .
(E;(z—_-z-:—j)n_o ha C a zl—G ;2-3 z3-33 csucspontu

hdromszog tartomdny hatdra  pozitiv koruljardsi irdnnyal. .

Hatdrozzuk meg az aléhbi fiiggvények integraljst. Az integriciss ut
a kezd6 és végpontor “se ektts, terszdlores, szakaszonként sima gorbe.

j +zj
7424, f e dz 7425, [ cos %dz
] 0
3

7426, S (-2 dz
1
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7427. Legyen C a z =3 Kkor pozitiv kioruljdrdsi irdnnyal és

2
22" -z -2
r - | Eorto
o & z-z, |
Mutassuk meg, hogy g(2)=8] T és

dz(lzolaé 3)

g(zo)=0, ha 1z0| >3
* P
7428,  Hatdrozzuk meg
@)= z3 + 2z dz
8207 | & -zo)s

C
értékét, ha z, a C pozitiv koriljdrdsu, zért Jordan gorbe
belsejébe esik.

Legyen C a zl=-2-23 zz=2-2] z3=2+2] zr-t.='-2+23

csucspontu négyzet hatdra pozitiv koriiljirdsi irdnnyal, Szdmitsuk ki az aldbbi
f(z) fiiggvények C-re vonatkozé integraljit.

~Z et
7420,  f(z) = — = 7430, f(z) = C°ZS z
z - j-zi z(z" +8)
. w5
7431, f(z) = m 7432. £(z) = ——-.—'?“; l X0I§ 2
(z X
7433, )= & z

Z

Legyen C a |z -jl=2 kor pozitiv koriiljar4si irdnnyal. Szamit-
suk ki az alabbi -integrélokat,

7434. [ Sz 7435, y &
2%+ 4 Lty

C
i - j? _ = < o L . fanl -
7436." Legyen C a z=¢€ U= Y= egységkor pozitiv irdnyu befu
tissal és k valos édllando. ’

Mutassuk meg eldszor, hogy
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kz
[ C  dz=2j7
x

C

majd irjuk 4t az integriit trigonometrikus alakra és igazoljuk, hogy

T
J‘ ek cos{ cos (k sing)d¢ =%
0

75. KOMPLEX TAGU SOROZATOK ES SOROK. HATVANYSOROK.
) TAYLOR £S LAURENT -SOROK

Kllapitsuk meg konvergensek-e az aldbbi komplex tagu sorozatok, ha
konvergensek hatdrozzuk meg hatdrértékiiket.

1, §E
7500, z =(1-=)e'n , n=1}, 2, ...
7501, zn'é(l-jg)n, .n=1,2, ...
7502. zn=(}.+j—2%)n, n=1, 2, ...
7503. zn=jn, n=0,1,2, ...

7504 zn=1+j_+j2+...+j“'1, n=1,2, ...

i .j2 jn-J.
7505. zn=1+§+[§-]+...+[§] , n=1,2,..,

Allapitsuk meg konvergensek-e az aldbbi komplex tagu sorok:

7506. i(%]k 7507. i(%+ Jﬂk
k=0 k=0
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== i - 1 -ijk
7508. Z - 7509. Z""—]E

A2 .
=0 ¢ +‘Jk) o L+D

Hatdrozzuk meg az aldbbi hatvinysorok konvergencia -tartoménydnak
R sugarat:

) SV le oo zZn
7510, Z =~ 7511. Z o
n=1 n=0

= 2n — zn
7512, Z (2n)lz 7513, Z e
n=0 n=0
o zﬂ
7514,
Z 3n . I
n=1

Allapitsuk meg az aldbbi hatvinysorok konvergencia tartoményat:

7515, l+z+zodt...+20+...

7516, z+222+323+...+nzn+...

2 3

n
Z _E_ _ nE_
BT l-z+5 -S4l 4 () s
2"3 z5 ZZn-l
7518, Z4 =t = 4... + +...
3 5 Von-1
s n ’ [— =] n
7519, Z%zl)—- : 50, ) —E
2=0 =0 m+l)z
2 3 n
7521, (z+4)+(z+,4) + (z+34—) Foout (—Z—Eﬂ
W2 3 n
(z ~2j§), (z -2j) (z - 2j) (z - 2j)
7522, 1+ 5 + 5 5 + 5 3 +... + '—2—-——-;1-+...

12 272 372 n .2
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7523,

7525.%

7526. %

7527,

7528.

7529.

7530.

7531.

i n{(z+2) 7524, (n+1)(z - 1+0,5])
A Z
n=1

Mutassuk meg, hogy

z = (z-1)"
e =ete Z R minden véges z-re

1
—2—= +§ (n+1)(z+1) ha 1z+1il<1
z n=1
D n
i 1.1 -H° z-2),
2—2—-4+4§ (D a+ 25 b 1z-21<2

n=1l

YIS

Hatdrozzuk meg w=coSz z= helyhez tartozé Taylor sorit.

Hatdrozzuk meg w=shz z=j helyhez tartozé Taylor sorit.
Mutassuk meg, hogy ha 0O<|zi<2

oo 2n-1

1 - T Z
iz - Z3 £ 4n+1
n=0

Allitsuk el

z .
@ =aThe -9

figgvénynek z - 1 hatvényai szerint halad6 hatvanysordt, és dlla-
pitsuk meg a sor konvergencia tartoményat.

Fejtsiik Taylor -sorba a kivetkezd fiiggvényeket az adott z, helyen

és hatirozzuk meg a sor konvergencia tartomdnyat:

7532,

1
W:E; Z=1
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7533.
7534.
7535,
7536.

7537,
7538,

7539.

| 7540,
7541.%

7542, %

7543.

7544.

7545,

1

YEEFD@E-3D) Zp =1
W = COS Z; ‘Zz =j+f—t
' ] 2
= §i ' =3 E
w = sin z; z =ity
w=—t; z =2 (l+])
Tz -1 o~
W= !, z =2(1+7j)
z-3' fs) ]
VO S z =2(1+}j)
z-1}(@z-3) ' o )
w=z3ch(z+3}; z0=0
w=1Lln{l -z) zO=(}
Z
we st 2 =
zz(z-l) ©

Mutassuk mega w=shz fiiggvény’ z, = i helyhez tartozé
Taylor sorédnak felhasznaldsdval, hogy

shz

lim -
z -]

Z—j

= -1

Mutassuk mega W = sin 22 figgvény z =0 helyhez tartozd

Taylor -sordnak felhasznédldsdval, hogy W(ZR-I)(O) =0 ¢és

“Woy=0 k=1, 2, ...

Hatdrozzuk meg W= z T i

Taylor -sorat,a sor konvergencia tartoményét, ill. a |z|>1 tarto-
ményon érvényes Laurent sorfejtését.

fiiggvény =z =0 helyhez tartozé

z -1

2
z

konvergencia tartomanydt, ilk. {z - 11>} tartoményon érvényes
Laurent -sorfejiését, - .

Adjuk meg w= z, = 1 helyhez tartoz6 Taylor -sorét, a sor
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7546. Hatdrozzuk meg w = sh2z fuggvény |zi>0 tartoményon érvé-
z
nyes Laurent -sorfejtését,

7547, Adjuk megaz f{z)= Tl—— fuggvénynek két, z hatvédnyal
z (1 -2)
szerint halad6é Laurent-sordt, és hatdrozzuk meg mindkettSnek a
konvergencia -tartomdnyét.

7548. Hatérozzuk mega w= 'z'-1 {1+ 22)-1 figgvény két, =z hatvd-
nyai szerint haladd’ Laurent-sorit, és adjuk meg mindkét sor konver-
gencia tartomdnyét.

Hatérozzuk meg a kivetkez§ fiiggvények z = 0 hely kornyezetében

érvényes Laurent -sorfejtésének néhdny tagiat:

ez 1
7549, W= —————— 7550, ws=

z(z2+1) el -1

Hatdrozzuk meg a kovetkez§ fiiggvények adott z, hely kornyezeté-
ben érvényes Laurent-sorfejtését,

z2 +z+3
7551,  f(z) = 2t s z =1
2 o
z -1
eZ
7552. f(z) = -? Zo =0
z
7553.%  f(z)p —2% z = -1
(z+1) @z -4)
1 o
7554, f(z) = z =237
z o
1-e

Hatdrozzuk meg a kovetkezd fitlggvények adott z, hely kirnyezetében

érvényes Laurent -sorfejtésének elsd néhdny tagjat.

* i(z) = L z

7555. e o

]
L
DR
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7556,  f(z) = ‘s‘ﬁl"z' z =0

1
7357, f(z) = m o
Hat4rozzuk meg a kovetkezd fuggvények adott tartomdnyon érvényes
Laurent sorfejtését:

7558. f(z)=—(5—_—ﬁ-(—z—72—) . |zl<1

7559.  f(z) = (z——l-)‘-(;——ﬁ 1<z [<2
7560,  £(z) = (z"‘—llﬁz-'—z) 2<|z|

7561, f(z) = z 0<|z+1|<1

(z2 -4y{z+ 1)

76. KOMPLEX VALTOZOS FUGGVENYEK SZINGULARIS
HELYEINEK OSZTALYOZASA., REZIDUUM

Mutassuk meg, hogy a kivetkezd figgvények minden szinguldris he-
lye polus, hatdrozzuk meg a polusok rendszdmét és a hozzdjuk tartozé rezi-
duumokat,

7600, f(z) = S 7601. f(z) = th z
z -2z

1- e2z eZz
602, f(z) =~ 7603, 1(z) = ——;
z @ -1y

Z ez
7604, f(z) = 7605, £(z) =~
z +7
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7606,  Bizonyitsuk be, hogy ha h(z) analitikus a z_ helyen és h(zoj #0,

akkor az f(z) = ;th); fuggvénynek a z, hely elsdrendd pélusa
0
és Res f(z) = h(za).
z=2,

7607.  Bizonyitsuk be, hogy ha h(z) analitikus a z, helyen és h(zo) =0,
h(z)

akkor az f(z) = 2z

fliggvénynek a - z, helyen megszintethet§
szingularitdsa van.

Hatdrozzuk meg a kovetkezd fliggvények z=0 helyhez tartozé
reziduumadt;

1 7609, ~———

sin z z sinz

7608.

76190, Z COS L
z

Hatdrozzuk meg a kovetkezd fuggvények osszes véges szinguldris
helyeit és azok jeliegét.

3 2 .
7611.% w=Z 7612. w=3—ﬂ:—z—é
z -1 z (z - 2j)
e 1
7613. w= —2——— 7614, w = m
z {z - 1)
7615, w=i_% 7616. w=sinz . sin -i-
1+ ez 7
1
1 z-2
7617, W= ez 34 7618, w= & 3
z
1
2 |
7619, W= ——-'—i—z—‘-—'—i" 7620, w= ez
(z-1¢ -¢) e -1
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Vizsgiljuk meg a kivetkez6 fliggvények viselkedését a végtelen tdvoli
pontban:

5
7621.% f(z) = 2> + 1 7602, f2) = =
z +z+1
7623,  f(z)=z" & 7626, f(z) = S5Z-
z
1
7625. f(z)=shz 7626, f(z) =€

jellemezzik a kovetkez§ filggvények vsszes szinguliris helyeit (a vég-
telen tdvoli pontot is beleértve):

8
7627,  i(z) = —7?—121——— 7628. £z) = m
"+ -1)
4 -z 1-é
7629, f(z}=z - e 7630, f(z)= T
t+e
1
z-2
_e
7631, £z)= 77
e -l
3z3 + 2

7632, Hatdrozzuk megaz f(z) = — fiiggvény integrdljat a
(z-D{z +9

lz-21=2 ill.a

1zt =4 gorbékre, a gorbék pozitiv irdnyu befutdsdval.
7633. Szamitsuk ki az  f(z) = - filggvény integréljdt a
z (z+4)

1zi= 2 illetve

i Z+21=3 gorbékre, a gorbék pozitiv irdnyu befutdsaval.

Hatdrozzuk meg a kiovetkezd filggvények | z|= 2 korre vonatkozé
integraljat (pozitiv koriljérdsi irdnnyal).

’ 1
7634. f(z)=tgz 7635. oz s f(z)
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7636.  f(z) = —0Z

z(zz+l)

Hatdrozzuk meg - pozitiv koriljirédsi irdny esetén - a kiivetkez6
fliggvények 1z =1 kvrre vonatkozd integrdljdt:

7637,  1(z) =——;——z— 7638. f(z) =
zZ €

zZsinz
1

7640. fi(z)= ze”

7639,  £z) = 21
z sinz

Sz4mitsuk ki a kovetkez( integrilokat az adott C gbrbe pozitiv
irdnyu befutdséval:

ez-l
7641. f - dz C: 1zi=2
C z
dz ) -1
7642, j m) C: lzl = 3
C
A
7643. 5 S dz C 1z-jl=1
Cz+1
7644.iE [siizz C: lzl= 8
C
8 r—
p
7645. Ezf" c: tz-iz——;=1
C z
s'm—'f—z-
7646, | 2t C: lzi= 2
C zo -1
3
. | - 21=2
w1 | eherey O
C
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ctg z . _

7648, J z(z+l)dz C: lzi=2

C

eSinz

7649, [ Py C: lzl=1

c

Hatirozzuk meg a reziduum tétel segitségével a kivetkez§ valés integ-
rélokat:

b 3 N x2 hy dx '

7650. y > — 7651. Y ;

O(x + 1} (x +4) 0x+1 '
7652 E 3 7653. S‘

o ¥ +1 0 (x +1)
7654. E Sdx a0 7655. [ e a

0 X t1 o & + 1)

A ad e
7656 y —z-ig—sij-—i dx 7657. g Sosax a" sdx  (a>0; b>a)

_“(x+a)(x+b) 0(J'{ +b)
7658. E XM G @ 0) 7659, 5 X dx

J_ X + 4 +1)(x +2x+2)

Argumentum elv, Rouché tétel alkalmazésai
Hatdrozzuk meg az argumentum elv segitségével az aldbbi C zdrt

gorbementi integrdlokata C gorbét pozitiv irdnyban befutva:

7660. % [
c

3

C:

lzi= 2



2
7661, _§z__+_2_:§_i_ . C: 1zj= 1
zs-i-z2 -Z
C
7662, j tg z dz C: lzi= 4
C
e2z .
7663. f > dz fz|= 5
e z -1
C
1 1
7664, ganzdz [z—ll-f
C

Hatdrozzuk meg Rouché tételének segitségével hany gyokiik van az
aldbb megadott egyenleteknek a kijelolt tartoményokban:

8 5, 3

7665, z -4z +z -1=0; jzl<1

8 .5
7666. =z -5z -2z+1=0; lzl<1
7667, z4+z3+1=0; |z <2
7668, 20 -zt12=0; lzl<2

-A
7669. e " =z A>1 =<l

Schwarz ~Cristoffel transzformécio alkalmazdsai

7670.* Hatdrozzuk meg Schwarz -Cristoffel transzformécié segitségével
azt a fiiggvényt, amely az Imz=>0 félsiknaka - %‘ré Rew = %r _
Imw =0 félig végtelen-sivot felelteti meg. ‘

7671,  Hatdrozzuk meg azt a fliggvényt, amelyaz Imz 20 félsiknaka
0<Im w< T sdvot felelteti meg.

7672,  Hatdrozzuk meg azt a fliggvényt, amely 2z Imz 20 félsiknak egy
Wi Wy = 0, Wg csucspontu egyenlGoldaluhdromsziget feleltet meg.
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7673.

7674,

Hatdrozzuk meg azt a filggvényt, amely 4ltal 1étesitett leképezés a
valos tengelyt egyenld szdru derékszogil hdromszigbe viszi 4t.

Mutassuk meg, hogy a
2 - T |
W= j E ¢G¢+1y (§-D 2§ 2d§
0

ro| =

transzformdcid az X tengelyt egy négyzet hatdrira képezi le.
Hatdrozzuk meg a négyzet csucspontjait.
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8101.

8102.%

§103.

8104.
8105.

8106.
8107,

8108.

8109,

8. VALOSZINUSEGSZAMITAS
81. KOMBINATORIKA, BOOLE-ALGEBRA. PERMUTACIO

Héany hatjegyd telefonszdm irhaté fel 1, 2, 3, 5, 7, 9 szdmokbol?
(Az egyes jegyek csak egyszer fordulhatnak el8.)

Hényféle sorrendben iilhet 26 ember

a) egy sorban

b) egy kerek asztal mellé

c) egy kerek asztal mellé ugy, hogy a legmagasabb és a legalacsonyabb
egymds mellé kerilljon,

Hat fehér és hat fekete szdmozott goly6 van;

a) hany féle sorrendben helyezhetSk el ugy, hogy egy fekete, egy fe-
hér valtakozzanak?

b} hiny féle sorrendben helyezhetdk el, ha elil van a hat fehér és
utdna a hat fekete?

A 0,1,2, 3,4,5,6,7, 8 9 sziamjegyekbdl hdny (0-val nem
kezd8d6 és kilonboz6 szdmjegyekbsl 4116) 10-jegyil szdm képezhetd?

Héany valédi telefonszamot lehet felirnia 0, 1, 2, 3, 4, 5 szam-
jegyekbbl, ha az egyes szdmjegyek csak egyszer fordulhatnak el§?

Hény otjegyl szdm irhat6 fel 1, 1, 2, 2, 2 -bd1?
Héany hatjegyil szdm irhaté fel 1, 2, 3, 3, 4, 4-b6l17
Egy bolha ugril egy egyenes mentén. Egy ugrds 1 cm, ezt vagy elg-

re, vagy hirrafelé teszi meg. Hanyféleképp juthatela O-béla 48
pontba 18 ugrdssal?

Hényféleképpen lehet kitolteni egy TOTO-szelvényt ugy, hogy 3 db.
dintetlen, 7db l-es és 2 db 2-es tipp legyen? (12 mérkézés)
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110, %
8111,

8112,

8113.
8114.
8115.

8116.

8117.
8118.
8119.

8120,

8121.*

8122,

Kombingeci6
12 tanul6 3 csénakban hinyféleképp helyezkedhet el? (négyszemélyes
csénakok, sz4dmozas nélkiil).

Hényféle dob4s lehetséges 3 kockdval {a kockdkat nem kiltnboztetjik
meg), ha ugyanaz a szdm tbbbsztr nem fordulhat el4?

A lott6 90 szdmébdl stot kihuztak,

a) Hanyféleképpen lehetséges ez?

b) Hényszor fordul €18, hogy a kihuzott 5 szdm kozott elffordul a
17 és 337

80 dobozba héxiyféleképpen lehet 5 golyét elhelyezni, hogy mindbe
legfeljebb 1 jusson?

Egy 20 tagu tanulécsoportb6l hdnyféleképpen vilaszthats ki 3 tagu
bizottsag?

Egy 20 tagu tanulscsoportbdl 1 elnsk és 3 bizottsdgi tég hanyfélekép -
pen vileszthat6 ki?

15 sakkjatékosbol 7 sakkparti hdnyféleképp 4llithat6 tssze?

100 telefonelSfizetSt hinyféleképpen lehet pidronként osszekapcsolni?
{50 beszélgetés)

Egy urndban 30 killsnboz8 golyd van. Hényféleképpen lehet ebbdl 7 go-
ly6t kihuzni visszatevés nélkiil?

Két kockival dobva {a kockdk nem megkiilonboztethet6k) hdny esetben
kapunk két killonbbz8 szdmot?

Egy sakkversenyen 20 sakkjdtékos vesz részt. A jitékosokat két tizes
csoportba osztjik, Hény olyan szétosztis van, melyben a két legerd-
sebb jatékos egy csoportba kertil?

3 kockdval hiny killénféle dobds lehetséges? (A kockdkat nem kilon-
biztetjilk meg. )

Hény taghdl 411 6sszevonas utdn

(x+y+z)s.
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