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ELOSZO

A Villamosmérntkkari Matematikai Tanszék 4ltal kiaddsra kerul6
uj jegyzetsorozat célja réviden 8sszefoglalnt azt az anyagot, amit alapis-
meretként minden matematikdb6l eredményesen leszigorlatozott villamos-
mérnokhallgatonak ismernie kell. A sorozat egyes kotetei egy-egy nagyobb
témaegységet Blelnek fel, nagyrészt egymdsra éplilnek, a késébbiek hivat-
koznak korébbi (uj jegyzetsorozatbell) jegyzetekre. Az egységes szerkezet
megkdnnyiti a hivatkozdst. Egy félév sordn hérom négy jegyzet kerll egé-
szében vagy részben feldolgozdsra.

A jegyzetek egyrészt ttbbet, mdsrészt kevesebbet tartalmaznak az
eldaddsok anyagdndl és azokat nem pétolhatjdk. Arra hivatottak, hogy az ok-
tatott matematikaanyag leglényegesebb fogalmait, definicisit, tételeit, Alli-
tisait szabatosan megfogalmazva rigzitsék, rendszerezzék az elBadédson
hallottakat. A szerepl§ definiciokat, tételeket értelemszeriien mindenkinek
tudnla kell a vizsgdn, szigorlaton, az alkalmazé4soknél, az életben.

A tételek kimondédsa elftt az azokban szerepl§ uj fogalmakat értel-
mezzik (definidljuk), Egy tétel kimond4dsindl kbztljlik azokat a feltételeket,
amelyek mellett, ‘amelyeknek kgvetkezményeként a tétel 4llitdsa igaz. Azo-
kat a feltételeket, amelyekb6l kivetkezik az 4llitds, elégséges : feltételeknek
nevezziik. Ugyanaz az 4llitds tobbféle feltétel mellett is teljesilhet, ttbb
elégséges feltétel is vonhatja maga utdn ugyanazt az 4llitist. Egy feltétel
sziukséges, ha az az 4llitds teljeslilése esetén mindig fenndll.

Az alapvet$ 4llitdsokat kimondé6 tételeket bizonyitjnk, az ezekre épuls,
vagy ezekkel anal6g tételek bizonyitds4t tobbsztr melldzziik. Kimondunk a
jegyzetekben axiémékat. Ezek olyan alapvet§ megillapitisok, melyek meg-
gondoldsaink kiindulépontjat, megidliapoddsszeriten elfogadjuk 6ket. Hogy
ezek elfogaddsdnak mi az alapja, arra itt nem térink ki. Az axiéméakbol
kiindulva a tobbi 4llitdst, a konkrét tapasztalat széles kori 4ltaldnositésait,
csupan logikal eszkdzikkel igazoljuk (levezetjiik). Megjegyzésekkel ntalunk
a jegyzetekben olyan témdkra, melyek a lesziikitett matematikai alapokta-
tashoz kapcsolédnak, nem képezik a szigorlat anyag4t, azonban a jegyzetek
utolsé fejezetében megadott szakirodalom mdédot nynjt az érdekl8dbknek ar-
ra, hogy ezekkel a témdkkal behatébban foglalkozzanak., A felsorolt szak-
irodaimi munkédkban a jegyzetbdl kihagyott bizonyitdsok is megtaldlhatok.




Az elGaddson tdrténhet csupdn ntalds a jegyzetben megtaldlhat6 tétel
bizonyitdsdra, de szerepellet olyan 4llitds részletes igazoldsa is, melyre a
jegyzet csak szakirodalmi utaldst tesz. Az els§ tanuldsndl dltalaban elhagy-
haté bizonyitdsokat, megjegyzéseket nagyobb margojn répeléssel, baloldalt
szaggatott vondssal jelgljiik meg, az alapvets fontossagn tételeket, defini-
cickat baloldalt két fligg6leges vonissal, a tételeket aldhuzdssal emeljik ki
a leglényegesebb alapanyaghol.

A térgyalt anyag elmélyitésére néhdny érdekesebb feladatot is kitiiziink.
Ott, ahol szikségesnek litszik, ezek megolddsdhoz a jegyzet utolso elftti
fejezetében utmutatdst adunk.

A definicitkat, tételeket, megjegyzéseket, feladatokat pontonként, az
dbrakat folyamatosan szdmozzuk.

A bizonyitdsok befejezését a x jellel jelsljuk.

A mindennapi életben is sokszor célszerl, hogy az &ltalunk vizsgalt
dolgokat valahogyan elnev ezzlik, megszdmozzuk, vagy egyértelmien meg-
feleltessiik ket m4s elemeknek, igy kdnnyitve meg a réjuk val6 hivatkozést.
Pl. a TOTO szelvényeken az egyes mérkfzéseket m egszdmozték (sorszdmoz-
14k a mérkézéseket, tll. a mérkfzésekhez természetes szamokat rendeltek)
és a szelvények kiértékelésénél mar csak azt nézik, ki mit tippelt, ill. mi-
lyen jelet irt az egyes mérkbzéseknek megfeleld sorszdmu rovatba. Ebben
az esetben teh4t minden mérkézésnek egy szdm, és minden szdmnak egy
mérkézés felel meg, a szdmok és mérk6zések kolcstnisen egyértelmilen
(mésképp egy-egyértelmiien) megfelelnek egymdésnak, vagy még mésképp
kifejezve, a megfeleltetés egyértelmilen megfordithato.

Ha azt nézzlik, hogy milyen tippet irtunk be az egyes mérkézésekhez
(ill. sorszdmokhoz), ldthatjuk, m inden mérkSzéshez egy tippet (az 1, 2, X
jelek valamelyikét) irtuk, de megforditva, egyfajta tipp {jel)tsbb mérkézésnél
(ill. sorszdmnél ) is szerepelhet , ugyanazzal a jeilel jelplt tipphez t&bb
nérkdzés ( ill. sorszdm ) is tartozhat. A tippek {jelekyhozzdrendelése a
mérkézésekhez-(sorszdmokhoz) eggértelmu,de nem kolcsontsen egyértelmil.

A matematika kilonbbz6 fejezeteinek tirgyaldsdndl sokszor szerepel-
nek majd kolcsondsen egyértelml (egy-egyértelmi, egyértelmien megfor-
dithaté) megfeleltetések.

Tobb tétellel kapcsolatban felmertilhet a kérdés, hogy a tétel meg-
fordithaté-e? (Ezen azt értjuk, hogy a tétel feltételének és allitott ktvet-
kezményének szerepe felcserélhet-e?) Példdnl egy, kozépiskolai tannl-

m 4nyokb6l ismert 4llitdst mond ki a kovetkezd tétel:

Minden derékszbgu négysztgben, melyben az 4tl6k egymdsra mer6le-
gesek (feltétel) a szembenfekvs oldalak egyenlék egymdssal (ktvetkezmény).

E tétel nem fordithaté meg. Az olyan derékszgi négysztgekben ugyan=
is, amelyekben két-két szembenfekv§ oldal megegyezik egyméssal, az at-
16k nem feltétlentl mergdlegesek, mert tetsz6leges téglalapok lehetnek.

Azt a tényt, hogy a fenti tétel nem fordithaté meg, ugy is kifejezhet-
jiik, hogy a tételben kimondott feltétel elégséges, de nem szlikséges ahhoz,




hogy egy derékszogl négyszdg szembenfekvd oldalai egymdéssal egyen-
16% legyenek.. :

Szitkséges, de nem elégséges feltétel egy szdm 6-tal val6 oszthatd-
sagéira (ktvetkezmény) az, hogy a szdm pdros legyen {feltétel). Nyilvan-
valé, hogy minden '6-tal oszthaté sz4m péros (a feltétel sziikséges), de
attél, hogy a szdm pédros, még nem kell 6-tal oszthat6nak lennie (a fel-
tétel nem elégséges, pl. 12 oszthats, 10 nem oszthaté 6-tal).

A Pitagorasz-tétel teljestilése a pozitiv a, b, ¢ szdmokbs! 4ll6
szdmhdrmasra, vagyis az

32 +>b2 = c2

feltétel sziikséges és elégséges ahhoz, hogy "a" és "b" egy derékszgil
h dromsztg két befog6jdnak, ™c" pedig ugyanezen deréksztgli hdromsztg
dtfog6janak mérbszdma legyen.

Ha ugyanis "a" és "b" egy derékszigl hdromsztg befogéinak,
"¢ pedig ugyanezen deréksztgi hiromszig dtfog6janak mérdszima, akkor
valéban

2 2
a +b =c2

(a feltétel sziikséges), és forditva, beldthat6, hogy ha a2 + b2 = c2' (a,
b, ¢ pozitiv szdmok), akkor "a" és "b" egy derékszogii hiromszbg
befogdéinak, "c¢" pedig ugyanezer derékszbgy hdromszog dtfogéjdnak mé-
r6szama (a feltétel elégséges).

Ha egy tételben szlikséges és elégséges feltérelbdl kivetkezik egy alli-
tds, akkor a tétel megfordithat6. Az ilyen tételek megfogalmazds4ndl dlta-
ldban a kivetkez§ nyelvi fordulatokat haszndljuk:

... {feltétel)..." szlikséges és ‘elégséges ahhoz, hogy "...(kbvetkez-

mény)..." legyen. .

Ha"... (feltétel)...", akkor "...(ktvetkezmény)..." és viszont. Vagy:
Allitds: Ha ... (feltétel).. . fenndll, akkor "...(ktvetkezmény)..." is fenn-
ill; ez az 4allitds megfordithat6,

Vagy:

"...(kovetkezmény). . ." akkor és csak akkor 4ll fenn, ha™...(felté-
tel)..." beksvetkezik.
Vagy:

"...(ktvetkezmény)..." pontosan akkor, ha ". .. (feltétel)...". Pél-
déul:

Tétel. Legyen a >0, b>qQ, ¢>0.

{+) a2 + b2 = c2



akkor és csak akkor 411, ha "a" és "b' egy derékszbgl hdromszdg be-
fogoinak, "c" pedig ugyanezen derékszigl héromszﬁgétfogdja hosszu-
sdgdnak mérfszdma,

Nylilvén (+) feltétel nem csak egy adott a, b, ¢ szidmhdrmasra, ha-
nem minden (+)-ot kielégit6 nem-negativ szdmokbol 4116 szdmharmasra ad-
ja meg ktvetkezményként az 4llitdst.

Tételek bizonyitdsa sorin gyakran ‘haszndljuk a teljes lndukclés bizo-
nyitisi eljdrdst, és alkalmazunk indirekt bizonyitést.

A teljes indukci6s bizonyitdsi eljdrds a ktvetkez6 alapgondolaton
nyngszik:

Egy minden természetes "k" szdmra kimondott dllitds igaz, ha az
4llitds k= l-re igaz, tovdbbi abbol a feltevésb6l, hogy k= n-re igaz,
kovetkezik az 4llitds k= n+ l-re val6 teljesllése (az 4llitds n-rél
(n + 1)-re "oroklédik"). 9

Példian! 1 kisebb, mint 2 2 kisebb, mint 2" =4, 3 ki-
sebb, mint 23 = 8; vajon mlnden természetes k szadmra is igaz-e az
illitds, hogy k kisebb, mint 2X7  Feltevéslnk igaz volta teljes induk-
ci6val igazothat6: az 4llitds k= l-re Igaz, ha pedig feltesszuk, hogy
k = n-re is igaz (azaz feltesszilk, hogy n kisebb, mint 2m, akkor,

mivel 2n+I =2.2" = 2n+ 2“, ez nagyobb kell, hogy legyen n+ 1-nél,

hiszen 20 1-nél és az indnkcios feitétel miatt n-nél is nagyobb.

Az indirekt bizonyitési eljdrds lényege abban 4ll, hogy nem az 4lli-
t4s helyességét bizonyitjuk kszvetlenill, hanem azt mntatjnk meg, hogy az
allitds tagaddsa logikal ellentmonddsra vezet.

Bizonyltsuk ezzel a médszerrel, hogy /2 nem irhaté fel két egész

szém hényadosaként (/2 irracionflis szdm).
Tegylik fel 4llitdsunkkal ellentétben, hogy

/3-2,

q

ahol p és q egészstdm (q#0), és atvrtugy vanfelirva, hogy
p-nek és g-nak nincs kbzds oszt6ja. (Egyszertsitéssel ez mindig elér-
het6.) Ekkor

azZaz

tehat p2 padros szidm, igy p-nek is pirosnak kell lennie, 4 osztGja
tehdt p“-nek:

6



p'2 = 4p3 g (p1 egész szim)

vagyis
2q2 = 4p§,7
azaz
o’ =202 .

Ez az utébbi Usszefliggés azt jelentené, hogy q2 pdros, azaz q is p4-
ros; el6bb azonban mdr l4ttuk, hogy p-nek pérosnak kell lennie, vagyis ha
q is péros, akkor van penek és q-nak kbzts osztéja (ti. 2) ellentét-
ben azzal a feltevéssel, hogy nincsen ktzts oszt6juk. Ellentmond4sra jutva,
dllitdsunkat igazoltuk. %

Bizonyos, iltaldnosan elterjedt jellések hasznilata nagy segitség a
jegyzetelésnél, a fogalmak,»éllitésok szabatos, tdmyr, 4ttekintheté megfo-
galmaz4dsdnil, Anélkul, hogy teljességre tirekednénk, 4lljon itt néhédny
ilyen jelslésnek példdkkal egybekstott felsoroldsa.

Minden (tetszfleges) val6s szdm négyzete nem-negativ:

Yx: x2 0.
Van (létezik) olyan val6s sz4m, amelynek négyzete nem- pozitiv:

3x:x2§0,

tudniillik x =0, .
Ha x pozitiv, akkor x egy valés szdm négyzete;

x>0=x= 32 ,
tudnilllik van olyan "a" szdm (a= [/X), melyre x= az:
tl., HJa:x= a2

Ut6bbi 4llitdsunk nem fordithat6 meg. Igaz azonban a kivetkezS 4llit4s:
x akkor és csak akkor négyzete egy val6s szdmnak, ha nem-negativ:

x=a24=>x30.



Ha egy szém pozitiv és egynél kikebb abszolut értéku, akkor 0 és
1 kozé esik:

E>OA(x|<H)=>0<x<t.

Ha nem okoz félreértést, a zérGjelek elhagyhaték.
Ha egy szdm vagy pozitiv, vagy egynél kisebb abszolut értékd (rovi-
debben pozitiv vagy egynél kisebb abszolut értékd), akkor nagyobb - i-nél:

x>0V (xj<y=>-1<x.

A zaréjelek itt is elhagyhatok.

Megjegyezziik, hogy ebben az értelmezésben a "vagy" nem jelent
"kiz4ré vagy"-ot. (A mindennapos szohasznélattal élve: akar az egyik, akir
a mastk, akdr mindkét tulajdonség fennéilhat.)

Pl. x=-0,5-re -1<x, |x{<1, de x>0 nerhéll;
x=0,2-re -1<x is, |x|{<l is, x>0 Iis4lj
x=3-ra -1<x és x>0 4ll, de |[x|{<1l nem 4ll.

Az itf bevezetett jelslésekkel azt a tényt, hogy egy tételben megadott
feltétel a kbvetkezmény teljestlésének sziikséges feltétele igy jelslhetjuk
rividen:

" .. (ktvetkezmény)..." =p "...(feltétel)...".

Azt a tényt, hogy egy tétel kivetkezménye a feltételbdl kovetkezik (a felté-
tel elégséges) igy jelvlhetjik:

", .. {teltéte])..."=> "...(kbvetkezmény)...".

Végll az, hogy a tétel szikséges és elégséges feltételt ad meg a kovetkez-
mény teljeslilésére, ebben az alakban is leirhat6:

v, .. (feltétel)...” & "...(kbvetkezmény)...".




1. BEVEZETES

1. Halmazelméleti alapfogalmak

A matematika és az alkalmazott tudoményok kiilsnboz6 fejezeteiben
més-mds médon meghatdrozott elemek, objektumok osszességének, hal-
mazdnak tulajdonsdgait vizsgaljdk. A matematika kilonbtza fejezetei kozll
az analizisben ezek az elemek legtsbbszor valés vagy komplex szdmok, vek-
torok, fiiggvények, halmazok, a valészinliségszdmitasban események, a geo-
metridban pontok, egyenesek, sikok, gtrbék, feluletek, de pl. logikai
dramkorok esetében vezetési 4llapotok, stb. Anélkiil, hogy elmélyednénk a
halmazelmélet részletes megalapozisaban, legkiilonbszbbb helyeken alkal-
mazhat6 eredményeinek részletezd tirgyaldsiban, rovid 4trekintést kivanunk
adni az aldbbiakban a legalapvet8bb halmazelméleti fogalmakrol, elnevezé-
sekrdl és eredményekrdl, amelyekre most legelfszor is az analizis targya-
ldsandl tamaszkodni fogunk.

l.1. A halmaz (rendszer, osztily) fogalma és az, hogy egy
dolog eleme egy halmaznak un. alapfogalom, ezeket mas, egyszeriibb
fogalmakkal nem definidljuk. Adott egy halmaz, ha tudjnk, melyek az
elemei, vagyis ha minden dologrél egyértelmien eldonthet§, hogy
eleme-e a halmaznak, vagy sem.

Példa halmazokra a valés sziamok halmaza, a természetes (pozitiv,
egész) szamok halmaza, az egész szdmok négyzeteinek (roviden négyzetsza-
moknak) halmaza - ennek pl. 4 eleme, -4 nem eleme -, a parallelog~
rammdk halmaza, melynek pl. a négyzet eleme, a trapéz nem eleme.

1.2. A halmazokat 4ltaldban nagybetiivel, elemeiket dltaldban kisbe-
tiivel j—é_—-l‘d]jijk. Vizsgélatainkban gyakran szerepelnek majd olyan halmazok,
melyeknek elemei szdmok, ezeket szdmhalmazoknak, ill. olyan halmazok,
melyeknek elemei pontok, ezeket ponthalmazoknak nevézziik. Altaldban

R-rel jelsljiik a valés szdmok halmazat,
N-nel a természetes szdmok balmazat,
(~val a raciondlis szamok halmazat.

Egy bizonyos vizsgdlodds soradn sz6bajovs tsszes elem halmazat alap~
halmaznak vagy térnek nevezziik, és legtobbszor E-vel jeloljik.




Azt a halmazt, amelynek nincs eleme, lires halmaznak nevezzik
és igy jeloljuk: @,

Ures halmaz péld4ul azoknak a valés szdmoknak a halmaza, amelyek-
nek négyzete negativ; ugyanakkor azoknak a komplex szdmoknak a halmaza,
amelyeknek négyzete negativ, nem iires halmaz.

1.3. Azt a tényt, hogy x elemeaz A halmaznak, ill. =x
nem eleme a B halmaznak igy jelsljuk:

x €A, X¢.B.

(Mds szavakkal "x A-beli elem”, "y A-hoz tartozik'', "x nem B-beli
elem™, x B-n kiviil van".)

1.4. Egy halmaz megaddsan4l azt a tulajdonsigot kell megadnunk (ha
lehetséges, formuldval leirnunk), amellyel az illet§ halmaz elemei és csak
ezek az elemek rendelkeznek.

Pl. Legyen A a T tulajdonsdggal rendelkezd q elemek halmaza:

A= {q :q a T tulajdonséggal rendelkezik ]-,
B jelentse a 2-nél kisebb abszolut értékl valés szdmok halmazat:
B = {x D(x <D A (x ER)}={X xl<e, x €R}

(mindkét jelslésmod hasznélatos).
C jelentse a paAros szdmok halmazit:

C={y: y=_—|_-2k, k=10, 1, 2,...]-,

D jelentse a pozitiv piros szdmok halmazit:
D= {z :z=2k, k €N},

P jelentse a paratlan szdmok halmazat:

P= {p : p paratlan szém}: {p D p=H(2k-1}, k E_N}:
={i-l, +3, }

Néha fel tudjuk sorolni a halmaz elemeit, pl.
v={0, 1} a 0 és 1 szambol4dll6 kételemii halmaz,

U= {{)} az egyetlen 0 sz4mb6l 4116 (tehdt nem Ulres) halmaz.
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1.5. Definici6. Ha az A halmaz minden eleme B-nek is
eleme, akkor azt mondjuk, hogy A részhalmaza B-nek (B tar-
talmazza A-t). Ennek jelslése:

ACB, filletve B DA,

Pl.1.4.-ben DCC, UCV, UCC, VCB.
Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza:

YB:B8CB.
A tartalmazds tranzitiv:
(ACBABCCO=ACC.

Pl. 1.4.-ben (UCV) A(VCB= UCB.

1.6. Definici6. A valédi részhalmaza B-nek, ha

x EA=>x €B, de 3y:(yEBA(yE£A.

Szokds az irodalomban megklilénbsztetésiil azt, hogy A valsdi
részhalmaza B-nak A (C B-vel, mig azt, hogy C nem szlkségképpen
val6édi részhalmaza B-nek, a C £B jelsléssel kifejezésre juttatni. Mi
ezzel a megkiilonbsztetéssel itt nem éllink.

1.7. Definici6. Ha ACB és BCA, akkor A=B, akéthal-
maz egyenl egyméssal. (A=B esetében A elemei ugyanazok, mint
B elemei.)

A szdmok kirében ismertek miiveletek (sszeadds, kivonds, szorzis,
osztds), amelyekkel két szamhoz adott médon egy harmadik szdmot rende-
ltink. Halmazok kiorében is értelmezhetlink miiveleteket, amelyekkel két
(vagy tobb) halmazhoz adott médon egy harmadik (tovdbbi) halmazt rendeliink.
Ezek a miiveletek olyan mliveleti szabdlyoknak tesznek eleget, amelyek a
szdmok kirében értelmezett bizonyos miiveletekre és azok miiveleti sza-
balyaira sokban emlékeztetnek.

A halmazok kbzt értelmezett muveletek felhasznédlisdval sokszor egy-
szerlisithetd lesz tdrgyaldsunk.

azoknak az elemeknek a halmaza, amelyek A és B kozil legaldbb

' 1.8. Definici6. Az A és B halmazok egyesitése (uni6ja)
az egyik halmazba beletartoznak. Jelglése AlJB. Tehit

AUB={c:(c €MV (c €B].

i1



Pl. az 1.4.-ben felsorolt halmazokndl CUP={u:n=
= Kk~ 1), kEN}.
Jelentsen [ egy tetszbleges halmazt(pl. I=R, vagy 1=N,

vagy 1=Q) é&s rendeljink minden i €I-hez egy A; halmazt. Az eldb-
biekhez hasonléan értelmezhetd ezeknek az Ai halmazoknak egyesitése

U Ai'

iel

azoknak az elemeknek a halmaza, amelyek legalibb egy Ai halmazhoz
tartoznak:

'%)1 Ai={x: 3i€1 -xEAi)}.

1
Specidlisan, ha 1={1,2,...,n}, akkor
n

91 A=1J A =AUAU. . Us .

1}

1

-
e

ill, ha I=N, akkor

AIUAZU. U AnU. ce

o
;—n>
3
b
i

PL. A, = {i} (i € N). Ekkor
3 n =)
iL=J1 A=A UAUA, = {1,2,3}, igl A= {L2,.. ,n}, LJI A =N.
Nyilvanvals, hogy ha
ACB, akkor AUB=B.

E ténybd&l kovetkezik, hogy

vB:9lUB=B.
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1.9. Definici6. Az A és B halmazok metszete (kozos ré-

sze) azoknak az elemeknek halmaza, amelyek A-bais, B-be is
beletartoznak. Jelslése A MNB. Tehdt

ANB={x:(x €A) A(x es)}.

Pl. az 1.4.-ben felsorolt halmazokndt CNV=U .
Az 1.8, -ban értelmezett Ai halmazok (i €) kozos része

A
g1 !

azoknak az elemeknek halmaza, amelyek minden egyes Ai halmaznak
elemei:

ﬂ Ai={y:Vi€I ryéAi)}.

€1
Specidlisan
n (s s}
M a=a0a0.0a, (1 a=a-
i=1 PEN | il !

Legyen pl. Ai={x:lx!<%, iEN}. Ekkor

oQ
A=A A =[] a ={o}.

N A=A NANA =4,
' 1 {EN i=1

i=1 3 i

3 n
Nyilvan, ha
ACB, akkor AMNB=A,

és ebbdl kovetkezik, hogy

VB:9NB=§.



1.10. Definicié. Haaz A és B halmaznak nincs kdzos
eleme, vagyis ’

ANB=9¢,

akkor az A és B halmaz diszjunkt.

Pl. az 1.4.-ben felsorolt halmazok kszil B{YD=8, C(P=¢,
DNP=@, DNU=@G, DNV=9, PNU=¢.

1.11. Definici6. Az A és B halmazok kilonbsége azoknak
az A-beli elemeknek halmaza, amelyek nem tartoznak B-hez.
Jelslése A - B (vagy A\ B). Tehit

A-B={z:(z€A)/\(z¢_B).

Pl. az 1.4.-ben felsorolt halmazokndl C - D={0, -2, -4, ... }=
={v:v=-2-1), k EN}.

1.12. A DB eseténaz A~-B halmazt B-nek A-ra vonatkozd
kiegészitd, vagy komplementer halmazénak, komplementumdnak is szokds
nevezni és B-sal is jelolni (ennél az utobbi jelslésnél azonban mindig meg
kell mondani, hogy B-nek milyen halmazra vonatkozé komplementuma B).

1.13. Definici6. Az A és B halmazok Descartes-szorzata
(roviden szorzata) azoknak a rendezett piroknak halmaza, melyeknek
els6 tagja A-nak, médsodik tagja B-nek eleme (sorrend!). Jelslése
AxB. Tehat

AxB:{(x,y):xEA, y€B}.

Pl. CxP (ahol C apiros, P apdratlan valés szdmok halma-
za) a sik azon pontjainak halmaza, melyeknek els§ koordinatéja (abszcisz-
sz4ja) paros, mésodik koordindtdja (ordinatdja) paratlan szédm.

Az Al, A2’ ceay An halmazok Descartes-szorzata azoknak a rende-
zett n-eseknek halmaza, melyeknek i-edik "koordin4tdjat” Ai- bél vet-
tilk. Jelslése

n

X A

i=1 1

Tehat

n
izi A‘1= {(xl,...,xn) P X EAi (i=1,2,...,n)}.

14



Haitt A= A1 = A2 =.,,, = An' akkor a halmazok Descartes-szorzatira

n
a kovetkez§ rovid jelslést haszndljuk: X Ai = A",
f=1

Specidlisan az R, RxR=R2, RxRxR=R>,..., R® halma-

zokat egy-, két-, hdrom-, ..., n-dimenziés térnek, elemeiket a tér pont-
jainak (vektorainak) nevezziik. Utaldsunkra még visszatérink,

A halmazmliveleteket specidlis sikbeli ponthalmazok esetében az
1-3. 4brén szemléltettiik (A jelenti mindig a bal oldali, B pedig a jobb
oldali halmazt.) '

1. 4bra 2. dbra

1.14. A halmazok kozt értelmezett
miiveletek az aldbbi miiveleti szabdlyok-
nak tesznek eleget, ill. az aldbbi fonto-

sabb osszefiiggéseket elégitik ki: /‘

L1, XUY = YUX (az egyesités

e
miivelete kommutativ), /
2. XUNWUZ=XUIYUZ) =

= XUYUZ (az egyesités mii-

3. dbra
velete asszociativ),

3. XUX=X.
II.1. XY = YNX (a metszetképzés miivelete kommutativ),
2. (XNVNZ = X(CWYNZ) = XNYNZ (a metszetképzés miivelete
asszociativ),
3. XNX=X.
HI. 1. XM(YUZ) = (XOYWJ(XMNZ) (az egyesités és metszetképzés

miivelete kielégiti a disztributiv szabdlyt; szemléltetés a 4. dbrién).

15



4. abra

Levezethetd méo a fenti osszefliggésekbl az un. mésodik disztributiv
szabdly:

2. XUYNZ) = (XUY)W(XUZ). (Szemléltetés az 5. dbran).

A fentiekhez sorolhaté még néhény - az el6z8kben mar emlitett - Gsszefiig-
gés. Az alaphalmazt E-vel jelsive

.1 XUg=X,

2. XNp =0,
3. XUE = E,
4. XNE=X,
V.l. XUX =E,
2. XNX=9.

Meg kivdnjuk jegyezni, hogy a disztributiv szabdlyok dltaldnosabban is ér-
vényesek:

XN Y Yi): U (XﬂYi),
i€l i€l

XU Yo =[] xuY).
i€l iE1

Az [. -V. osszefliggések nem mind fiipgetlenek egymdst6l, részben egymas-
b6l levezethetdk.

1.15. Sokszor j6l felhaszndlhaték az un. de Morgan Bsszefiiggések,
melyeket mindjart altaldnos alakjukban adnnk meg:
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dx- U v=&-v),

€1 i€l
b) x-_ﬂ Y, = U X-Y).
i€l i€l

Az a) o©sszefiigpést igy igazolhatjuk: legyen

A=X- {J Y. B=[) (X-Y).
i€l 1€1
Ha x €A, akkor x eleme kell, hogy legyen X-nek, de nem tartozhat
U Yi-hez, vagyis x ¢Yi (V i €D, amibdl kivetkezik, hogy
i €1
vV i€l-re x €(X - Yi), vagyis x €B. Tehit belattuk, hoany

ACB.

Mdsrészt, ha y €B, vagyis Vi €l-re y €&X - Yy, akkor ve&y
és y €Y., tehar % ¢_ U Y. ésigy y €A, azaz
' igr !

BCA.

Ezt a kordbban nyert A CB vsszefiiggéssel egybevetve adodik, howy
A =B, amit igazolnunk kellett. ¥

1. 16, Megjepyzés. Halmazaleebranak dltaliban epy adott E  halmaz
részhalmazainak olyan rendszerat nevezziik, amelyhez § (zéruselem) eés
E (egységelem) hozzitartozik, és amelybdl az egyesités, metszetkeprés,
komplementumképzés miivelete nem vezet ki.

1. 17. Megjegyzés. ﬁltaléban, ha egy H halmaz elemei kozétr ér-
telmezhetd harom miivelet, és ezeket a miiveleteker halmazbeli elemekre
alkalmazva mindig halmazbeli elemre jutunk (a hdrom miivelet nem vezer
ki H-b6l), és mepadhaté H-n E un. egységelem és # un. zérns-
elem ngy, hogy tetszéleves X, Y,2Z €EH mellett kielépiitjenek az t. 14.
alatti 1. -V. gsszefligaések megfeleldi, akkor a halmazok ilyen rendszevét
Boole-algebrinak nevezziik.

Boole-algebra példsul epy E alaphalmaz ssszes részhalmazinak
rendszere az epyesités, metsyetképzés és komplementumképzés miiveleté-
vel, E-t tekintve egysépelemnek és az ires halmazt zéruselemnek. :lra-
lanosabban Boole-algebra minden halmazaleebra ugyanezekkel a miivele-




tekkel. Tovébbi példdk Boole-algebrédra: az eseményalgebra, amellyel a
valoszinliségszamitds tdrgyaldsa sordn foglalkozunk majd, az un. kap-
csoldsalgebra, ameliyel logikai dramkérik vizsgdlatdndl taldlkozunk , stb.

1.18. Feladatok.

1. Vizsgdljuk meg, milyen A és B halmazokra igazak az aldbbi
osszefiiggések:

a) (A-BUB=A,
b) (A UB) - B= A.

2. Igazoljuk tetszbleges X, Y, Z CE halmazokra a IIl. 2. disztri-
butiv szabdlyt.

3. Igazoljuk, hogy 1.16. specidlis eseteként tetszdleges A, B és
Bi halmazokra

a) ANB=AUB

oQ o0
by A-[) B.={J(A-B)
i=l =1

4. Legyen A= {l, 2} , B= {-1, l} , C= {0} , N atermészetes
szdmok halmaza. Adjuk meg

AxB, AxC, AxN, AxBxC elemeit.

5. A Boole-algebra I-1Il. dsszefiggései kiziil melyek teljesiilnek az
osszeadds és szorzds miiveletének szokott értelmezésével

a) N-en,

b) Q-n,

c) R - Q-n,

d) R-en,

e) a komplex szamok halmazédn,

f) térvektorok halmazdn, ha aszorzds miveletén a skaldris szorzdst
értjiik,

g) térvektorok halmazdn, ha a szorzds miiveletén a vektoridlis szor-
zast értjiik.
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2. Reldcid, leképezés, fiiggvény

2. 1. A halmazelméleti alapfogalmak tdrgyaldsa soran tsbb j6l hasz-
nithat6 fogalmat vezettiink be. I1. egy elemnek adott halmazhoz valé tar-
tozdsat, ill. adott halmazhoz valé nemtartozdsat, amit igy jelsltiink:

c €A, ill. ¢ sf#.B.

Az € jeltehita c elemésaz A (ill. B) halmaz bizonyos kap-
csolatdt juttatja kifejezésre. Tovdbbi, szintén az. el6z8 pontban bevezetett
jelvléssel, két halmaz egymaéssal valé speciilis kapcsolatdra utaltunk, ne-
vezetesen arra, hogy melyik halmaznak (jelsljiik ezt A-val) minden eleme
a mésiknak (jelslje ezt B) is eleme, réviden: A részhalmaza B-nek:

ACB (BDA)© Vx: (x EA)= (x EB) .

2.2. Aval6s szdmok korében is taldlkoztunk mér olyan jelekkel,
amelyek két-két szdm kozotti kapesolatot juttattak kifejezésre (< , > =).
R-et a derékszdgll koordinitarendszer x-tengelyének, ill. y-tengelyé-
nek pontjaival szemléltetve R x R  a sik pontjaival szemléltethets. Az
x=y (x,y ER) kapecsolatban 4116 pontok a koordindtarendszer "'szbg-
felez8 egyenesének” pontjaival szemléltethet6k, az x =1y kapcsolat tehat
meghatdrozza a sik (R x R) egy részhalmazit (ti. a szogfelezd egyenes
pontjait), és megforditva R x R-nek egy meghatirozott részhalmaza (a
szogfelez§ egyenes pontjai) egyértelmiien jellemezhetfk az y=x kap-
csolattal.

Teljesen hasonlé moédon lthat6é be, hogy az y < x kapesolat R xR
"szogfelez$ alatt levé félsikjanak” pontjait hatdrozza meg, és megforditva,
a félsik pontjai az y < x kapcsolattal jellemezhet8k.

Ugyanakkor az y >x kapcsolat R xR “szigfelez§ felett levg
félsikjanak" pontjait jellemzi, és megforditva, e félsik pontjait és csak eze-
ket az y>x kapcsolattal adhatjuk meg.

Ha az el8bbi félsik pontjait kiegészitjiik a szogfelez6 egyenes pontjai-
nak halmazéval, akkor R xR ezen részhalmazénak pontjait az y=x
(vagyis (y >x) V (y= %) Kkapcsolat jellemzi egyértelmiien.

Aszogfelezd alatti félsik pontjait a szoqfelezo egyenes pontjaival
kiegészitve" ad6d6 HC R xR halmazt az y = x (vagyis (y<)Viy=x)
kapcsolattal adhatjuk meg, és megforditva az y£x kapcsolat R xR
pontjai kziill H pontjaival szemléltethetd.

2.3. Jelentsenek x, y, z, ... vektorokat (a hiromdimenziés tér
vektorait, vagy specidlisan sikvektorokat, komplex szdmokat, valés sz4-
mokat}. Itt beszélhetiink pl. az
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Fxl=]¥1

kapcsolatrol, amely tehat két vektort (komplex szdmot, valés szdmot) ak-
kor és csakis akkor fiiz 8ssze egymdssal, ha abszolut értékiik megegyezik.
Ezzel a kapcsolattal is egyértelmiien megadtuk S x S-nek egy részhalma-

zAt, ahol S= R3 (R2 a komplex szdmok esetében, R a valés szdmok

esetében).
Az el§zs példakban szerepld két-két elemet Bsszefliz kapesolatot 41-
taldban reldcidnak nevezik. Pontosabban:

2.4. Legyen A és B két halmaz. Egy adott kétargumentumu

(ké1vditozos) reldcié (roviden relacio) A x B egy adott részhalmaza.
Ezt a részhalmazt K-val jelslve ez azt jelenti, hogy az x €A és
yEB elemet az adott relcié akkor és csak akkor kapcsolja tssze,
ha (x,9) EK.

Ilyen reléciok voltak az €,C , <, >, =, 2, £ jelekkel, ill.
4 2. 3-ban megadott kapcsolatok.

Eldszor A x A részhalmazaival, tehit specidlis reldciokkal foglal-
kozunk. Ilyen reldciék A x A-n az un. rendezd reldciok, és az un. ekviva-
lenciarelacidk.

T Annak érdekében, hogy e reliciok tulajdonsdgait 4ttekinthetd formaban
nsszefoglalhassnk, jeloljiik azt a tényt, hogy egy adott relicio az x és vy
elemet sszekapcsolja  x K y-nal, és nevezziik a reldci6t roviden K-nak.

2.5." Definicié. A K relici6 részben rendezi A-t, ha a ko-
vetkezd tulajdonsigokkal rendelkezik:

a)aKbAbKc=aKc (abc&A), azaz K tranzitiv,
byaKb, bKa, a=b (ab&A) kozil legfeljebb az egyik

kapcsolat 41) fenn. (K irreflexiv.)

tiven reldcié volt 2. 1. ~ben a (C jellel megadott kapcsolat, de csak
axkor, ha részhalmazon valddi részhalmazt értiink, vagyis AC B & Vx:
v EA=>xEB AIyEB:y&EA (A, BCE). Haui. A minden eleme
5-hez, B minden eleme pedig C-hez is hozzitartozik (C CE), nyil-
vin Y x EA-ra x €C, azaz ACC; tetszfleges A és B hal-
yoazokra (A, BCE) pedig nyilvan ACB, BCA, A=B kozil nem
alibat fenn kettd (lehetséges, hogy ezen kapcsolatok epyike sem all fenn).

cio A xA-n, A a K reldcidval rendezett halmaz), ha K a
kevetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

” 2.56. Definicis. A K reldcit rendezi  A-t (K rendezd rela-



aKbAbKe=aKc (a,b,c€&A), azaz K ' tranzitiv,

byaKb, bKa, a=b (a,b& A) kozil pontosan egy kap-
csolat 41l fenn. (K trichotom.)

Ilyen rendezé relaci6 R xR-ena 2.2.-ben < ill. > jellel
megadott kapcsolat. R tehdta < rel4ciéval rendezett halmaz,

Lehetséges, (és az irodalomban szokdsos) a félig rendezd és rende-
z6 reldciot masképp is definidlni. Az igy értelmezett reliciékra a nem va-
I6di tartalmazds, ill. a 2.2.-ben tdrgyalt = () reldciok a legkézen-
fekvdbb példdk, ugy is mondhatjuk, hogy ezekr8l mintdzhat6k az aldbbi de-
finiciok:

&é.+ K részben rendezi A-t, ha

a)aKbAbKcec=aKe (ab,c €A) (K tranzitiv), -

bDyaKbAbKawsa=h.

ﬁ.-l- K rendezd reldci6 A x A-n, ha

a) tranzifiv,
byaKbAbKagas=D,
c)aKb és bKa kozil legaldbb az egyik mindig fenn4ll.

Mi a jegyzetben a tovdbbiakban rendezd reldcion mindig a 2. 6. -ban
értelmezett reldciot értjikk. Okoskodédsaink értelemszerlien a 2. 6. t-ban de-
finidlt reldci6ra is atvihetdk.

ﬂ.ltaléban, haegy A halmazaz A x A-n megadott K reldcioval
rendezett halmaz, azt mondjuk, hogy a € A megeldzi b & A-t akkor és
c¢sak akkor, ha a Kb. Ezt az elnevezést részben rendezett halmazok ese-
tében is haszndlbatjuk. Jelentse pl. A az R részhalmazainak rendsze-
rét. Ezta C reldcié (l4sd 2.5.) részben rendezi, és pl. a természetes
szdmok halmaza megeldzi a raciondlis szdmok halmazdt, mert NC Q.

2.7. Definicié. K ekvivalenciareldcié A x A-n, ha a kiovet-
kez8§ tulajdonsigokkal rendelkezik:

a)ak hbAbDKcec=aKc (ab,c €A), azaz K tranzitiv,

Dakbk=bKu (a,b&€A), azaz K szimmetrikus,

c)a s Aepaka azaz K reflexiv.
Hyen ckvivalencurelaciora pelddt 2. 3. ~ban adtunk meg. Tovabbi példaként
tekintsiik azt a L relacwt N x Neen, amely az  5-tel valé osztisnil
azonos maradékat .o termensetes szamokat kapesolja tssze 1 KS 6,
13 K_ 38, ...). Kz arclicio N elemeit az '

5
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No={x:x=5k+i, k=0,1,2,...}, i=1,2,3,4,5

diszjunkt halmazokba csoportositja. Ezt a tulajdonsigot fogalmazza meg
4ltaldnossédgban a kivetkezd tétel:

2.8. Tétel. Minden A x A-n adott ekvivalenciarelici6 diszjunkt
halmazokra (un. ekvivalenciaosztdlyokra) bontja fel az A halmazt,

A tételt nem bizonyitjuk.

Ezutdn a reliciknak egy fontos specidlis tipusdval foglalkozunk,
melyet fliggvénynek neveziink.

2.9. Definici6. Az A" C A halmazon értelmezett, B-be
vezet§ f fliggvény olyan reldci6 A x B-n, amely minden x € A’-
nek egy és csak egy y €B elemet feleltet meg (V¥ x € A’ -hiz
pontosan egy y € B elemet rendel), amelyre xfy, az A’ -hoz
nem tartozé x-ekhez pedig egyetlen ilyen y sem tartozik.

Az A’ C A halmazaz f flggvény értelmezési tartomdnya, je-
lslése sokszor Djf f értékkészlete pedig azoknak az y-oknak a hal-
maza, amelyek legaldbb egy x € A’ -htz tartoznak:

{y: 3xen xiyp}=0 CB

Az f 4ltal ¢ € A'-htzrendelt b €B’ értéket f ¢ helyhez
tartozé helyettesitési értékének nevezziik és  f(c)-vel jeloljiik.

Azt a tényt, hogy az f fliggvény x € A’ -hbz egy y €B'  értéket
rendel igy jelslhetjik:

f
y=1x), Xr>vy, (vagy xk»+y), xfy.

Kiilonbtzs fuggvények jeltlésére természetesen kiilonbozd betliket

{g, h, ¢, ...) haszndlunk.
Foglalkozni fogunk olyan speciilis fiiggvényekkel, melyeknek értel- .
mezési tartoménya a természetes szdmoknak valamilyen véges {l, 2,... ,n}

részhalmaza, vagy maga N. Ezeknél a fiiggvényeknél a k helyen (k € N)!
felvett fiiggvényértéket indexezett betiivel, pl.  a,-val jelsljuk.

” 2. 10. Definicis. Az {1,2,. .,n} halmazon, ill. ¥ k € N-re

értelmezett f fiiggvényt véges, 111 végtelen sorozatnak nevezziik
és igy jelsljk:

(al, a2, ey an), ill. (al, az, e an, Lol

rovidebben (an).

22



2.11. Mint el6bb ldttuk, az f fiiggvény A’ értelmezési tartoms-
nydnak minden eleméhez a

B ={b:b=fa), aca'}

ertékkészlet halmazanak egy elemét rendeli, Vx € A’'-t egy-egy y £B' -
be visz 4t, transzformil, képez le, sét azt is mondhatjuk, az A’ hal-
mazt B'-re képezi le. Az A’ halmaz f figgvény dltal létesitett leké-
pezésénél ad6ds képét a fuggvény helyettesitési értékére bevezetett jelslés-
hez hasonléan f(A’)-vel jelslve, f értékkészlete a leképezés (transz-
formdcio) képhalmaza

B =fA"YCB.

A fenti jel6lések mellett 4ltaldban azt mondjuk, hogy az f{ fliggvény
az A’ halmazta B halmazba képezi le, és ezt igy jelsljiik:

f:A'—B.
2.12. Definicio. Az { fuggvény 4alral nyujtott f: A= B Je-

képezés kolcssnosen egyértelmii, ha a €A, a, €A’ és a ;é_a?
esetén )

f(a)) # f(a,) .

Ekkor nyilvdn minden b € B’ = f(A') elemhez egy és csak egy a € X’
tartozik, amelyre

fltay=">b,
beszélhetiink tehdt az f figgvény dlral létesitert leképezés mepforditisad-
rél, az un. inverz leképezésrél:
2.13. Definicié. Ha f(A’)=B és al,az €A, al #
# 32:.) f(al) £ f(az), akkor azt a kslcsénssen egyértelmii hozzdren-

delést, amely minden b € B elemhez azt az a € A’ elemet ren-
deli, amelyre b= f(a), az f figgvény inverz fiipgvényének nevez-
zlik és 4ltaldban £ l-gyel jelsijiik.

. P . -1, ‘. .
f értelmezésébdl kovetkezik, hogy f értelmezési tartoma-

ot £ . ) -1 . .
nya B, értékkészlete pedig A’. f -et, illetve az sltala nyujtott le-
képezést szoktuk inverz leképezésnek is nevezni.




9. 14. Definici6. Ha f:A’—B és CCB, akkor £~ 1(C)-vel
jelsljiik é&s C inverz képének nevezzik mindazoknak az x € A’ ele-
meknek halmaz4t, melyekre f(x) € C:

£y ={x:x €A, f(x) € c}.

2.15. Legyen K relici6 A x B-ben, és A’ C A 4lljon azokbol
az x-ekbfl, amelyekhez létezik olyan y €B, hogy x Ky. Ekkor az
utébbi  y-ok (nemires) halmazit hozzirendelhetjiik x-hez, sigy egy
f: A’—H fiiggvényt értelmezhetlnk, ahol H jelslia B halmaz nem-
iires részhalmazainak rendszerét. Legyen pl. A=B=R, és
xKy@x=siny; ekkor A" = {x:-1 £x €1}, ésminden x CA’-
hoz végtelen sok y tartozik, amelyre x Ky. Vagy, ha ismét A =B=R,
xKyex= y2, akkor A’ ={x:x 20}, ésadott x EA’-hoz y= Vx
és y=- |/ x tartozik. Igy ebben a példaban £(x) ={ VX, - VXixZ0),
az elébbiben f(x) ={y : x=sin yp(-12 x £1). Az ilyen fiiggvényt, amely
A’ minden eleméhez B-nek egy nemlres részhalmaz4t rendeli, szokds '
A’-b6l B-be vezetd tobbért éki fliggvénynek nevezni. L4that6, hogy minden |
A x B-beli reldci6 meghatdroz egy ilyen fiiggvényt, s megforditva, igy els-
4llnak az osszes A’-bdl B-be vezetd tobbértékt fuggvények (ti. f:A'~H
az xKy y€EL(x) reldciobol}. Mi4s sz6val a tobbértékl fiiggvények valo-
jaban reliciok, igy a fiiggvényfogalom ilyen 4taldnositisa nélkilozhetd. Mi -
a tovébbiakban a fiiggvény sz6t mindig a 2.9. -ben megadott értelemben
hasznaljuk.

2.16. Feladatok.

1. Rendezhetb-e {—E né& N} a < reldcioval?

2. Adjunk meg egy olyan reldciot, amely R-et N-be viszi at.
3. Adjunk meg egy olyan reldciét, amely R-et { -1,0, L} -be viszi af

4. Adjunk meg egy olyan reldciot, amely R-etaz
fx:-1<x<1, x€ R} halmazba viszi dt.

5. Legyen f: A—B; igazoljuk, hovy Xi,X)C Az f(_XIU XZ) =
= £(X JUEX,)

6. Legyen f: A-+B. Igaz-e, hogy Xl,X?CA%f(XI(\XZ) =
= f(XL)ﬂf(X.Z) .
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7. Legyen f:A—B; igazoljuk, hogy YI,YZCB#f-l(YlUYZ) =
-1 -1
= (YUT (Y,) .

8. Legyen f: A—>B. Igaz-e, hogy YI,YZCB=} fpl(Ylﬂ Yy) =
-1 -1
SRR A

3. Valos szamok

Eldtanulményainkban a szam fogalmat fokozatosan bdvitetrtiik. Kiin~
dulva a szdmlilds eredményeit kifejezs un. természetes szamokbol (az
1, 2, 3,... szdmokbol) a kivonds miiveletével kapcsolatban megismertuk
a zérust és a negativ egész szamokat: 0, -1, -2, ... . A természetes
szdmok, a zérus és a negativ egész szdmok neve koztsen egész szam.
(A természetes szdmokat szokds még pozitiv egész szdmoknak is nevezni.)
Késdbb az osztids miiveletével kapcsolatban tovdbb bévitettlik a szdm fogal-

p - ‘s 1 3.5 .
mat a tortek megismerésével. Ilyen tortek pl. 2 T3y o Az egész
szamok és tért szdmok kozos neve raciondlis szam. Raciondlis szamok te-

hit a g alaku tortek, ahol q#0, q és p egész szam. Véglil meg-
ismertiik a nem-racionalis valés szamokat; ezeket irraciondlis szdmoknak
neveztiik. llyenek pl. 1/5,’11" , 8in2, ig2. Azt hogy V2 (az egy-
ségnyi befogéju egyeniszaru derékszogil hdromszig atfogdjdnak mérdsz4-
ma) nem raciondlis szdm, a bevezet8ben indirekt bizonyitasi eljarissal
igazoltuk.

A valés szamok halmazit R-rel jelsljuk.

Az aldbbiakban felsoroljuk a valés szdmoknak azokat az alaptulajdon-
sagait {(axiéméif), amelyeknek ismeretét feltételezziik, és amelyekre t4-
maszkodva minden tovédbbi tulajdonsig szabatosan levezethets. Az egysze-
riibb fopalmazds érdekében eltekintiink att6l, hogy az axiémarendszer figg-
getlen legyen, megengedjlk tehdt azt, hogy az axiémarendszer egyes axi6-
mdi a rendszer mas axiomdib6l részben levezethetSk legyenek.

3.1. A val6s szamok kérében (R-ben) értelmezve van az ssszeadds
és szorzds (jele + és . (a . jel, ha nem okoz félreértést, el is
hagyhat6)), uzazminden a € R és b €R elempéarhoz hozz4 van rendelve
egyetlen (atb) € R és egyetlen (a.b) € R. Az ezekre vonatkoz6 tulaj-
donsigokat 1°-9C-ben foglaljuk sssze.
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A valés szdmok halmaza a < relaciéval rendezhets, a rendezés-

sel kapcsolatosak a  10°-13°  axiomak.

Végiil az axiomarendszert az un. Archimédesz-féle (149) és Can-

tor-féle (15% axi6méval tesszik teljessé.
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A val6s szamok axiémarendszere:

1°a +b=b+a (az tsszeadds kommutativ).

20(a+by+c=a+(b+c) (az bsszeadds asszociativ).

30 Létezik egyetlen szdm (ezt 0-val jeloljiik), amelyre tel-
jestil, hogy

a+0=a, ha a€R.

4° Minden a € R szémhoz létezik pontosan egy olyan x € R,
amelyre

a+x=0.

Az igy értelmezett x-et (-a)-val jelsljik.

50 a,b=b.a (aszorzds kommutativ).

60 (a.b).c = a.(b.c) (a szorzis asszociativ).

70 Létezik egyetlen szdm, amelyet 1-gyel jelolink (1#0),
amelyre teljesiil, hogy

l.a=a, ha a&R.
8° Minden a # O-hoz létezik egyetlen x €R, amelyre
ax=1.

Az igy értelmezett x-etaz a# 0 szdm reciprokdnak nevezzik és
1
—-val jelsljik.
9% a,(b+c)=a.b+a.c (az osszeadds és szorzas disztributiv).
100 Tetszéleges a,b € R szamparra az

a<b, b<a, a=b reliciok kozil pontosan egy
teljesiil (2. 6. b).
119Ha a<b és b<c (rovidken a<b<c), akkor
a<ec, (ab,c €R) (2.6.a).
120Ha a<b, akkor a+c<b+c, (ab,cé&R) (aren-
dezés monoton).
139 Ha a<b és c>0, akkor a.c<b.c, ({ab,c €R).



140 Tetszbleges b> 0 szédmhoz taldlhat6 b-nél nagyobb n
természetes szdm. (Archimédesz-féle axiéma.}

15° Ha minden n € N szdmnak megfeleltetlink egy
1 ='{x:a =xZb, x €R} halmazt (réviden [a,b] ZATt
n n n n' ' n

intervallumot, ezt 3.9.-ben értelmezziik majd), oly médon, hogy

(kEN

fiA

a b, =Zb

4 =841 Pk P

akkor

(o o]
ﬂ 1 #@. (Cantor-féle axiéma.)
k=1 k

3.2, Megjegyzés. A 4° &s 8o tulajdonsag kovetkeztében beszél-
hetlink a val6és szdmok kirében a kivonds és osztds miiveletérgl, amit a
kivetkezdképpen értelmeziink:

a-b=a+(-b),

a 1
3% B ha b#0.
3.3. Megjegyzés.

a<b és b>a jelentése azonos,

a=b jelentése: a<b vagy a=b,
a=b jelentése: a>b vagy a=Db,

3.4. Megjegyzés. A rendezésre vonatkozéan k¥nnyll beldtni, hogy iga-
zak az aldbbi 4llitdsok (szokds ezeket az "egyenlStlenségekkel valé szdmo-

lés szabalyai-nak is nevezni):

a) Minden a € R szdmra az

a>0, a=0, -a>90

tulajdonsdgok koziil pontosan egy teljesiil. (a> 0> (-a)< 0.)
bya<bAcLd=a+c<b+d Specidlisan
a>0Ab>0=>a+b>0.
) 0= a<bA0=c<d= ac<bd. Specidlisan
a>0Ab> 0= 2abh> 0
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d)a<bAc<0= ac >bc. Specidlisan

a< b=>-a>-b,
11
e) 0<a<hbs ;,>_b'

1. 1

1 1
a<0<b=>z<-6.
f) Ha n pozitiv egész szdm, és 0< a<b, akkor
a" <p"

! 3.5. Megjegyzés. A 3. 1. -ben felsorolt 1%-13° tulajdonsigok le-
! hetévé teszik a valos szdmok nevezetesebb - a bevezetésben felsorolt -
| részhalmazainak értelmezését:

I Pozitiv szdm a€R, ha a >0,
: negativ szdm b &R, ha b <0.

Természetes szdm a 7°  axioméban szerepld | szdmbdl ismé-
l telt 6sszeaddssal keletkezo

I, t+1 =2, I+1+l =3,

szam. Bzek halmazit N-nel jelsttiik.
Egész szdmok a természetes szdmok, ezek (-l)-szeresei és a

0 (z=NJloJU{x:x=-y, yeEN}).

Racionalis szdmok a 5 alakban felirhaté szdmok, ahol p, g

egész, q#0. Ezekhalmazdt Q-val jelsljiik.
Irraciondlis szdmok a nemraciondlis valés szdmok. Ezek halmaza
tehat R - Q.

3.6. Mepjegyzés. Azt a tényt, hogy a valos szamok a 3. 1. -ben felso-
rolt 1°-13% tulajdonséiggal blrnak ugy is kifejezhetjliik, hogy a valss
szdmok rendezett testet alkotnak. (Altalaban egy rendezett H halmazt,
Vaz elemei kozt értelmezett 1°- 139 tulajdonsdgoknak eleget tevd + és
!.  H-bol ki nem vezets miiveletekkel (LEH, OEH rendezett testnek
lnevez[mk.) R-ben az Archimédesz-féle axioma is reljestl, ezért rividen
lazt mondjuk, hogy R archimédeszien rendezett test.

|
l
I
I
I
|
l
I
|
|
I
|
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I Archimédeszien rendezett test pl. a raciondlis szdmok halmaza is,
amelyre azonban nem érvényes 150 (a Cantor-féle axiéma). Innen l4t-
szik, hogy az 19-14° axismak rendszere még nem elégsépes a valgs

Iszémok egyértelmii jellemzéséhez.

o, o . . ss . < .y .
A 14 és 15 axi6bma szemléletesebbé térele vegett néhdny- egyébként
lis hasznos - fogalmat kell bevezetniink.
3.7. Definici6. aER abszolut értékér, |al-et igy éreel-
mezziik;

lal =
-a, ha a<0Q.

A definicié kovetkezménye, hogy x € R-re

IRV R~
ill.
“lalsx=lale={x|>|al
Az abszolut érték értelmezéséhdl kigvetkeznek az aldbbi ty tajdonsdpok:

a tal=0, és |al=0 csakha a=0.
by faf=]-aj.
c) fa.bl=]a].{b].

d) LS és i ) iatt E’— l-a—'

al™ (2] gy @ mi 'b“[bl'

€) la+b|£[al+[b[<, ill. 4ltaldnosabban
Ial+a2+...+anlzlall+‘a21+...+’an|,

amit rovidebben igy jelslhetiink:

a,
< 1

1

I

n
i Z |31
i=1

Szavakban: sszeg abszolut értéke nem nagyobb a tagok abszolut ériékének
osszegénél.
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f) flai- b} = |a-bl.

Szokds |a-bl-t a és b eltérésének is nevezni.

g) Ha 0<a<b, akkor a’ < b (n EN), (7. feladat), specidlisan
2
a2< b2, Megforditva: a2 < b’ = la]<|b} (9. feladat).

3.7.e. bizonyitisa:
A teljes indukci6s bizonyitési eljérdst alkalmazzuk az 4ltaldnosabb 4llitds
igazoldsdra. Az 4llitds n = 2-re igaz, hiszen az abszolut érték értelme-
z€sébil folyban

-‘ al‘é alélall,

- <4 <
|31 = 3 =[]
és igy 3.4.b. értelmében
- < =
(ay[*]ag) =2 8, = (3| +]2],
ami pedig €épp azt jelenti, hogy
|2+ 8, E]2]*1% |

Tegyiik fel, hogy az 4llitds n tagu bsszeg esetében igaz, vagyis

g;laﬂ’ '

és lassuk be, hogy akkor n+l tagn dsszegre is igaz lesz. Mivel kéttagu
tsszegre mdr beldttuk az 4llitds igaz voltat, irhato:

n

S

|

s

nH & . n+l
> = |2t 2 2 [l 2 4]

amit hizonyitani akartunk. ¥
3.7.1. igazolasat feladatként tizzlik ki.

3.8. A val6s szdmok szemléltetése.
Vegylink fel egy egyenest, jelsljink ki rajta egy 0 pontot és egy E
postat, az OE  tdvolsigot valasszuk tavolsagegvséenek &s tekinfsiik az
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0-bol E felé haladé irdnyt pozitiv haladdsi irdnynak. Ezen egyenes pont-
jai és a val6s szdmok kozott kolcsonssen egyértelmii megfeleltetés létesit-
hetd: az egyenes minden pontjdnak egy és csak egy valés szém, a pont "koor -
dindtdja" €s forditva, minden valés x szdmnak az egyenes egy, és csak
egy pontja felel meg, amely OE egységben mérve 0-t6l x tdvolssg-
ban, x> 0 esetén a pozitiv haladis iranydban, =x< 0 esetén az ellen-
kezd irdnyban fekszik. Ezért sokszor "az x valés szdmnak megfeleld

P pont” helyett rgviden "x pont"-rél fogunk beszélni. (6. abra)

R

y:
byl

£
1

—+4 O30
r

P . .
o
6. dbra 7. dbra

Legkonnyebb persze a p € N-nek megfelel§ P pontok (p € N)
"képét" meghatdroznunk, csupidn p-szer kell egymas utdn felmérniink
0-b6l az OE tdvolsagot pozitiv halad4si irdnyban. A negativ egész sz4-
mok képe hasonl6képp nyerhet§, csak az ellenkez§ irdnyban kell 0-hél ki-
indulva (q <0, -q€&N esetén |q|-szor) felmérntink OE-t. Ha p,q

egész, q#0, akkor a ﬁ racionélis szdm képét ugy nyerhetjiik, hogy

elfszér az OE egységnyi hosszusagn szakaszt [4] egyenld részre
osztjuk, majd az osztdssal nyert kicsiny szakaszt mérjiik fel 0-bol ki-

indulva | p|-szer, ha §> 0, a pozitiv haladgs, g< 0 esetén pedig
az ellenkezd irdnyban. A 7. dbrdn x=2, -2, %, -—3
Az eddig leirtak alapjdn kinnyii beldtni, hogy ha x és y racio-
nélis-szdmok és x <y, akkor az x-nek megfelel§ P pontb6l az y
szamnak megfelel§ R pontba pozitiv irdnyu halad4ssal juthatunk el, és
ha E-t 0-t6l jobbra vettiik fel, akkor R P-t8l jobbra fekszik az egye~-
nesen. P-nek R-t6l vals tdvolsdgdt |x- yl=ly - x| adja. (8. 4bra)
Nyilvdnval6, hogy a raciondlis koor-
dindtdju pontok nem tsliik ki az egyenest,
hiszen pl. 0-b61 pozitiv halad4si irdny-

képét jelsltlik be.

9 & R

ban felmérve az egységnyi befogdju egyen XP — ¢ ]
18szdru derékszogli hdromszog dtfogojst, F= T=gl=1y -] i
olyan ponthoz jutunk az egyenesen, amely

nem rendelkezik raciondlis koordindtdval, 8. abra

mert kiilsnben /2 racionélis szdm vol-

na, pedig tudjuk, irracionélis. Be lehet l4tni, hogy az egyenes racionalis
koordindtdval még nem rendelkez§ pontjai egyértelmiien ellithaték irracio-
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nilis szdmokkal mint koordindtdkkal ugy, hogy tovdbbra is érvényben ma-
radjon a hozzdrendelésnek az a tulajdonsiga, hogy a kisebb koordindtdjn
pontbél a nagyobb koordindtdju pontba pozitiv haladédsi irdnyban jutnnk el.

Ha egy egyenes pontjaihoz az itt lejrt médon valés szamokat rendeliink
mint koordindtdkat, akkor az egyenest szdmegyenesnek nevezzik.

A val6s szdmok "helyét" meg tudjuk adni a szdmegyenesen. A velik
valo szdmoldst megkinnyiti az a tény, hogy minden valés szam tetszfleges
pontossdggal megkozelithetd racionilis szdmokkal, sét, véges tizedes tor-
tekkel, Ennek igazoldsdra még visszatérlink a II. fejezetben (4.8.-11.).

Itt esak azt mutatjuk meg, hogy ha pl. [/5 értékét szdzadnyi pontossig-
gal (0,0l-nél nem nagyobb hib4dval) akarjuk meghatarozni, igy jarhatunk
el: els8 kszelitésben

1< /2 <2

Osszuk fel az x=1 és y=2 szdmok kbzotti szakaszt a szdmegyene-
sen 10 egyenld részre, és keressiik meg, melyik két szomszédos oszto-
pont kizé esik [/? (az egyik osztéponttal egyenlé is lehetne, akkor
mdris megkaptuk a vizsgdlt szdm pontos értékér)

1,4< V2<1,5 .

Eljardsunkat tovdbb ngyanigy folytatjnk: most az 1,4 és 1,5 szdmok
kozotti szakaszt osztjuk fel 10 egyenld részre, és megkeressiik, melyik
két osztopont kszé esik v 2:

1,41 < [/2 <1,42 .

Akir 1,41-gyel, akdr 1,42-vel kozelitjiik meg /2 értékét, a koze-
litésnél elkovetett hiba < 1072, vagyis a kozelit§ érték a kivant pon-
tosséagu.

A szamegyenesen fekv$ ponthalmazok (szamhalmazok) kozil kiilsn el-
nevezést adunk az alabbi tipusuy halmazoknak:

3.9. Definici6. Legyen a,b €R, a<b, Azon x €R szi-
mok osszességét, amelyekre a £x =b, [a,b] zart intervallumnak
nevezziik, és igy jeloljiik: _a,b]. Tehdt

a,b3{x:a=x<b}. (9. dbra)

3.10. Definici6. Legyen a,b€R, a<b. Azon x €R sza-
mok gsszességét, amelyekre a<x b, a,b nyiltintervaliumnak
nevezziik, és igy jelsljuk: (a,b). Tehat

(a,b)={x:a<x<b}. (0. dbra)
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N

9, 4bra 10. abra
a 0 1 b q o 1 b
i1. dbra 12. abra

3.11. Definici6. Legyen a,b €R, a<b. Azon x €R
szdmok tsszességét, amelyekre a = x<b, a,b alulrél félig zart
intervallumnak nevezziik és igy jelsljuk: [a,b). Tehat

[a,b):{x: a §x<b}. {11, 4bra)

3.12. Definicié. Legyen a,b€R, a<b. Azon x €R
szamok Usszességét, amelyekre a <x £b, a,b felilrdl félig zart
intervallumnak nevezziik, és igy jelsljuk: (a,b]. Tehat

(a,b]l={x:a<x=b}. (12. dbra)

A fenti definiciékban (3.9.-3. 12.) a-t és b~t az intervallum
végpontjainak nevezzik.

A szamegyenes és az intervallum fogalménak segit ségével az
Archimédesz-féle (3. 1. 14°) és Cantor-féle (3. 1. 15%) axi6mik még igy is
dtfogalmazhat6k:

3.13. Feleljen meg a szdmegyenesen a (0 szamnakaz 0, l-nek
az E, ésa b>0 szémnaka B pont(13. 4dbra), Ekkor az Archimé-
desz-féle axiéma értelmében van olyan n & N, hogy

n OE > OB.

3.14. Ha minden n € N szdmnak megfeleltetlink egy [:an, bn]

Art i = =9 €
zart intervallumot oly médon, hogy a =a ., < bk+l‘ bk (kEN),
akkor ezeknek az "egymadsba skatulyazott" zdrt intervallumoknak (14. dbra)

van kozos pontja (Jx ER :x € [an,bn] minden n € N-re).

0 4 . B e N —
g 1 i 5 94 &= Un Gy bny, by by b b
B n-0F ' =%

13. dbra 14, dbra
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3.15. Az Archimédesz-féle axidomadnak kivetkezményei az aldbbi
allitasok:

a)Ha a>0, b>0, akkor létezikolyan n € N, hogy na>b.
b) Tetsz6leges € > 0-hoz taldlhaté olyan n EN, hogy i < £,

¢) Minden (a,b} intervallumban van egy, sét akdrhany raciondlis
szam. (Az 4llitdsok bizonyitds4t feladatként tizziik ki.)

| 3.16. Megjegyzés. Azt a tényt, hogy tetszfleges (a,b) interval-
lumban végtelen sok raciondlis szdm van, ugy is szoktdk kifejezni, hogy
|a raciondlis szdmok a szdmegyenesen mindeniitt siiriin helyezkednek el.
Ebbd4l kigvetkezik - mint késbbb a II. fejezetben latni fogjuk - hogy tetszé-
!leges valés szdm raciondlis szdmmal tetszbleges pontossdggal megkize-
|lithetd.

3.17. A Cantor-féle axiéma fontos szerepet jatszik az alidbbi 4llitdsok
bizonyitdsdban:

a) Minden (a, b) intervallumban van végtelen sok irraciondlis szam.

byHa a>0, k€&€N, akkor egy és csakis egy olyan b> 0 szim
létezik, amelyre bK=a. Ezta szdmot igy jeloljik:

k

b= l/;:a

Altitdsaink bizonyitdsdra itt nem térunk ki.

i

3.18. Megjegyzés. Az Archimédesz-féle és a Cantor-féle axidma
sem egymasb6l, sem a val6s szdmok 3. 1. -ben felsorolt 1°-13° tulajdons4-
gaibdl nem kévetkezik.

3.19. Mepjepyzés. A val6s szdmok alaptnlajdonsagait sszefoglalva
roviden a kivetkezdt mondhatjuk:

A valés szdmok un. archimédeszien rendezett testet alkotnak, és tel-
jesiii R-ben a Cantor-féle axi6éma,

3.20. Megjegyzés. Miés targyaldsi médot kovetve, az 19-15° alap-
tulajdonsdgok helyett més (vagy részben mds} axiémdkbdl is kiindulhatunk,
akkor ezekre tdmaszkodva bizonyithaté pl. az Archimédesz-féle, vagy a
Cantor-féle axiéma. (5.13.5. feladat.)

3.21. Feladatok.

1, A valos szdmok 3. 1. -ben felsorolt alapisszefiiggéseiben ha csak
azt tessziik fel, hogy van 0, 1, és ¥V a € R-hez tartozik -a, ill.
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a0 esetén -; mellyel 3.1.3° 3.1.40, 3.1.7° 3.1.8;’ teljesiil,
bizonyitsuk, hogy ebbél kivetkezik, hogy csakeg_y 0, 1, -a, 2 létezik.
2. Igazoljuk, hogy minden a € R-re 0.a=0.
3. Igazoljuk, hogy (a,bERA a.b=0Aa#0=b=0,
4. Igazoljuk, hogy x<vy, a, b>0 esetén

ax + by
x< a+b <v-
5. Igazoljuk, hogy ha bl’ ceen bn tetszdleges pozitiv szdmok, akkor
n b1+. +b
b b = z
1 n n

6. Igazoljuk, hogy x> -1 eseténfenndl n>1 (€ N)-re
(1 +x)n 21 +nx .

Milyen x-re 4ll egyenl8ség?

7. Igazoljuk, hogy 0<a<b (né€N esetén fennill:

n

a <b

n

8. Igazoljuk 3.7.f.-et.
9. Igazoljuk 3.7.g.-t.

10. Igazoljuk, hogy Q kielégiti az Archimédesz - féle axiémat, de
nem elégiti ki a Cantor-féle axi6mat. '

11. Igazoljuk 3.15. 4llitdsait.
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4, Halmazok szdmossdga

Az el8z6 pontban ldttuk, hogy minden (a,b) intervallumban végtelen
sok raciondlis szdm van, és ugyanez mondhatd az irracionilis szdmokrol
is. Feltehet6-e mirmost a kérdés, hogy mi van "tébb", racionalis, vagy
irraciondlis szém? Egydltaldn, mit kell a ""tobb" fogalmén érteniink, ha a
vizsgélt halmazok nem véges elemszdmuak? Annak érdekéber, hogy kérdé-
seinkre vdlaszolni tudjunk, nézziitk meg elfszor, hogyan célszeri hasonlé
esetben véges elemszdimn halmazokn4l eljarnunk.

Ha egy teremben példaul igen scok fiu és ledny tartdzkodlk akkor an-
nak megéllapitdsdra, hogy kikvannaktobben, a fink-e, vagy pedig a ldny ok,
legcélszeriibb eljdrds pdrba 4llitani ket. Igy anélkiil, hogy a parok szamat
megéllapitandnk, abb6l a tényb8l, hogy fiuk (fin) vagy ldnyok (liny) marad-
tak par nélkil, megéllapithaté, kik vannak tébben.

A véges halmazokndl kivetett okoskodds mintdjdra fogalmazhatjuk
meg tehdt a kovetkez§ definiciot:

4.1. Definici6. Ha két halmaz, A és B kozott kblcsstnssen
egyértelmii megfeleltetés hozhatt létre (A és B kblcsdndsen
egyértelmiien leképezhet§ egymdsra), akkor az A és B halmazt
egyenld szdmossigunak (ekvivalensnek) nevezziik és ezt a tényt igy
jelsljuk:

A~ B.
Péld4ul a szdmegyenes pontjainak halmaza ekvivalens a valés szidmok hal-
mazdval (ldsd 3.8.).

4.2. A4.1.-ben definidle ekvivalenciareldcio rendelkezik a 2.7. -ben
felsorolt tnlajdonsigokkal:

ay A~ BAB~C=r A~C (tranzitiv),

b) A~ B=B~ A (szimmetrikns),

c) A~ A (reflexiv).

Ekvivalens halmazok példdul N €s a pozitiv pdros szdmok halma-
za: Y = {y ty=2k, kE N}, ugyanis pl. x € N-nek y=2x, ésen-

nek inverzeként y € Y-nak x =% feleltethetd meg egyértelmilen. Ugyan-
igy lathaté be, hogy a pozitiv pdratlan szdmok X halmaza ekvivalens
N-nel, vagyis a) értelmében a pozitiv piros szdmok halmazdval. Egy
halmaz tehat specidlisan sajédt valédi részhalmazdval is lehet ekvivalens.
(Pl. Y~ N.)
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A négyzetszdmok halmaza, A={x:x= k2, k€ N}, nyilvan
ekvivalens a természetes szdmok halmazdval (A~ N), ugyanakkor a ter-
mészetes szdmok és a valés szdmok halmazit vizsgdlva, N~AYR (N nem
ekvivalens R-rel). Ezt késdbb bizonyitjuk, most arra utalunk csak, hogy
N minden elemét Snmagdnak megfeleltetve N-et kolcsonssen egyértel-
mien leképezhetjiik R-nek egy (valédi) részhalmazira.

Kézenfekv3 ezért a kivetkezd elnevezésben megdallapodnunk:

4.3. Definici6. Egy H halmaz nagyobb szdmossigu, mint a
Z halmaz, (Z kisebb szdmossigu halmaz, mint H), ha 2Z
ekvivalens H-nak egy H' részhalmazdval, de nem ekvivalens
H-val:

(Z~H CH A ZAyH
A 4.2.-ben emlitett példa eredményét igy irhatjnk le:
Y~ NCRANPFR.

Ugyancsak 4. 2. példdin lattuk, hogy az a tény, hogy X C N és
Y~ X nem zdrja ki azt, hogy Y~ N legyen, lényeges volt tehit 4.3, -
bana ZA H kikotés.

Bizonyithaté mdrmost az aldbbi nevezetes tétel:

4.4. Bernstein-féle ekvivalencia tétel. Ha két halmaz mindegyike ek-
vivalens a mdsik valamely részhalmazaval, akkor a két halmaz egymdssal
is ekvivalens:

A~ B CB~AA' C A=>A~B.

(Ldsd 4. 18. 3. példa.)
A tétel bizonyitdsdval itt nem foglalkozunk.
A halmazokat ezek utdn szdmossiguk szerint osztdlyozhatjnk.

‘ 4.5. Definicié. Az A halmaz véges, ha van olyan n €N,
E hogy A ekvivalens az {1, 2, .. .,n} halmazzal, vagy ha iires
(A=0.
Ezzel egyenértékii definicio a kovetkezs:
A véges, ha A elemeit tartalmazza egy (al, az, e, am) soro-

zat. (A elemeit fel tudjuk sorolni.)

Véges pl. a 10-nél kisebb abszolnt értékii egész szdmok halmaza,
ez pl. az {l, 2,..., 19} halmazzal hozhaté kolcséngsen egyértelmi meg-
feleltetésbe.



4.6. Definici6. Ha nincsen olyan n € N, amelyreaz A#§
halmaz ekvivalens volna az { L,2,..., n} halmazzal, akkor az A
halmazt végtelen szdmossigunak, roviden végteiennek mondjuk.

Végtelen halmaz pl. maga N, Q, R, R-Q, {x:Ix|<1l, x ERY,
stb. 4.2.-ben utaltunk mér arra (és 4. 10. -ben bizonyitjuk is), hogy N+ R,
van tehdt a végtelen halmazok kozstt killonbsz6 szdmossign halmaz. Ezért
a végtelen halmazoknak két alapvet§ tipusit kiilonbidztetjiik meg:

4.7. Definicié. Ha a végtelen szdmossign halmaz ekvivalens
N-nel megszdmlalhatéan végtelennek, kiilsnben nem-megszamlilha-
t6an végtelennek mondjuk.

A természetes szdmok halmazanak szadmossdgét (és igy minden meg-
sz4dml4dlhatdan végtelen halmaz szdmossagat) A, 0 lal (olv. alef mull,
- XN ahéber 4bécé elsd betlije -) jelslik.

A 4.2, -beli példdnidl maradva, akir a pdros, akir a pdratlan pozitiv
szdmok halmazidnak szdmossiga tehat N .

Tetszbleges (tehdt akdr véges, akdr végtelen) A halmaz szdmossi-
gar6l a kovetkez6t mondhatjuk:

4.8. Definici6é. Egy halmaz megszdmldlhato, ha véges, vagy
megszamldlhatéan végtelen. Ez kinnyen lathat6an azt jelenti, hogy a
megszdmlilhaté halmaz elemeit egy végtelen

(ala 3.2’ e, &, ...)

sorozat tartalmazza.

4.9. A halmazokat szdmossédguk szerint tehit kétféleképpen csopor-
tosithatjuk:

1° megszamldihaté és nemn megszdmlilhaté halmazok, ill.
20 véges és végtelen szdmossdgn (ezen beliill megszamlilhaté és nem
megszimlilhat6) halmazok.

(ﬁltaléban inkdbb az 1° alatti csoportositast hasznaljuk.)

* Mielétt annak vizsgalatdba kezdenénk, milyen kbzos tulajdonsagok jel-
lemzik a megszamlalhat6 (véges vagy végtelen) halmazokat, meg kell néz-
nink, val6ban tudunk-e példit adni nem-megszdmldlhatéan végtelen hal-
mazra, van-¢ olyan halmaz, amelynek szdmossiga nagyobb 2/ o-ndl?
Bizonyitsuk be elfszor ezért a kovetkezd 4llitdst:

4,10, Tétel. A val6s szdmok halmaza nem megszdmlédlhats.

Bizonyitdas. Indirekt bizonyitdsi eljardst hasznalunk. Tegylik fel, hogy
1az usszes val6s szam halmaza megszdmldlhat6, tehit egy végtelen
(xl, Xgr voor X oo .} sorozatba rendezhetd. Megmutatjuk, hogy ez nem
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lehetséges, meg tudunk ngyanis adni olyan y €R szdmot, amely minden
*p~tdl killénbozik, nem szerepel tehit a sorozat elemei kozstt. Ennek ér-
dekében olyan egymésba skatulyazott zirt intervallumokat fogunk megadni,
amelyeknek a Cantor-axiéma miatt (3. 1. 159) 1étezd kozss pontja az  x -ek
kizt nem szerepel, ezt a pontot jeloljik majd y-nal.

Legyen teh4t Il =[al, bl:l olyan z4rt intervallim, amely nem tar-

Italmazza xl-et: Xl éi’.[al, bl]; 12 = [a2, bZ:ICIl olyan z4rt rész-
Iintervalluma Il—nek, amely nem tartalmazza X,"t és igy tovdbb. Ha
Itehét Il, I, ..., In olyan egymdsba skatulydzott z4rt intervallumok,

2
|hogy x, ¢ [ai, bi] (i=1,2,...,n), akkor legyen In+1 olyan z4rt

lrészini‘:ervallmna In- nek, amely nem tartalmazza x _-et (ilyen bizto-

n+1
lsan létezik). Eljdrdsunkat folytatva igy olyan

| 113123...31n31n+13...
egymdsba skatulydzott z4rt intervallumsorozatra jutunk, amelynél min-
|den n-re

i
[ XnE#EIn’
|

| amibd] kivetkezik, hogy az intervallumsorozat Cantor-axiéma miatt biz-
[ tosan létez§ k6zos pontja, y, nem szerepelhet az (xl, Xy -y X o )

| sorozat elemei kozott. Ezzel ellentmondésra jutottunk, 4llitdsunkat tehst
| bizonyitottuk,

4.11. A val6s szdmok halmazit - és a vele ekvivalens halmazokat -
kontinuum szdmossdgu halmaznak nevezzilk; ezt a szdmossdgot N -fel
(olv. alef) jelsljlik. -

Megszdmldlhaté halmazokra a kovetkezé 4llitdsok mondhat6k ki

4.12. Tétel. Az lires halmaz véges. Minden véges halmaz meg-
szdmlilhats. Véges halmaz minden részhalmaza véges. Megszdmlal-
hat6é halmaz minden részhalmaza megszamlalhato.

4.13. Tétel. Véges halmazok véges sorozatinak egyesitése vé-
ges. Megszdmlilhaté halmazok (véges, vagy végtelen) sorozatdnak
egyesitése is megszadmldlhato.

Bizonyitds. Véges halmazok véges sorozata esetében elég a halma-
|zok elemeit tartalmazo véges sorozatok elemeit egymds utdn irni, az igy
fadodé sorozat elemei nyilvan tartalmazzik az egyesitett halmaz elemeit,
[A tovébbiakban elég csak a végtelen sorozat esetével foglalkoznunk, hiszen
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| véges sorozat helyett az egyik tag megismétlésével mindig végtelen soro-
zatra juthatunk. Ha marmost Ai elemeit tartalmazza az (a aiz, L)
sorozat, akkor az

Tk
/ / I )
2k
I /
il i2 i3 ) ik

zatban minden n € N-re csak véges szdmu olyan tag van, amelyben

I

I

I

I

I

I . .
| a a, a ... a
| :

I

Les

I

|

I

I

=n. Irjukle sorban ezeket n=2, 3, ... esetére, A keletkez§
L H 1 ¥ a H ) a ? mae
A %210 Y12 B Y Y13t P
o0 oQ
| sorozat U A.[ elemeit mind tartalmazza, tehit az U A halmaz
] i=1

Imegszamlalhato *
4.13.-hoz hasonl6an bizonyithat6 a ktvetkez6 dllitds:

I 4.14. Tétel. A racionilis szamok halmaza (Q) megszdmlal-
hato. (l4sd 4.13., ", =) —_—

Feladatként tiizziik ki az aldbbi 4llitdsok igazoldsat:

4.15. Tétel. Ha az Ai halmazok (i=1,2,...,n) meg-

l4lhat6k (specidlisan végesek), akkor Descartes-szorzatuk, >< Ai'
is megszdmlilhat6 (specidlisan véges).

4.16. Tétel. Minden végtelen halmaz tartalmaz megszdmldlha-
t6an végtelen részhalmazt.

Aemnam  — ——

4.17. Tétel. Tetszdleges végtelen H halmaz osszes részhaima-
zaibol 4116 halmazrendszer szdmossdga nagyobb mint a H halmaz sz4-
mossaga.
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4.18. Feladatok.
1. Adjunk példit halmazokra, melyeknek szdmossiga ,?{'O, i, ®

2. Van-e olyan halmaz, amelynek szdmossiga nagyobb a kontinuum
szdmossagnil?

3. Vizsgéljuk meg az {x:|x|<1, x € R} halmaz szdmossagat.
4. Igazoljuk a 4. 14. tételt. Mennyi R - Q szdmossdga?

5. Igazoljuk a 4.15. tételt.

6. Igazoljuk a 4. 16. tételt.

7. Igazoljuk a 4.17. tételt.

5, Ponthalmazok, Szamhalmazok.

5.1. A 3.8.-ban részletezett médon klcsondsen egyértelmli megfe-
leltetés létesithetd egy egyenes pontjai és a valos szdmok kiszytt, ezek hal-
maza, R, tehdt egy egyenes pontjainak halmazival, mds széval linedris
ponthalmazzal szemléltethet§. Ha az egyenes pontjaihoz a 3. 8. -ban leirt
modon rendeltiink valés szdmokat, mint koordinitikat, akkor az egyenest
szdmegyenesnek neveztlik és megéllapodtunk abban is, hogy ilyenkor "az
x valés szdmnak megfeleld P pont"” helyett réviden "x pont"-r6l be-
széliink, 9

Hasonl6é médon szemléltethet8k R xR = R™ elemei a sik (kétdi-
menzios tér) pontjaival, két nem pdrhuzamos szdmegyenest véve fel, és
az egyiken a Descartes-5zorzat elsd, a mdsikon pedig méasodik tényezﬁj ét
szemléltetve (1.13.) (15. 4bra)

Ugyanilyen kolcsongsen egyértelmii megfe-
leltetés étesithetd R xR xR =R3 elemei és a
tér (hdromdimenziés tér) pontjai kvzstt hdrom X
nem egy sikban fekv8, egymdst egy pontban met- 7
sz8 szamegyenes segitségével. Minden xT i

t

(xl » X x3) rendezett szdmhirmasnak, vagyis

R3 minden elemének megfelel a tér egy pontja,
melynek koordindtii a hirom egy ponton 4tmen§, 1
nem egy sikban fekvd szamegyenessel megadott
koordinita-rendszerben (4dltaldban derékszigi 15. abra
Desca:tes-féle koordinatarendszerbeny) X0 X,

s x,_;) kaordinitiju pontnak megfelel

. vaforditvo, aninden (X, x
3 1 2
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az R xR xR Descartes~-szorzatnak az az
~. eleme, amelynél az els§ halmazbol vett elem
3’? X, 2 masodikbdf vett Xy 2 harmadik-
i
I bol vett pedig x5 (16. abra).
i R Hasonldképpen beszélhetiink ~ most md:
L a tényleges geometriai szemlélettdl elvonat-
i koztatva - arr6l, hogy RD elemei az "n
dimenzi6s tér pontjai~-val szemléltethetdk,
ill. hozhatok kolcstinigsen egyértelmi megfe-
6. dbra leltetésbe (1. 13.).

2
R, R%, R, ..., R" elemei helyett

- az eldbb részietezett kblcsondsen egvértelmii megfeleltetésre vald tekin-
tetie! - a tovdbbiakban réviden az egy, kéi, hdrom, ..., n=dimenzids tér
{specialisan az R’ C R szdmhalmaz helyett a megfeleld linedris tér)
pontjairsl, ill. ponthalmazarsdl beszéliink majd.

RoM-ben (n=1,2,...) beszélhetiink két pont tdvolsagarél, egy pont
kornyezetérd!, vizsgdlhatiuk a tér egy részhalmazédnak és egy pontjdnak
egvmashoz viszonvitott helyzetét. Ilyen "topoldgiai'” (helyzetgeometriai)
xapcsolatokkal dltaldanossdgban késébb, a tobbvaltozos fuggvények analizi-
sét tdargyald jegyzetben foglalkozunk majd. Most specidlisan linedris pont-
halmuazok, vagyis szdmhalmazok esetében vizsgédljuk a legalapvetdbb kap-
csolatokat.

Specidlis linedris ponthalmazokrél, a zart, nyilt, félig zart interval-
luymokrol beszéltiink méar (3.9.-3.12.). Természetesen nemcsak ilyen spe-
cialis linedris ponthalmazokkal taldlkozunk majd. Emlitsiink meg itt csak
néhany tuvabbit: ), R - Q, {x 22 < Ix1 <3, x €R} . iyily|E2,

v EQ}, '{z dlzl =2, z €R} M{n:in |£3, u€R}, (2,3U(3,4].
£2.3)U { 3, 4}

Az analizis vizsgilataiban legtébbszor olyan ponthalmazok szerepel-
nek  mclveknek pontjal a halmaz cgy pontjdra nézve szimmetrikusan helyez-
kednek ¢l Az ilyen halmazok kinnyen megadhatok, jellemezhetdk a "td-
volsdy' fovaubmanak segitségével

-

5.2, Definicié. Az x és ¢ pont tdvoisdga (x,y €R), ilb

ahopyia: 3.7.f. - hen neveztiik, eitérése:

2
dic, y) =[x - y|= |[/tx - y)

Foiavelvge -Togalom a koverkezd wilapdonsdgokkal rendelkezik:

” S R
T TR N (U




30 d(x, y) = d(y, %),
4° d(x,y) € d(x,2) + diz,y) Vz ER-re.

Az utébbi egyenlistienséget "hiromszsg- egyenlétlenségnek™ nevezik.
A tdvolsag-fogalom segitségével az a €R pont koriil szimmetriku-
san elhelyezkedd pontok halmaza igy jellemezhetd:

2.3. Definici6. a &R & -sugaru kornyezete, K(a, &£ Y,
azoknak az x € R pontoknak a halmaza, melyek a-t6l & -nal
kisebb tdvolsdgban vannak:

K@, €)={x:da,9< &, ax €R}.
Mdsképp kifejezve magunkat

Ka, &)y=(a- &, a+ &) (E€>0, valds szam). (17. abra)

Vizsgdlatainkban szerepelnek majd ettdl kevéssé eltérd szimmetrikus
kbrnyezetek is:

' 5-4. Definici6. a €R & -sygary ) o
pontozott (vagy 4tszurt) kirnyezete, | a { 0 1
K(a, €), azoknak az a-t6l kilonbszd 3 -
x €R  pontoknak a halmaza, melyek a-tol 17. dbra
& -ndl kisebb tdvolsdgban vannak:
K(a, €)= :
={x:0<d(a, )< &, a,xER}. 0 1 f : q E,l
Mdsképp kifejezve magunkat: 18. dbra

K(a, €) = K(a, €) - {a}= (a- £, a)U(a, a+€). (18. dbra)

:')__5 Definicié. Az X CR halmaz korldtos, ha terszdlegos
a & X-revan olvan k €R, hogy minden x € X-re

d(a, x) <k.

Korlitos halmaz pl.  (-2,4), (~10 000, 100 0001, {1,2,3,7}, (1,47,
{x:0<|x]<2, x €R}.

5.6. Nem koriitos halmaz R, N, Q, R -Q. Sokszor szerepelnek
majd az aldbbi tipusu nemkorldtos linedris ponthalmazok, ezért kiilin je-
l6lést és elnevezést is célszeri veliik kapcsolatban bevezetniink:

1° Valamely  a € R-nél napyobb valaes szamok halmaza:

{x: X >a, x,aER}:{x . d-‘{x«",foo}: i, o+ o)




of
SN
—r
f=
L
—

19, 4dbra 20. dbra
. . I N

0 1 ¢ 0 1 a
21. dbra 22. dbra

(olv. a, plusz végtelen, ill. a,+ o0 intervallum). (19. 4bra)
20 Valamely a € R-nél nem kisebb (ill. nagyobb, vagy egyenlf) valés
szdmok halmaza:

{x:xia, X,a ER}: x:aéx<+w}= [a, +o0)

(olv. a,+ o0 alulrél zdrt intervallum). (20. dbra)
3% Valamely a € R-nél kisebb valés szdmok halmaza:

{x£x<a, X,a €R]~= x:-00<x<a}=(-00,a)

(olv. minusz végtelen, a, 1ill. -o0,a intervallum). (21. abra.)
4% valamely a € R-nél nem nagyobb (ill. kisebb, vagy egyenls) va-
168 szdmok halmaza:

{x:xﬁa, x,a€R}={x:-o~a < x 5a}= (-oo ,a]]

(olv. -o0,a felilrdl zdrt intervallum). (22. dbra) (a-t most is az inter-
vallum egyik végpontjdnak mondjuk.)
5% A fentihez hasonlé jelsléssel irhaté végil:

R = {X o K x +t>°}: (-0, +o0)

(olv. mimusz végtelen, plusz végtelen intervallumy).

Az itt felsorolt 1°9-5° tipusu intervallumokat szokis végtelen (ill. nem-
korlitos) intervallumoknak is nevezni.

Az 5.5, -ben definilt korldtos halmazckndl toreksziink 4ltaldban a hal-
mazokat lehet8leg szik korlitok kozé szoritani. Szdmhalmazoknal maradva,
4ltaldban arra tereksziink, hogy a "legrovidebb” olyan intervallumot adjuk
meg, amely az eredeti korl4tos halmazt még részhalmazként tartalmazza.
De nem-korl4tos halmazokn4l is felvethet§ a kérdés, milyen a € R-re lesz
még a vizsgdlt halmaz része valamilyen 19-4° tipusu nemkorldtos halmaz-
nak (5.6.). Célszerii ezért bevezetniink a kovetkez§ fogalmakat:
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5.7. Definici6. A H linedris ponthalmaz feliilrél korlitos,
ha van olyan k €R, hogy

XEH=x Sk.

k-t H fels§ korldtjanak nevezziik.

S.8. Definici6. A H linedris ponthalmaz alulrél korldtos, ha
van olyan p €R, hogy

xE€H=x2p.

p-t H alsd korlatjdnak nevezzik.

5.9. Tétel. Haa H linedris ponthalmaz alulrél is, felilrdl is kor-
ldtos, akkor korlitos.

Ha egy halmaz feliilr8l (alulrél) korl4tos, akkor sok felsd (als6) kor-
latja van. A "legjobb" felsé (als6) korldtra kilsn elnevezést vezetiink be:

5.10. Definicié. A felulrdl korlites H halmaz legkisebb fel-
s6 korlatjat fels hatdrnak (szuprémum) nevezziik és igy jelsljiik:
sup H.
” 5.11. Definicié. Az alulrél korldtos H halmaz legnagycbb
als6 korlatjat alsé hatdrnak (infimum) nevezziik és igy jelsljuk: inf H.

Nyilvdn sup H (inf H) lehet eleme H-nak, de nem kell, hogy ele-
me legyen. Pl. a természetes szdmok reciprokai halmaz4nak (ez alulrél és
feltilrél is korldtos) fels§ korldtja minden x 1 szam, als6 korlitja
minden x £0 szdm, fels6 hatdra 1 (ez egyszersmind eleme a hal-
maznak), als6 hatdra 0 (ez nem eleme a halmaznak).

Alapvetd jelentdségli marmost a kévetkezd tétel:

van felsd hatdra, alulrsl korlitos nem lres szdmhalmaznak mindig
van als6 hatdra,

“ 5. 12, Tétel, Felilrél korldtos nem tires szdmhalmaznak mindig
I

Bizonyitds. Elég a bizonyitdst a feliilrg} korldtos esetre elvégeznlink,
|alu1r61 korlitos nem lires halmazokra az 4llitds hasonléan igazolhato.
i Legyen tehdt bo a szdmhalmaznak egy fels§ korlitja, a pedig

[olyan szdm, amely nem fels8 korlit. Osszuk az [ao, bo :I intervallumot
[két egyenld részre, és jelsljik [al, bl] ~gyel a keletkezd két intervallum

| koziil azt, amelynek egyik végpontja fels§ korlit, a m4sik pedig nem felsg
|korldt. Igy folytatva az eljirdst az egymdasba skatulydzott

l
| Borbe] D o0 ] D [2:2,]2 - D3y 5, ] D [y Py 12+ -
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| intervallumokat nyerjilk, melyekben a  ~ nem felsé korlat, b
l azonban felsd korldt, és

] b -a
| p-a =22

| A Cantor-axiéma (3. 1. 15% értelmében.van olyan F szdm, melyre

| a SEFZb

| n n

| minden n-re fennéll. Megmutatjuk, hogy F a vizsgdlt halmaz felsd
hatara.

El&szor azt latjuk be, hogy F fels8 korlat. Ha ugyanis x a szdmhal-
mazhoz tartozik, akkor, mivel bn felsd korlat

I 8

»
[N
oy

| azaz

[ b -a

x-F 1

| bo - a0 2n

minden n-re,

lMivel azonban 2n> n {az eifszoban teljes indukcidval igazolt allitas),

|azaz 0<L<-r—11, azért inf{x:x=—2£r—l, n€N}=iﬂf{Y:3’=_l'[1€N}:_

n n
2
|= 0, ellenkezd esetben ugyanis ellentmonddsba jutnink az Archimédesz -
[ féle axiomaval (3. 1. 149, ill. 3. 15.b)) ;'_Fa £0, azaz x-F 20,
| 0

ltehét x £ F adodik, F tehdt valdban felsd korldtja a szdmhalmaznak.
F azonban a szamhalmaz legkisebb felsd korldtja. Haui. F' is felsd

I korlar, akkor, mivel an a konstrukcié értelmeben nem felsd korlat,

| a <F
I n

|igy F- a >F-F. tovibhi
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}

|

| , N
[tehat b0 R > 0-val dtosziva még mindig 4l}
| Ly o
I < 5 n € N-re, amib6l

|az elébb részletezett gondolatmenettel adédik, hogy
I

JF  tehdr a legkisebb fels§ korlit, a felsd hatdr.%

F-F £0, tehat FSF |

5.1 Fetadatos,

L. Mutassuk meg, hogy az ‘{x ix=2, 0< m<n, mné€g N}: A
halmazban nincs legkisebb és legnagyobb elem.

2. Legyen A, BC(0,+00), C ={x Ix=y+tz yEA, 2z GB},
Dz{u:u: zZ.y, y €A, z€B].
lgazoljuk, hogy

a) supC = s'1p A + sup B,

b} inf C = inf A + inf B,

¢) sup D = sup A, sup B,

d) inf D = inf A. inf B.

,nENL L inffx:x=

S22 heN] ereken,
n
G
1 .
4. Hatarozzuk mey {sup X1x= +n , n € 1'\'} ill. inf{x tx=
n+ n.3

s — weN érrékér
n.3
5. Hu az Archimédesz-féle és a Cantor-féle axiéma helyett az 5. 12.
tetelt tekinfenénk a valos szamok halmazit jellemzd alaptulajdonsdgnak,
. c _ o . 0 :
imazoljuk, hopw 5,12, -b31 3.1, 149 é5 15Y kovetkezik.



II. SOROZATOK

1. A végtelen szdmsorozat fogalma, megaddsa

1.1. Sokszor taldlkozunk amindennapi életben is clyan problémaéval,
hogy valamilyen objektum mér@szamat csak kozelitéssel, de "tetszfleges
pontosséggal valé kiozelitéssel" tudjuk meghatérozai. Ilyen mérdszdm lehet
pl. tranziens jelenséget vizsgilva, a fesziiltséget mérve, ennek mérészima,
vagy valamilyen tertiletnek, vagy térfogatnak mérG@szama.

Hogy mi egy téglalap teriilete, azt az elemi geometriibsl ismerjlk.
Vajon hogyan lehet egy gorbe vonal 4ltal hatérolt idom, pl. egy kor terlile-
tét definidlni?

A kor teriiletét a beirt, vagy koriilirt szabdlyos n-szigek teriileté-
nek segitségével a kovetkezSképpen értelmeztiik:

A kor terlilete az a szdm, amelyhez a korbe irt (vagy a kor koré irt)
szabdlyos n-szogek t terlilete kifzeledik, ha n értékét "minden ha-
tdron tul” noveljlik. M4sképp megfogalmazva, a kor terlilete aza T szam, -
amelyet a :

szamsorozat elemei "tetsz8leges pontossiggal megkyzelitenek”, amelytsl
elég nagy n-re t; eltérése "tetszflegesen kicsi”, ill. elég nagy n-re
a Trs tn kozelités hibdja "tetszflegesen kicsi”.

Lényegében hasonl6 gondolatmenettel a gomb térfogatat (kobtartal-
mét) a kovetkezGképpen értelmeztiik: Szeleteljlik fel a gombat parhuzamos
sikokkal n egyforma magassigu gémbszeletre (n=1,2,...) és jelvl-
jik vp-nel a gombszeletekbe irt n darab egyenes korhenger térfogata-
nak osszegét. A gbmb térfogata, V, az a szdm, amelyhez a

v

v v

1 Vor v Voo

szamsorozat elemei "minden hatdron tul" kizelednek, ha n értékét
"minden hatdron tul" niveljiik.
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E példdkban minden n természetes szdmhoz egy ap szdmot ren-
deltiink (egy szdmsorozatot adtunk meg) és a kozos probléma az volt, hogy
ez a végtelen sok szdm egylittesen meghatiroz-e egyetien A szamot,
amelyhez az a;, szédmok "minden hatdron tul kézelednek”.

Kérdés, hogyan lehet ezt a kizeledést pontosan értelmezni, és ezutin
olyan elméletet kialakitani, amellyel ezt a matematika, egyéb tudomanyok,
alkalmazdsok szdmaéra haszndlhat6va lehet tenni.

A sorozat fogalméval mér 1, 2. 10. -ben taldlkozwnk. Ismételjitk meg
itt is, specidlisan valés szdmok sorozatéra (roviden szdmsorozatra) ezt a
definicist:

1. 2 Definicié. A szdmsorozat a természetes szimok halma-
zén értelmezett valés &rtéki figgvény:

f:N—R.

A k helyen (k EN) felvett fliggvényértéket ap~val jelsljiik, és
a sorozat k-adik elemének nevezzuk (k ay indexe). Magidt a végtelen
szdmsorozatot (a v By ey ..)-nel, vagy y rovidebben (an) nel je-

lsljik. Haszndlni fogjuk néha a szdmsorozat jelslésére a zaréjelmentes

a, a, ...

a, s eaa,
1 2 n

jelolést ts. Szdmsorozat helyett sokszor rtviden sorozatrsl beszéliink majd,

ha ez nem okozhat félreértést.

1.3. Egy szdmsorozatot legegyszeriibben ugy adhatunk meg, hogy min-
den n € N-re valamilyen utasitdssal (legegyszeriibb esetben képlettel) ad-
juk meg a sorozat n-edik elemének, ap-nek értékét, vagyis a sorozatot
értelmezd f fiiggvény helyettesitési ériékét:

an=f(n), n EN,

Példaul
1
a = +n , EN, a (2,§-,é,...,Eﬂ,...) sorozatot,
n n 2° 3 n .
1 1 1 l.n
= (~-= € S, =y T =, L, (=Y, ..
(~z), n€N, a ( 573 3’ . 2), } sorozatot,
cn=(-1)n, n€N, a (-1,1,-1,1,...) sorozatot,
2 2
dnz n, nEN az (1,4,9,...,n",...) sorozatot,
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e, = (—2)“, nEN a (-2,4,-8%,..., (-2)“, ...} Ssorozatot,

(—n)3, n €N a (-1,-8,..., (-n)s, ...) sorozatot,

f =
n
n, ha n pdros (n=2k kE&EN),
E.711
o ha n paratlan (o= 2k-1, KEN)
1 1 1

az (1,2, ) 4’— 6

3 s O o 2k, ...) sorozatot adja meg, mig a

hy, az n-edik primszdm {(n € N) utasitdssala (2,3,5,7,11, 13,
17,19,...) sorozatot adtuk meg.

Legutébbi példdnk mutatja, mennyire helytelen volna egy sorozat elsd
néhdny elemének felirdsdval megadottnak képzelni a sorozatot, hiszen az
eisd néhdny elem utan akdrhogyan folytathatjuk tovabb a sorozat elemeit.

Az elbbi (bn) sorozatot igy is megadhattuk volna:

1
b =5 b

_ 1 .
1 hi1 - 030D WEN

o

(a sorozat minden eleme az 6t megeldz6b8l (- %)-del valé szorzidssal kap-
haté meg). Ugyanilyen tipusu megadéds pl.

i = /2, in+l=1/'z+in, nEN.

1

Ennek a sorozatnak elsf néhany eleme l/f V2+ V2, |/ 2+ 2+ ﬁ

Az ilyen megadést, amelynél a sorozat n-edik elemét bizonyos elézd,
n-nél kisebb indexii elemekkel hatdrozzuk meg egyértelmiien, rekarziv meg-
addsnak nevezzik.

Osszefoglalva teh4t az elébb mondottakat, egy sorozat adott, ha min-
den n € N-re ismerjlik a sorozat n-edik elemét, illetve ismertink vala-
milyen eljardst, mellyel aj-et (n &€N) ki tudjuk szdmitani, meg tudjuk
hatarozni.

2. Szamsorozat hatirértéke

2.1. Az eldz8 pontban tshb szdmsorozatot soroltunk fel. 1.1.-ben
lattuk, hogy egy szdmsorozat lényeges tulajdonsiga, hogy van-e olyan szdm,
amelyhez a szdmsorozat elemei "minden hatdron tul kszelednek™, van-e a
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szdmsorozatnak "hatdrértéke”, és ha igen, mi ez a "hatdrérték”. Sziik-
séges tehdt a szdmsorozat hatdrértékének fogalmit - mely az analizis
egyik legalapvetdbb fogalmanak, a hatdrérték- fogalomnak legegyszeriibb
specidlis esete - pontosan értelmeznlink.

Nézziik meg eldszdr, mi mondhat6 az 1. 3. -ban felsorolt sorozatok-
rol, melyikrSl "l4tszik ugy"”, hogy van "hatdrértike”.

Az - 1+n

" 1

abban az értelemben, hogy ha n nagy, akkor a értéke "nagyon kicsi”

1
=1 +H sorozat (n & N) elemei l-hez "tartanak”

1
s igy i+E értéke"nagyon kizel van" 1-hez, pontosabban 1 akdrmi-

1
lyen kicsiny kornyezetét véve, ha n elég nagy, a = 1 +o ebbe a kor-
nyezetbe esik bele.
n

a bn = (- 5) (n € N) sorozat elemei, az eldbbi értelemben 0-hoz

"tartanak.
Az 1.3.-beli (cn), (dn), (en), (fn)’ (gn), (hn) sorozatokhoz nem

taldlhat6 olyan szdm, amelyhez a sorozat elemei a fenti értelemben "tar-
tanak”, az (i} sorozatrdl pedig igy "ranézéssel” ("intuitiv madon'"}
semmit sem tudunk mondani.

1 . Pl
Lényegében az a = 1 +— (n & N} sorozatra - mint specidlis eset-

re - elmondott tulajdonsig pontos megfogalmazdsdval adjuk meg a hatdr-
érték definicicjat:

2.2, Definici6. Az (a,) szdmsorozat hatdrértéke az A
szdm, ha A minden K(A, £) kirnyezetéhez van olyan N( &£ )
index, hogy n >N(E ) esetén

an E KA, £).

A tehdt akkor hatdrértéke az {(ap) sorozatnak, ha a sorozat elég
nagy indexii (" elég tdvoli’™) elemei mind beleesnek az A szam tetszéleges
(kis} & -sugaru kornyezetébe,

Az, hogy adott esetben mit neveziink "elég nagy index'-nek, fiigg a
K(A, £) kérnyezet sugardtsl, az £ > 0 szdm megvilaszt4s4rol.

Az el6bb mdr utaltunk arra, hogy az 1.3. -beli (cn), (dn), (en),

(fn)’ (g }, (h ) sorozatnak - definiciénk értelmében - nincs hatdrértéke,

2.3. Defmlcxé Ha egy sorozatnak van hatdrértéke, akkor a sorozatot
konvergensnek ellenkez6 esetben (ha nincs hatdrértéke) divergensnek
mondjuk. —



2.4. Gyakran haszndlt elnevezések: a 2. 2. definici6éban szerepld

& > 0 szam hibakorldt (hiszen K(A, £) sugardnidl, & -n4l kisebb hi-
baval kozelitik meg az (ap) sorozat elég nagy indexii elemei az A ha-

tarértéket), a N(E ) szdmnak pedig, amelynél nagyobb indexii (a)-beli
elemek £ -nél kisebb hibdval kszelitik meg A-t, kiiszgbindex a neve.

2.5. Azt a tényt, hogy az (an) sorozat konvergens, és hatarértéke
A, gy jelslhetjik:

lim an=A, vagy an—a—A, ha n-—»o0.
n—-cg

Ezzel a jelsléssel a 2, 2. definicié réviden igy irhato fel:

lim an=A(:9V£ > 0-hoz E{N(e):anéK(A,E),

n—-=o

amennyiben n > N( £ ).
Specialisan

lim (1+é)=1, mert (l+-;11)€K(1,6), 1l

n—» oo
1-g<1+§<1+5, ha n>N>—é_-,
1t "
lim (-=) =0, mert {--2-) £ K@, &)y, il
n-—=>o0 n

e<ed e na a>N=log &
(2 , ha n> —ogza.

Altaldnos médszer egy szdmsorozat konvergencidjanak vizsgalatara,
és konvergencia esetén a hatdrérték meghatdrozisdra, csak specidlis soro-
zatok esetében adhat6 meg. Az aldbb felsoroldsra keriil$ tételek azonban
sokszor megkonnyitik a "hatdrértékszamitds” probléméjdnak megolddsat.

2.6. Tétel. Az (a,) sorozat akkor és csak akkor tart A-hoz,
-ha tetszdlegesen kicsiny & > 0 mellett véges sok kivételtsl elte-
kintve a sorozat minden eleme beleesik A & -sugaru kérnyezeté-
be, K(A, & )-ba.

Bizonyitds. A feltétel szijkséges, hiszen a 2.2. definicié értelmében,
2.5. jeloléseit hasznilva, a tetszéleges & > 0-hoz a N kiiszobindexet
megvalasztva, K(A, & )-on kivil legfeljebb csak a sorozat els6 N ele-
me (al, Cy aN—l’ aN), vagyis véges sok elem eshet,
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Mdsrészt a feltétel elégséges is, hiszen ha adott £ > 0 mellett az
(ay) sorozatnak csak véges szdmu eleme esik K(A, £ }-on kiviil, akkor
ha e véges sok elem koziil a legnagyobb indexlinek az indexe N', akkor
n> N esetén ap €K(A, £), asorozata 2.2. definicié értelmében
konvergens. ¥

Nagyon lényeges, hogy 2.6.-ban ne azt hangsulyozzuk, hogy végtelen
sok a, esik K(A, & )-on beliil, hanem azt, hogy csak véges sok eleme
a sorozatnak eshet K(A, &£ )-on kivil, pontosabban véges sok index szol-
galtat K(A, & )-on kiviil es§ elemet. Az 1.3.-beli {ch) sorozatnal pl.

¢ minden paros indexii elem K(-1, I)-enr kiviil s K(1, )-en beliil esik,

ezért divergens a sorozat, mig a (g,) sorozatnil tetszdleges £ > O-ra
végtelen sok (kilonboz8) elem esik K(0, & y-ba, de K(0, & }-on kiviil is,
ezért nem konvergens a sorozat.

Szikséges, de nem elégséges feltételét mondja ki a konvergencidnak a
2.8. tétel, melynek kimonddsdhoz el5z6leg egy fogalmat kell még bevezet-
niink:

2. 7. Definici6. Egy szdmsorozat korlitos, ha a szidmsorozat elemei-
b6l 4116 szdmhalmaz korl4tos (1asd L.5.5.).

Amennyiben egy sorozat elemeibd! 4116 halmazt, pontosabban a soro-
zat elemeiként el6forduls szdémok osszességét meg akarjuk adni, vigydz-
nunk kell arra, hogy egy szdmhalmaznak egy szdm vagy eleme, vagy nem
eleme; nincs értelme annak, hogy egy szam tobbszsr legyen eleme egy

halmaznak, mig egy sorozatban tsbbszor is eléfordulhat ugyanaz a szdm,

Pl. az an = El n €N sorozat elemeibdl 4ll6 halmaz {?Il tn & N}, a

c, = (- l)n, n € N sorozat elemeibdl 4116 halmaz a kételemii {l, - i}

halmaz.

”j 2.8. Tétel. Minden konvergens szdmsorozat korldtos.

A térel illitdsa 2. 6. -bo] kozvetleniil adédik. *

Arra, hogy a 2.8, tétel dllitdsa nem fordithat6 meg, példa a
c, = (-, nEN sorozat, amely korldtos, de nem konvergens.

A tovabbiakban a konvergens sorozatok fontosabb tulajdonsagait meg-
adé dllitdsokat sorolunk fel.

Bevezetdként 4lljon egy fontos definicio:

2.9. Definici6. Ha egy szdmsorozat bizonyos elemeit elhagy-
juk, dgazy, hogy még mindig végtelen sok elem maradjon, s a meg-
maradé elemeket az eredeti sorrendben egymas utdn irjuk, az eredeti
szdmsorozatnak egy részsorozatat nyerjiik.

! , i
Pl. az (—3) sorozat részsorozata az (E) sorozatnak.
n



ﬁ’xltalénosségban az al, a2, e, an, ... Sszidmsorozat egy rész-
sorozatat igy jelsljiik:
an,an, ,an, ill. (a )
1 2 r T

Rovidebben kifejezve, ha a = f(n) (f: N—R), akkor a = f(nr),
‘ r
, HEP o
{nl, LOVIRTP ...}CN, és n, < n, ha i<k
Feladatként tiizziik ki a 2. 6. alapjdn kidnnyen igazolhaté aldbbi két
tétel bizonyitdsat:

2.10. Tétel. Minden konvergens sorozatnak pontosan egy hatdr-
i értéke lehet. (Ha (a)-nek van hatdrértéke, akkor azt a sorozat egy-
! értelmlien hatdrozza meg.)

2.11, Tétel. Minden konvergens szdmsorozat részsorozatai is
konvergensek és az eredeti szdmsorozatéval egyezd hatdrértékhez
tartanak.

-A konvergencia, a hatarérték fogalmdb6l kszvetlentil ad6dé 4llitdsokat
mond ki a kivetkez§ tétel:

2.12. Tétel. Egy konvergens szdmsorozat hatdrértéke nem valtozik
meg, ha

a) & sorozat akirhiny elemét felcseréljitk egymdssal,
b) a sorozatba véges sok elemet beiktatunk, vagy megvialtoztatnk,
¢) a sorozat minden elemét véges sokszor megismételjiik.

Konvergens sorozatok hatarértékének kiszdmitdsat konnyitik meg az
aldbbi dllitdsok:

2.13. Tétel. Ha (an és (bn) konvergens sorozatok,

lim a =A, lim p =B,
n n

n -»o0 n-»od

: b -b), .by, il 4
akkor az (an+ n)' (an n) (an n) ill. B#0 esetén az

aﬂ .
(b—-) sorozat is konvergens, és
n
an A
lim (a +b)=A+B, lim (a.b)=A.B, lim 5 -8B
N-»cQ I-»=oo l-s=co N
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Bizonyitéds.
Az Bsszegre vonatkoz6 4llitds igazoldsa:
Az (an) és (bn) sorozat konvergencidja miatt tetszSleges & > 0-hoz

megadhaté olyan n ill. n, kiisztbindex, hogy

1 : 2
a —A’<—5— ha n>n
'n 2’ i’
£
,bn B|<7, ha n>n2.

A két egyenl6tlenséget gsszeadva, ésaz n, és n. szamok kozil a na-
. . 1 2
gyobbikat N-nel jelslve

Ian' Al+’bn-Bf<€, adédik, ha n >N,

Alkalmazva azonban az gsszeg abszolut értékére vonatkoz6 L. 3. 10. e) egyen-
15tlenséget

](an+bn)-(A+B)]=|(an-A)+(bn-B)|=“
§[an-A|+'bn-B|<£ ., ha n>N

adodik, ez pedig &£ tetszbleges volta miatt azt mutatja, hogy n —»= o
esetén

a +b -—>A4+B.%
n n

A klilonbségre vonatkozé §llitds folyomdnya az tsszegre vonatkozénak
és a kovetkez6 megjegyzésnek:
ha bn—>B, akkor cbn—’cB, ha n-so0 (c &R, ¢c#0)

£

(lcbn-cB]=|c|Ibn—Bl<fj, ha |bn—B|<]c|’ jarni (b) konver-

gencidja miatt bizonyos N kiiszobindextsl fenn kell, hogy 4lljon. )%
A szorzatra vonatkozo6 4llitist az el§z6k felhasznélds4val igy igazoljuk:
Legyen a -A=c, b -B=d, ekkor a.b ={A4+c ¥ B+d)=
I n n n n n n n

=AB+c B+Ad +cd, ésitt ¢ -0, d —0, c B-=0, Ad -0,
n n o n n n n n

és cﬂdn is 0-hoz tart, mert ha n olyan nagy, hogy
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Icnt<£, és ]dn|<'1, akkor lcndnl<6

tetsz8leges & > 0-ra. Igy tehdtvaloban n— o0 esetén

ab —>AB+0+0+0= AB. %

A hédnyadosra vonatkozé szabdly igazoldsdra elég megmutatni, hogy
bn—* B#0 esetében

—

?

ol —

L
b
n

hiszen erre az #ltaldnos eset a szorzdsra vonatkozé szabdly alapjan vissza-
vezethetd.

|B- b,
|—I'<E

B
hiszen b —»B# 0 miatt, ha n elég nagy Ib l>f71 és tetszdleges

SN
b B
n

£ > 0-ra a szdmi4ld igy becslilhets: Ib B[ < —= B 6 . A szorzisra vo~
1

natkozd szabdalyt az a — A, 7 7B esetre alkalmazva végll is ado6dik:
n
a
i n 1 A %
an bn = bn+AB— B ha n—oo,

2.14, Tétel. 2.13. feltételei mellett, ha

a =b, akkor AEB.
n n

2.15. Tétel. 2.13. feltételei mellett, ha még A =B, akkor az
"gsszefésilt”

b 32 b,; an’bn""

sorozat is konvergens és hatarértéke A,

2.13. egyik dllitdsa tovabb 4ltaldnosithato.
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2.16. Tétel. Ha lim a = 0, a (bh) sorozat pedig Korldtos,
n+m - o -
akkor az (an.bn) sorozat konvergens, és

lim (a .b)=0
It n

n-»oco
Az ut6hbi tételek bizonyitdsdt is feladatként tiizzik ki.

2.17. Feladatok.

. ljuk, h = - . g . A7 -
értékel ggazo juk, hogy az a_ /n+ {/rn‘ € N sorozat hatar

. I S - ] , )
2: I‘ga%ol]uk, hogy az a =15%t 33 + ... # TR n &N soro
zat hatarértéeke 1.

3. lgazoljuk a 2.8., 2.10., 2.11., 2.12., 2. 4., 2.15., 2.16. téte-
lek allitdsait.
4. Igazoljuk, hogy ha ¥V n& N-re a ésbﬁ £ <. és lim a =
1 ~»>00
= lim cn, akkor a (bn) sorozat is konvergens, és tart az (an) és (cn)
n->oco
sorozat kizos hatdrértékéhez,

3. Divergens szamsoyozatok

3. 1. Az 1.3.-ban felsorolt divergens sorozatok kozil a
2 .
dn: n, n€N, azaz _1,4,9,...,n2,... ésag f = (*n)3, n &N,
n
azaz ~-1l, -8, -27, .., -r13, ... sorozat azt a szabdlyossdgot mutatja,

hogy az elsé elég tavoli elemei akarmilyen nagy $zdmnal mind nagyobbak,

a masodik elég tdvoli elemei pedig akdrmiulyen kicsiny {ill. nagy abszolut

értékii negativ) szamnal kisebbek. Az ilyen soroZatokat plusz végtelenhez

divergdl6 sorozatoknak (a sorozat divergens voltdnak kihangsulyozasa ér-

dekében, vagy egyszeriien plusz végtelenhez tarts), a mdsodik esetben mi-

nusz végtelenhez divergdi6é (minusz végtelenhez tartd) sorozatoknak nevezziik.
Poentosabban megfogalmazva a kovetkezd defificid adhato:

végtelenhez tart, ha birmely P szémhoz tgt,lz‘l'lhatﬁ olyan N ki-
szobindex, hogy

" 3.2. Definicié. Akkor mondjuk, hagy a® {a,} sorozat plusz



n

" a >P, ha n>N.

(A N kiiszohindex megvdlasztdsa fligg természetesen P megadasatsl. )

3.3. Definicié. Akkor mondjuk, hogy a (b,) sorozat tart a
minusz végtelenhez, ha bdrmely M szdmhoz taldlhats olyan N
kiisztbindex, hogy

bn<M, ha n>N.

(A N kiisztbindex megvilasztisa fligg természetesen M megad4-
satol.)

3.4. Az el6z6 pontban a hatdrérték fogalmanak bevezetésénél n-»oo
azt jelezte, hogy a konvergens (a,) sorozat elemei az A hatdrérték-
hez akkor kozelednek minden hatdron tul, ha az n index (a pozitiv egész
szamokon 4t) végtelenhez tart. Ezért mellzhettiik a precizebb n-» + oo
jelslést. Ennek mintdjdra

azt a tényt, hogy az (an) sorozat plusz végtelenhez tart, igy jelsl-
hetjiik:

lim a =402, |jll. a =400, ha n-=oo
n—=co

illetve azt a tényt, hogy a (bn) sorozat minusz végtelenhez tart, igy
jelolhetjiik:

lim bn=-00, ill. bn-:--OO, ha n=<0,
N0

Konvergens sorozatok mintdjdra a 3.2.-ben, ill. 3.3.-ban értelmezett
specidlis divergens sorozatokra konnyen igazolhaté illitisok sorozata ad-
haté meg. (Az allitdsok bizonyit4sat itt is feladatként tizziik ki.)

3.5. Tétel. lim a = + o0 akkor és csakis akkor, ha tetszéleges
)

P szdmndl kisebb elem csak véges sok van az (an) sorozatban.

3.6. Tétel. lim b = -oo akkor és csakis akkor, ha tetszéleges
Il oo

M szdmnél nagyobb elem csak véges sok van a (bn) sorozatban,

3.7. Tétel, lim a = + oo esetében az (an) sorozat alulrél kor-
A o0
latos (a sorozat elemeib6l 4116 szdmhalmaz alulrol korldtos (1.5.8. és 2.7.).
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3.8. Tétel. Hm b[1 = - esetében a (bn) sorozat feliilrél kor-
1 —»CQ

latos.

3.9. Tétel. Ha lim a =+oc0 ésa (bn) sorozat alulrél korlatos,

I -0
akkor az (an + bn) sorozat plusz végtelenhez tart, (A (bn) sorozattol

sem konvergenciit, sem +oo-hez val$ tartdst nem kivantunk itel)

3.10. Tétel. Ha 3.9. feltételei mellett még pozitiv als6 korlétja is

van a (bn) sorozatnak, akkor az (a .bn) sorozat plusz végtelenhez tart.
—_— n

3.11. Tétel. Ha lim a_=+o0, akkor lim (-an) = -0, Ebbébl
n-»od n n—=-o
kovetkezik, hogy

3.12. Tétel. A plusz végtelenhez tarté sorozatokra kimondott 4llit4-
sok megfeleldi minusz végtelenhez tarté sorozatokra is igazak.

3.13. Tétel. Ha  lim a =+09, akkor lim — =0. (A felté-
n—-»cQ n-=-c0 n
tel értelmében véges sok tagtél eltekintve az (a,) sorozat elemei akar-
milyen nagy P szdmndl nagyobbak, tehit nem lehetnek 0-val egyenldk,
véges sok tagt6l eltekintve tehdt biztosan képezhet§ az (_L) sorozat.)
Megforditva %

3.14. Tétel. Ha lim b =0, és b >0, akkor lim bL:-i—oo.
N-»oco n o N-—s>»oc0 n

3. 15, Feladatok

L. Igazoljuk, hogy birmely (an) sorozatraa lim an =A (A

It -»oQ
véges), lim a = 4900, lim a_= - oo tulajdonsdgok koziil legfeljebb
n-»00 o i o) n
egy allhat fenn.
K .
2. Legyen p(m)=a +an+...+an, (a €R, (i=1,2,...,8
k o] 1 k i
a # 0).
k
Ekkor igazoljuk, hogy
+e, ha a_>0,
. k
lim pk(n) =
n-=o0 - 0OQ, ha a < 0.



3. Legyen

k
pk(n) = ao+a;‘1,fﬂ+... +akn , (ak#O),

b+ tyfﬁi o+ bnnJ . (b #0),  (az egyurthatok mindket

1

q}.(ﬂ)

esetben valosak). Igaz‘g}iuk, hogy

0, ha j>k,
%
+ o3, ha ] < k éS -b—- >0’
P (M) St j
| = dr = 4 - 2,
e MR < ha Sk gs a/b <O,
N2 7] n-» o ¥ .
k
5 ha j=k.

4. lgazoljuk, a 3.%5.-3.11. és 3. 13.-3. 14. allitdsokat.

4. Monoton sorozatok

4.1. A konvergens szadmsorozatoknak mind az elmélet, mind a gya-
korlat szempontjdbol kiilonleges fontossdga van. Nem szlikséges mindig a
konvergens sorozat hatdrértékét ismerniink, megelégsziink azzal, hogy a
konvergencia tényét felismerve, a hatdrértéket a sorozat elég tdavoli ele-
mével megkozelitjiik. Hyenkor persze elengedhetetlen a kizelités hibdjdnak
megbecslése. Keresiink tehdt olyan feltételeket, amelyek csupdn a konver-
gencia tényének megdllapitdsihoz elégségesek és viszonylag kénnyen kezel-
hetdk. A korlatossig téhye ilyen feltétel volna, de - mint 2. 8. -ban l4ttuk -
ez dltalaban csak sziikséges, de nem elégséges feltétel arra nézve, hogy a
sorozat konvergens legyen. Mint mar korabban utaltunk arra, specidlis
sorozatok esetében a korldtossig ténye elégséges feltétele is a konvergen-
cidnak, llyen sorozatok pl. az un. monoton sorozatok, ezek vizsgdlatdval
fogunk az aldbbiakban foglalkozni. E sorozatokat igy definidljuk:

4.2. Definicio. Az (a ) sorozat monoton niovekvd, ha

=

ill. a (bn) sorozat monoton fogys, (cstkkend), ha
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

|
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|

I
I
I
I
l

“ b, Eb Z2b Z...=Zp . Zb Z=....

Ha a 4.2, definici6éban az egyenldségi jeleket kizdrjuk, az (an) (ill, (bn))

sorozatot szigoruan monoton ntvekedfnek (fogyonak) nevezzik,

4.3. Azt a tényt, hogy az (a;) sorozat monoton néveked6bleg tart

A-hoz, ill. a (bn) sorozat monoton fogyolag tart B-hez, igy is jelsl-
hetjiik:

an/A, ill. bn\B ha n-sco .

Monoton sorozatokra igaz marmost a kovetkezé allit4s:

4.4. Tétel. Monoton novekedd (fogy6) sorozat akkor és csakis
akkor konvergens, ha feliilrél (alulr6l) korlstos, és konvergencia
esetén hatdrértéke megegyezik a sorozat elemeibdl alkotott halmaz
felsG (alsé) hataridval,

Bizonyitds. Ha (2,) monoton novekvd, alulrél nyilvdn korldtos (egy
als6 korldt aj, igy ha a feltétel értelmében feliilr6l is korlitos, nyilvan
korlitos. Hasonl6képpen okoskodhatunk monoton fogyd sorozat esetén. 2. 8.
értelmében tudjuk, hogy ha egy sorozat konvergens, akkor korlitos is, te-
hat a 4.4. 4llitds feltétele a konvergencidnak szikséges feitétele.

A feltéiel elégsépességét csak monoton novekeds {a,) sorozatra
bizonyitjuk (monoton fogy6 sorozat esetén a bizonyitds hasoni6képpen tor-
ténik).

Tegyiik fel teh4t, hogy (a,) monoton névekeds és fellilr 8l korldtos
jelsljiik tovébba a sorozatelemeibdl 4116 haimaz 1. 5. 12, értelmében létezd
fels@ hatdrdt A-val.

Bizonyitjuk, hogy

3

lim an=sup{an:n€N}=A.

n--=»o0
Mivel A felsd hatér, a, = A minden n € N-re, de tetszfleges

£>0-ra A-£ mér nem felsd korlat (A a legkisebb felsd korlat,
a fels§ hatdr), igy tehdt van olyan n index, melyre

a >A- £,
n
(o]

€s a sorozat monoton nivekeds volta miatt minden n > no—ra is

A-£,<an<A+£
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I(A—val egyltt A+ £ is fels§ korldtja a sorozatnak), vagyis

- =
| Ian A|<(C,, ha nZn,
jamivel be is bizonyitottuk, hogy aj ALK

Az el&z§ pontban targyaltakbsl kizvetleniil adédik monoton, nem kor-
14tos sorozatokra a kovetkezd Zllitds:

litos sorozat plusz (minusz) végtelenhez tart,

I l 4.5. Tétel, Monoton névekeds (fogyd) feliilr 61 {alulrél) nem kor-

4.6. A4.4. tétel alkalmazdsaként példaként végezz{jk el az 1.3. -ban
rekurziv formuldval megadott

11=|/5, i, =V2+i e

sorozat konvergencidjinak vizsgdlatdt (ez mindeddig nyitott kérdés maradt).
Tudva, hogy a sorozat konvergens, hatdrértékét is meg tudjuk majd ha-
tarozni.

QOkoskodasunk els§ lépéseként - teljes indukciéval - bizonyitjuk, hogy
a sorozat monoton novekedS. Masodik lépésként, ugyancsak teljes induk- 1
cioval, a korlitossigot, és ezzel a sorozat konvergencidjat (4.4.) igazoljuk.

il=l/5<|/2+ |/§=12, és ha in-1<in’ akkor
in+1=|/2+ln >|/2+1n_1=in,

vagyis a sorozat monoton nyvekeds. Bizonyitsuk, hogy pl. 3 felsd kor-
litja a sorozatnak: '

il=ﬂ<3, és ha in<3, akkor

Ll = }/2+i]rl <Vz2+3 K [/2+7=3.

- A bizonyitottakb6l kovetkezik, hogy az (in) sorozat konvergens.
Jeloljuk hatdrértékét A-val. Az

i =i/2+1i
n+l n

rekurziv formuldbél n-—»>o0 esetén az A hatdrértékre vonatkozé alabbi
egyenlet adodik:
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A=|/2+A.
Megoldva az egyenletet

2
A =24+ A, AZ-A-2=O, A =
1,2 -1

adédik. Mivel a sorozat elemei pozitivak, -1 nem.lehet hatarérték,
vagyis az (in) sorozat hatdrértéke 2:

lim i =2,
n

N-»oa

4.7. Lényegében hasonlé okoskoddssal is vizsgdlhato a kivetkez§
példa: legyen

n
a =x, n €N, (x rogzitett).

Az (an) sorozat rekurziv formuldval is megadhat6:

a =x, a =xa .
1 ’ n+l n

Ha feltessziik, hogy van a sorozatnak hatdrértéke, az csak az
A=x A

egyenlet megolddsa, vagyis x# 1 esetén A=0 lehet. x=1 esetén
specidlisan az 1,1,...,1,... (illL a,=1, n &€N) l-hez konvergdlé
sorozat adodik., x# 1 esetén tehat ha konvergens a sorozat, akkor csak
0-hoz tarthat. Ez a helyzet |x |<1 “esetén, amikor is 0< x<1 esetén
monoton fogy6 és alulrél korldtos (egy also korl4t pl. -1) a sorozat.

-1< x< 0 esetén ‘anl=fx| » ugyhogy ekkor is an——b(], ha n-sco.

1< x esetén a sorozat monoton novekeds, de felilrsl nem korlétos, te-
hét plusz végtelenhez tart, x< -1 &rtékekre pedig a sorozat nem konver-
gens, de még specidlisan plusz vagy minusz végtelenhez sem tart. (ssze-
foglalva eredményeinket, tehat

0, ha [x|<]1,

1, ha x=1,
lim x" = )
+02, ha x >1,
11 == O3

divergens, ha x3 -1.
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Az eddig tdrgyaltakra tdmaszkodva a végtelen tizedes torteket igy
értelmezhetjilk:

4.8. Definici6. Legyen a_ enufo}. a €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
és n€N. Ekkor az

al az an

a tgtio0 Tt TaT G0 fr iyt )

pozitiv véges tizedes tbrtek monoton novekedd és felilrdl korlédtos, tehdt
konvergens sorozatot alkotnak (egy felsd korlat pl. ao+1, hiszen tetszd-

°1 % 9 1 1
7 n
leges nagy n-re 10+ B —n<1_0(l+ﬁ + ... ¥ n-l)_
10 10
1 - L
s 10"
=10 1 < 1). A sorozat hatarértékét igy jelosljik:
" To
ao, alaz- .. an. ..

és végtelen tizedestortnek nevezziik.

a,a3...a.. szakaszos végtelen tizedes tort, ha van olyan pEN,’
1
i € N-t6l k =a, . Pl 0, .=,
hogy egy i ezdve a, i+p 333 3

5
1 = _—
8,1252525 = 8,1 + 198

Negativ véges tizedestortek monoton fogy6, alulrél korlitos soroza-
tanak hatdrértékeként értelmezheték hasonl6képpen a negativ végtelen tize-
destortek:

-a ,a.a_...a ...= lim (~a0,a

n-=»c<

l"'an)

Megforditva, minden x szdmhoz létezik egy olyan végtelen tizedes-
tort, amelynek értéke x. Okoskoddsunkat x =0 esetére végezzik.
Tegyiik fel, hogy x az a0 és a +1 <gész szdmok kozé esik:

a Sx<a +1!.
0 [0
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Osszuk fel az [ao. ao+l) intervallumot 10 egyenlS részre. Essék

1
éS ,a — e ,:
X ao, aI ao 1 + 10 kozé

a,a éx(a,a +0,1.
o 1 o 1

Az eljardst tovabb folytatva a kivetkezd egyenlGtlenségeket irhatjuk fel:

<
a alaZ =x (ao,ala2 + 0,01,

) 1
a,aa,...a =x<4a,aa...a +——
o] n

Az egyenlétlenségek bal oldaldn 4116 véges tizedes tortek sorozata nyilvan
az x hatdrértékhez tart, hiszen a sorozat elég tivoli elemeinek x-t6l
vald eltérése tetszGlegesen kicsinnyé tehets:

I 1
a_,aa ...an—x‘<—l—(-]3<6, ha x>1ogz— .

12

Az egyenlttlenségek bal oldaldn 4116 véges tizedes torteket az  x végtelen
tizedestort kozelit§ tortjeinek nevezzik.
x < 0 esetén értelemszeriien hasonl6képpen okoskodhatunk.
El6fordulhat az is (mint pl. x = i 0,25 esetében), hogy valami-

lyen indext6l kezdve a; =0. Illyenkor is beszélhetiink (form4lisan) vég-
telen tizedestortrél (példdnkban pl. 0, 2500...0...).

e

4.9. Az el8z6 okoskoddsban megadtuk, hogyan rendeliink egy végtelen
tizedestorthoz valés szdmot, és megforditva, hogyan rendelhetiink egy va-
l6s szdmhoz végtelen tizedestdrtet. E hozzidrendelések egyike sem egy-epy-
értelmi leképezés a végtelen tizedestortek és nemnegativ valés szdmok
halmaza kozitt,

Az elsd hozzdrendeléssel (pozitiv szdmoknal maradva) az

ao,ala2...an0...0... és ao,alaz...an9...9... (an=an—1) végte-

len tizedestortekhez ugyanazt az értéket rendeltiik, hiszen
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9 9 9 9 1 1

+ + 4+ = (]_ +——+ e =
I: -
10n+1 10 +2 10n+m 1011+1 10 lOm 1
L
9 10 1 1 1
=T 1 " 5 Tmim a4 na moes.
10 1-— 100 10 10
10
A misodik hozzirendelésnél hasonléképpen az
X=a,8; -8,
valés szimhoz az
a_ alaz. . .an(). ..0... ill. az ao, alaz. .. an9. 9. (an = an-l)

végtelen tizedes téirtet is rendelhetjiik.

Ha x pozitiv raciondlis szdm, akkor elfdllithaté x:(—ﬁ alakban,

ahol p és q egészszdm. Elvégezve p-unek q-val valé osztasdt,
szakaszos végtelen tizedes torthoz {vagy véges tizedes ttrthsz, amely a
4.9. -ben elmondottak alapjdn mindig tekinthetd szakaszos végtelen tizedes
tortnek is) jutunk:

i

=0,25=0,2499...9...; =0,11...1....

O | -

Allitdsunk meg is fordithato, igaz tehdt a kovetkezs tétel:

4.10. Tétel. Az x szdm akkor és csak akkor raciondlis, ha sza-
kaszos végtelen tizedes torttel 4llithatd els.
A tétel bizonyitdsat feladatként tiizzik ki.

4,11, 4.8, -ban littuk, hogy minden végtelen tizedes tort tetszbleges
pontosEi_g_gal megkozelithet§ véges tizedes torttel, vagyis utébbiak halmaza
a szdmegyenesen mindeniitt strii (I. 3. 15.¢), 1.3.16.). Minden végtelen
nem szakaszos tizedes tort (ami 4. 10. értelmében nem 4llit el§ raciondlis
szdmot, vagyis irraciondlis szdmot 4llit el§) és minden végtelen szakaszos
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tizedes tort (vagyis raciondlis szdm) elSbbi eredményeink alapjén tetsz6-
leges pontosséiggal megkozelithets véges tizedes torttel, speciilis, kénnyen
kezelhetd racionilis szdmmal.

4.12. Feladatok.

I
1. Bizonyitsuk be, hogy az .':1n =(1 +;11-) , (n €N) sorozat monoton

noveked6 és fellilr6l korldtos (egy fels6 korlat pl. -3).

n
2. Bizonyitsuk be, hogy a bn = I/E (g>1), (mE€EN) sorozat
monoton fogyd és korldtos.

n
3. Igazoljuk, hogy lim 1/ n=1.

n-=oo

4. Igazoljuk a 4. 10. tétel 4llitds4t.

5. Cauchy-féle konvergenciakritérium

9. 1. Fejezetiink méscdik pontjdban definisltuk, mit jelent azt, hogy
egy (a,) sorozat konvergens. E definici6ban és kés6bbi konvergencia-
vizsgélataink sordn is nehezitette okoskoddsunkat az a tény, hogy kiindulé
lépésként ki kellett taldlnunk, mi a sorozat hatérértéke, melyik az a szém,
amelyt8l - bizonyithat6an - a konvergens sorozat elég tdvoli elemei tetszs-
legesen kevéssel térnek el.

Mint mondottuk, sokszor elegends csupdn a konvergencia tényét el-
donteni, a hatdrérték pontos ismerete helyett megelégsziink annak csupdn
adott pontossigu megkszelitésével. Elépséges feltételeket kell tehat keres-
niink egy sorozat ismeretében hatirértékének létezésére.

Iliyen kritérinm volt az elz8 pontban specidlisan monoton sorozatok
esetére a korldtossdg. Tetszdleges sorozat esetére a hatdrérték tényleges
értékét melldzd szitkséges és elégséges konvergencia-kritériumot ebben a
pontban adunk meg.

A kritérium el8készitésére snmagiban is érdekes tételeket kell elg-
szor kimondanunk.

5.2. Tétel. Minden szdmsorozatnak van monoton részsorozata.

| Bizonyitds. Nevezziik az (an) sorozatban az a, elemet csucsnak,

Iha utdna mér nincsen néla nagyobb elem a sorozatban. Két eset lehetséges:
|vagy végtelen sok csucs van a sorozatban, és akkor ezek (a,)-nek mono-
lton fogy6 részsorozatat adjik, vagy csak véges sok csucs van. Utébbi eset-
Iben legven e, olyan elem, amely a legutolsé (legnagyobb indexi) csucs
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Lutén kevetkezik. Kell, hogy legyen a sorozatban a_ -nél nagyobb ag

1 2
[elem (kiilonben aS csucs volna, feltételiinkkel ellentétben), ezutdn is-
1
mét egy a_-nél nagyobb a elem, egy ennél nagyobb a , stb.
I Sq 53 54

['Nyilvén (as) az (an) sorozat monoton novekedd részsorozata. Ezzel
i
4llitdsunkat igazoltuk, ¥
Az 5.2. tételre tdmaszkodva kdnnyen bizonyithaté az aldbbi fontos,
ugynevezett

5.3. Bolzano~-Weierstrass-tétel. Korlitos sorozatnak van kon-
vergens részsorozata.

Bizonyitds. 5.2.-ben ldunk, hogy minden szdmsorozatnak van mono-
ton részsorozata, Ha az eredeti sorozat korldtos, akkor a monoton rész-
sorozat is az, a monoton és korldtos részsorozat pedig konvergens (4.4.). %

Ezek utdn rdtérhetiink a Canchy-féle konvergenciakritérium megfo-
galmazdsdra, bizonyitdsdra.

5.4. Cauchy-féle konvergenciakritérium, Az (a,) SZAMSOro- .
zat akkor és csakis akkor konvergens, ha birmely pozitiv & szdm-
hoz taldlhat6 olyan N index, hogy '

la -a |<& , ha n N,>m>N.
m n —

Mésképp megfogalmazva, egy sorozat konvergencidjanak sziikséges
és elégséges feltétele, hogy tetszdleges, elég tdvoli elemet egymastél,
barhogyan védlasztott hibakorlitnil kevesebbel kilonbézzenek.

| Bizonxités. A Cauchy-féle konvergenciakritérinm az (an) sorozat
!konvergenciéjénak sziikséges feltétele. Ha ui. £ > 0-hoz lim a = A
esetén a N kiiszobindexet ngy valasztjnk, hogy fimmee

ian-Al<—€-, ha n >N, ill lam-AI<—2£—, ha m >N,

3
2

= £

|
!
l
|
lakkof n>N, m>N eseténl.3.7.¢) értelmében
B N R R N R AR

ltehst a Cauchy-féle konvergenciafeltétel kielégiil.
| Bizonyitsuk be, hogy a feltétel elégséges is. Tegyik fel, hogy (a)
jkielégiti a Cauchy-féle konvergenciakritérinmot. Lissuk be elészor, hogy
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Iekkor az (a;) sorozat korlitos. Ebb8l ugyanis 5.3. értelmében kovetke-

| zik, hogy akker van (ap)-nek konvergens részsorozata, és a Cauchy-kri-
térium alkalmazdsdval csak azt kell ezutdn még bizonyitani, hogy (an)
elég tdvoli elemei e konvergens részsorozat hatdrértékétél tetszdlegesen

i kevéssel térhetnek csak el, vagyis a részsorozat hatdrértéke egyszersmind
!(an) hatirértéke, a sorozat tehdt konvergens.

| Ha ui. adott & > 0-hoz alkalmasan vilasztott N mellett

| lan - am| < & , wvalahdnyszor n>N, m >N,
I .
kk L -
Ia or p | a aN+l’ < &, vagyis
| ;
l g "6 < <ag, tE,
I ] .
Itehat az |af, ... laNI , I N &l |aner E | szdmok legnagyobbi-

[két K-val jelslve

’ |a|§K, ¥ n € N-re.

| n

|tehét az (ap) sorozat valéban korldtos.

| Jelslj ik a korlitos (ap)-bdl kivalaszthato konvergens részsorozatot

(an )-rel, ennek hatdrértékét A-val. Megmutatjnk, hogy A= lim a.
r 1->00

|Vélasszuk meg ugyanis adott & > 0-hoz az N kiiszsbindexet ngy, hogy

In >N, m>N-re

€
: 2, 2| < 7

|fenndlljon, majd az n indexet ngy, hogy egyrészt n_ >N legyen,
|mésrészt
I

|1egyen {ez (an )} konvergencidja miatt megtehetd). Ekkor
| r

G A< F

r

n

ia-Al:I(a -a )+ {(a -A)’gla-a
n n n n n
r r r

‘ +

|

|

I £

I + n 7=£’
r

a -A‘<—§i+
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lalrni\.rel a Cauchy-feltétel elégséges voltit is bebizonyitottuk, ¥

5.5. A Cauchy-féle konvergenciakritérium segitségével ldssuk be
példéul az aldbbi sorozatok konvergencidjit (divergencidjat):

::1|»—‘

1
1. a =1--§+§- -+ n €N konvergens,

ti. kielégiti a Cauchy-feltételt; legyenni. n< m, ekkor

1 1 1 1

ian am]—m (_n-ﬁ-—n'ﬁ) _m‘<—<6 ha Il>'E--1.
1 1

2. b 1+2+3+ St n €N

1 1 1 11
by " PN A tTez T TNl NN T %

a Cauchy~-feltétel tehdt nem teljesiil.

5.6. Megjegyzés. Hirom tovébbi fogalom bevezetésével egészithet-
juk meg &g ki a sorozatokrol itt elmondottakat.

. Definici6. A az (a,) sorozat siiriisodési értéke (torléddsi
teke) ha minden K(A, £)-ban véptelen sok eleme van (an)-nek. Ez

|
|
lor
.

mésképp kifejezve azt jelenti, hogy van (a )-nek olyan (a ) részsoro-
]zata, amelyre t By

| lima =A.

| I'-moo n]f'

|

' (an) konvergens sorozat, akkor nyilvdnval6an Vlirn an sliriisbdési
N-—e=0

Iérték. M4ésrészt a divergens 0, 1, 0, 1, ... sorozatnakpl. 0 is, 1

lis siirtissdési értéke. Monoton, nem korlitos sorozatok esetében a+oo,

[ill. -oe szimb6lumok tekinthet8k a sorozat siirlistdési értékeinek. Je-

]lﬁljiik S-sel adott (an) sorozat siiriistdési értékeinek halmazat.

I 2°. Definicis.
Jsup S-t az (an) sorozat limes superiorjdnak (lim sup a, ill. lim an)

lnevezzu'k.
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3°. Definicié. inf S-t az (a) sorozat limes inferiorjdnak
(lim infa , ill. lim a) nevezzik.
l n - 1
|
[ (supS=+00, ha +o0€S, supS=-°0, ha S={-oo}
I
|

|E fogalmak lehet8vé teszik a sorozatok elméletének elmélytiltebb tirgya-
|lasat.

inffS=-00, ha -o0 €8, infS=+09, ha S={+oo}.

5.7. A sorozatok konvergencidjarél, divergencidjdrdl (plusz végte-
lenhez, ill. minusz végtelenhez tartdsirel), szlikséges és elégséges, ill.
csak sziikséges feltételekrsl a kovetkezd tsszefoglalds és 4ttekintés ad-

haté meg:

def. ¥ £> 0-hoz
3 N{E ): 4:_} —_—
ill. ¥ P-hez
N(P):
lim a = A |a -A|<5 , ra -a l<6 , (a ) korlitos
oo D n n m n
n>N(E) n,m>N(E)
la -A |> &, vé-
n
ges sok n-re
lim bn = +o0 bn > P, n>N(P, P: b <P (b} alnlrél korl.
e véges sok n-re
lim c, == Cn< P, n>NP) |V P c, >P (cn) feliilr 51
e . véges sok n-re korl,




III. VALOS EGYVALTOZOS FUGGVENYEK

I. A valos egyviltozos fiiggvény fogalma, Adltaldnos tulajdonsigai

1.1. Foglalkoztunk mir 4ltaldnossédgban a fuggvény fogalmaval, de-
finidltuk a fliggvény értelmezési tartomdnyit, értékkészletét, helyettesi-
tési értékér (1.2.9.). A most kovetkezbkben specidlisan olyan fiiggvények-
kei €oglalkozunk, amelyeknek értelmezési tartomdnya és értékkészlete
egyarént a valés szdmok halmazdnak egy-egy részhalmaza. Ismételjlik el
erre a specidlis esetre az 1. fejezetben 4ltaldnossigban megadott defini-
cidkat.

1.2. Definici6. Legyen TCR. f a T-n értelmezett valos
egyvaltozés fliggvény (pontosabban valés egyvaltozés valés értéki
fiiggvény), ha minden x € T szamhoz egy és csak egy valés szdmot
rendel.

Az [ fiiggvény dltal x-hez rendelt értéket f(x}-szel jelsljik,
és az x-hez tartozo fiiggvényértéknek, vagy helyettesitési értéknek nevez-
ztik. T az { fliggvény értelmezési tartomdnya, az x € T szdmok-
hoz tartozé vy = f(x) é&rtékek tsszessépét f-nek T-hez tartoz6 érték-
készletének nevezzlik és f(T)-vel jelpljik. Tehat

f:T—{T),

(D) ={y: 3x€T (y=1x].

A val6s egyviltoz6s fliggvény tehdt valés szdmok halmazét képezi le,
transzformalja, viszi 4t valés szamok halmazéra.

A tovabbiakban valos egyvaltozos valés értéki fiiggvény helyett rovi-
den csak fiiggvényrél beszéliink.

A fiiggvény, ill. a fliggvény helyettesitési értékének jelslésére termé-
szetesen haszndlhatjuk az 1. fejezetben bevezetett tobbi jelvlést is: y = f(x),

f

Xy, XV

Az f fiiggvény T értelmezési tartomdanydnak elemeit fiiggetlen
viltoz6 értékeknek, az (1) értékkészlet elemeit pedig fiiggd viltoz6
értékeknek (fiiggvényértékeknek) is nevezziik.
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1.3. Megjegyzés. Ha nem adunk meg kiilon egy olyan T halmazt,
amelynek - pl. az [ fiiggvény 4ltal létesitett - leképezését vizsgiljuk,
akkor bdrmely médon megadott { fiiggvény esetében érteimezési tarto-
méanynak mindig azt a maximélis értelmezési tartoményt nevezziik, ame-
lyen [ az adott utasitdssal értelmezhets, és ezt jelsljik Df-fel.

1.4. A szdmsorozatokhoz hasonléan tsbbféle tipusu utasitissal ad-
hatunk meg egy fliggvényt:

1, ha x >0, X, ha x %0, 0, ha =x
racionilis,
f(x) = 0, ha x=0, gx-= hi{x) =
1, ha x
-1, ha x<0, -x, ha x<0, irracionilis,

p(x) = a legnagyobb egész szdm amely < x.

képlettel (specidlis, egyszerii utasitdssal) adtnk meg pl. az aldbbt
fiiggvényeket:

o=

£, = x, g ==, hx=y/%.

Tabldzattal, grafikonnal f6képp mérési eredményeknél szoktuk a
fiiged és fuggetlen viltoz6 ssszetartozs értékeit megadni. Gyakrabban hasz-
nilt - egyébként képlettel, vagy mds utasitdssal is megadhato - fiiggvé-
nyeknek tdbldzattal torténd megaddsa (fiiggvénytdblizatok) a gyakorlati
szakember szdmdra igen fontos. A tabldzattal torténd megadds elénye
konnyl, gyors kezelhetdsége, hitranya, hogy altaliban nem tartalmazza
egy tdbldzat sem a szdmoldshoz sziikséges Ssszes fuggetlen valtozé értéket
és a hozzd tartoz6 fliggvényértéket, emiatt pontossdga korldtozott.

A gyakrabban szerepld fliggvényekre alkalmas, altaldnosan elterjedt
jelolést haszndlunk. Pl. a fent utasitissal megadott fiiggvények esetében

f(x) = sgnx ill. sgx (olv. szignum x, vagyis x eldjele),
g(x) = x| ({olv. x abszolut értéke, I.3.7.-ben mdr szerepelt),
h(x)-et Dirichlet-fliggvénynek nevezik, erre itt nem vezetiink be jelslést,
p(x) = [x] (entier x, olv. antyié x, jelentése: x egész része).

L1.5. Egy f figgvényt 4ltaldban sikbeli Descartes-féle (derékszogi)
koordindtarendszerben szemliéltetlink a kovetkezd modon: Tekintslik a koor-

dindtatengelyek altal kifeszitett sikban (az un. koordindtasikban) azokat a
P(x,y) pontokat, amelyekre x € Df (Df-vel jelsljik ismét az { figg-
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vény értelmezési tartomdnyat), és y=1£(x).
Ezeknek a pontoknak az Ssszességét, vagyis
az :

{(x, V:y=1£f(x, x EDf}

ponthalmazt az f fliggvény gorbéjének (ké-
pének, grafikonjsnak, néha grifjdnak) ne-
vezziik, Az f fliggvény gbrbéjének egyen-
lete (vagyis az az bsszefiiggés, ami a fligg-
vénygorbe pontjait egyértelmiien jellemzi)
ungyanakkor y= f(x).

Az 1.4.-ben megadott fl’ gl, hl’

f, g, p fuggvények gérbéit a 23, -28. 4b-
rakon rajzeltuk meg, h-tnem tudjuk
szemléltetni.

1.6. Megjegyzés. Azirodalomban
a gorbe fogalmdanak més értelmezésével
is taldlkozhatunk. Eszerint a gorbe spe-
cidlis leképezés. Erre a kérdésre késdbb
még visszatérink.

1.7. A képlettel megadhat6 figgvényeket
megadhatjuk explicit és implicit alakban.
Explicit alakban térténé megadédskor az x
fiiggetlen valtoz6 és y fliggd valtozé kizotti
kapcsolat az  y-ra megoldott egyenlettel van

megadva. Pl. ¥y =;l(. Implicit alaku meg-

ad4snédl a két vdltozs, y és x kizbtt egy
egyenletet adunk meg, amely azonban nincs
y-ta megoldva, és egy adott x-hez egyértel-
mien azt az  y-t rendeljlik hozzd, amely
x-szel egylitt az egyenletet kielégiti, pl.

¥y = x- y3. Az utébbi megadidssal kapcso-
latban tsbb bonyolult probléma 1éphet fel,
melyekkel a késébbiekben is csak részben
tudunk foglalkozni. (L4sd ""Val6s tobbval-
tozos fliggvények differencidlszdmitdsa"

jegyzet.)

1. 8. Gyakran kovetkeztetiink egysze-
rii figgvények viselkedéséhdl a segitségilk
kel értelmezett bonyolultabb figgvények
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27. dbra 28. dbra

viselkedésére, ill. gyakran vezetjlk vissza bonyolultabb fuggvények vizs-
gdlatit olyan egyszeribb fliggvények vizsgélatdra, amelyekbdl azok felépit-
hetdk. Ezért célszerli megadnunk az aldbbi definiciskat:

1.9. Definici6. f=g, ha értelmezési tartomdnyuk megegyezik
(D, = D) ¥é minden x€ Df-re
g

f(x) = g(x) .

Szokds ilyenkor azt is mondani, hogy Dg-en f azonosan egyenld
g-vel. Pl. az [x|<1 esetében értelmezett

I - xn+l 1

f(x} = li = li =
(%) im (1+x+ +xn) lim - x - 1-=

n=»oo n—»co

és az x# l-re, tehdt (-o0, 1)U (1, +o0)-ben értelmezett

gx) =1

fuggvény nem egyenld (nem azonos) egymdéssal. Ha azonban csak
T = {x :[x[<1}] -ben vizsgdljuk 6ket, ott egyenlék (azonosak).

L. 10. Definici6. Ha f és g értelmezési tartominya megegyezik
(Df = Dg), akkor az f+g Usszegfiiggvény az a Df- en értelmezett

figgvény, amelyre

(f+g) (x) = f(x) (&(x) .

Hasonloképpen értelmezhet§ a cf, f.g és g(x) #0 esetén Ef

c-szeres (c €R), szorzat, ill. hdnyados-fiiggvény. f\ltalénosabban,
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Df# Dg

esetén

esetén Dfﬂ Dg tekinthetd f+g, fg, ill. {x EDfﬂDg:g(x) # O}

-y

értelmezési tartomanydnak.

o9 |

1.11. Definicié. Legyen’ g D-n, f pedig g(D)-n értel-
mezett fiiggvény. Ekkor az fog kozvetett (gsszetett) fiiggvény ér-
telmezése:

(fog) (x =1(gX), x€D.
Maésképp kifejezve, g D-t g(D)-re, { g(D)-t {(g(D))-re, fog pe
dig D=t f(g(D))-re képezi le.
Pl.az f(t)y=sint é&s g(x)=2x-1 flggvények kbzvetett fliggvénye

(f og) (x) = f(g(x) = sin(2x - 1),

mig a fenti figgvények g of kbzvetett fliggvénye
(g of) (t) = g(f(t)) = 2 sint - 1, ill. a fiigpetlen valtoz6t x-szel
jelslve
gofN{(XN=gf(x))=2s8inx-1.
Elképzelhets, hogy az fog kbozvetett fiiggvény '"belsd fiiggvényének”, ér-
telmezési tartominya D-nél b6vebb halmaz, DCD, a D-revalé"le-

szitkités" azért tortént, hogy g(D) f értelmezési tartomanydba essen.
Pl. legyen

1
f(t)ziTi' g=3x-1.

fog értelmezést tartomanya Dfog = (-c0, %)U (—;, +00), holott g

értelmezési tartomdnya R volt,

(o8 (3 = XE0) = 57T

Mint példdinkndl is lithattuk, Altaldban
fog#Zfog.
Kozvetett fliggvények szemlélietésénél sokszor j61 haszndlhaté az

eldtanulményokb6l ismert figgvénytranszformacio. Ezzel itt részletesebben
nemn kivanunk foglalkozni.
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1.12. Megismerkedtiink 1. 2. 13. -ban az inverz fliggvény fogalmadval,
Ismételjitk meg most speciilisan valss egyvaltozos valés értékii fiiggvényre
(roviden fliggvényre) ezt a definicitt.

1.13. Definici6. Legyen f értelmezési tartoménya

Df, f(Df) = B, (Df,BC R), és tegylik fel, hogy X%y € Df,

%, # X, = f(xi) # f(xz). Ekkor azt a hozzédrendelést, amely minden

y& B elemhez azt az x &€ D¢ elemet rendeli, amelyre vy = f(x),
az f fuggvény inverz fiiggvényének nevezzik és 4ltaldban f- l-gyel
jelbliik,

Az 1.13.-ban megadott feltételek azt fejezik ki, Lkogy az f fiiggvény
ktlcsonosen egyértelmii médon képezi le a D; halmazta B halmazra;
ekkor beszélhetiink az inverz leképezésrél, az ut6bbit létesits fiiggvényt

jeloltuk  f l-gyel.

PL.
1
=5
I
értelmezési tartoménya Df ={-00 (2, +»). b= 2 - 3 akkor és
csak akkor, ha a= —é +2, tehdt az inverz fiiggvény (P = £ 1

{(~oo ,0) U (0, +o0)-ben van értelmezve és képlettel igy adhatjuk meg:
-1 1
Pxy=f1 (x)-;+2.

Ha az f fiiggvény D¢-en nem elégiti ki 1.13. feltételeit, akkor,
amennyiben megadhat6 olyan T C D, hogy ezen az 1.13.-ben foglaltak
fenndllnak, T-n beszélhetiink a figgvény inverzéral. 2

Pl. f(x) = x2 esetében T = {x:x20}-n fj(® =f(x) = x“-nek

-1 N
van inverze, fl'(x) = |/x; ugyanakkor T’ = {x :x20f-n
- 5 = x2 i - L= -
fz(x) = f{x) = x%-nek is van inverze, f2 x=- yx.
Az inverz fiiggvény értelmezésébsl azonnal adodnak az aldbbi 4llitdsok:

1.14. Tétel. Tegyiik fel, hogy a Df-en értelmezett f fuggvénynek

van Df-rl f inverze és f(Df) =B. Ekkor
a) f l(B) = Dy,

b) §= f"l—_n_el_< B= f(Df)-hez tartoz6 inverze f,
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& (Fof ) (b)=bh, ha b €B; ¢ lon(=a, ha a€D,

-1
daz f és f fuggvények gorbéi egymdsnak az y=x egye-
nesre vonatkozo tiiksrképei,

Utolsé 4llitdsunk abbdl a ténybdl kivetkezik, hogy 1.5. értelmében
az f fuggvény gorbéje az

{(x,y) ry=f(x), x 6Df}

halmaz, mig f-1 gorbéje az
-1
{n®:x=1"(», yEDY=B}=
={(y,x) ty=f(x), x EDf}

ponthalmaz, az (x,y) és (y,x) pontok pedig egymésnak az y=x
egyenesre vonatkoz6 tiiksrképei. ¥

1.15. A 23.-28. dbrakon megrajzoltuk néhdny fliggvény gorbéjét. Az
abrikrél a fliggvények néhdny tulajdonsdga olvashat6 le, tulajdonsigok,
amelyeket el8szbr pontosan definidlnunk kell, (ez térténik meg az aldbbi-
akban), majd olyan feltételeket kell keresnlink, amelyek adott fliggvény
esetében alkalmasak annak megvizsgildsdra, hogy a fiiggvény rendelkezik-e
ezen tulajdonsdgok valamelyikével. Ilyen feltételekrdl a IV. fejezetben
lesz sz6.

1. 16. Definicié. Az f fiuggvény paros, ha minden x 6Df-re
{(-x) € Df és

f(x) = £(-%) .

A definiciob6l kivetkezik, hogy pdros fliggvény gérbéje a fiiggd val-
tozo tengelyére szimmetrikus. Pdros fliggvény pl. y=|x|, y= x2,
dltaldban y==x", ha n=42k, kEN.

1. 17. Definici6. Az [ fluggvény pdratlan, ha minden x E.Df~
(-x) E.Df és

f(x) = -f(~x) .

A definiciob6l ktvetkezik, hogy paratlan fuggvény g rbéje a koordina-
tarendszer kezddpontjira szimmetrikus. Pdratlan fiiggvény pl.

y:-}(, altaldban y=xn, ha x=+2k-1), kEN.
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1.18. Megjegyzés. A legtsbb fliggvény se nem péros, se nem parat-
1

x=-1

lan. Pl. f(x)=x+1, g = se nem paros, se nem pératlan,

1.19. Definici6. Az f figgvény periodikus, ha van olyan p#0,
hogy minden x € Df—re (x+ kp) € Df (kEN) és

f(x + kp) = f(x) .

Hyenkor azt mondjuk, hogy a figgvény p szerint periodikus. A gyakor-
latban 4ltaldban peri6duson azt a legkisebb pozitiv szdmot értjlik (ha ilyen
van), amely az el8bbi értelemben peri6dus. Pl. az f(x)=x-[x] fuggvény
minden egész szdm szerint periodikus, ennél a figgvénynél mondhatjuk,
hogy a periddus p=1. A Dirichlet-fiiggvénynél (1.4. h(x)) periédus
minden racionglis szdm, ezek k&zott azonban nincs legkisebb pozitiv szdm,
ezért kellett 41taldnosabban megfogalmaznunk a periodikussig értelmezését.

1.20. Definicié. Az f figgvény TCDf-ben korlétos (alul-
rol, ill. feliilrdl korldtos), ha az

, {y:y:f(x), xET}

I halmaz korldtos (alulrél, ill. felilrél korldtos).

Korldtos pl. y=sgnx, aDirichlet-figgvény, alulrs] korltos
y y
y= xZ, vy =|x[, nem korlitos y=[x].

1.21. Megjegyzés. Ha az

f fuggvény Dg-ben korldtos A
és korlétja K, akkor a fligg- \ y /
vény girbéje az y=-K és az AP T
y= K egyenesek kozotti sdvban \ /\
helyezkedik el. A 29. dbran egy =% N ¥ % >
(-2, 2)-ben korldtos fliggvény gra- \ /
fikonjat rajzoltuk meg. ~K .
1.22. Definici6. Az 29. dbra

i fliggvény monoton névekv§
(fogyo, csikkend) az 1 intervallumban (ICDf)J ha

4 & % ) =
X, &1, xz €1 és e < x2 esetén f(xl) = f(xz)

(XIEI, x. €1 és xl<x

5 =
9 esetén f(xl) = f(xz)).

2
Ha a fenti képletben f(xl) < f(xz) (ill, f(xl) > f{xz)) 4ll, akkor az

f figgvényt I-ben szigoruan monoton novekedének (fogy6nak) mond-
juk.
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Pl. f(x)= /X egész értelmezési tartoménydban szigoruan mono-

ton novekeds, f£(x)=[x], f(x)=sgnx monoton nvekedd, f(x) = 1

szigoruan monoton fogyé x< 0 ill. x>0 esetében, y= xz, y=[x]|
szigoruan monoton fogys, ha x <0, szigoruan monoton ntvekeds, ha

x =0, aDirichlet fliggvény egyetlen intervallumban sem monoton (n&ve-
ked§ vagy fogyo6).

A fliggvénygiorbék alaki viszonyaival kapcsolatban a kivetkez§ fogal-

makat vezethetjiik be:

1.23. Definici6. Az f fliggvény gorbéjének (xl, f(xl)), (%, f(xz))

pontjait 5sszekots egyenes-szakaszt a figgvénygorbe hurjdnak nevezziik.
A hur egyenesének egyenlete

(x,) - fx))
a= hxlxz(x) = Xy~ % (x - xl) + f(xl) .

1.24. Definici6. Az f flggvény alulrol nézve konvex (konkév)

az 1 intervallumban, ha minden Xy €1, %, €1 és
X E(xl, xz) esetén

f(x) = h &
172

(f(x) = thxz(X)) ;

Szemléletesen kifejezve magunkat, alulrél konvex fliggvény gorbéje meg-
feleld hurja alatt (konkavitds esetén felett) helyezkedik el: 30., 31. 4bra.
(Konvex (konk4v) helyett domborut (homorut) is mondhatunk.,)

1.25. Megjegyzés. Szokds még - a monotonitishoz hasonloan - az
I-ben szigoruan konvex ill. konkdv ftiggvény fogalmdt is definidlni, ett6l
azonban mi itt eltekintiink.

y -
Y y=f{X) %
I
il \ | y=F(x)
1 |
>|,< | ! |
i | . ! !
;\’1 )["2 X }1 );'2 g
30. abra 31. dbra
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A tovédbbiakban ha roviden konvex (konkav) f-rél beszéliink, ezen
mindig az adott I intervallumban alulrél konvex (konkdv) fiiggvényt kell
értentink.

1.26. Megjegyzés, Egyszeri fliggvények esetében kozvetleniil a defi-
nici6ébol kiindulva is bizonyithatjuk a fuiggvény adott intervallumbeli konvexi-
tdsdt, konkavitdsdt, monotenitdisit. Ennél azonban konnyebben kezelhetd
médszert adunk ilyen jellegii vizsgdlatokra - mint mar emlitettiik - a IV.
fejezetben.

A monoton fiiggvények értelmezésébsdl kozvetleniil adédik az alibbi
allitds igaz volta: :

1.27. Tétel. Haa g fliggvény valamilyen (a,b) =1 intervallum-
ban, f pedig g(l)-ben monoton, akkor az f o g osszetett fiiggvény is
‘monoton (a, b)-ben, éspedig monoton novekvs, ha f és g ugyanazon
értelemben monotonak (mindkett§ mon. név, vagy mindkett§ mon. fogyd),
és monoton fogy6, ha f és g ellenkezd értelemben monoton. Ennek
igazoldsit feladatként tiizziik ki.

1. 28. Feladatok.

l. Mi mondhaté az f+g, f-g, f.g, fo g fliggvények piros
sdgarol ill, pdratlansagarel, (monotonitisirsl), ha

a) f is, g is pdros ill. paratlan (mon ntv, ill. mon. fogyod)

by f pdros, g pédratlan (f mon. név, g mon. fogyd).

2. Fuggvény hatdrértéke

2.1. A szdmsorozatoknak - tehit specidlis figgvényeknek - értel-
meztiik m4r hatdrértékét a Il fejezetben. Miel6tt 4ltaldnosabban foglalkoz-
nénk a figgvény hatdrértékének értelmezésével, célszerii néhdny példdval
ravildgitanunk a hatdérték értelmezésének célszerii moédjdra és annak sziik-
ségességére,

2.2. Ha egy test egyenletes mozgist végez és t id6 alatt s utat
tesz meg, akkor sebessége v = Et’ Ha a test mozgédsa nem egyenletes,
akkor s(t) ill. s(to)-lal jelslvea t ill. t0 pillanatig megtett ut

mérdszadmiét, a t- t, idStartam alatti 4tlagsebessége
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s(t) - s(to)

t-t
o

(%)

(Ez az atlagsebesség annak az egyenletes mozgdst végzs testnek a sebes-
sége, amely t - t0 idd alatt s(t) - s(to) utat tesz meg.) t-vel to-hoz

kiozelitve (vagyis a t - t0 idGtartamot roviditve)(¥) viselkedése jellemzgje

lesz a test t  pillanatheli mozgdsinak. Hapl. () = tz, t, =3, akkor

t2-9

t-3

=t+3 (t#3),

vagyis a ty=3 pillanathoz kizeli t pillanatokra a mozgo6 test 4tlag-
sebességének nagysdga 6-hoz "kizeli” érték, célszerliezta ty=3 pil-
lanatbeli sebesség értékének tekinteniink.

2.3. Az f figgvény gorbéjének c¢ abszcisszdju pontjdhoz tartozo
érintc‘SjE.a kovetkezdképpen célszerill értelmezniink:

Tekintstik a gorbe (x, f(x)) és (c, f{c)) pontjain 4tmend hurjat.
X értékét c-hez kozelitve az ad6dsé hurok "hatdarhelyzeteként” adéds egye-
nest célszert a gorbe érintjének tekinteni. (Azt, hogy ezen pontosabban
mit kell érteniink, és hogy mikor van ilyen "hatdrhelyzeti" egyenes, késébb
részletezziik. ) 1 1

Példdul az y= p fuggvény grbéjéhez a (c, E) pontban illeszkedd
érintd egyenletét az eldbbi gondolatmenet értelmében az

y-Ho)=m(x-c),

ill.

1
y=m(x-c)+z

1
gsszefliggéssel jellemezhetjiik, ahol m az (x, }—l(), (c, -6) gorbepon-

tokhoz tartozé hur meredekségének "hatdrhelyzete”, ha x-szel tartunk a
c-hez (ekzben x<c¢ és x>c is lehet) (32. 4dbra). Mivel e hurok
meredeksége

és az utobbi érték, ha x mdr elég kozel van c-hez, tetszflegesen keve-

P

set tér el =~ —£2— ~tdl:

C
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[x-c]< &

]

].--
O]

1
M=

_llk-cl 1
et <sm

¢ 7

3
ha 1x-c|<|c| 6:6 {ekkor nyilvéan le>lc| ha £€> 0 kicsi,
y

2 27
amit az els§ becslésnél felhaszndltunk), az érint§ meredekségének - —112
vehet§, s igy az érint6 egyenlete ' c

2.4. Az

3 2 !
f(X)=x-x +x-1 I
x-1 :

I

fliggvény x=1 esetére nincs :
értelmezve. Ha azonban x= 1~ i
|

x

hez tetszflegesen kizel fekvd x
értékekre kiszdmitjuk a fligg-
vény értékét, az mind kozelebb 32. 4bra
keriill 2-hoz, tetszfleges pontos-

saggal megkozeliti a 2 értéket:

£(3) = 10, £(0) = 1,
£(2) = 5, f0,5) = 1,25,
£(1,1)= 1,21 £(0,9) = 1, 81,

£(0, 95) = 1, 9025,
£(0,98) = 1, 9604,
£(0,999) = 1,998001, .

Be lehet bizonyitani, hogy ha x-et minden hatdron tul kozelitjiik
i-hez, vagyis x beleesik 1-nek alkalmas

U=Ka1, &)

kérnyezetébe, akkor f tetszlleges pontossiggal megkozeliti 2-t (bele-
esik 2-nek tetszfleges
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V=K(Z £)

kiornyezetébe). (Ldsd 2.7.)
Példdinkbsl kézenfekvBen adédik marmost a kovetkezd definicio:

2.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény hatdrérté-
kea c¢ helyen A, habirmely pozitiv £ -hoz létezik olyan
pozitiv 4, hogy

f(x) € V= K(A, €) valahdnyszor x€U=K(c,d),

ill. m4sképp felirva d

lfx) - A|< €, valahdnyszor 0<|x - c|< & (&).

A definici6 annak az 4llitdsnak preciz megfogalmazdsa, hogya ¢
helyhez elég ktzeli, de c-t8l kiilonbtz8 x helyeken f(x) tetszdlege-
sen kevéssel tér el az A értékt8l. A definici6ban magédn az x=c¢ he-
lyen felvett fuggvényérték nem is szerepel, f(x)-nek itt nem is kell értel-
mezve lennie, viszont a hely kicsiny ¢ -sugaru pontozott ksrnyezetében
mar értelmezve kell lennie a fliggvénynek,

A 2.5, definiciénak geomet-
riai dtfogalmazdsa kézenfekvs: ha

y az f figgvény hatdrértékea ¢
y=Fin) helyen A, akkora c-hez
A+ ; | "elég kozeli" x-ekre a fliggvény
N ! gorbéjeaz y=A+ & és
\/ 1\ y=A- & egyenesek kizotti sdv-
—A-&— ; ban kell, hogy elhelyezkednek (33.
. ! ! dbra),
e-d ¢ c+d X

2.6. Azt a tényt, hogy az f
33. 4bra figgvény hatdrértéke a ¢ helyen
A, gy jelsljik:

lim £f(x) = A, ill. f{(x)—A, ha x—>c.
X—>~C

Bevezet6 példdinkban tehdt a kvetkez6 hatarértékek szerepeltek:

s(t} - s(t )
. O
lim ———=v(t),
r~-t [¢}
t—-t (o]
0]



. I

lim X-¢c _ g=m,

X—=C c

lim X -Xx +x-1_2.
x=-1

Xx—=>1

2.7. Bizonyitsuk be, hogy az eldbb utolsénak felsorolt hat4rérték
val6ban létezik és értéke 2.

A hatdrérték definici6jdnak értelmében x # 1, fuggvénylnk sz4m-
1416j4t és nevezgjét egyszertsithetjlik (x - 1)-gyel:

3 2 2
lim 22X X1, G H oy ).
x=1 x-1

X —l1 x =1 x—1

(x2+ 1) 2-t8l vals eltérése igy becsiilhets: x—1 esetén
Ix2+1-2|='x2-ll=]x-ll.lx+ll< Jlx+l[<J(J+2)<6,

ahol € tetszélegesen kicsinnyé tehet§ d alkalmas megvdlasztisaval.
Ezzel 4llitdsunkat igazoltuk.

Adott £ > 0-hoz d > 0 (figgvényeltérést kifejezs hibakorldthoz
megengedhetS fiiggetlen viltozo eltérés, pl. mérési pontatlansig) igy sza-
mithat6 ki: el6bbi példdnkndl legyen & = 1072, vagyis

|x2+ 1-2 l< 1072, .
|2 1| <1072,
Ez azt jelenti, hogy
x>1 esetén x2 <1,01, azaz 1<x < m,

mig x<1 esetén 1 - x2< 0,01, azaz [/0,99< x< 1. Mivel
/0,99 és /'1,01 kb&ziil az utébbi 411 kszelebb 1-hez, ezért

d = |/1,01 - 1/20,00499.

Allithatjuk tehdt, hogy x €U= I.((I, &) esetén f(x) €V = K(2, 10-2).
Mds adott & hibakorldthoz hasonléképpen szamithat6 ki a megfeletd o .



2.8. A fiiggvény hatdrértékének most bevezetett fogalma visszave-
zethetd szamsorozatok hatdrértékének ismert fogalmara (II. fejezet), igy
a hat4drérték kiszdmitdsdra ott kapott eredményeink filggvény hatdrértéké-
nek kiszdmitdsdra is felhaszndlhat6k lesznek. Igaz ugyanis a kovetkezd

2.9. Tétel. Az f fliggvény hatdrértékea c _helyen akkor

és csakis akkor A, havan olyan ¢§ > 0, hogy f((c, & YC Dy,
és minden c-hez konvergalo (x,) sorozat esetében anDf a

megfeleld fiiggvényértékekbs] képezett (f(xn)) sorozat A-hoz tart.

Bizonyitds. A tételben kimondott feltétel szlikséges. Ha ugyanis adott
£ -hoz megadhaté olyan , hogy

(% ltx) - A| < €, valahdnyszor 0<|x-c|< § ¢és

lim x =c¢, akkor vanolyan N kiiszobindex, hogy
n =00 n

,xn - c| < ¢ valahdnyszor n >N, vagyis ezekre az n-ekre
(¥) értelmében | f(xn) - A |<E,, ami azt jelenti, hogy

lim f(x)=A,
N -»=cd n

vagyis az (f(xy)) sorozat val6ban A-hoz tart.
A tételben kimondott feltétel azonban elégséges is. Ha ui. megforditva,
n->od esetén x —~>¢ (xn # ¢) mindig maga utdn vonja, hogy

f(xp)— A, akkor f(x) hatdrértéke az c helyen csak A lehet. Te-
gyiik fel ennek ellenkez8jét, vagyis, hogy alkalmas pozitiv & -hoz nem le-
het megfelel§ -t taldlni-ugy, hogy (%) kielégtiljon, vannak tehdt olyan
X helyek, melyekre pl.

0<lxn-c[<?1] de If(xn)-Al§€ (n €Ny .

Ha ez lehetséges volna, akkor ezek az xp-ek olyan c-hez konvergdlé
abszcisszasorozatot alkotndnak, amely abszcisszdkhoz tartozo fiiggvény-
értékek sorozata nem tart A-hoz, a feltétellel ellentétben. Ellentmonddas-
ra jutva tehdt, a tételben kimondott 4llitds megforditdsa is igaz, a tételben
szerepld feltétel elégséges is.*

Megjegyezzik, hogy a fuggvény hatdrértékére bevezetett 2. 6. jelslés
tulajdonképpen erre a 2.9. tételre utal,

A szdmsorozatok hatarértékére vonatkozo IL. 2. 13. tételbS]l azonnal
kovetkeznek az aldbbi &llitdsok:
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2,10. Tétel. Ha x—c esetében f(x)— A, g(x) —B, akkor

f(x) + g(x)>A +B, f(x).g(x)+A.B és -é%))—»g, ha B#0.

izonyitds. A feltétel értelmében birmel sorozatra
Bizonyitd értelmében birmely (xn)

lim X, =¢ esetén  lim f(xn) = A, lim g(xn) = B, az utébbi szdm-
n>co -0 n-=oco
sorozatokra pedig I1. 2. 13. értelmében

f(xn) A

f(xn) + g(xn)—>A + B, f(xn).g(xn)—rA. B, @ ~ 35 B#0

és ez a 2.9. tétel értelmében az allitdst adja. ¥

2.11. Eléfordulhat specidlisan az az eset, hogy az A hatdrérték
V =K(a, &) kérnyezetébe csupdn c-hez elég kozeli, de c-nél nagyobb
x-ekhez (vagy c-nél kisebb x-ekhez) tartozo fiiggvényértékek esnek pele,
Ez a helyzet pl. az y = sgnx figgvénynél az x=0 helyen. Ilyenkor
specidlisan jobb oldali, ill. bal oldali hat4rértékrasl beszéllink, melynek
definici6ja a hatirérték dltaldnos 2.5. alatti definiciéjabsl értelemszeriien
adédik:

2.12. Definicié. Azt mond- T
juk, hogy az f fiiggvény jobb A +U€4 /.
oldali hatdrértéke (bal oldali : i
hatdrértéke) a ¢ helyen A, A / /\
ha barmely pozitiv &€ ~hoz lé- U N TN

' '=f’X_‘
tezik olyan pozitiv &, hogy A-g ) : v

f(x) €V = K(A, €), vala- |
hdnyszor x €U ={x:0<x - ! ' —
-c<dJd} (34. dbra) c c+d ol

(R EV = K(A, £), vala- 34. 4bra
hdnyszor x€U={x:0<c¢-
-x<J8f) (35, abra)

ill. masképp felirva
lfx) - A< &€, valahdnyszor 0< x-c < d,

ltx) - A1< €, valahanyszor 0< ¢ - x < &). (S=d(EYy



Az ¢ helyhez tartoz6 jobb ol-
dali (ill. bal oldali) hatarértéket igy

jelsljuik:
g g=foy ™\ 19
AT lim  £(x) = f(ct),
A /-‘u\ N - x»ct
WY
|
/ ] AN / (lim f(x) = f(c=-0)) ,
—A-E : Ny x—+c-0
T o "X .
(specidlisan 0+0 helyett +0-t, 0-0
35. abra helyett -0-t is irhatunk) e jelolés-

sel arra utalva, hogy a 2.9. tételnek
megfeleld (xn) sorozatok jobb oldali hatdrérték esetében c-nél nagyobb
(bal oldali hatdrérték esetében pedig kisebb) szdmokbél kell, hogy dlljanak.

PL lim sgnx= lim sgn x=1,
x~+0+0 x++0
lim sgnx= lim sgnx=-1.
x+0-0 x—+-0

Kozvetlenll belathaté marmost az aldbbi 4llitds igaz volta:

2.13. Tétel. Az f fuggvényneka c helyen akkor és csak akkor
van hatdrértéke, ha van jobb és bal oldali hatdrértéke, és ezek megegyez-
nek egymdssal.

(A ¢ helyen vett jobb oldali {vagy bal oldali) hatdrérték nem kell,
hogy megegyezzék a c-beli fuggvényértékkel, sét, a figgvénynek nem is
kell értelmezve lennie c-ben.)

2.14. Eléfordulhat az az eset is, hogy az A szdm V= K(4, &)
kﬁrnya-t_ébe csak az elég nagy (kicsi) x értékekhez tartozé fliggvény-
értékek esnek bele, vagyis a szdmsorozatokndl bevezetett jelgléssel
x—++o° (ill. x—+-09) esetében 4ll

f(x)—=A .

Az ilyen "végtelenben vett" hatirértéket igy definidljuk:

2.15. Definici6. Az f fuggvénynek plusz végtelenben (+oc -ben)
hatdrértéke A, ha bdrmely pozitiv £ -hoz létezik olyan N szdm,
hogy

[f(x) - A|< €, valahdnyszor x >N (N= N(&)),

ill.
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f(x) €V = K(A, £), valahdnyszor x €U ={x: X >N(E )}

(az itt megadott U halmazt plusz végtelen ktrnyezetének is nevezik).
{36. abra)

yl
A+

|
v "

2. 16. Definicié. Az f fliggvénynek minusz végtelenben hatdrértéke
A, ha bdrmely pozitiv £ -hozlétezik olyan P szam, hogy

lfx) - A1 < £, valahanyszor x< P (P=P(EY,
i1l.
f(x) €V =K(A, £), valahdnyszor x €U={x:x<P(€)}

(az itt megadott U halmazt minusz végtelen kornyezetének is nevezik).
(37. abra)

A "végtelenben vett" hatdrértékeket a végesben vett hatarérték min-
tdjara jelslhetjlik:

lim £(x)=A, ill. f(x)—=A, ha x-»+4oo,

X—» 0
illetve
lim f(x)=A, ill. f(x)—A, ha x -oo0.
X - -0Q
Pl
5.4
lim 3% 4—lirn x 3-0_.3
X_’+°°5-4x x—>+o°;-4 0-4 4
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(A szamitdsndl felhaszniltuk,
hogy x# 0 feltételezhetd,

ha x—= 400, tovabb4 azt

a tényt, hogy 2.10. értelmében
a hatdarértéket "alkot6 ele-
menkénti'" hatdrérték szdmi-
tasdval nyerhetjiik.)

P o
37. dbra n—s -0 X
3
241
- lim X _0t+1_1
- T04+27 2

K—e -00 i+2
b4

2.17. Plusz végtelen, ill. minusz végtelen elSbb értelmezett kirnye-
zeteinek fogalmdt és a divergens, de plusz vagy minusz végtelenhez tarto
sorozatokndl mondottakat (II.3.2. és II. 3. 3.) felhasznilva kézenfekv§ a vé-
ges ¢ helyenvett, c-ben speciédlisan jobb oldali ill. bal oldali, vagy a
"végtelenben vett" plusz végtelen, vagy minusz végtelen hatdrértéket az
alabbi médon értelmezni:

2. 18. Definici6. f-nek c-ben vett (c-ben vett jobb oldali, c-ben
vett bal oldali, plusz végtelenben vett, minusz végtelenben vett) hatdrérté-
ke plusz végtelen, ha tetszfleges N-re

f(EV={y:y> N} valahdnyszor x €U = K(c, S(N)),

(x €U ={x :0<x-c< J(N}},
xEU={x:0<c-x <INV},
x€U={x:x>QN},

x€EU = {x : x<M(N)} ).

2.19. Definicio. f-nek minusz végtelen a hatarértéke c-ben (c-
ben jobbrél véve (cHi-ban), c~ben balrél véve (c-O-ban), +oe-ben,
-oo-pen), ha tetszfleges P-re f(x) € V={y:y <P} valahdnyszor x €U,
ahol U az el8bb részletesen megadott kornyezetek egyike, melyekben

&, Q, M ebben az esetben P-tél fiigg.
Eddigi eredményeinket a kévetkez8 definiciéval foglalhatjuk sssze:
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2.20. Definicié. Legyen OC=c, ct0,c-0, +°°, vagy -o0,

/5 = A, +oo vagy -oco. lim f(x) = FJ ha f értelmezve van
X— OC

® -nak egy kornyezetében (o¢ -t kivéve), és 5 minden V kirnyeze-
téhez taldlhat6 o¢ -nak olyan U kérnyezete, hogyha x €U (x#x),
akkor f(x) €V.

A 2.20. definici6 teljeslilésének sziikséges és elégséges feltételét
- altaldnossdgban - a kgvetkez§ tétel mondja ki:

2.21. Tétel. lim f(x) = ,3 akkor és csakis akkor 41l fenn, feldbbi
X=X
jeltléseinkkel), ha o¢ -nak egy U kirnyezete, magit o< -t kivéve,
része Df-nek, és tetszdleges abszcisszasorozatra, melyre xn-—v o,

X # e, X € Df, teljestil f(xn)—n-_ of. (Itt X = cH) azt jelenti,
hogy X >c és 6 x c~-0 jelentése: X <c és X, —C
X~ +co ll. X~ jelentése pedig méar kordbbré6l ismert.)

A tétel ilyen dltaldnos formdban is a 2.9. tétel bizonyitdsaban kove-
tett gondolatmenettel igazolhato.

Hatdrértékek kiszdmitdsanal sokszor felhasznaljuk az ssszetett fiigg-
vény hatdrértékének kiszdmitdsdra szolgdls aldbbi fontos tételt:

2.22. Tétel. Ha lim g =p, lim f)=¢ (X=c, c10,
X0 u-—l—-ﬂ
c~0, 400, -0, /5 = A, +o0, -00, 4" =B, +o0, -00) és o koérnye-
zetében x# o esetén g(x)#[i, akkor

lim (fog) (x)= lim f(g(x) = T
X— o x—+f

Tételink még tovabb is 4ltaldnosithat6: ha - a fenti jelslésekkel -
véges, és lim f(u) = -, és kikstjuk, ho o¢ kérnyezetében
f> vée im0 (w) = o j gy y

x# OC esetén, ha u—>/5+0, g(x)>(§ . il ha u-—f-0, g(x)<[b,
akkor fennall

lim (fog) (x) = lim f(g(x) ="
X O X+

A tétel 4llitdsa 2, 21. -re tdmaszkodva igazolhats,

2.23. Megjegyzés. o( =c¢, ct0, ¢ -0, +°0, -oo esetében

lim &

Xm0 g{x)
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meghatdrozasindl akir

lim f(x)= lim g(x)=0
X+l X—of

esetében, akar

lim f(x} =+°9, lim g(x)=too
X— < X >

esetében kritikus hatdrérték-esetek adodnak, koézvetlenlil nem tudunk az
alkot6é elemek hatirértékébsl a hdnyados hatdrértékére kivetkeztetni. Mi-
vel ilyen hatarértékek gyakran adédnak, célszeril egyes specidlis esetekre
kiiln elnevezést és jelslést bevezetni,

2.24. Definicié. o =c, c+0, ¢ -0, o0, ~o0 esetében, ha

lim f(x) = lim g(x)=0, és g(x)#0 o alkalmas ponto-
XX XL

zott kidrnyezetében, (vagy pedig

lim f(x) = o0, lim g(x) = +o0),
X+ X—+ o<
akkor
£(x) . .
a) -ng) =1 esetén azt mondjuk, hogy £(x}) x »o¢-ra

X— ol
aszimptotikusan egyenl8 g(x)-szel és ezt igy jeloijlk:

f(x) ~ g(x) .

b) lim 109 0 esetén azt mondjuk, hogy f gyorsabban tart

« o E®
0-hoz mint g (g lassabban tart 0-hoz, mint f), (ill. { lassabban
tart végtelenhez, mint g (g gyorsabban tart végtelenhez mint f)) és
ezt igy jeloljiik:

f(x) = ofg(x))
(olvasd: f(x) egyenld kis ordd g(x)).

f(x)
g(x)

| 2.25. Megjegyzés. 2.24. jelvléseivel ha csak azt tudjuk, hogy

|[korldtos OC pontozott kirnyezeteiben, akkor ezt igy jelslhetjuk:
|f(x) = ((gtx)) (olvasd: £(x) egyenld nagy ordé g(x)). Ezzel a jelsléssel

2o

|azt juttatjuk kifejezésce, hogy f és g egyenld "nagysédgrendiiek”.
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2.26. Az elébbiek felhasznéldsdval oldhaté meg az aldbbi két példa:

1. Legyen fix) = X - I, gx)= X - 1, n,m E€N. Ekkor

n
-

@) o x

n-2+...+x+1)

lim
x =1 (x-1)

lim
Xx—+1 x -1

hiszen x#1,

az egyszeriisités wtin  n,
mindegyike l-hez rart.
2. Legyen fix) = X - 10,
1, ha
" xn_ 0 4‘ 0, ha
m ==Y
X—hi-oc' xm -1 I; +oC, ha
l ~oe  ha
L
2.27. Feladatok
1. Hatdrozz.h inee 40, =0,
2. Létezik-v tog
¢, ha x
glx) =
e x=E,
({ q
i, ha t#£0,
frey = i It t= (.

=1
(Xm-l . Xm-2 “m’

fo.+x+1))

crirt egyszerlisithetiink (x-1)-gyel, a szdmldloban pedig
a nevezbben pedig m

tag maradt, melyeknek

g(x) = X - I, n,m€E€N. Ekkor
n=m, ekkor tehit fa g,
n<m, ekkor tehit f= o(g),
n>m (x-+-°0 esetén csak, ha n-m=2K),

n>m, n-m=2k-1 és x--co (kEN).

+09Q, -oR-hen [—}}-:—J hatarértékét,

hatarértéke O0-ban, ha

irracionalis,

p-nek és
és g >0,

g-nak nincs kizos osztoja

3. Folytonos fiiggvény

3. 1. Fizikai vizsgdlat sordn szdmicdst végezve a szdmitds alapjdul
szolgzﬁ‘)—kiindulési wdatok rendszerint mérés eredményei, és igy pontatla-
nok, a val6di értékidil tobbé-kevésbé eltérnek. Mégis, a szdmitds elvégzé-
sére az ad elvi alapot, hogy feltessziik, ha a kiinduldsi adatok kevéssel tér-

nek el a tényleges érréktdl, akkor

a szimitds eredménye is kevéssel fog

eltérni a keresett mennyiség valodi értékétsl, és minél pontosabbak a ki-
induldsi adatok, annal pontosabb lesz az eredmény is.
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Pl. a szabadon esf test 4ltal megtett yt mérfszdmdt az esés t ide-
jének ismeretében az s(t) = %tz osszefiggés alapjdn szdmithatjuk. Itt a
t idbnek "kis" viltozdsa a kozben megtett ut hosszusigdnak "kis" valtoz4-
sit vonja maga utdn.

Haaz y=3x+4 fiiggvény x= [/2 helyen felvett értékét akarjuk
meghatdrozni, feladatunkat kizelitéssel ugy oldjuk meg, hogy V2 koze-
lit§ véges tizedesttirtjeit: 1,4, 1,41, 1,414, ... helyettesitjtik be a fligg-
vénybe, és azzal afeltevéssel éllink, hogy a kapott figgvényértékek: 8, 2,
8,23, 8,242, ..., minden hatiron tul megktzelitik az x = l/_ helyen
felvett fiiggvényértéket, y=3 V2 +4 értékét.

E feltevés a legegyszeriibb esetben - amikor egyetlen kiindulési adat
szerepel - pontosan megfogalmazva azt jelenti, hogy ha a kiinduldsi adatot
x-szel, a szdmitisnak ettdl fligg6 eredményét f(x)-szel jelvljik, akkor az
f(x) fuggvény olyan tulajdonsdgu legyen, hogy ha x elég kozel van a
kiinduldsi adat valédi b értékéhez, akkor f(x) is tetszflegesen kizel
legyen az f(b) értékhez. Ha egy fliggvény ezzel a tnlajdonsiggal rendelke-
zik, akkor a flggvényt a b helyen folytonosnak nevezik.

3.2. Definici6. Az f fliggvény folytonos a b helyen, ha ott
értelmezve van, létezik {véges) hatirértéke, és ez megegyezﬂc az
fib) {fuggvényértékkel:

f(b) = lim £(x) .
Xx—=b

Nem folytonos pl.

3 2
f(x):x =X +x-1
x-1
az x=1 helyen, mert ott nincs értelmezve, annak ellenére, hogy, mint
azt 2.7.~ben littuk, van hatdrértéke. (38. dbra.)
Ugyancsak nem folytonos y=sgnx az

41 x=0 helyen, mert van helyettesitési értéke,
y=1{x) de nincs hatdrértéke (csak jobb és bal oldali ;
24-—- hatdrértéke van, de ezek kiiltnboz6k) (26. 4bra).:

f(x) =]x] folytonos x = 0-ban (de egy-
szersmind minden x € R-re folytonos), mert

[0f=0= lim | x|, (27. 4bra).
x—0

e — e ———
b

38. dbra
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A folytonossdg definici6jdb6l és a hatirértékre vonatkoz6 2.9., 2.10.
2.22. tételekbsl kovetkeznek az algbbi 4llitdisok:

3.3. Tétel. f akkor és csak akkor folytonos a b helyen, ha béar-

mely & > 0-hoz taldlhat6 olyan o > 0, hogy fennélljon

i(x) € K(f(h), £),
valahdnyszor
*
3.4. Tétel. Az f fliggvény akkor és csak akkor folytonos a

b helyen, ha b-nek egy ktrnyezete része Dg-nek, és minden olyan
(x) sorozatra, melyre xneDf, Xnﬁ’ a megfeleld fiiggvény-

értékekbsl képezett (f(x )} sorozat f(b)-hez tart.*
3.5. Tétel. Ha f € g a b helyen folytonos fliggvények,

akkor ugyanitt fig, f-g, f.g és gby#0 esetén -:-;- is folytonos. *

3.6. Tétel. Haa ¢ fliggvény értékkészlete az f fiiggvény értel-
mezési tartomdnyéba esik, g a2 > helyen, f pediga g )} helyen
folytonos, akkor az fog &sszetett fliggvény is folytonos a ﬁ helyen.

Bizonyitds. Minden (Xn) sorozatra X —= /j {(n-=c0) esetén

g /15 -beli folytonossiga miatt gx)—+g(f>), tehdtaz f figgvény
g( /3)-beli folytonossaga miatt f(g(xy))— f(g( ). vagyis fog foly-
tonos a (5 helyen, amint azt allitottuk. %

3.7. Mivel az f = llands, és g = x fliggvények nyilvan minden
x-re folytonosak, a 3.5, tételt alkalmazva adodik, hogy a racionélis fuigg-
vények mindeniitt, ahol érielmezve vannak (nevezjik nem zérus), folyto-

nosak. Gyakorldsul persze kszvetleniil sem nehéz beltni pl. y= xz, ill.

y= —12 folytonosségiat tetszéleges b helyen (a misodik példdndl b # 0).
X

3. 8. Eldiordulhat, hogy egy f figgvényt a b helyen folytonossig
szempontjab6l vizsgdlva b kirnyezeteibsl csak bizonyes értékek (specis-
lisan pl. csak b-nél nagyobb, vagy b-nél kisebb értékek) jonnek szdmi-~
tasba (pl. b egy 1 intervallum végpontja, és a fliggvényt az interval-
lumon kiviil rem értelmesztlik, vagy csak az intervallumon beliili helyeken
felvett fiiggvényértékek jonnek szdmitdsba). Ilyen esetekre a folytonossig
3.2.-beli, és a jobb, ill. bal oldali hatarérték 2.12. -beli definicisjdhbol
kozvetleniil adodnak az aldbbi értelmezések:
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3.9. Definicié. Az f figgvénya b helyen jobbrol (bairdl) foly-
tonos, ha ott értelmezett, van (véges) jobb (bal) oldali hatdrértéke és ez
megegyezik az f(b) flggvényértékkel:

f(b) = lim f(x) = f(b4+0) (f(b) = lm () = f(b=0)) .
x— bt x—b-0
3.2.-b81 és 3.9-b3l kivetkezik az aldbbi tétel:

3.10. Tétel. Az { fiiggvény az x=Db helyen akkor és csakis ak-
kor folytonos, ha jobbré6i is, balrél is folytonos.

Az y=sgnx fiiggvény x= 0-ban sem jobbral, sem balrél nem
folytonos, mert

sgn 0 =0# lim sgnx=l, sgn0=0# lim sgnx=-1.(26.38bra)
x40 x—=0

Az y=[x] figgvény az egész abszcisszdju helyeken jobbrél foly-
tonos, balrél azonban nem folytonos, tehdt nem is folytonos:

[k]l=k= lim [x]=k, [k]=k# lim [x]= k-1 (kEN),
x —+ k0 x —k-0

és ugyanez a helyzet az x=-k (k &€N) helyeken. (28. ibra)
A felsorolt példik felvetik azt a kérdést, hogy ha egy f fiiggvény
egy b helyen nem folytonos, mondhatunk-e valami lényegeset viselkedé-

1
sérdl. Nyilvdn més jellegi y=sgnx, y=[x], y= 3 = iz visel-

kedése x = 0~ban (ahol egyik fliggvény sem folytonos). *

3.11. Definici6. Ha f ér-
telmezve van egy K(b, £ )-ban
és nem folytonos a b  helyen,
akkor b szakaddsi helye f-
nek.

Ha tehat a 3. 2. definici6ban
szerepld hiarom kikstés bdrmelyi-
ke nem teljesll, de { értelmez~
ve van egy K(b, £ )-ban, akkor

~ f-nek szakadisi helye b.

39, sbra 3.12. Definici6. b meg-

szlintethet8 szakadasi helye f-

nek, ha f értelmezett egy I&(h, £ ) kbrnyezetben, lim f(x) léte-
zik (véges), de f nem folytonos b-ben. x—b
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Pl, az

f(x), ha x#1,
2
- X +x+1

x3
i) = x-1

ésa gx) =

0, ha x=1

fuggvényeknek (38. és 39. dbra) x=1 megsziintethet§ szakaddsi helye.
Az elnevezést indokolja, hogy - példanknil maradva - a

f(x), ha x#1,

h(x) =
2=1lim f(x), ha x=1
X -]

f(x)-t6] "kevéssé kiilonbszd" fiiggvény mér folytonos x = l-ben (h(x) = x2+1).
Ezt ngy is mondjék, hogy f folytonossd tehetd a megsziintethetd szaka-

ddsi helyen, mert értelmezhet egy olyan fliggvény, mely a szakaddsi hely-
t8] eltekintve f-fel megegyezik, f szakaddsi helyén pedig helyettesitési
értéke f hatdrértéke.

3.13. Definicié, b wuvgrdshelye f-nek, ha b-ben van f-nek vé-
ges jobb és bal oldali hatdrértéke és ezek kiilsnbszdk:

f(b-0) # F(b0) .

Ebben az esetben is kézombgs, hogy magdn a b helyen f értelmezett-e,

és ha igen, megegyezik-e helyettesitési értéke valamelyik hatdrértékkel.
Ugrashelye x=0 az

y=sgn x (26. abra) és az

y =X figgvénynek (utébbi y y= ,,—;‘;T

X1 +1

x # 0 esetében megegyezik

sgn x-szel, ldsd 40. abra), i >

y =[x]-nek pedig az

x=+(k-1), k EN helyek - -1

ugrishelyei (28. dbra),

3. 14, Megjegyzés. A 40. 4bra
megsziintethet§ szakad4si helyet
és az ugrdshelyet kozis néven elsifaju szakaddsi helynek is nevezik., Minden
mdésfajta szakadédsi helyet mésodfajun szakaddsi helynek neveziink. (Specid-
lis mésodfaju szakadasi helyek azok, ahol a fiiggvénynek (esetleg egyoldali)
végtelen hatdrértéke van.)
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y“ Pl. minden x helyen m4-
sodfaju szakaddsa van a Dirichlet-
fuggvénynek (1.4. h(x)) é&s

_ 1 x = (~ban az vy =i (24. dbra)
= ? 1 X
ésaz y= - (41. 4bra) fligg-
X

vénynek,

A sorozatokhoz hasonlSan
X figgvények esetében is a monoto-
nitds igen "hasznos” tulajdonség,

ezt is mutatja az al4bbi tétel;

~ad

41. Fbra

3.15. Tétel. Monoton fliggvénynek m4s szakaddsa, mint ugrdsa nem
lehet.

i Bizonyitds. Legyen f (a,b)-ben pl. monoton novekedd, és
|:1(o €(a,b). Ekkor az {f(x):x E(a, xo)} halmaz felilrél korlitos, egy

Ifelsé’ korlatja ui f(x,). E szdmhalmagz fels§ hatdrdt A-val jelvive, bdr-
fmely € > 0-hoz van olyan x;» hogy a< x, <% és f(xl) >A-

E ekkor % <x <xo esetén A- £ <f(x) £A. Eszerint A= f(xO-O).
|Ugyanigy lathaté be, hogy f(xo-!-O) is létezik és epyenld az (xo, by inter-

Ivallumban felvett fliggvényértékek halmazdnak alsé hatdrdval (e halmaznak
Iegy alsé korlitja f(xo)). Igy f(xO-O) és f(x0+0) létezik, véges, és

:f(xo'O) = f(xo) = f(x0+(]). Ebb6l az 4llitds adodik.

Hasonl6 a bizonyitds monoton fogyo fliggvény esetében.*
Lényegében hasonlé gondolatmenettel igazolhaté a monoton fuggvények-
re vonatkozo kivetkez§ 4llit4s :

3.16. Tétel. Ha f (a,b)-ben monoton nsvekvs {fogyo), akkor léte-
zik  lim  f(x) és egyenl6 f (a,b)-beli értékkészletének also (fels8)

x—» &0
hatdrdval), ha ez az értékkészlet alulrél (felilrgl) korldtos, ill. -oo -nel
(+ co -nehha az értékkészlet alulrél{feliilr8l)nem korlitos. Ugyanigy lim f(x)

X —-b-0
egyenld az értékkészlet fels§ (also) hatdrdval, ill. +oo -pel (=00 -nel
aszerint, hogy az értékkészlet feliilrdl (alulrol) korlétos-;_{ragy sem.

Eddig csak lokdlisan (adobb b helyen) vizsgaltuk a fliggvényeket
folytonossédg szempontjdbol, kézenfekvBen ad6dik ezutdn az intervallnmbeli
folytonossdg definici6ja:

3.17. Definici6. Az f figgvény az (a,b) nyilt intervallum-
} ban folytonos, ha annak minden pontjiban folytonos.
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ban folytonos, ha (a,b)-ben folytonos, az "a" helyen jobbrél, a

il 3.18. Definici6. Az f fiiggvény az [a,b] =zart intervallum-
"b"  helyen balxrél folytonos.

Specidlis nyilt halmazok a krnyezetek. Ezekkel kapcsolatban a kivet-
kezé mondhaté:

3.19. Definicio. Az f fiiggvény a b hely krnyezetében folytonos,
ha van olyan ¢ > 0, hogy f folytonos K(b, &)= (b~ , b+ F)~ban.

Abb6l, hogy egy fliggvény adott helyen folytonos, nem kovetkezik még,
hogy a hely kbrnyezetében is folytonos. Pl. az

x, ha x raciondlis,
f(x) =
-Xx, ha x irraciondlis

figgvény az x=0 helyen folytonos, de barmely x# 0 helyen szakadéi-
sos (nincs hatarértéke), ésigy x=0 kornyezetében sem folytonos.-

A folytonos fliggvények alaptulajdonsdgait az aldbbi tételekben foglal-
hatjuk ossze:

3.20. Tétel. (Bolzano tétele) Ha f folztonos az [a,b] =zdrt
intervallumban, akkor itt felvesz minden f{a) és 1(b) kovzé es
értéket.

z

Bizongité Legyen c egy, az f(a) és f(b) fiiggvényértékek kozé
esf érték, és tegyuk fel, hogy pl.

flay < c << f(b) .

Megmutatjuk, hogy van olyan hely [a,b]-ben, ahol f éppa c értéket
veszi fel. Legyen ugyanis

H={x:f(x)<¢c, x €[a,b]}

[
|
[
|
E
i
! -nak b biztosan egy fels§ korldtja, tehdta H halmaz feltlr8l korla-
Itos nem dres (a €H), igy 1.5.12, értelmében van fels§ hatara, jelsljiik
lezt 0- lal:
= sup H.
| X, = Sup

I
[Megmutatjuk, hogy f(xo) =c, Ha ui. f(x0)< ¢ 4llna, akkor xo-tél

Ijobbra is volndnak c-nél kisebb fliggvényértéket ad6 helyek, hiszen f
[fa, b]-ben, és igy az x, helyen is folytonos, ami ellentmond a sup H = x4
|feltételnek. Mésrészt ha azt tennénk fel, hogy f(xo) > ¢, akkor f foly-
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ltonosséga miatt X, €8y K(xo, d') kornyezetében is teljesiilnie kell az

fix) > ¢ feltételnek, amibdl kovetkeznék, hogy a H halmaznak volna
xo-nél kisebb felsd korldtja, ti. o< € (xo— d",xo), ellentmonddsban a

jsup H = x_ kikstéssel. Igy tehat csak f(xo) = ¢ 4llhat, amivel 4llitdsun-
[kat igazoltuk.

A Bolzano-tétel megforditdsa nem igaz. Abb6l, hogy f [a, b]-ben
minden f(a) és f(b) kozotti fliggvényértéket felvesz, 4ltaldban nem
kovetkezik, hogy a fiiggvény folytonos [a, b]-ben. Ezt a tényt pl. a kovet-
kezd példan mutathatjuk be:

Legyen

0, ha x=0,

é -%x, ha 0< x<% ,
1

flx) = < %, ha X='i,
g -x%, ha -%< x<1,
}, ha x=1.
“
g (42. 4bra). Eza figgvény [0, 1]-ben minden

f(0) =0 és f(1l})=1 kozotti fiiggvényértéket
felvesz, deaz x=0, x=1 é&s x=5 he-

S
\‘; lyen nem folytonos, igy [0, 1]-ben sem az.

A Bolzano-tétel alkalmazasokban (pl.
' egyenletek kozelit§ megolddsdnil, (V.4.)) jol
E "haszndlhaté egyszeri kivetkezménye az aldbbi
5 1 X Allitds:
42. sbra 3.21. Tétel. Ha valamely [a,b]-ben
folytonos fiigevénynek az x=a és x=Db
helyeken felvett értékei ellenkezd elSjeliiek, akkor van (a, b)-ben legalébb
egy olyan £ hely, melyre f(E)=0.
Konnyu példdt mutatni arra is, hogy ha f csak (a,b)-ben folytonos
(de mdr [a,bl-ben nem az), 3.20. és akkor 3.21. sllitisa sem kell, hogy
igaz legyen.

-2, "ha x=-1,
f(x) = x+1, ha -1<x <1,
3, ha x=1. (43. 4bra)
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Az [ fliggvény [-1, I'J-ben nem folytonos X
((-1, I)-ben az), nem vesz fel ezért szlikségképpen y
minden f£(-1)=-2 és f{1)=3 kozti értéket, 34 e
pl. a 0 értéket nem veszi fel (-1, I)-ben. 2l
Onmagaban is érdekes tényt fejez ki a ké- }
s6bbiekben j6l felhaszndlhaté aldbbi 41litds: ‘7} ; —
= X
” 3.22. Tétel. Ha f folytonos az !
[a,b] zért intervallumban, akkor ott kor- s-2¢
litos,
Bizonyitds. Indirekt uton bizonyitunk. Te- 43. dbra

gytik fel, hogy a H= {f(x) :x €[a,b]} halmaz
pl. feliilrdl nem korldtos. Ekkor szitkségképpen kell, hogy legyenek [(a,b]-

I i
lben olyan Xy xz,..., Xy e helyek, melyekre f(xl) >1, f(xz) > 2,

Jo- s f(xn) >n,... . Az (xn) sorozat azonban korlitos,
I(xn €[2,b]V n€ENre=3a ‘éxn £b). A Bolzano-Weierstrass-tétel

[(II. 5.3.) értelmében tehit van konvergens részsorozata; jeloljiik ezt
i(xn J-vel, hatdrértékét X" lal. X azonban [a, b]-hez tartozik, tehst
i
txo- ban f folytonos, ami ellentmond annak, hogy X X f(:(n)—v +o0.
i i

Feltehet6 a kérdés, hogy ha m4r tudjuk, hogy az [a,b]-ben folyto~

nos f fliggvény ott korlitos, vagyis a H={f(x) : x € [a,b]} halmaz

korldtos, van-e olyan hely [(a,b]-ben, ahol f a supH ill. infH

értéket felveszi. Miel6tt az erre vonatkoz6 fontos tételt kimondandnk, elg-

szbr egy kézenfekv§ elnevezést adunk meg:

3.23. Definici6. Ha f értelmezve van egy T halmazon, és a
H=f(T) értékkészletnek van legnagyobb (legkisehb) értéke, akkor ezt az
f fuggvény T-n felvett maximuménak (minimumdnak) nevezziik és igy
jeloljik:

max f(T) = max f(x) (= supH) (min {(T) = min f(x) (= inf H)).
x&T ) x&T

Ha o & T esetén

max f(x) = flo) (min f(x) = f{ec)),
xeT xE&T

akkor of -taz f fuggvény T halmazbeli maximym- (minimum-) he-
lyének nevezziik. Kozos néven a T halmazbeli maximum- ill, minimum-
helyet T halmazbeli szélsGértékhelynek vagy T = Dy esetén abszolut
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szélsbértékhelynek nevezziik. Természetesen egy T halmazon egy fligg-
vénynek tobb szélsGértékhelye is lehet.

3.24. Tétel, Weierstrass tétel
Ha f folytonos az [a,b’] " zdrt intervallumban, akkor van
[a,b]-ben olyan o¢ ill. 3 hely, hogy

flec )= max f{x), f([i): min f(x).
x €[a,b] x€[a,b]

I Bizonyitds. Mivel f [[a, bJ-ben korldtos, 3.22. értelmében beszél-
Ihetiink értékkészletének A als6 és F felss hatararol (3. 23. jelslései-
fvel: A=infH, F=supH). Megmutatjuk, hogy van olyan o< ill. 3
|hety [Ca,b]-ben, melyre f(ex)=TF, K f>)=A. Haui. pl. nem volna

!olyan hely, amelyre f(ec )} =F, akkor a

| g{x) =
|

[fuggvény is folytonos volna [a,b]-ben, és igy 3.22. értelmében korldtos
|lenne, létezne tehdt olyan K> 0 szdm, (g >0) melyre

1
1 F_—f(;)<1< (x € [a,b]).

IEbbé] az egyenlStlenségbfl azonban F - f(x) > 0-val val6 4tszorz4s és
|rendezés utdn

l
I

1
F - £(x)

< F - (x € [a b))

adédna, volna tehdt f-nek az F felsd korlatnal kisebb fels korlatja,
ami nem lehetséges. Ellentmondédsra jutva, igazoltuk, hogy kell a kivant
tulajdonsageal bir6 o¢ helynek lennie [a,b]-ben, vagyis a tétel 4llitdsa
igaz. Hasonl6an igazolhat6 indirekt uton a kivdnt tulajdonsigu [5 hely
ll6tezése. ¥

Arra vonatkozéan, hogy az [a, b]-ben folytonos f fiiggvény ponto-
san hol, és hdny helyen veszi fel [ a, b]-beli szélsGértékét, a Weierstrass-
tétel semmit sem mond ki. Ennek a kérdésnek vizsgilatira késébb (V.1.)
még visszatérink.

3.25. Megjegyzés. A Weierstrass-tétel dllitdsa az (a,b) nyilt in-
tervallumban folytones f fiiggvényre dltaldban mér nem igaz. Pl. az
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x, ha -1<x<«l
f(x) =

0, ha Ixl=1

fuggvény (44. 4bra) nem teljesiti a tétel 4llitssat.
Lényeges volt el§z8 tételeinkben az a

tény is, hogy végesben fekvs, tehat korlatos
zart intervallumokban ([, b]-ben) tettijk
fel, hogy a fiiggvény folytonos. Pl. a T
(0, +oo)-ben folytonos =3 fliggvény se-

hol sem veszi fel (0, +oo)-ben legnagyobb,

ill. legkisebb értékét. 14
Természetesen lehetséges, hogy egy

szakad4dsos fiiggvényre is igaz pl. a Weier- 44, ibra

strass-tétel 4llitdsa (a tétel elégséges, de

nem szitkséges feltételt ad meg arra nézve, hogy egy fiiggvény legnagyobb

ill. legkisebb értékét felvegye). Pl.

x+ 1, ha -1Zx=g,
f(x) =
-X, ha 0<x &1

szakaddsos [-1, 1]-ben (45. 4bra) és mégis
BOy=1, il f(l)=-1 az f figgvény 1

(-1, 1}-beli maximuma ill. minimuma. / 1
3.26. Az a tény, hogy f (a,b)-ben, ' .

vagyis tetszfleges x, €(a,b) helyen folytonos, -1 1

azt jelentette, hogy minden &€ > 0-hoz megad- 4l

haté volt olyan megfelel§ (de nyilvan & -t6l is,

xo-tél is fuges) 4 > 0, hogy 45. 4bra

() [f(x)—f(x0)|<f,,>hacsak’x-x0f<cf.

A gyakorlatban féként a kozelit§ szdmitdsok miatt az voina a j6, ha adou
€ hibakorlithoz olyan kozss, az (a, b)-ben felvett helytdl fiiggetlen
(megengedett x-beli eltérés) volna megadhatd, amelyre (%) teljesiil,
ill. az f(x) &2i(xy) kozelités hibdja az adott £ > 0-n4l kisebb.
Definidljuk tehdt el§szsr ezt a hasznos tulajdonsdgot, majd keressink
olyan figgvényeket, amelyek ezzel a tulajdonsdggal rendelkeznek.

halmazon, ha minden € > Q-hoz létezik olyan (kézts, az A-ban fel-

” 3.27. Definicié. Az f fliggvény egyenletesen folytonos az A
vett helytsl fiiggetlen) J > 0, amelyre teljesiil
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" ha |x - %,|< &, % €A, x, €A, akkor |f(x)-f(x,)|< €.

Igaz marmost a kovetkezd tétel:

3.28. Tétel. Ha f folytonos az [a,b] =z&rt intervatlumban,
akkor ott egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Tegylik fel a tétel 4llitdsdval ellentétben, hogy alkalmas
£ > 0-hoz nem lehet a tételnek megfeleld &> 0-t taldlni, tehdt vannak

(a, b]-ben olyan al'bl; azbz; I an, bn,: ... pontparok, amelyekre

|2, = b |<L és If(al) - f(bl)lé &,

|a, - b, I<% 65 |fay) - 10| &

|
I
I
I
|
I
I
I
! ]aﬂ -b |<?11 és If(an) - f(bn)l_a_ £,
I

I

!Az al, a2, vy an, ... szimsorozat korldtos, van tehit konvergens rész-
 sorozata (11.5.3.): a — o, és o €fa,b]. Mivel azonban az
i
1
I Ian - brl | < o egyenlétlensép igy is felirhato:

| a = i<b < a + 'l ]
I n n n n n
laz (an ) részsorozat elemeinek megfeleld pontparok (brl } sorozata is
| i i
| ©¢ =hoz kell, hogy tartson. Mivel o<€ [a,b], ehelyen f folytonos,
|vagyis szlikségképpen :
: fa )—>f(oc), f(b_)—f(oc),
i i
[

Iami ellentmond az

|

I fa_) - f(bn)]—?-—_ £
| i i

|

|feltevésnek. Ellentmondisra jutva, illitdsunkat igatzoltuk.‘K
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3.29. Megjegyzés. Konnyl péld4t mutatni arra, hogy a nyilt interval-
lumban folytonos fiiggvény nem kell, hogy ott egyenletesen folytonos legyen.

Pl. az vy =;l{ figgvény (0, 1)-ben folytonos, és tetszéleges a £(0, 1),
b € (0, )-re

) - 0y | = | 222

Adjuk meg az € >0 szdmot (hibakorl4tot) és legyen

a=—§- b= & .
n '’ n+1
Ekkor
& -4
|f(a)-f(b)|=——“—21+—l— == >1> &, hacsak £<1,
£ & )
n(n + 1)

Szavakban kifejezve, ha n elég nagy, a 0 hely bdrmely kornyezetében
van két olyan egymdshoz tetsz8legesen kiszel fekv@ a és b hely, hogy
a kivint |f(a) - f(b)| < € egyenlftlenség nem teljestil.

A Bolzano-tétel (3, 20.) felhaszndlds4val igazolhat6 az alsbbi tétel:

3.30. Tétel. Ha f egy 1 tetszdleges tipusu intervallumban folyto-
nos és szigoruan monoton, akkor értékkészlete egy ] intervallum,

f inverz fiiggvénye a ] intervallumban folytonos és az f fifggvénnyel
azonos értelemben szigoruan monoten,

Bizonzftés. Legyen pl. f I-ben szigoruan monoton ntvekeds. Ha
f I-ben korldtos, jelsljlik értékkészletének als6 és fels§ hatdrat m-mel

:és M-mel. Ekkor m< y <M esetén van I-ben olyan X, és Xy hely,

]hogy f(xl) <y< f(xz) és a Bolzano-tétel szerint, amely f feltételezett

|folytonossdga miatt alkalmazhato, X, és X, kozidtt, tehdt ugyancsak

I1-ben olyan x helyis, ahol f(x})=y. Igy f értékkészlete tartalmazza
la (m, M) intervallumot, ezen feliil tartalmazhatja még az intervalium
Ivalamelyik, vagy mindkét végpontjit, de m-nél kisebb, vagy M-nél na-
{gyobb értékeket - ezek értelmezése miatt - nem tartalmazhat, Igy az ér-
|tékkészlet egy m és M végpontu nyilt, zdrt, vagy félig zdrt interval-

| um. Hasonl6képpen ad6dik I-ben alulréi (feltlrdl) korldtos f érték-
|készletére az (m, +99) vagy [m, +o00) ((-o0, M) vagy (-o0, M)
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iintervallum, mig sem alulrél, sem feliilr6l nem korldtos f esetében a

[(-o0, +00) intervallum.

l Jelsljiik a fenti esetek barmelyikében az f I-beli értékkészleteként

lad6ds intervallumot J-vel. f szigoru monotonitisa miatt a fliggvény 1

| kiilénbz6 helyein kiilonbozé értékeket vesz fel, ugyhogy (lasd 1. 13.) léte-
zik a J-ben értelmezett x=1" L(y) inverz fuggvény. Ez is szigoruan mo-
noton novekvd, hiszen ha

|
1 €7 €1 <y., akkor x. =f ‘y i<t Xy =
] Y]. ’ Y2 ] YI y2’ Xl = (Yl (yZ - X2'
| mert
{
> 5 = = = &
; X =X esetén ¥, f(xl) = f(xz) Vo adédnék.
-1
Ilpe £ monotonitds4bol mar kovetkezik folytonossdga is. Haui. f
fnem volna J-ben mindeniitt folytonos, akkor valahol ugrdsa volna, és az
y 13
lugrds helyén vett bal és jobb oldali hatdrértékek kozotti intervallum elemei
|(egfeljebb egy kivételével) nem tartozndnak értékkészletéhez, holott £l
|értékkészlete ]J-ben az f figgvény [ értelmezési tartomanydval azo-

jnos, vagyis egy intervallummal, amelyb6l egyetlen kézbeesé hely sem ma-
|radhat ki.®

3.31. A 3.30. Tételben elégséges feltételt adtunk arra nézve, hogy
az [a,b]-ben értelmezett f fiiggvénynek legyen inverze. Az f-re tett
folytonossigi és szigoru monotonitdsi feltétel azonban nem szilkséges az
inverz fiiggvény létezéséhez. Pl. [0, 1]-ben legyen

x, ha x raciondlis,
f(x) =
1 -x, ha x irraciondlis,
f nyilvdn nem monoton, az x= % pont kivételével nem folytonos, mivel
azonban az [0,17] intervallumnak Snmagéra valo egy-egyértelmii leké-

pezését adja, inverz fliggvénye létezik.

3.32. Feladatok,

1. Igazoljuk, hogy ha f az | intervallnumban folytonos, akkor
ugyanott | f| is folytonos. Megfordithato-e az 4llitds?

2. Mutassuk meg, hogy a lim f(x) véges hatdrérték létezésének
Xx—+a
szlikséges és elégséges feltétele (un. Cauchy-feltétel):

f(xl) - f(x2)l < & tetszdleges £ > 0-ra, ha x ' Xy Ef((a, d).

1
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Hogyan fogalmazhat6 meg a Cauchy-feltétel  lim f(x} véges hatdr-
érték létezésére? X -0

3. Kovetkezik-eaz f és g fligevények I-beli egyenletes folyto-
nossdgdb6l f.g I-beli egyenletes folytonossdga?

4. Vizsgédljuk meg egyenletes folytonosséag szempontj4b6l az y=

NNIH

fuggvényt a (0,17 ill. [1,+o0) intervallumokban.

5. Bizonyitsuk be, hogy az [a, b]-ben folytonos f fiiggvény sza-
kaszonként linéaris fuggvénnyel tetsz6leges adott £ hibakorl4ton beliil
megkozelithetd [a, b]-ben.

6. Bizonyitsuk be, hogy az [a, bJ-ben monoton fuggvénynek legfel-
jebb megszdmldlhaté sok szakadisi helye lehet {a, b]-ben.

7. Igagoljuk, hogy minden harmadfoku polinomnak legalabb egy vales
gytke van. Altaldnositsuk az 4llit4st]

4. Elemi fiiggvények

Ebben a pontban - még mindig nem teljességre tosrekedve - az anali-
zis legegyszerlibb fliggvénytipusaival, az un. elemi figgvényekkel fogunk
foglalkozni,

4.1. Els6ként vizsgéljuk meg az
f(x) = X (n EN)
fliggvény viselkedését. (A ftiggvényt szokds (pozitiv, egész kitevds) hat-

vanyfiiggvénynek nevezni.

A fliggvény értelmezési tartominya

értékkészlete

R, bha n=2k-I, k €N,
f(Df) =
{y:yER, y%O}, ha n=2k, kEN,

A fiiggvény (-0, +oc)-ben folytonos 3.6. ill. 3.7. alapjdn. Mivel

(-x)n = (- 1)n xn, az
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piratlan, ha n=2k-1, k EN,
f(x) = <& fuggvény
piros, ha n=2k, kEN.

A fiiggvény monotonitdsdval kapcsolatban a kivetkezd mondhatd:
szigoruan monoton ngvekeds, ha n=2k-1, k €N,

n . .

f{x) = x X f 0 eset?n sz¥goruan monoton fc.agyé, ha n=2k, k €N.
x 20 esetén szigoruan monoton nsvekedd,

Ennek igazoldsat feladatként tiizziik ki. Kés6bb (IvV.4.3. lo, 20) bizonyitjuk

majd az aldbbi 4llitdsokat:

x <0 esetén konkdv,

=2k-1, k€
x 2 0 esetén konvex, ha n=2k-1, k&N,

n
f(x) = x
konvex, ha n=2k, k&N

Mivel
n
lim x =+o9,
X > OO0
n -0, ha n=2k-1, k&N,
lim x =
X—» -0 +oco, ha n=2k, kEN,

a fliggvény értékkészletével kapcsolatban kicsit részletesebben a kovetkez6-
ket mondhatjuk:

£[0, +o0) =[0, +o0) V n € N-re,

(-0, 0], ha n=2k-1, k&N,
(- o0, 0.:|=
[0, +o0), ha n=2k KkEN,

vagyis n=2k-1, k&N esetén £(x) = x*  sem alulr6l, sem feliilrdl
nem korlitos, n=2k, k &N esetén pedig alulrél korlites, feltilrél
nem korlitos.

A 3.30. Tétel értelében a [0, +o0)-ben szigoruan monoton novekeds
és folytonos f(x) = x" fliggvénynek van tehdt {0, +o0)-ben folytonos és

ugyancsak szigoruan monoton névekeds f-l inverze. Ennél n= 2k-1
k € N esetén még tobb is mondhaté: ekkor f-nek (-0, +e9)-ben, tehdt

108



a figgvény egész értelmezési
tartomény4n van folytonos, szi- yt
goruan monoton ngvekeds in-
verze, Az f(x) =x0 fuggvény y= 2K (KEN)
inverzét igy jelsljuk:

£ l(x) = IVX—

Ezt x >0 esetén igy is szok-
tuk jelslni: : 46. dbra

1

-1
f (x=xn.

(n=2k, k €N esetén az Ao
flx) =x0 (x €(-00, 0)) szigo- 14
ruar monoton fogyd, folytonos 2 y=)r2k” (KEN)
fliggvény ugyanezen tulajdonsigok- . - -
kal rendelkez§ inverzét igy jelsl- g 1

jik: £ ix=- PE) -1t

A fent részletezett tulajdon- Y
sagok felhasznildsdval az f(x) = ,
=xI  fliggvény gorbéjét a 46. és
47. abrin szemléltettik. 47. dbra

4.2. Definici6. Raciondlis egész fiiggvénynek, vagy n-ed-foku po-
linomnak nevezziik a

1)

n
X+...+ax =z ax
n . i

i=0

i
pn(x) =a, + a,

fliggvényt, ahol a, €R (i=l,...,n) és a # 0.
n
(A fliggvény megaddsinil szerepld Zj jel jelentése: olyan (n+1)-
I=

tagu tsszeg, melynek tagjaiaz i=0, i=1, ..., i=n helyettesitéssel
adsds a, % ..., anxn kifejezések.) Specidlisan

p(x) = a, + aXx

neve linedris fliggvény (a figgvény gorbéje ugyanis egyenes, ldsd 48. ill.
49. 4bra; ez a, = 0 esetén pdrhuzamos az x tengellyel, a, #0 esetén
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] y=U;X+ do
y (a,>0, a,>0) Yy

Y=o

U o (0,5 0)

i
|
|
00 ———!
1

48. abra 49, dbra

atmegy a (0, a ), (1,a +a ) ponton, az x tengely pozitiv irdnydval be-

Zart szigének tangense (az egyenes meredeksége ) a;.
A raciondlis egész fliggvények az f = 4lland6bol és az f =x (1€N)

fuggvényekbdl tsszeaddssal és szorzassal allnak els, igy orokllk "pssze-
tevéik” sok tulajdonsagidt. f{x) = pn(x) értelmezési tartoménya

Df =R,

ugyanitt folytonos is (3.7.). Specidlis esetekt8l eltekintve se nem pdros, se
nem paratian, Monotonitdsi intervallumainak, konvexitdsdnak, konkavitisi-
nak vizsgdlata ditaldnossdgban, elemi médszerekkel nehézkes (kivéve az
n=2 esetet), igy erre majd IV.4. -ben tériink vissza,

Annak érdekében, hogy a p,(x) fliggvény értékkészletérsl valamit
mondhassunk, 4llapitsuk meg a fliggvény hatdrértékét plusz végtelenben és
minusz végtelenben:

a

a +o00, ha a >0,
n-1 o n
X

lim pn(x)= lim xn(a + +.o.F n)=

X =3 4 00 X OO "'OO, ha an<0

mig n=2k-1, k&N esetében ugyanezzel az dtalakitdssal adodik:
~o0, ha an >0,
lim p(x = .
x-»-00 1 +oo, ha an<0.

Ebbél, a figgvény folytonossdgédra val6 tekintettel, kovetkezik, hogy a fligg-
vény értékkészlete

pn(Df):R, ha n=2k-1, kE&N.
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n=2k, k&N esetében megegyezik Pp{X) +09-ben és =-o9-ben vett
hatirértéke, igy a >0 esetében feliilrdl, a <0 esetében pedig

alulrél biztosan nem korl4tos. A Weierstrass-tételbdl (I1I. 3. 24.) kovetke-
zik, hogy a mdsik irdnyban korldtos a fliggvény, p, . (x} értékkészletét
fipats 5 < - 2k

dltaldban nehézkes megéllapitani.

4.3. Definici6. Raciondlis tortfliggvénynek nevezzik két polinom h4-
nyadosat:

1n
X a a. x a x
p_(x) o Fax+ ta

YW  y ibx+... +b x
0 1 m

fi(x) =

»

m

ahol aiER, (i=0, ..., n), an#(}, bj€R (=0, ..., m), bm#(].

f(x) értelmezve van minden olyan x helyen, ahol nevezdje nem
0, vagyis értelmezési tartoménya

De={x:x€RAq (x)#0}.

D -ben f(x) folytonos (3.7.)
Monotonitisdrél, konvexitisirsl, konkavitdsdrsl, értékkészletérsl
dltaldnossdgban elemi médszerekkel kevés mondhats.

n

a, x % n-m
lim  f(x)= lim 2 hx)= lim —% x h(x) ,
X +to0 X—>=+co 4 xm X->4+00 m
m
ahol
a a
S 2 S
a " ax
h{x) = " 5 —1, ha x-+oo,
0 m-1
et m+1
b x b x
m m
és igy
-
+o0, ha n >m, an.bm >0,
=, ha n>m, ab <0,
lim  fx) = nm
0, ha n<m
X~ o2
%
5 ha n=m
m
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Hasonl6 4llitds igazolhaté x-—+-oo esetében, ekkor a + o0 és -0

hatarérték filgg n-m pédros vagy paratlan voltdtél, a . bm elfjelétdl.
4.4. Kicsit részletesebben térjunk ki az
ax + b
= e—————— . 6
f(x) pmm—— (a,b,c,d ER)

specidlis raciondlis tortfliggvény vizsgalatira.
c=0 esetében (ekkor kell, hogy d3# 0. legyen) az
b

a . '
f(x) = 3 x+-a ill. f(x) =

b
d

els6foku (0-adfoku) racionilis egész fuggvény (linedris fliggvény) adédik.

b
D;=R, HDp=R il =

A flggvény monoton novekvd (fogys), ha g >0 (—2 < 0).

c #0 esetéven a kifvetxezd 4taiakitast vegezhetjlk el:

d d
—-—-a-=
0 axtb 1ax+b 1 ax+a— c+b )
cx+d ¢ d ¢ d =
X+ = X+ =
c c
1 b-a?d a bc - ad 1
=clr——)=ct—3 3
X+ = c x+—
c c

Ha tehdt bec = ad, akkor specidlis esetként 4llandé fiiggvény ad6dik.

(Dg = R '{’SJ’ f(Df)=%)'

Ha c#0, ab-bc#0, akkor

ax-+b _

0 =57a”

a
=+
C
X+- C
C

linesris tortfligevény adédik, melynek értelmezési tartoménya:

d
Df=('00. "S‘)U('E, +oo) .
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ola

Mivel a fuggvény gbrbéje y= ]—i gbrbéjébsl x irdnyu nagysagu elto-

. sz . a . :
ldssal, y irdnyu A-szoros nyujtdssal és T hagysdgu eltoldssal nyer-
het8, a fliggvény értékkészlete

D = (-00, DU E, +o0),

tovadbba a fiiggvény A >0 (azaz bc>ad esetén) (-o0, - g)-ben is,

(- g, + oo)-ben is szigoruan monoton fogys, (-oo, - = -ben konkav,

(- -S, +oo)~ben konvex (50. dbra). A <0, (azaz bc <ad esetén) a
fliggvény (-o0, - - -ben is, (- S, +o)-ben is szigoruan monoton ngve-
ked§, (~o0, - -g)-ben konvex, (- g, + o3-ben konkav (51. ébré).

Mivel vy = i képe egyenls-

szdru hiperbola, melynek aszimptot4i yw |
a koordinatatengelyek, és az ebbél ;
/1Al -szoros nagyitdssal, esetleg tiik- i
rozéssel, eltoldssal adédé gorbe is hi- 1 —
- X
perbola, azt is mondhatjuk, hogy _g ¢ \
e & It T

_ax+b \

f(x)_cx+d {(c#£0, bc#ad \E
|

képe hiperbola, melynek aszimptotéi az 50. 4bra
d a
X=- . és y= -
egyenesek.
4.5. Az | .
1 _/' ’
== ey  _ _ A L_g_ ______ .
X : L—
L
figgvények vizsgédlata visszave- | / -
zethet§ a 4. 1. -ben térgyalt - —g { d
f(x) = X (n €eN) fliggvények !
vizsgdlatdra, Ezt feladatként 51. 4bra

tilzzlk ki, itt csak annyi dlljon,
hogy e fliggvények értelmezési tartoménya
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sz{-oc, U0, +o0) .

4.6. Megjegyzés. Az éltaldnos hatvanyfiiggvény (i(x) = xa, a€R
vizsgdlatira IV. 4. 25. -ben tériink ki.)

4.7. Az exponencidlis fiiggvény fogalméra a hatvdnyozis fogalmédnak
4ltaldnositssa vezet,

Legyen a pozitiv szdm, de a3 1. Ha x>0 egész, akkor az
a~  hatvidnyt igy értelmeztiik:

L2 3
X
a = a.Xx. .a

Az igy értelmezett f(x) = a® figgvény kielégiti az
(%) (x+ 9 =1{x.1y),

(3 () = £(xy)

fuggvényegyenleteket (ax-Z-y =2, ay; (ax)y = axy).
Ertelmet adtunk az a* hatvdnynak akkor is, ha x=0, vagy
x <0 egész:
aO =1, ax =,'i R
-X
a

és ezutdn a (¥ és (%) fluggvényegyenletek bdrmely egész x és vy
kitevére igaznak bizonyultak.
Ertelmeztik az a* hatvdnyt akkor is, ha x tetszdleges raciondlis

(p és q egészszdm, q> 0) esetén

Kimutathaté, hogy bdrhogyan is irjuk fel az_eldbbi m6don az x ra-
ciondlis szdmot két egész szam hényadosaként, a*-re mindigugyanaz az
érték adodik és (%), valamint (k%) tetszlleges raciondlis kitev§ eseté-
ben fenn4ll. <

Annak érdekében, hogy az a” hatvdnyt bdrmilyen x € R kitevg-
re definidlhassnk, kézelitsiik meg az x szdmot racionilis X szamok-

X
b6l 4116 szdmsorozattal. Ha sikertilt beldtnunk, hogy a megfeleld (a n)
sorozat X X esetében konvergens, és hatdrértéke csak x-t6l fiigg,
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tehdt fiiggetlen az  x-hez tarté (Xn) (xn € Q) sorozat speciilis megva-
X

.z sy 2 . . X s
lasztdsit6l, akkor az (a D’) sorozat hatdrértékét tekinthetjiik a~ érté-
kének. E cél érdekében elfszor a raciondlis szdmok halmazdn értelmezett
a* fliggvényre mondunk ki 4llitdsokat, amelyek - latni fogjuk - x €R
esetében is érvényben maradnak, majd x =0, ill X TE (X ),

X

X € (Q sorozatokra igazolva (a n) konvergencijat jutunk el a® egyér-

telmli értelmezéséhez,

4.8. Tétel. Tetszfleges raciondlis Xl< xz‘r_e

X X X X
al<a2, ha a>1 és al>a2, ha 0<a< 1.

4.9. Tétel. Ha (Xn) racionilis szdmoknak x = 0-hoz tart6 soroza-

ta, akkor a megfeleld (a I]) sorozat l-hez (aO-_tl(_)_g) tart.

4.10 Térel. Ha (x ) raciondlis szdmoknak monoton (a > 1 ese-
tén monoton novekedd, 0 < a <1 esetén monoton fogy6) sorozata, akkor
. Do oo, SRROT

a megfeleld (a n) sorozat konvergens.

X
4.11. Tétel. Az (a n) sorozat hatdrértéke fiiggetlen az x-hez tarts

(Xn) sorozat (xn €Q) specidlis vdlasztdsdtol. Jelsljiik ezt a hatdrérié~

ket a*-szel.

4.12. Tétel, A 4.11. értelmében egyértelmiien meghatdrozott a"
figgvény (x €R) a>1 esetén szigoruan monoton névekedd, 0< a < |
esetén szigoruan monoton fogys, és eleget tesz a (%), (%% fiiggvény-
egyenletnek.

4.13. Tétel. Az a® fuggvény (x € R) minden x-re folytonos.

4.14. Tétel. Az a® (x ER) fiiggvény konvex.

4:8. Bizonyitisa. Ha x<y (x,y€Q), mivel

I
E, y X y-x
]

lezért, ha a>1, akkor a’ * > I, ésigy al > a* ,

| -
jmig ha a <1, akkor 2’ ¥« 1, ésigy & <o %
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I 4.9, Bizonyitdsa. Legyen a>1 {(0< a<1l esetén a bizonyitds
hasonlé lépésekben torténik). Mivel aX (x €Q) monoton nvekvs, elég
beldtnunk, hogy

L
211
a -1, ha n-»oo,

mert ha ez igaz, akkor

Fe

és ha (xn) tetszdleges O-hoz tarté szdmsorozat (anQ), akkor

bizonyos k indextdl kezdve

£ X o : i :
és a (x€Q elébb bizonyitott monotonitisa miatt

L 1
n X n
2

a2 <aK<a?

I

I

I

|

I

|

|

I

|

I

I a
I

!

I

I

[

|

I

I

|

| x ’
ltehat két korldtjdval egylitt a k is tart 1-hez, ha kitevdje a raciondlis

|szémok halmazan O-hoz tart. Bizonyitsuk tehit, hogy

L
n

lim a2 =1,
n-»o00

Mivel az (in) sorozat monoton fogyélag tart 0-hoz, az
2
1

2
a = a (n EN)
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|sorozat is monoton fogy6 és alulrél korlitos (hiszen ap >1). Jelsljuk
|az utébbi sorozat hatdrértékét A-val. Mivel

|
1 1,1
g “\=

I 2n+1 (zn)z
an+l=a =1a = Va_na

lazért az A hatdrérték ki kell, hogy elégitse az

J 2

| A=A il A =A

Iegyenletet. Ennek megolddsai A=0 és A=1. A hatirérték azonban
csak A =1 lehet, hiszen a sorczat elemei mind 1-nél nagyobbak. Ezzel

Iéllitésunkat bizonyitottuk. *

4.10. Bizonyitdsa. Legyen a >1. Ha (xn)/x (xnéQ), akkor

!
| x :

ia n) szintén monoton ngvekeds és korldtos, mertha y >x, y €Q,
l X

akkor az (a n) sorozat minden elemére

|

i 1 n_y
| a fa <a,
I

tehdt (11.4.4.) az (a l.') sorozat koxwrergens.{"E

4.11. bizonyitdsa. Legyen (x,) egy x-hez monoton névekedSleg,
(xl’]) pedig egy x-hez tetszdlegesen tartd, raciondlis szdmokb6l 4116 so-

rozat, Mivel

r
X =X

lip s 2 . p n n
és a 4.9, 4llitds értelmében (x;1 - xn)—a(] esetében a -1

?

x’ X x' "Xy X
. n . n . n . n
lim 3 =)lim a . lim a = lma ", 1,
N -0 n—soo n =00 n-—--oo

|
|
f
|
|
|
| n n nn
|
|
I
|
[
|
]

Jamivel igazoltuk, hogy x, —x esetébenaz (a l-') sorozat hatdrértéke
Ifijggetlen az x-hez tart6 (x,) sorozat specidlis vdlasztds4t6l, a hatdr-

[értéket, melyet a*-szel jelolink, egyértelmiien értelmeztik. ¥
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4.12. igazoldsdt feladatként tiizzik ki.

| 4.13. bizonyitdsa. Célszert el§szor azt igazolni, hogy a* az
|x=0 helyen folytonos, ebb6l kinnyen kovetkezik majd tetszfleges x he-
liyen a folytonossag.

Az x =0 helyen val6 folytonossdg igazoldsa a 4.9. 4llitds bizonyitdsdnal
lki:'ﬁ.fetett lépésekkel adodik, ezért feladatként tiizziik ki. Erre a tényre ta-
|maszkodva, mondhatjuk tehdt, hogy tetszSleges £ > 0-hoz megadhato
l[olyan S (£ )>0, hogy

l

; lah-aol=lah-l’<£, ha |hf< d.

|Ekkor azonban tetszSleges x helyre

|
! Iax+h-»ax|= axlah- ll <aX£=7?, ha |h| < d

i
Ivagyis tetszfleges 7  hibakorléttal megkizeliti ax+h az a~ fiigg-

lvényértéket, ha Iah -1 I < E= % , ami mindig elérhet§, ha |h] elég ‘;
| a
lkicsi. Ezzel tetszdleges x helyre igazoltuk a® folytonosséagat. ¥

4.14. bizonyitdsa. Be akarjuk litni, hog at orbéje tetszileges
y y 2]

Py és X, abszcisszaértékek kozotti intervallumban az % és Xy

{abszcisszdju gorbepontokat dsszekotd hur alatt fekszik. Legyen X < Xy}

ekkor az I:Xl’ xz:] interval-
lum felezdpontjdhoz, az
1 : : <

y=a* (a> 1) E(Xl + xz) abszcisszahoz tar-
tozd gorbepont ordindtija

—l—( +x,.) X, X
2N

2
={/fa .a .

L < T ¢ Lero A
t A szdmtani és mértani kdzép
X4 X X ismert egyenl6tlensége értel-

52. dbra mében azonban
X X X
! XZ a 1 +a 2
a .a < 5 )



[ vagyis az [Xl’ Xy :I intervallum felez8pontjshoz tartoz6 gorbepont vals-

|ban az X, és x, abszcisszdju gorbepontokat ssszekots hur alatt fek-

| : x
Iszik (52. dbra). M4s sz6val, ha y=hix) jelsli az (xl, a 1) és
| *2 *3
(x,, a 7) gbrbeponton 4thaladé hnr egyenletét, akkor a ° < h(x.)
72 % 3
l(x 12 ).

3 2

| Ismételjiik meg ezt az okoskoddst az [Xl’ x3:| és I:x3, XZ] szaka-

szokra, a megfelel§ hurok egyenletét y = h (x)-szel és = h,_(x)-szel

| eg y 1 y=41a,

X +X X,

pontban a = < hl(x4) < h(x4),

4 2
X X X

faz x_ = pontban pedig a 5< h (x_) <hf{x). Folyfatva az elja-
| 5 2 275 5

;jeiﬁlve. Azt kapjuk, hogy az x =

rdst, az a* <h(x) egyeni6tlenség igaznak bizonyul minden olyan x he-
XX

’Lyen, amelyre % - En
271 2

lbdrmely x € (XI'XZ) ponthoz taldlhat6 olyan (ck) sorozat, amelynek

Ielemei az el6bbi alaku helyek és Cp % ezért (aX folytonossagit is

(n €N, m=1,2,...,2"-1). Léthats, hogy

" |felhaszndlva) a® =h(x) adédik.
I

4.15. A 4.11.-ben definidlt a~ exponencialis fuggvény elézdkben
bizonyitott tulajdonsagait néhdny kiegészitéssel soroljuk most fel:

f(x) = a” (a >0, a €R) értelmezési tartomanya Df = R.

Ha a >1, akkor a fiiggvény szigoruan monoton noveked§,
Ha 0<a<l1, akkora fliggvény szigoruan monoton fogyo,

a fliggvény folytonos és konvez,

kielégiti a4.7.-beli (®) és (%) flggvényegyenletet.
Annak érdekében, hogy a fliggvény értékkészletét is megadhassuk, még
egy allitdst kell bizonyitanunk:

X

4.16. Tétel. Legyen a >1, ekkor lim a =+00 és
T X— +too
lim aX=0, ha pedig 0<a<1l, akkor Ilim ax=0 és
X =00 X~ +00
lim ax=+00.
X— 400
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| Bizonyitds. Az 4llitds aX monoton volta miatt abb6l kovetkezik,
|hogy ha x egész szdmokon 4t tart +od-hez, ill. -oo-hez, az allitott
jhatérértékek ad6dnak. ¥ '

4.17. Az el6bbi 4llitdsndl valamivel tobb is mondhats. Minthogy a®
folytonos fliggvény, két tetszdleges fuggvényérték kozti bdrmely értéket
felveszi, pontosabban, mivel a* szigoruan monoton, azért minden pozi-
tiv értéket felvesz, és csak egy helyen vesz fel minden értéket.

aX értékkészlete tendt 1 (0, +o0) intervallum. _1

A 4.17.-ben mondottak értelmében van f(x) = a*-nek R-en f
inverze.

4.18. Definicié. f(x) = a® inverze f-l(x) = 1oga x. {(olv. ma"
alapu logaritmus x) fa >0. a# 1)
log, x
a = X,

vagyis log, x az 4 kitevo, amnciyle az "a"  alapot emelntink kell, hogy
eredményiil x-et kapjuk.

(Implicit alakban az y=log, x fluggvényt x= a¥ alakban is meg-
adhatjuk.)

A 4.15.-4.17.-ben 8sszefoglaltakb6l kévetkezik, hogy a loggx fligg-
vény értelmezési tartoméanya

Dygg 5= @+,

crtékkészliete R.

logax - a>1 esetén szigoruan monoton nvekeds,

0< a< 1 esetén szigoruan monoton fogyo,

(0, +o0)-ben folytonos és konkdv (ha a >1), ill. konvex (ha
0 <a<1)(53. dbra), Az utébbi két 4llitds bizonyitdsdt feladatként tizzik
ki, az el8bbiek 3. 30. -b6l ksvetkeznek.

A 1oga fliggvény a ksvetkez§ fuggvényegyenleteket elégiti ki

1% f(xy) = () + f(y), azaz log (xy) = log x+ log y (x >0, y > 0)
0 X _ .
2 f@ = f(x) - £(y), azaz log J=log x-logy (x>0,y>0)

3% 1) = y.£(x),  azaz 1oga(xy) =y.log x (x>0).

Sokszor haszniljuk még a kilsnbsz6 alapu logaritmnsok dtszdmitdsa-
ra vonatkoz6 alibbi tsszefiggést:
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o logbx
4 log x = .
a logba y

Az utébbi tsszefiiggést legtshbszsr a

b= 10 esetén adédé6 10-es-alapu lo-
garitmusra val¢ dtszdmitdsra hasznjl-
jnk, hiszen loglox értéketi fiiggvény-

tdbldzatokb6l kiolvashaték. (Szokds a
logmx =lg x jelslést is haszndlni.)
I Az 19-39 gsszefiggéseket az
exponencidlis fuggvény 4.7.-beli (%)
|és (x%) (fiiggvényegyenletére hivat-
Fkozva konnyi igazolni. Legyen

t
logaxzt, (azaz x=a),

logay =1, (azaz y= au) ,

ekkor
t u 1

Xy=a.a =a , azaz t+ns= lo_qa(xy),

t
X a t-n X
~=-——=a azaz t-u=log_-—,
y 11 ay

a ¥

t

xy= {a )y =a Y’ azaz ty= loga(xy),

a mdsodiknak nyert osszefiggésekbe t és u értékét behelyettesitve az
illitott 1°-3° vsszefuggésre jutunk. 40 igazoldsa érdekében legven ismét

t
logax =t azaz a =x.
Ekkor
= t_ o,
logbx = logba =t. logba {alkalmaztnk 3%-t),

innen pedig logba-val 4tosztva (logba #0, hiszen a >1, vagy

|
I
I
!
1
|
|
I
I
!
I
I
|
|
|
|
!
!
I
i
|
|

[0<a<1), t é&rtékét visszahelyettesitve
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logbx
logba

I
| t= logax =
!
[adédik.
4.19. A trigonometrikus fliggvényeket a kivetkez8képpen értelmezziik:
Felvesziink a sikban egy derékszogii koordindtarendszert, majd ebben
megrajzoljuk a (0,0) kozéppontu r =1 sugarn kort. E kérvonal (1,0)
pontjabsl kiindulva mérjiik fel el8szor a

| 0= x<29
HA {
I8 hosszusagu korivet pozitiv (azaz az éramutatd
p g
jaréaséaval ellenkezd) irdnyban. Igy a kdrvonal
tax y gy
SI]'IJX g P pontjdba jutunk el.
7 A 5 4.20. Definici6. P abszcisszdja
cosx , cos X, ordinatdja sin x, ott, ahol
! sin x
} 0 0 t =——, .mig ott, 1
| cos x # g X cos %' Migo aho
. _ €058 x <
54. 4bra sinx#0 ctgx =ein x (54. dbra).

Kénnyen lithat6, hogy az 54. dbrdn meg-
rajzolva az egységsugarn korhoz az A = (1,0) pontbeli érintét, ha OP
meghosszabbitdsdnak az érintdvel valé metszéspontjdt B-vel jelsljik, ak-
kor AB=1tgx. A ctg f{uggvény vizsgdlatival, ctgx szemlélietésével,
a tovébbiakban itt nem foglalkozunk, hiszen az erre vonatkozé eredmények a
trigonometrikus fiiggvények vizsgalatdbsl kénnyen adddnak.

A 4.20. definicidval értelmeztiik a trigonometrikus fliggvényeket a
0 £ x 2% intervallumban (tg x-eta cosx#0, azaz x# (2k-1) %,

k=1,2 esetre). Tetszdleges x > 0-ra periodikusan terjesztjik ki a fligg-
vények értelmezését, hiszen az x és x+2kT (k €N) hosszusign
krivaoek ugyanaz a P pont felel meg a kssrvonalon:
(%) sin{x + 2k )=sinx, cos(x+2kW)=cosx, (KkEN).
A tg fluggvény is periodikus 2%  szerint, de mar % szerint is az:
tg(xtk ®) =tg X
Ha x <0, akkor az [x| hosszusdgn kirivet az (1,0) pontbsl

negativ (azaz az Oramutaté jdrdsdval megegyezd) iranyban mérve, jutunk el
ahhoz a P ponthoz, amelynek koordindtai (cos x, sin x).
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A trigonometrikus figgvények értelmezésébdl kbzvetlenil adédik,
hogy

ny e
(3=%) cos( —Ji'- - X) = sin X, sin(é‘- - X) = COS X.

4.21. Megjegyzés. Ha x hegyesszog (0< x<—';i), olyan ABC

derékszogii hdromszoget rajzolva, melynek egyik, pl. A-nél levd szoge
X és az egységsugaru korben felvéve egy olyan ABC-hoz hasonlé hirom-
szoget, melynek egyik befogéja az abszcisszatengelyre esik, A pedig
(0, 0)-ba, a hiromszogek hasonlésigit felhasznédlva

sinx—(13 cos _1}_(_3 t x—@
= AB’ *= a8’ EXTEC

adodik. (55. dbra). Eredménylink tehdt szavakban kifejezve azt jelenti,
hogy derékszogii hdromszigben sin x az x hegyesszigzel szemben

55, abra

fekvd befog6 és az itfogd hdnyadosaként, cosx az x hegyesszog mel-
lett fekv befog6 és az 4tfogé hinyadosaként, tg x az x hegyesszoggel
szemben fekvd befogo es az x hegyesszog mellett fekvd befogé hdnyado-
saként szdmithat6 ki. Altaldnos értelmezésiinkbél tehat ez a specidlis

- csak hegyesszogek esetében érvényes - értelmezés speciilis esetként
adédik. .

4.22. Mieldtt ratérnénk a trigonometrikus fliggvények menetének
részletes vizsgilatdra, részben értelmezéslikb3l kozvetlentl adodeé, rész-
ben konnyen igazolhat6 (sokszor egymdasbél kovetkezd) olyan ssszefiiggése-
ket sorolunk fel, melyeket a trigonometrikus figgvények analizise sordn
lépten-nyomon felhaszniinnk.
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2 2
1 sinx+cosx=1,

2° tg2x +1 = 12 )
cos x
o . . .
3" sin(x + y) = sin X ¢cos ¥y + cos x sin y,
o . . .
4 sin{x - y) =sin Xx cos y - cos x sin y,
o : :
5 cos(x+ y) =cos x cos y - sin x sin y,
0 : .
6 cos{x- y) = cos X cos y + sin x sin y,
o] tg x +ig vy
+ =
o] tlgx-tgy
t - =
8 tglx - y) 1 +1tg x.tgy

9 sin 2x = 2 sin X cos X,
2 2
10" cos 2x.= cos X - sin x,

2 1+ 2.
llocosx=_q%u,

2 1l - cos 2x
1205inx='—2——,

o 2 1l - cos 2x
13 tgx_1+coszx

13

i}

1
14 sin x cos ¥y E(sin(x + y) + sin{x - y)),

1
15 cosx cos y = 5(cos(x + y) + cos(x - y)),

i

1
150 sin x sin y '2'(cos(x - ¥) - cos(x + y).

Bizonyitis.
1° Mivel (cos x, sin x) a {0,0) kbzéppontu egységnyi sugaru
korvonalnak pontja, kielégiti annak egyenletét.
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2° 1%-b61 cos’x # 0 -val valé osztés révén adédik.
30-6° Eleg a ¢° Usszefilggést igazolnunk, mert a trigonometrikus
fliggvények értelmezésébdl kévetkezik, hogy

cos(-y) = cos y, sin(-y)= - siny ,

erre vald tekintettel pedig 6°-bél 590, {11. 3%-hgl 40 kévetkezik. 3°-t
60-b6l (xx) alkalmazésaval nyerjlik, mert ha GO igaz, akkor

sinfx + y) = cos(y ~(x + y) = cos (L - x)ny) =

i e .
cos(—2— “X)cos y + sm(? ~X)siny =

8in X cos y + cos x sin y.x

6% igy igazolhaté: legyen (56. 4bra).

L, = cos x. i+ sinx j, H

I, =cosyi+siny j. ,’--J:{,\
Ekkor az L, és x, egységvektorok ! 1 =
altal bezart szog koszinusza

cos(x - y) = ;122 = COs X cOos y +

56. &bra
+ sin x sin y,

amit bizonyitani & artunk. =
7° 39 &g 50 -4l a COs X cos y ¥ 0 kifejezéssel héanyadosuk
szdmléal6jét és nevezdjét végigosztva adédik. x
89 hasonléképpen nyerhet§ 40 &g 69-bsl. x
9% 3%-b6l x =y esetében,
10° 59-p6l x = Yy esetében addodik. Hasonl6képpen nyerhets 70-

b6l x =y esetében a tg 2x = ﬁgth Osszefiiggés, =
1 - tgex

11° in. 12° az 1° és 10° Osszefliggéshdl 6sszeaddssal ill,
kivondssal és kettdvel valé osztissal adédik, =x
13% -t 120 85 13° osztassval nyerjik. x

125




y}
1
y=cos x
T /. g\flr/ X
N /EC
58. dbra
_ sin x . , 2 . ,
c) f(x) ={g x = cosx ' A fliggvény értelmezési tartomsnya:
= (- 2k, 2+ k7), k e NU{0}, értékkészlete R. A fiigg-

vény par atlan {sin x pératlanséga, cos x pérosséiga folytdn):
tg(-x) = - tg x,

és mir T szerint periodikus:
tg(x + 7 ) = tg x

ami 7° alkalmazisdval kodzvetleniil adédik,
Célszertl a fiiggvényt egy pe-
ri6dusban, a péaratlansdg miatt
J]

T
{~ o '2L) -ben vizsgilni.

|
y | A fiiggvény folytonos, szigo-
y=tgx ruan monocton ndvekedd, (- —121' 0__]-

! ban alulrdl konkdv EO —L) -ben
_g; X konvex, (59. dbra)

|

|

|

i

lim tg x = +too,

i
X++ = -0
2

8

lim tg x

X~—r— +0

=

Allitdsaink 2 sin és cos fiiggvény tulajdonségaibsl kovetkeznek.



4.24. A késObbiekben fontos szerepe lesz a kovetkez& hatarérték-

nek:

lim ﬂ’:{—x = 1.

x—+0
Bizonyitds. A smxx fliggvény pérossiga miatt (Sl?ff)—{l = = sj; X _
= 81;1 x) elég beldtnunk, hogy

X

X +0
Ha ugyanis ez igaz, akkor a bal oldali
hatarérték is csak 1 1lehet az x = 0 H
helyen, ezek kozds értéke pedig az 1.F 8

= 0 -beli hatdrérték. Legyen tehst
0<x< ";—| . Ekkor a trigonometrikus

fiiggvények értelmezése miatt a 60. &b- 0 =
rédn 1ithaté OAP héromszog, OAP
korcikk és OAB hiromszog tertileté-
nek Ogszehasonlitdsdval adodik:
. 60. dbra
sin x
1‘ ——————
l. sinx ~1.x Ccos X
2 < 2 < 2
Az egyenltienséget > 0-val végigszorozva adédik:
X 1
1< sin x < cos x
Mivel cos % x = 0 ~ban folytonos, x— +0 esetén cos x —+cos 0=1

teh4t s igy reciproka is x-»+0 esetében --(két 1 -hez tartd

sin x
korlat kozé szoritva )l-hez kell. hogy tartson, amit bizonyitani akar-
tunk. x

4.25. A trigonometrikus fiiggvényeknek sok fontos alkalmazisa
van a matematikaban, a természettudoményokban, a technikiban. Szinte
minder probléméndl, ahol periodikus jelenségekrdl van sz6, elSfordulnak.
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A periodikus jelenségek kozill legegyszerilbbek a harmonikus rez-
gések. Ezekben valamely mennyiség - példaul a rezgl pont tévolsiga
az egyensulyi helyzettSl - a kovetkez§ torvény szerint fligg a t id&t8L:

y = A gin(wt + SDO).

E fliggvény értelmezési tartoménya 4ltalsban {t:t >0}, értekkész-
lete [-A, AJ. Az A 4llandét a rezgés amplitud6idnak, (Wt + (p )=t

a rezgés fizisdnak, ennek t = 0 -beli értékét, Lpo -t kezdeti fézis-
2
nak, a fliggvény periddusénak (-w; -nak) reciprokit, ﬁ értékét, ami

az idBegység alatti rezgések szdmét adja meg, rezgésszimnak, vagy
frekvencidnak, W -t korfrekvencifnak nevezziik.

BHarmonikus rezgések #dbrazolisinil a fliggvénytranszformécid is-
mert szabalyait alkalmazzuk. (y = A sin(wt + (Po) gorbéjét y = sin x

o P ; .o 1
gorbéjébGl A > 0 esetén y irfnyu A -szoros, x irdnyu w ~szo-

ros nyujtdssal és ezutdn x irdnyu 'UO nagységu '(—(30 >0 esetén
balra torténd) eltoldssal nyerijiik.)
Gyakran fordul el6 harmonikus rezgések Osszege, azaz ilyen alaku
fiiggvény:
v = A1 sm((,,)lt + (101) + Azsm(mzt.+ (pz)

(a harmonikus rezgést végzd pontra olyan erd ..t, amely a mozdulatlan
pontot harmonikus rezgésre kényszeritenéd). Feladatként tlizzik ki az
aldbbi tétel igazolasit:

4,26, Tétel. Harmonikus rezgdmozgisok ereddje harmonikus rez-
glmozgds, ha az Ssszetevl rezgések frekvencidia megegyezik, periodi-
kus, de nem harmonikus, -ha az Osszetevl rezgések frekvencidja kiilsn-
btz8 ugyan, de viszonyuk racionilis szdmmal adhato meg.

4.27. A trigonometrikus fliggvények inverzeit, az un. ciklomet-
rikus fliggvényeket a 4.23.-ban Osszefoglaltak alapjdn igy értelmezhetijlik:

T ox

a) f(x) = sinxa |- 9 * g szimkozben szigoruan monoton ng-
vekedd, folytonos fliggvény és f([_—- Lzl, ‘}2‘—1) =[-1, 1J. Van tehst az

T
fix) = sin x fliggvénynek |:— 1_21, —l-] -en inverze, amelyre a kévetke-

o s 2
z0 jelolést vezetjik be:

fnl(x) = arc sin Xx.
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a W
arc sin x jelenti tehédt azt az ivet (szoget) mely |:— ‘JZI— , : ]—be esik
és szinusza x:

sinfare sin x) = x (x€[- 1, 1]).

Az f_l(x) = arc sin x filggvény értelmezési tartominva a

[-1, 17, értékkészlete a [— le' , J?I:| intervallum, a fliggvény pérat-

lan, szigoruan monoton ngvekedd és folytonos, [ -1, 0] ~ban konkdy,
[0,17] -ben konvex. Ezek a tulajdonsigok az inverz fliggvényrdl Altala-
nossigban mondottakbél kévetkeznek (3.30.). A konvexitis-konkavitds
elemi médszerekkel nehezebben bizonyithaté, erre a IV. fejezetben té-

riink vissza. A fiiggvény gorbéje a 61. sbrin l4thato.

N :
AN i
N
Dot
i N H
i AN
H \E
. Y
LAt y=arc sin x
R b/ w st
~ : “ZT L TN
\\ " . ! ! N,
\\ —ﬁ —1 1 -?— \\ ¥
~ R
~ ~ i ~
~ ol ~.
I i |
;
|
|

61, 4bra

Ha az y = sin x fiijggvényt a l:— JZL + 2k, -"2'—1 2k3ﬂ (kEN)
i .
5 5 2:| intervallum

ban) vizsgdljuk, az ott is szigoruan monoton, folytonos, van tehdit inver—
ze, melyet az eldbb értelmezett arc sin x fliggvénnyel igy fejezhetiink
ki: arc sin x + 2k (k €N), (a 62. dbrdin g(x) = arc sin x + 27

intervallumban (a 62. &brin specidlisan a [3
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gre sinx+ 2%

s
N
| & i
i !
X I /!
S I 7
<

5 L A
) 4 ﬂ
& _\\ ,
] |
> —
e N ,.,.u,u.mvﬂi-u.?l:._.

I~
-— N |
" S e N
| \
lllllllll _! — 1= -.J_F
| ;
i \\_
| P !
b

dbra

83.
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Hasonldképpen az y = sin x figgvényt a
l:% F 2(k-1)TT ,3-:]2—T + 2(k-1)ﬁT] (k € N) intervallumban (a 63. ibrin
speciilisan a [‘él' s
T - are sin x +2(k-1)7 (k EN) (2 63. dbran h(x) =T - arc sin x).

3—’2-'-] szdmkozben) vizsgilva az inverz fliggveény:

b) f(x) = cos x a D =[0,%] intervallumban szigoruan monoton
fogy6, folytonos fiiggvény, €D) = [-1, 1], igy létezik D -n f in-
verze, melyre a kivetkezd jelslést vezetjilkk be:

f-l(x) = arc cos Xx.

arc cos x jelenti tehdt azt a [[0,% ] -be esd ivet (szoget), amelynek
koszinusza x:

cos(arc cos x) = x (x € [-1,17]).

Az f-l(x) = arc cos x fliggvény értelmezési tartominva a
(-1, 17}, értékkészlete a L 0,7 ] intervallum, itt a Higgvény szigoruan
monoton fogy6, folytonos, [-1, 0] -ban konvex, [0, 1] -ben konkiv.
Utdbbit késobb bizonyitjuk, az el8z8 tulajdonsdgok az inverz filggvényrol
altaldnossagban elmondottakbél kévetkeznek {3.30, 64, #bra).

Y=orecos x
____________ .
! ’
N 4 / ~
Fd
"?\ T rd
A e -
7 T
64. dbra
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[0+ 2k®, 7+ 2k J-ben (k EN) y = cos x inverze
arc cos X + 2k 7 (k € N), mig [ - T+ 2(k-1)%, +2(k-1)7}-ben -
¥y = ¢cos x inverze - arc cos x + 2(k-1)7 (k € N). A 65. és 66, ib-
rén specidlisan y = cos x, x E[-2 7, - ] inverzeként a
ki(x) =are cos X - 2% , ill. y = cos X, x&[~- 7, 0] inverzeként az

m(x) = - arc cos x filiggvényt szemléltettidk.
l'\ 3 |
i\ Y !
AN |
AN |
l "\ |
g e e — A N T —
\ ~ A ‘}\
l \t i ;/ | \ v
-7 e 7 P ,}1 N X
~ Pl | | N
e ™M _._~7__|__.__.—_
T 7
I
|/ !
I, i
5+ I
§
| |
| | Yy=are cos x-27
| I
E |
oot
! |
65. dbra

cyfix) =tg x, D = (~ ‘72‘5 s "J}) -ben szigoruan monoton névekedd,

folytonos, értékkészlete (-0, +©9), Létezik tehdt D -n inverze, ezt
igy jeloljilk:

-1

f () = arc tg x.

e~ ~—

J ” . 23
arc tg x jelenti tehét azt a (- L?l ’ _21_) -be eso ivet (sziget), amely-
nek tangense x:

tglarc tg x) = x  (x ER) .
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?\
T
pul
8.
w
>

Az ¢ 1(x) = arc tg x fiigg-
vény értelmezési tartomi-
nya a (-oo, +oo) inter-
vallum, ériékkészlete

T I
(-5 » 5 ) 2 fliggvény

pératlan, szigoruan mo-
noton névekedd és folyto-~
nos (3.30), (-oo, 0)-ban

I

i

!

|

|
konvex, (0, +=°) -ben _____|___£[_

konkdv. Utdbbi bizonyits-
séra a IV. fejezetben

Tk, TakT)

/
ben y = tg x inverze . '_‘f——-g

|
I
[
visszatériink (67. dbra). - _iz
._1_
{az eldbbiekhez hasonl6 }

ckoskodéssal adddéan) 67. dbra

arc tg x + k% (k €N).

e e
A68. dbrén y =tg x (x € (?', S—g-)) inverzeként a

P (x) = arc tg x + 7 fliggvényt szemléltettiik.

135



6.

. Vizsgéljuk meg az f(x) =

4.28. Feladatok,

. Vizsgéiljuk meg az f(x) = o {(n €N) fliggvény viselkedését mo-

notonitds szempontjibél.

figevény viselkedését monotonitis

1
, n
szempontjabol. X
1

Bizonyitsuk be, hogy y = o il. y = f egyenlOsziru hiperbola.

. Bizonyitsuk be, hogy y = a*¥ 0< a <1 esetén monoton fogyo,

a > 1 esetén monoton nivekedd, (a € R).
X +
Bizonyitsuk be, hogy y = a® kielégiti az a .ay =a" y’ in,

@Y = a®  ssszefiggéseket (2 €R).

Bizonyitsuk be, hogy y = logax 0< a<1l esetén konvex, a >1
esetén konkév,

Mutassuk meg, hogy az y = a ésaz y = a > gorbe egymésnak
tikorképe az y tengelyre nézve. Hogyan kaphaté meg y = aX -bdl
y=b%X (a >0 b>0 a#1, b#1) ‘

. Mutassuk meg, hogy az y = logax és y = log; x gtrbe egymés-
a

nak tlikkorképe az x tengelyre nézve. Hogyan kaphat6 meg
y=10gax-b<')'l y=logx{a>0 b>0 a#1l, b#1)



10.

11.

Bizonyitsuk be, hogy harmonikus rezgSmozgésok eredSje harmo-
nikus, ha az Usszetevl rezgések frekvencidja megegyezik, és pe-
riodikus, ha a rezgések frekvencidjdnak viszonya raciondlis.

Bizonyitsuk be, hogy arc sin x és arc tg X pératlan fliggvény,
arc cos X azonban sem nem péros, sem nem pératlan.

Igazoljuk, hogy
—
J1 3
arc sin x + arc cos x = "2- , ill.
e x+arotel oI
arc tg x + arc g 4 5
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Iv. FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

1. Differenciithanyados

1.1. A hatérérték fogalminak bevezetésénél lattuk (IL.2.2.), hogy
a nem egyenletes mozgast végzd, t idS alatt s(t) utat megtevd test
to pillanatbeli sebességét a

s(t) - s(t)

lim Pa—
0

t—t
: o

hatdrérték adta meg. :
HasonlSképpen az f filggvény gorbéjének x = ¢ abszcissziju
pontjdban az érintd meredekségét

lim f(x} - f(x)
X -c
X—C

szolgéliatta (69. dbra).

Ha valtozd intenzitdsu Aram
tolt fel egy kondenzétort, és a t
id6pontig széllitott toltesmennylseg
(tn), akkor a to pillanatheli ara-

mot kozelitbleg megadja

At ) - att)
t -t
n @)

mig e hanyados hatirértéke t —»t egetén a to pillanatbeli dram
pontos ériékének tekinthetd:
at ) - att)

lim 5 -1 - 1(1:0).
n )
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A fenti példdkban kivetett okoskodds kizSs matematikai tartalma a
kivetkezd: '
Egy f fiiggvényre vizsgiljuk a fliggvényérték viltozdsdra jellemzd

lim fix) - f{x)
X—C x-¢

hatérértéket. Ha ez a hatarérték létezik, akkor ezt tekintjik a fiiggvény
x = ¢ pont koriili.viltoz4sdnak sebességét kifejezé szdmadatnak, és az
f fiiggvény x = ¢ pontbeli differencidlhinyadosdnak nevezzik.

1.2. Definicié. Legyen f értelmezve a ¢ hely valamely
kornyezetében. f differencidlhaté a ¢ helyen, ha létezik (véges)

a
| f -
X—C

hatdrérték. Ezt a hatdrértéket az f fiijggvény ¢ -beli differen-
cidlhdnyadosdnak, vagy deriviltjdnak nevezziik.

Az f fiiggvény c -beli differencidlhdnyadosdt igy jelsljik:

. d d
£(c), ill. flc), ET@%EJ ,[gf;] d—i(c), (Df) {c)
X=cC X=C

vagy az y = [(x) jelolés mellett

ro (2]

X=C
Az
f(x) - f(c)
X -c

un. kiflonbségi hényadost, vagy differenciahdnyadost mésképp is jelslhet-
jik. Ezekkel a jeltlésekkel a derivilt

lim AESRZI ey gy g AL DY

h—20 AX D

1.3. Amint azt a méisodik bevezet§ példaban bemutattuk, a diffe-
rencidlhdnyados geometriai jelentése a vizsgdlt f Fliggvény gbrbéjéhez
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a (c, f(c)) pontban illesztett érinté meredeksége. Ennek ismerviében,
az érint6 egyenlete kdnnyen felirhaté:

y = £{c}x’'- c) + fle) .

1.4. Definici6.

f(x) - f(c)

lim ( lim {EL-fe),
XxX-C X - C
x=>c-0 x—ct+0

az f fliggvény c-beli bal oldali (jobb oldali} deriviltia.
Példaul y = |x| x = 0 -beli jobb ill. bal oldali derivéltja

l | - Ih -
e T ]—h—|=+1, lim —E—i= lim 2= -1,
h->+0 h-»+0 h—-0 h—>-0

1.5, Tétel. f a c helyen akkor és csakis akkor differencislhaté,
ha jobbrél is, balrél is differencislhaté és jobb valamint bal oldali
differencidlhanyadosa megegyezik.

A hatérértékr6l elmondottak értelmében (II1.2.13.) allitdsunk nyil-
vénvald.

Pl. az |x| fliggvény x = 0 -ban jobbrdl is, balrél is differen-
cidlhaté - mint elébb lattuk - e derivéltak azonban killonbozdk, igy
(bér pl. a fliggvény x= 0 -ban is folytonos) x = 0-ban |x!| nem diffe-
renciflhaté. E példdbsl 1ithatd, hogy a folytonossédg a differenciflhaté-
sdgnak nem elégséges feltétele. Litni fogjuk azonban, hogy szikséges:
feltétel. MielGtt ezt tételben kimondansnk, adjunk meg egy sziilkséges
és elégséges feltételt a differencidlhatéségra:

1.6. Tétel. f akkor és csakis akkor differenciilhaté a ¢
helyen, ha a ¢ &s ¢ + h helyekhez tartozd megviltozisa az

* Af=fle+h)-fiecy=Ah+ &N

alakban adhaté meg, ahol az A csak c--t8l fligg8 (h-tdl fligget-
len) &llandd, és € —+0, ha h—0. Az A 4llandé f c-beli
differenciflh 4nyadosa;:

A =["(e).

A (z) Osszefliggést méisképp még Af = Ah + 6(h) alakban is ir-
hatjuk (III. 2.24), ill. a h = x-¢ jeldléssel és atrendezéssel

f(x) = fle) + £(e}x - ¢) + & (x)x - ¢)
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adédik, ahol E£(x)—0, ha x —=c, tehdt E(x-c) = 6(x-c). Az igy
dfogalmazott 4llitds azt mutatja, hogy a differencislhaté f fiigevény

¢-ben j6l kozelithetd meg linefris fiiggvénnyel.

Bizonyit4s. A tételben kimondott feltétel szillkséges, hiszen ha f a ¢
helyen differencidlhaté, akkor

fle + h) - fe)

lim =’ (e),
h—0 h

ami misképp igy is irhaté
iLc"'I;l)-f(c) =f,(c)+6 ,

ahol € —-0, ha h—0. h -val &tszorozva, utébbi eredménytinkb8l a té-
telben kimondott (x) feltétel adédik.

A tételben kimondott feltétel elégséges is. Ha ui. a (%) Ossze-
fiiggés fenndll, akkor abban h # 0 -val végigosztva

f(c+hh)—f(c)=A+a

addédik, s inmen h—-0 esetén, mivel elkor & —0,

lim f(c + h) - fle - A=)

h—-0 B

adodik, ami azt jelenti, hogy f a ¢ helyen differencidlhats,

1.7. Megjegyzés. Definidlhattuk volna f ¢ -beli differencidlhaté-
sdgadt és c -beli differencislhinyadosst az 1.6. -beli (x) Osszefliggés
fennilldsdval is, elkor az 1.4. definici6é 4llitdsa fogalmazhaté meg ugy,
mint a differencidlhatéség szilkséges és elégséges feltétele.

Az 1.6. tétel segitségével konnyen igazolhaté az alébbi Allités:

1.8. Tétel, Ha f differencislhaté a c_ helven, akkor ott
folytonos is. (A folytonossig a differencidlhatésdgnak szilkséges
feltétele.)

Bizonyitds. Ha f{ differencidlhaté, akkor 1. 8. {x) értelmében

|fc + h) - fe) | =| £ (c)h + ah|=[f’(c)+£l.|h|<7
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ha !h] mér elég kicsiny, ami Ui tetszbleges volta miatt épp azt je-
lenti, hogy lim £{c + h) = f(c), vagyis f folytonos a ¢ helyen.
h—0
Az el8bbiekbll értelemszeriien adédik f (a,b) -beli, ill [a,b -
beli differenciflhatésfiginak definicidja.

1.9. Definicié. f (a,b) -ben differencidlbatd, ha minden
X € (a,b) helyen differencidlhaté.

1,10. Definieié. f[ a,b_]-ben differencidlhaté, ha (a,b)-ben
differencidlhaté, x = a ~ban jobbrdél, x = b -ben balrsl differenciidlhatd.

1.11. Definicié. Az f fiiggvény differenciilhinyadeos {vagy
derivilt) fliggvényének nevezzilk, és [ -vel jelvljikk azt a fiigg-
vényt, amely mindazon x helyen van értelmezve, ahol f diffe-
renciflhatd, és értéke itt £’ (x). Tehit Df, C Df.)

Természetesen att6l, hogy f differenciilhaié c -ben, nem kell,
hogy ott £ is differencidthaté legyen. Ha azonban ez a helyzet, a
kiovetkezd értelmezéssel, elnevezéssel és jeldléssel éliink:

1.12, Definicié. Haaz f° derivélt fiiggvény differencidlhaté a
¢ helyen, differencidlhényadosit az f fliggvény c-beli mésodrendil
{masodik) differenciflhinyadosénak nevezzik és igy jeloljlik:

E] - y Ve 2 2
lim L& - f{o) S i €L — ey = F (o) =|:—-—-L)d f;} d—%} =
dx

X—c dx

= (sz)(c) .

(az utbbbi jeldlésnél y = f{x)).

Ha f"(c) létezik, [ -et c -ban kétszer differenciilhaténak
mondjuk.

Hasonldképpen értelmezhetf a c-beli k -szori differencidlhaté-
sdg, a k -adik (k-adrendii} derivilt, melynek jeldlése (nehogy Ossze-
tévesszik 2 k -adik hatviny jelolésével)

k k
d d
0, { Ek(x]) =[ ky] _ e |

dx dx
x=c x=¢

Az egységes jelolés érdekében szokéds magit f -et f(o) -sal is jeldlni.
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2. Differenciildsi szabilyok

El8szor - tulajdonképpen egyszeril hatérértékszimitasi feladat-
ként - néhdny elemi fiiggvény derivaltjat hatérozzuk meg, ezt kbvetden
differencidlhaté fliggvények Ssszegének, dllandészorosdnak, szorzatdnak,
héinyadosédnak, az Osszetett és az inverz figgvény differencidlisi szabi-
lydnak levezetését adjuk meg, véglil ezek felhaszn4lissval kiegészitjikk
az elemi fliggvények korét, meghatirozzuk minden elemi fliggvény deri-
véltjat,

2.1, Tétel. Az f(x) = x" (n € N) fliggvény (-©°, +00)-ben
differenciilhaté és derivilija

(X)) = n xn-l.

Bizonyitds. Allitdsunk igazoldsénél felhaszniljuk az

2" - b= a - a2 a2 p21,

kozvetlenlil is konnyen belithat6, ismert, azonossigot,

fx v by - Bx) o, G+ m)? - P

lim

h—¢ b h—0 B
- -2 -2 -
T S R (S S TS Sl T TR R P )
b0 b
= lim ((x+h)n_1+(x+h)n_2x+... +(x+h)xn—2+xn—l)=n xn—l,
h>0

hiszen az Gsszeg - melynek hatérértékét szémitjuk ~ n taghél 4ll, és
mindegyik tag h—=0 esetében x"1 -hez tart.
Az el6bbi gondolatmenet n = 0 esetében nem alkalmazhaté, ekkor

azonban ktzvetleniil adsdik, hogy f = x0 =1 derivéltja

hiszen a killénbségi hényados azonosan 0, igy szikkségképpen hatérérté-
ke, a derivilt is 0. Tehét "formdlisan” a 2.1. szabédly ebben az eset-
ben is helyes eredményt ad. Meg fogjuk l4tni, hogy teljes #ltaldnossdg-
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ban, tetszéleges valés kitevS esetén is ez lesz a helyzet (erre az 4lia-
l4nocs hatvényfiiggvény (x®, a €R) fogalménak bevezetése utén tériink
majd ki).

“ 2,2, Tétel, f(x) = sin x {(-©° , +090) -ben differencislhatd

és deriviitja
f'(x) = cos x,

Bizonyitds. Felhasznéilva a III4.22.3° 8sszefiiggést adodik:

. sm(x+h)-smx sin x cos h + cos x sin h - sin x
lim h lim h =
h—>0 h—0
1 -
= lim (cosxSigh-sinX'%Sh)=cosx.l-sinx.0=cosx

h—0

hiszen I1I.4.24. értelmében

lim n 1, és
h—0
2 gin = sinh
. 1l -cosh . 2 . 2 h _
lim == = lim '—T—=hm h .s1n§—1 0=
h—=0 h—0 h—=0 5

{ut6bbi ckoskoddsunkban felhaszniltuk a III.4.22.12° Ssszefiiggést, és
azt a tényt, hogy sin x folytonos, tehdt h—>-0 esetén
.. h .0 .
sm;—»smé'= sin 0 = 0). =
Teljesen hasonlé médon igazolhatd, hogy

2.3, Tétel, f(x) = cos x (-0°, +0o0) -ben differenciilhaté és
derivéaltia .

f (x) = ~ sin x.
- Altalsnosssgban a kivetkez$ differencislési szabalyokat mondhatjuk
ki:

- 2.4, Tétel, Ha f és g differencidlhatd, akkor ugyanctt
f + g is_differenciflhat, és deriviltja

(f(x) + g(x))” = £'(x) + g'(x).
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A tétel 4llitdsa nem fordithaté meg, mutassuk meg alkalmas példéval,
lehetséges, hogy f + g differencidlhaté, de f és g killén-killon
nem az.

Bizonyitis,

(E(c + h) + gix + h)) - (f(x) + g(x)) _

lim

h—-0 h

= lim (f(x + h)h- fx) | gx+ l;) = &) ). o X) + g (x),
h—0

hiszen a feltétel értelmében az Ssszeg két tagjdnak hatérértéke killon-
- kiilon létezik. x

B 2.5. Tétel. Ha f differencifthaté, és c¢ 4lland6, akkor
ugyanott - ¢f is differenciilhatd, és

(c.f(x)) =c. £ (x).

Bizonyités,
Hm SEE lllx) - cf(x) _ c. lim et 1111 = fx) _ c.f (x).
h~+0 h—-0

2.8, Megiegyzés, 2.1,, 2.4,, 2.5, kivetkezményeként 4llithatjuk,
hogy a polinomok mindeniitt differenciflhaték, tagonkénti derivéldssal
szamithatd ki a differencidlhényados, amely az eredeti polinomndl egy-~
gyel alacsonyabb fokszimu polinom lesz. PI.

4
(5 P V2 x - Ty =205 - 6x + VT,

2.7. Tétel, Ha f és g differencidlhaték, akkor ugyanoit
f.g is differenciilhaté és

S ———
e e

(f(x).g(x))’ = £’ (x).g(x) + g (x). £(x).



Bizonyitis.

3 (f(xth). g{xth)) - (fxy.g(x))
1m =

h—0 h

- m (f(x+h).g(x+h)h— f(x). g(x+h}) + f(x).g(x+}}11) - f(x).g(x)) _
h—0

= lim (f"(—"')——('—}'X+h h— f(x . g{xth) + {(x) _gj__x+h~_Lg_(_lh- x) =
h—=0

(x).g(x) + f(x).8" (x),

hiszen feltevésiink értelméhen £ is, g is differencislhats, és £
differencidlhatosdgibdl kivetkezik folytonosséga (1.8.), tehdt ha h—0
akkor g(xth)— g(x). Ezzel 4dllitdsunkat igazoltuk. x

2.8, Téiel. Ha f &8s g differencialhatdk, akkor ugyan-

ott - feltéve, hogy a vizggdlt helyen g # 0 - £_ is differenciil-
haté_és derivilija &

( f(x) V' _ £ (x).g(x) - g (x). fix)
2
g(x) (&(x))

Bizonyitds. Kozvetleniil azt fogjuk beldtni, hogy oft, ahol g(x} # 0
és g differencialhatd,

1 ] L gm
2 T
£(x) 20

hiszen ebbll a szorzat differencidldsi szabdlyat alkalmazva &llitdsunk
mar adédik.

1 1 1 b
im T { - =
Lo B E(x +h) gl
. , 1 g{xth) - g(x), )
= lim (-1) ¢ ) =~ . B {x),
He> 0 g(x+h). g(x) h (g(x))z

hiszen g differencidlhatésdgdbol kovetkezik folytonossiga, igy tehét
h—0 mellett g(x+h)— g{x). =
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2.9. Megiegyzés. A 2.1, &s 2.4,-2.8. tételek értelmében éllithat-
juk, hogy a raciondlis egész &s tortfliggvények mindentitt, ahol értel-
mezve vannak, differencialhatdlk.

2.10, Megjegyzés. A sin x, a2 cos x fliggvény, valamint a tort
differenciflis szabdlyfnak ismeretében ki tudjuk szdmitani a tg x
differencidlhanyadosit.

, sin x°’ (sin x)°, cos x - {cos x)’. sin x
(tg )" = ( = =
COS X 2
cos x
2 .2
_Ctos x +sinx _ 1
2 2

cos x cos x

(az utolsd lépésben alkalmaztuk a trigonometrikus filggvények un.
négyzetes Osszefiiggését (IM.4.22,1°)).

2.11. Tétel. (Az Ggszetett fliggvény differencifldsi szabslya,

az un, lancszabdly.) Ha g a ¢ helyen és f a g(c) helyen
differencidlhats, akkor az f o g &sszeteit filggvény is differen-
cidlhaté 2 ¢ helyen és derivialtia

(D(f o ghie) = (DE)(g(c)). (Dg)(c),

vagy a g fligpvény és ipv az f o g fligovény flicgetlen valtozd-
jdt =x -gzel jeldlve;

d{f o g)ix) _ | tf(e{x)) _ | df(g) ' dg(x)
[' dx ]x=c [ dx ]JFO [dg g=gl(c) [dx :]x=c

Bizonyitds. Az 4llit4s bizonyitdsa igen egyszeril, ha még azt is fel-
tessziik, hogy g’(c) # 0, amibfl kbvetkezik, hogy a ¢ hely kis kér-
nyezetében a g fiiggvény kiilénbségi hényadosa, ill. annak szamlalbja
nullétol killonbozd, tehdt az f o g fliggvény kiflsnbségi hanyadossban
bévithetiink g(x) - g(c) # 0 -val:

. flg(x)) - fielc . fig(x)) - flg(c X) - gfe
lim P = lim %) - g(c) % = ) =
X X g( glc) c
l: . fu) - be . x} - glc
=] lim . Hm =

u->=ob X-c
u—+b X—>c
u=g(x)
=g(c)
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- dg af g
Lol Lol Lol Lal
(u=g(x})

amit bizonyitani akartunk. (g(x) folytonossfga miatt 411, hogy x-c
esetén u = g{x)—rgic) =b.)

Az el6bbl megszorité g'(e) # 0 kikdtést nem téve, Allitdsunk
igy igazolhatd:

Az u=gx), b= glc) jeloléssel, mivel f a b helyen a fel-
tétel értelmében differencislhaté

=B L p), m HIB o pgy o, pa
u—rb,

igy a kivetkezd, a b -helyen folytonos "segédfiiggvény" értelmezhetd:

ﬂgu}:—}f)@ - f(), ha u#b,
h{un) =
0, ha u=h,

sz4mlél6ja

f(g(x)} - f(glc)) = f(u) - f(b) = h{u)u - b) + £’ (b)(u-b),

tehét

. flg(x)) - f(gle)) _ .. hiECOMg()-g(e)) + £ (b)p(x)-e(ch
lim % - o = lim X - ¢
X—>C X=C

= lim (h(gee)) EE=EL), p ) BELZEE),

X—C

cogorrmee-[8] (8] %] %]

|
|
!
l
|
%
|
|
|
: Ezzel a segédfiiggvénnyel kifejezve f o g killonbségi hényadosinak
I
!
|
I
!
I
|
I
|
1
l
} (u=g(x)

| hiszen g differencidlhatéségahél kovetkezd folytonosséga miatt
| x—+c¢ esetében u = g(x)—g(c) = b, mig ekkor az u = b -ben foly-
[ tonos h{u) —h(b) =
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2.12, példsk,
Az eddig megismert differenciéldsi szabilyok alkalmazdsival szd-
mitsuk ki az alébbi fliggvények ols8 differencidlhinyadosst:

10 y= (x2 - 2x + 3)8.

y=fog, ahol f=g8, és g=x2--2x+3, tehét
df df:l 98 _ [g,7
o DB eg'] 2 . (2% - 2) =
dx dg g=x2-2x+3 dx g=x -2x+3
= 8(:{2 - 2x + 3)7(2x - 2).
3

2°y = gin x .
y=fou, ahol = gin u, és u= x3, tehat
& _ra) du _ 2_g2 3
il e 3" I [cos u]u=x3 . 3x” = 3x" cos x".

u=x

y=fou ahol f=u’, & u-=sinx tehdt
gfx— = g'f'] . gl—l' = I::?‘u2 . COS X = SSinzx cos X.
1 uw=sin x X u=gin x

Alkalmazhaté a léncszabdly tobbszorosen Gsszetett fliggvény esetében
is, ilyenkor, vagy ha pl. egy tdrt sz4ml4l6ja, nevezlje Gsszetett
flggvény, sokszor mellSzzik az elSbbi részletesebb kiiridst:
4° y = cos2(3x - 1).
y =f ou, ahol f=u2, u=cost t=3x -1, tehit
a _ c_u.] [d_u_] dt _
dx du u=cos{3x-1) at t=3x~1 dx

= [2u] u=cos(3x-1) ° [ (- sint)] t=3x-1 * 3=~ 6 cos(3x-1) . sin(3x-1).
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o _ x%cos 3x - i
¥y =- .

.1
sin =
X

2 1 2
{(x cos 3x - 1) , sin % (X cos 3x - 1) (sin :“—{)’

y = =
v

. 1.2
(sin x)

(2x cos 3x —xzsin 3x.3) sin i‘ - (xzcos 3x - 1)cos i(— }l{Z)

.21
sin ~
X

i -
E példdban szerepelt az ; =x 1 fiiggvény is, melynek deriviltjaként

= -x addédott, formélisan tehdt a 2.1. differencidldsi szabily

s
2
X
érvényben maradt. A tortfiiggvény differencidlési szabalysnak, ill. a
£ (%)

g (%)
hatd, hogy &ltaldnosségban is

specidlis (E(l;f’ = - szabdlynal felhasznélisdval kdnnyen igazol-

. 1 -
6 ° y= ST X n deriviltja
X

2,13, Tétel, (Az inverz fliggvény differencifldsi szabdlya.)
Ha f szigoruan monoton és folytonos a ¢ hely egy Kie,d)
kdrnyezetében, ¢ -ben differenciflhaté s £ (c) # 0, akkor a fel-

tételek miatt 16tezd inverze, f - (mely TIL 3. 30 értelmében
b = f(c} egy Kb, £) kiérnyezetében szintén szigoruan monoton
és folytonos) differenciflhaté b = f(e) -ban, és deriviltia

£ by =

(f(ch) =

1
()

Bizonyitds, Ha x €K{c, d), y = f{x), il. x = f-l(y), akkor f—1 b -
beli folytonossfiga miatt
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X = fﬁl(y)—)-c = f—l(b), ha y-—h,

az f figgvény kiilonbségi hinyadosdnak hatdrértéke tehat

. f'lm ~ f'l‘(b) . 1 1
lim b = lim

y—b y - X HEL = f(g) T f'(e)
X-c

{(f'(c) # 0, ezért a c -hez elég kozeli x helyekre y # b, teh4t mi-

vel f—1 szigoruan monoton, x ¥ ¢, s igy a kiilénbségi hdnyadosban
végzett 4talakitds minden tovabbi kikotés nélkill elvégezhetd volt. )

2.14. Megiegyzés. A differencidlhdnyados geometriai jelentésébol
kivetkezik, hogy az

-1 1
f (b) - f’ (C)
Usszefliggés azt fejezi ki, hogy az f
fiiggvény gorbéjéhez az (c, f(c)) pont-
ban, illetve inverzéhez, f{™' -hez a

(b,f_l(b)) pontban illeszkedd érinté
abszeisszatengellyel bezirt szdgeire,
o -ra és (3 -ra

1
tg[ﬁ=t—g—;,

vagyis o« és (3 egymés pbtszigei.
(70. dbra) 70. dbra

2.15. Megiegyzés, Az inverz
fliggvény differencidlési szabilydnak levezetésében szerepld ¢ hely
helyett tetszlleges x helyre, [ amennyiben van olyan K(x, §) kir-
nyezet, melyben f szigoruan monoton, folytonos, f’ {(x) # 0] az

...1 -
y =f(x), x=1"(y) jelsléssel mondhats, hogy az f 1(y) inverz
fliggvény differencidlhaté és derivéltja

-1
daf (yy [_1 . v -1, 1
dy N[dfx} ill. réviden (f ) —*—f, R f_l .
1

= Jet )
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2.18. Az f(x) = x5 (x >0, n EN) figgvény inverzének,
- n
£ 1(x) = |/ x -nek derivéltja a 2.15. megiegyzés értelmében

-1

::'.h-'

a £ 1
dx (X) n( l/- “n —n1°7 n

14thatjuk tehat, hogy formélisan a 2.1. differencidldsi szabdly most is
érvényes.
A lincszabély alkalmazésival még tobb is mondhatd, Legyen

y = xa, ahol a = B (p, g egész és relativ prim). Ekkor Osszetett
fliggvénytink 1

y=¢ou, ¢=u’, u=xt

alakban is felirhat5, tehét
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Ha a tetszfleges racionflis kitevS akkor tehit igaz, hogy

(xa), - a-l'

Mint késbbb 14tni fogjuk, a tetszlleges valés kitevire értelmezett &lta-
linos hatvényfliggvény is a fenti differencidldsi szabilyt koveti.

2.17. Az inverz fliggvény differenciflési szabélydnak alkalmaziss-
val hatdrozhatjuk meg a trigonometrikus flggvények IIL 4.27,-ben &rtel-
mezett inverzeinek, az un. ciklometrikus fliggvényeknek differenciflh4-
nyadoséf.

a) Az f{x) =sinx (x € (- —')) fliggvény inverzének az
£ (x) = arc sin x flggvénynek (III 4.27.) derivéltja a 2.15. értelmében
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