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1. fejezet

ALAPFOGALMAK

1.1 A véletlen esemény matematikai fogalma

Térgyaldsaink sordn valamilyen mérés végrehajtdsdt, valamely ter-
mészeti jelenség megfigyelését vagy egy fizikat kisérlet elvégzését kizbs
névvel kisérletnek fogjuk nevezni. A "kisérlet" szo6t tehdt a szokdsosn4l
tdgabb értelemben haszndljuk. Igy pl. kisérletnek nevezziik egy foly6 viz-
41l4sdnak megfigyelését adott helyen és idGpontban, bizonyos szdmu termék
megvizsgdldsdta selejtes darabok szdmdénak megéllapitisa céljbol, egy
telefonktzpontba adott id§tartam alatt beérkez8 hivdsok megszimldlésit,
egy Jatékkkocka feldobdsét sth. Valészinliségszimitdsi meggondoldsaink
sordn csak olyan kisérletekkel foglalkozunk, amelyeknek kimenetelét a sz4m -
ba vehet§ feltételek nem hatdrozzdk meg egyérteimiien, hanem tsbbféle
eredménylik lehetséges. Az ilyen kisérleteket véletlen kisérleteknek nevez-
zitk, a "véletlen" jelz6t azonban a tovébbiakban nem fogjuk feltiintetni.

Feltételezziik, hogy a vizsgélt kisérleteket tobbszbr (elvileg akdrhény-
szor) megismételhetjlik, mert ha ez a feltétel nem teljesiil, semmiféle va-
16sziniiségi jellegli megdllapitdsnak nincs helye.

A kisérlet kimenetele a maga egészében 4ltaldban igen bonyolultan
leirhat6 objektum, ezért a kisérlet kimenetele rendszerint egy vagy néhdny
kivdlasztott jellemz8 adatra vonatkoz6lag érdekel benniinket. A kisérlet
kiilonbozd kimeneteleit tehdt az 4dltalunk kivdlasztott ismérv megkillonbiz-
tethetS értékei képezik. Pl. egy foly6 vizélldsdnak mérése esetén a kisér-
letnek annyi lehetséges kimenetele van, ahdny kiilonboz8 viz4llis elképzel-
het§ 0 és egy ésszerien vdlasztott M fels§ hatdr kozott. Annak ellenére,
hogy a vizélldst cm-ben mérjik és ennek tortrészeit nem szoké4s feltlintet-
ni, mégis azt mondjuk, hogy a foly6 viz4lldsdnak értéke adott helyen és
id6ben egy (0, M) intervallum tetszfleges pontja, tehdt a vizdllismérésnek
mint kisérletnek végtelen sok (kontinuum-sok) kimenetele van. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy a (0, M) intervallum minden egyes pontja egy elemi kime-
netele a kisérletnek vagy mds néven elemi esemény. Hasonléan kontiuum -
sok elemi kimenetele van a kisérletmek, minden un. folytonos fizikai meny-
nyiség (hosszusdg, suly, h6mérséklet, vizhozam stb. ) mérése sorin.

Ha kisérletiink abbsl 411, hogy megfigyeljik adott id6ponttst kezdve
egy telefonkizpontban 10 perc alatt befut6 hivdsok sz4mét, akkor ennek a
kisérletnek annyl elemi kimenetele van, ahdny nemnegativ egész szdm,
hiszen a befut6 hivdsok szdma 0, 1, 2, ..., k, ... lehet. (A valésdgban
a befut6 hivisok szdma természetesen csak véges szdm lehet, azonban
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megkonnyitl a probléma matematikai tirgyaldsit, ha azt mondjuk, hogy a
kisérletnek elvileg megszdmldlhats sok kimenetele van. Ez nem jelent a
valéségtol valé nagy elszakaddst, mert bizonyos korlitszdm folott érkezb
hivésok sz&ménak olyan csekély gyakorisdgot fogunk tulajdonitani, hogy a
gyakorlati szempontbsl érdekes eredményeket nem zavarjik.) Vannak olyan
kisérletek, amelyeknek véges szdmu elemi kimenetele van. Ha pl. kisér-
letiink abb6! 411, hogy a 90 golyot tartalmaz6 lott6-urnibél 5 goly6t kieme-
lunk, akkor a kiiltnbtz6 kimenetelek, elemi események szdma:

90, 90. 89 . 88 . 87 . 86

Cg)=T5.3.4.35 8949268

Ha kisérletink abbél 411, hogy 100 db gy4rtményt megvizsgélunk ab-
b6l a szempontb6l, hogy hédny selejtest (valamilyen kritérium alapjin)
taldlunk kbztitk, akkor ennél a kisérletnél 101 elemi eseményiink van, ti
a selejtes darabok szdma lehet 0, 1, 2, ..., 100. Kockadobds esetében
hat elemi eseményiink van (a dobott pontok szdma}.

Ha kisérletiink abbol 411, hogy egy k8zetdarabot megvizsgélunk abbél
a szempontb6l, hogy tartalmaz-e vasat vagy sem, akkor emnél a kisér-
letnél csak két elemi eseménytink van, ugyanis vagy van vas a k6zetben
vagy nincs. A két elemi kimenetelt numerikusan is jellemezhet]ik, pL
ugy, hogy ha van benne vas 1-et, ha nincs benne, akkor 0-t irunk.

Roviden sz6lva valamely véletlen kisérlet tsszes lehetséges kime-
neteleit elemi eseményeknek nevezziik. Az 8sszes elemi események hal-
mazit az elemi események terének vagy rfviden eseménytérnek nevezziik.
Ezt a halmazt a tovdbblakban X-szel fogjuk jeltlni. Magukat az elemi ese-
ményeket, az eseménytér pontjait x-szel jelstjuk.

Meg kell jegyezniink, hogy abban, hogy egy kisérlettel kapcsolatbhan
mit tekintiink elemi eseményeknek - és ezek tsszességének, az esemény-
térnek - bizonyos foku tnkény van. Onkény van mé4r abban, hogy a véletlen
kisérlettel kapcsolatban milyen szdmunkra érdekes ismérvet, méretet
vagy tulajdonségot vdlasztunk, amelynek megkiilsnbtztethetS - vagy meg-
klilynboztetésre érdemes - értékel alkotjdk a kisérlet klilonbtz§ kimene-
teleit, az eseményteret. Az eseménytér teh4t a valosignak egyszerlisitett
modellje, vetilete. A lényeges csak az, hogy ez a modell a gyakorlat sz4-
miéra érdeklddésre szdmot tart6é szempontbdl helyesen tiikrzze vissza a
valéségot. A tovibblakban rendszerint egyetlen méretet vagy ismérvet
vizsgdlunk és kimenetelen, elemi eseményen a vizsgélt méretre vonatkozd
adatot értjik.

Egy véletlen kisérlettel kapcsolatban az elemi eseményeken kiviil
més eseményeket is megfogalmazhatunk. Tegyiik fel pl., hogy egy foly6
jégmentes nagyvizi 4lidsdra vonatkozdlag egy vizmércén hosszu évek sordn
megfigyeléseket végeztek és ezt tapasztaltik, hogy a vizdllds 4 m és 10m
kozott véltozott. A vizéllisok ingadozdsédnak tanulményozésa sordn rend-
szerint nem az érdekel benniinket, hogy milyen gyakran volt a viz4llis
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pontosan 637 cm, (lehet, hogy egyszer sem észleltek pontosan ennyit), sok-
kal érdekesebb pl. ,. hogy milyen gyakran esett a viz4lldsi érték mondjuk 8
és 10 m kozé, milyen gyakran volt a viz4ll4s nagyobb mint 6 m sth.

A fenti kisérletnek megfelel§ eseménytér a szdmegyenes 4 m-t5l 10
m-ig terjeds intervalluma, s ennek minden pontja egy elemi esemény.
Az x = 637 cm elemi esemény gyakorisdga helyett tehit most pl. mindazon
x elemi események halmazénak gyakorisdgdra vagyunk kivéncsiak, amely
x pontok a (8, 10) intervallum pontjai, vagyls az

A={X:8m£x<10m}

halmaz vagy esemény gyakoriséga érdekes szdmunkra.

Valésziniiségszdmitdsi meggondoldsainkban az 8sszes elemi esemé-
nyek X halmaza az eseménytér, az alaphalmaz, § valahdnyszor véletlen
eseményrfl beszéliink, az aldphalmaz valamely részhalmaz4rosl van sz6.
Minden elemi eseménynek egyetlen ponth6l 4116 halmaz felel meg.

X
A
—— Y
Y™ - Sy M
kv'\—v_/
i )

1. 4bra

A példdnkban felhozott A esemény, vagyls az 2z esemény, hogy a
yizdlldsra vonatkozd mérési eredmény 8 m és 10 m k8zé esik - mindany-
nyiszor bekévetkezik, valahdnyszor olyan elemi esemény ktvetkezik be,
azaz olyan szdmértéket mériink, amely a (8 m, 10 m) intervallumba esik.
Abban az esetben, ha a mérési eredmény olyan X érték, amely nem ele-
me a (8 m, 10 m) intervallumnak, pl., ha a vizdllds x = 5,48 m, akkor
az A esemény nem kbvetkezik be, vagyis az A esemény ellentéte az A
esemény kovetkezik be. Esetiinkben:

K={x:4_mé'x<8m}

Kilonssen folytonos mennyiségekkel kapcsolatos eseménytér eseté-
ben 4ltaldban nem egyes elemi események, hanem elemi események bizo-
nyos Usszességének, halmazdnak gyakorisdga érdekel benntinket. Az elemi
események bizonyos Usszességét, azaz az X eseménytér valamely rész-
halmazit tsszetett eseménynek vagy rividen eseménynek nevezzilk. Az ese-
ményeket nagy betiikkel jeldljuk, A, B, C, .. AI’ Az, Py An’ ... vagy

pedig kapcsos zdréjelen beliil jelezzik, hogy mely elemi eseményré8l van
820. . S
Az esemény matematikai szempontb6l nem més, mint egy halmaz,
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az X eseménytér részhalmaza, ezért beszélhetiink események Usszegé-
rél - amely fogalomnak halmazok dsszege vagy egyesitése felel meg -,
események szorzatdrél, ami lényegében két esemény egyldeju bektvetke-
zését jelenti és a halmazok szorzatdnak vagy més néven kdzbs részének
felel meg. Ha pl. A-val jel5ljuk azt az eseményt, hogy egy foly6 vizdlldsdt
egy adott helyen megmérve a mért érték a (4 m, 6 m) intervallumba esik,
B-vel pedig azt az eseményt, hogy a mérési eredmény az (5m, 7m) in-
tervallumba esik, akkor az A + B esemény mindannyiszor bektvetkezik,
valahdnyszor a mért vizdllis 4, és 7 m kizé esik, vagyis mérési ered-
meénylink eleme a (4 m, 7 m) intervallumnak, az

A g A 8
SN R
&m Sm bm Tm &m Sm 6m Tm
-— eyt

A48 A8

2, 4dbra

A. B esemény pedig mindannyiszor bektvetkezik, valahdnyszor a mért
érték az (5m, 6 m) intervallumba esik. Az A-B= AB esemény akkor kivet-
kezik be, ha az A esemény bekdvetkezik, B pedig nem, azaz ha a mért
éxrték a (4 m, 5m) intervallumba esik. Ha a mért érték kiviil esik a (4 m,
7 m) intervallumon, akkor sem az A esemény sem a B esemény nem
ktvetkezik be, vagyis egyidejileg az A és B események, azaz az AB
esem ény ktvetkezik be.

Ha a foly6 vizdllisén a tényleges vizmélységet értjiik (azaz a skdla
algé hatdrit 0-nak vdlasztjuk) és K olyan ésszerien vélasztott feis§ hatér,
amelynél nagyobb viz4ll4s sohasem kivetkezik be, akkor az az esemény,
hogy a mért vizdlldsi érték a (0, K) intervallumba esik, minden mérésnél
bektvetkezik, Ezt az eseményt biztos eseménynek nevezzik £s a tovdb-
biakban I-vel jelstjuk, aml halmazelméleti szempontbdl az X alaphalmaz-
nak, az eseménytérnek felel meg. Az az esemény, hogy a mért vizdildsi
érték kiviil esik a (0, K) intervallumon, lehetetlen esemény, ezt ¢ -val
jelvljuk. @ = I, 1= ¢, azaz a biztos eseményt és a lehetetlen eseményt
ellentétes eseménynek tekintjik.

Osszuk fel a példaként emlitett X = (0, K) intervallumot, az alap-

halmazt, a 0 =Xp< X €Xp<oor £X (<X = = K oszt6pontokkal n részre
A A A,
0=X0 Xy A -1 *
3. 4bra

és legyen Ai az az egemény, hogy az (xi_ l,xi) intervallumba es§ elemi
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esemény kivetkezett be. Ekkor az A Az, cevy An események egymiést
; 4,

kolcsvnosen kizdrjdk és kvzilik egy kisériet sordn egy és csakis egy fel-
tétlenlil bekovetkezik. Az Al, Az, eaey An eseményekbsl 4116 esemény-

rendszert teljes eseményrendszernek nevezzik.
Az "esemény” és "halmaz" kifejezések alternativ haszndlaténak
megktnnyitésére az aldbbi szdtdrt 4Allitjuk tesze:

A kisérlet tsszes kimenetelei ~ X alaphalmaz
az elemi események tere
kisérlet egy kimenetele ~ az X alaphalmaz egy x
pontja
véletlen esemény ~ az X alaphalmaz A rész-
halmaza
A az A esemény ellentéte ~ A komplementer halmaza 2z
A =X - A halmaz
I biztos esemény ~I=X
¢ lehetetlen esemény ~ § ures halmaz

az A vagy B esemény kivetkezik be ~X€EA + B
az A és B események egyidejileg

bekdyetkeznek ~XEA . B
az A esemény bekUvetkezése maga utdn
vonja a B esemény bektvetkezését ~ AC B (A részhalmaza B-
nek)
az A és B események kizdrjdk eggmdst ~ A . B (A és Bdiszjunkt
halmazok)

1.2 A valdszinuség fogalma

Az olvasé valamilyen formédban mér bizonydra taldlkozott a valdszi-
nliség fogalmdval, sft valamely véletien eseményrfl az esetek nagy részé-
ben minden tovdbbi nélkiil meg tudja mondani, hogy nagyon valészin,
vagy nagyon valésziniitlen. '

Pl. nagyon valészini, hogy reggel otthonrdé! elindulva épségben meg-
érkeziink munkahelylinkre. A kzlekedési balesetek statisztikdja azt bizo-
nyitja, hogy ezt csak nagy valdszinliséggel dllithatjuk. Valészinitlen vi-
szont, hogy (amennyiben lott6zunk) a lott¢ kivetkezs huzdsdn 5-8s tal4-
latot érjunk el, st négy taldlat elérése is meglehetdsen valdsziniitien, de
teljes blzonyossdg azon a téren gincs bennlink, mert ha meg lennénk gy6-
z&dve arrél, hogy még négy taldlatunk sem lesz, akkor igen kevesen lot-
t6znink. 7 ‘

Az élet minden teriiletén az a helyzet, hogy a bennlinket érdekl§ ese-
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mény csak bizonyos valésziniiséggel kiivetkezik be. A killsnhdz6 események
valésziniiségét igyeksziink szémszerti formédban kifejeznl, egy mérSskaldt
bevezetni, mint ahogyan a h6mérsékletet, sulyt stb. mérjuk.

Ha valakit6l megkérdezzik, hogy mi a valészinisége, hogy egy szabé-
lyos pénzérmét pL 1 forintot feldobva "fej" -et dobunk, bizony4ra azt a
v4laszt kapjuk, hogy ez a valészinuség 1/2. Ennek az dllitdsnak az alapja
az a tapesztalat, hogy ha sokszor feldobjuk az érmét, az eseteknek kb. a
felében dobunk fejet. Erre vonatkozéan megemlitjilk, hogy Buffon 4040 dobis
sor4n 2048 esetben kapott "fej"-et, Pearson 24 000 dobdsnél a "fej" dob4-
sok szdmét 12 012-nek taldlta. Ha a "fej"-et eredményez§ dobdsok sz4-
mét elosztjuk az tsszes dobdsok szdmdval, akkor a "fei" -dobés relativ

2048 _

gyakorisdgat Buffon kisérletsorozatfban e = 3050 = 0,5069-nek, Pearson ki~
gérletsorozatdban ;i g(l)f) = 0, 5005-nek taldljuk. Ugy érezziik, hogy ha még

24 000-nél is tobb dobdst yégeznénk, akkor a "fe}" és vele egyiitt az "irds"
relatly gyakorisdga még jobban megktizelitené az 412- ~et. Amnyit minden~-
esetre 4llithatunk, hogy hosszu kisérletsorozatokndl a ""fef" illetve "irds"
relatlv gyakorisdge bizonyos stabilitdst mﬁtat,az —;— érték koril ingadozik.

Ha nagysz4mu hosszu dobdssorozatot végzlink egy sZébélyos jték-
kockdval, akkor pl. az 5-8s szdm dobdsénak relativ gyakorisiga csak igen

ritkédn fog jelentSsen eltérni —;- -tol.

Ha egy foly6 vizédlldsdra vonatkozslag n szému mérési eredménytink
"van valamely szelvényen és ebbSl k szdmu mérési eredmény kisebb mint

700 cm, akkor az A = { x< 700} cm esemény relativ gyakorisdga ebben a

mérégi sorozatban E . (PL. az 1. t4bldzatban tal4lhat6 mérési adatokra vo-
natkozélag az {A =x<700 cm} esemény relativ gyakorisdga %—g— = —;- D)

A véletlen események relativ gyakorisdga nagyszdmu, azonos koriil-
mények kbzbtt megismeételt kisérlet esetén stabilitdst mutat, egy megha-
tdrozott szdm kbril ingadozik. Ezt a szdmot az illet6 esemény valészi-
niiségének nevezzik. '

Valamely esemény val6szinlisége objektlv mértékszdm, amely éppen
ugy "megmérhetS” mint bizonyos fizikai mennyiségek, mint pl. h6mérsék-
let, suly sth. Valamely véletlen esemény val6sziniségének meghatdrozésa,
"megmérése” statisztikai uton, a relativ gyakorisig segitségével torténik.

(Megjiegyezziik, hogy tulajdonképpen a killonbtz6 fizikai mennyiségek
megmérése is statisztikal uton torténik, hiszen ha nagyobb pontosségot
akarunk elérni, akkor 4ltaldban sok mérést végziink és szdmitdssal hats-
rozzuk meg a keresett mennyiséget. Egy objektiv mértékszém elyi okos-
kod4ssal soha nem hatdrozhaté meg, hanem csakis valamely tapasztalati
eljifris segltségével.)
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1. tébldzat
Duna, Pozsony évi jégmentes nagyvizi 4114s

1892-1961

Vizdllds (cm) k; gyakorisdg
A . 450-499 1
A, 500-549 1
AW 550-599 7
A 600-649 11
A - 650-699 15
VAN 6 700-749 12
A, 750-799 15
AW 800-849 2
Ag 850-899 3
A, 900-949 1
An- 950-999 2

n
Osszesen: 70, Zl‘ k = 70.

Nagyszdmu kisérlet esetén a bennlinket érdekl6 esemény relativ
gyakorisidga az illet6 esemény val6szintiségét kozeliti meg. Késébb pon-
tosabban meg fogjuk vizsgélni a kbzelités mériékét.

Mivel elég nagyszdmu kisérletnél a relativ gyakoris4g igen kevéssel
tér el a-val6sziniiségt6l, a valdsziniség tulajdonsdgait, a kilonbozd ese-
mények val6sziniiségel kozotti dsszefiiggéseket a relativ gyakorisig tulaj-
donségait6l szdrmaztathatjuk.

A relativ gyakorisdg stabilitdsdnak ténye, valamint a relativ gyako-
risdg egyszeriien beldthat6 tulajdonsdgai szolgdlnak szdmunkra alapul a .
valosziniségelmélet kiépitéséhez. Azt a torvényszeriiséget, hogy bizonyos
kisérletet igen sokszor azonos korilmények kizitt elvégezve, valamely
esemény relativ gyakorisdga stabilitdst mutat, a nagy szdmok torvényének
nevezziik. E t¥rvény matematikai lelrdsdra kés6ébb visszatérink. (L4sd:

5. 15.)



1.3 Valészinliségszamitasi axiomak

Mint mir emlitettiik, a valdsziniiség objektiv mértékszdm, amely
kifejezi, hogy egy kisérletet azonos ktrilmények kuzbtt sokszor megismé-
telve a benniinket érdekl A esemény a kisérleteknek kortilbelil mekkora
hényaddban fog elsfordulni. Amikor valamely A eseményre vonatkozélag
megadjuk, hogy mekkora az 6 P(A) valészintisége, (pl. A-val jelbive azt az

eseményt, hogy egy kockdval 2-est dobunk azt mondjuk, hogy P(A) = % ),

akkor az illet§ A eseményhez egy P(A) mértékszdmot rendeliink. Arra
vonatkozoélag, hogy mekkora szdmot rendelink az A eseményhez az 8 vals-
sziniségeként, tdmpontot ad a relativ gyakorisdg. Ha a kisérletet n-szer
ismételjuk meg, s ennek sordn az A esemény k-szor kivetkezett be, azaz

az A esemény relatlv gyakorisdga g(A) = -E , akkor P(A) nem térhet el
nagyon % -t6l. Ha az n szdmu kisérlet sorén az A esemény egyszer sem
kbvetkezett be, azaz k = 0, akkor % = 0, mig ha az A esemény minden
egyes kisérletnél bektvetkezett, azaz ha k= n, akkor % = % = 1. Vala-

mely esemény relatlv gyakorisdga 0 és 1 kbzitt vdltozhat, azaz a En
relativ gyakoriségra fenndll a

0¢ X ¢

ysszefiiggés. 2
Ha igen nagyszdmu kisérlet sordn az A esemény egyszer sem k&-

vetkezett be, akkor A-t gyakorlatilag lehetetlen eseménynek tekintjuk,

azaz A = @ és azt mondjuk
P(@) = 0.

Ha viszont valamely kisérletet n-szer megismételve az A esemény
minden esetben bekvetkezett és n nagy szdm, akkor A-t biztos ese-
ménynek tekintjiik, A =1 és megéllapodunk abban, hogy

P = L.

A fenti megéllapoddsokkal méris egy valdészintiségl mértékskaldt ve-
zettlink be egy kisérlettel kapcsolatban szémba johet§ véletlen események
bektvetkezését illetden.

Legyenek most A és B véletlen események valamely kisérlettel kap-
csolatban. Pl. legyen A az az esemény, hogy a Duna vizdlldsdra vonatkozo
" mérési adatsorban a mért x viz4lldsi érték 500 cm és 650 cm kozé esik,

B pedig az az esemény, hogy a mért x vizdlidsi érték 650 cm és 750 cm
k6zé esik. Az 1. tdblizat adatai alapjén pl. az
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A : {500 cm £ x<650 cm} esemény relativ gyakorisiga 5
B: {650 cm £ x<750 cm} esemény relativ gyakorisdga %% '
Az A+B : {500 cm = x<750 cm} esemény relativ gyakorisiga %g— = -;—(9} +-§—; .
A : {500 cm € x<650 cm} esemény relativ gyakorisiga g(A) = ;—g— ,
a  B: {650 cm £ x<750 cm} esemény relativ gyakorisdga g(B) = % ,

az A+B: {500 cm £ x<750 cm} esemény relativ gyakoriséga:

S % _ 15 27
g(A+B) - 70 = 70 + 70 = g(A)+ g(B) .

A relativ gyakorisdgra vonatkozSlag mindig teljesiilnek az al4bbi Ssszefiig-
gések:

1, Tetszbleges A esemény g(A) relativ gyakorisdgédra:
0 £g(A)y £1
2. - gA) =1, g =0
3. Ha A és B egymdst kizdrd események, akkor
g(A+B) = g(A) + g(B) .
A relativ gyakorisdg ezen tulajdonsdgait haszndljuk fel a val6sziny-
ségszimitds axiometikus felépitésére.

Valamely A esemény valésziniiségén a tovdbbiakban olyan mérték-
szdmot értiink, amely kielégiti az al4bbi axiom4kat:

I. axiéma: Birmely A esemény P(A) valésziniiségére fenndll, hogy
0< PA)< 1

Il. axiéma: A biztos esemény valdsziniisége: P(I) = 1,
III. axiéma: Ha A és B egymdst kizdré események, azaz AB = (), akkor

P(A + B) = P(A) + P(B).

A valésziniségelmélet feladata, hogy bizonyos események valdszinii-
ségét ismerve vagy feltételezve mds, esetleg bsszetettebb jellegii esemé-
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nyek val6sziniségeit meghatdrozza. Megemlitink most néhdny olyan tételt,
amelyek axiomarendszeriinkbSl kiindulva kdnnyen szfrmaztathaték és a to-
vébbiakban hasznosnak fognak bizonyuini. '

1.4 Valdszinliségek kozostti osszefliggések

1. Tétel: Ha az A esemény valésziniisége P(A), akkor az A ellenté-
tes esemény valdsziniisége:
P(A) = 1 - P(A)

Bizonyitds: Mivel A + A=16és AA = @, all. és IIl. axiéma alapjdn

P(D) = P(A + A) P(A) + PA) = 1

Ebb61 m4r adddik a tétel 4llitdsa.
A tétel alapjdn kovetkezik, hogy a iehetetlen esemény valészinlisé-

ge 0.

Ugyanis: -

Q) =PH=1-PD=0.

Példa: Ha egy szabélyos jdtékkockdval dobva annak valésziniisége,
hogy 3-ast dobjunk, % akkor annak valésziniisége, hogy a dobds eredménye
nem 3-as lesz: i

2, Tétel: Ha az Al' Az, s An események pdronként kigérjék
egymést, azaz AiAj = ¢ ha i# (i,j = 1,2,...,n) akkor anrak valészinil-
sége, hogy az Al, Az, cees An események valamelyike bekovetkezik, ezen

események valdszinliségelnek tsszegével egyenl§, azaz:

P(A1 + A2 + . + An) = P(Al) + P(AZ) tooo P(An)

Bizonyitds: Ez a tétel a IIl. axi6m4bo! teljes indukciéval ktvetkezik,
n = 2 esetén a III. axidma alapjdn

P(A, +A,) = P(A)) +P(A)

‘Tegyiik fel, hogy a tétel 4llitdsa n-1 esemény bsszegére igaz:
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A +A, %o +A ) =PA)+PA)+... +PA )= L ra)
Ekkor P(A) +Ay+.. +A ) =PA +A +... +A  +A) =
n-1 n-1 n
= A = P =
P g A 125; (A) + P(A) 1Z=1 P(A)

Mint az 1. 1 pontban emlitettiik, az Al, Az, cery Anesemények tsz-

szességét teljes eseményrendszernek nevezziik, ha a kisérlet soran kozi-
lik egy és csakis egy feltétel feltétleniil bektvetkezik, m4s szé6val, ha

. A1+A2+...+An=lésAlAj=¢,
a
i# (1,j=1,2,...,n)

Teljes eseményrendszert aikoto események valdszinuségeinek dsszege 1.
Ugynis:

1=PD= P(A1 + Az + ..+ An) = P(Al) + P(Az) 4.+ P(An).

Megjegyezzitk, hogy valamely kisérlettel kapesolatban az $sszes
elemi események mindig teljes eseményrendszert alkotnak. Ugyancsak
teljes eseményrendszert alkomak pl. az A és A események. %)

A 2. tétel alapjédn az alibbi fontos megjegyzést tehetjik:" ' birmely
esemény val6szinlisége az 6t alkot6 elemi események val6sziniségeinek
tsszegével egyenl§. Ha ugyanis az A esemény az AI’ Az, vaes Ak elemi

események bsszege, azaz A = A1 + A2 +... + An akkor mivel az elemi
események kilcstndsen kizdrjdk egymdst, '

k
- P(A)=P(A1-|=A2+... +Ak)=§ PA)

Tekintsiink most egy olyan kisérletet, amelynek véges n szdmu ki-
menete van. Ez azt jelentl, hogy a kisérlet eseménytere n szdmu elemi

)Megjegyzesunk véges vagy megszdmldlhaté sok pontbél élld eseményte-

rekre vonatkozikl
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eseménybfl 411, jeldljiik ezeket Al, Az, cees An-nel. Tegylik fel, hogy a

kisérlet minden kimenetele egyformén val6szini, azaz

PA)=P@A)=... =PA) =

B

Ha most B a kisérlettel kapcsolatos olyan esemény, amely k szdmu elemi
eseményt tartalmaz, akkor megjegyzésiink alapjdn

P(B) =

=N

I:‘.rvényes tehit a kbvetkez8

3. Tétel: Ha egy kisérletnél n elemi esemény kvetkezhet be, és
mindegyik elemi esemény egyformdn val6szinii, akkor egy k szdmu elemi
eseményt tartalmazé B esemény valésziniisége

P(B) =

=B L

E tétel alkalmazisdt mindjirt néhdny példéval illusztrdljuk:

Egy szabélyos jitékkockdt dobdlva jelslje a B esemény a piros szdm
. dobédsit, azaz B= (2, 4, 6). Ekkor, mivel dsszesen 6 elemi eseményiink
van, s a B esemény 3 elemi eseményt tartalmaz:

P(B) =

oW
GO f

Alljon a kockadobdsndl a C esemény abb6l, hogy a dobis eredménye
' kisebb, mint 4, azaz C = {1, 2, 3}, ekkor P(C) = % = %— .
Alljon a D esemény abbél, hogy a dobds eredménye nagyobb, mint

1

3, azaz D = {4, 5, 6}, ekkor P(D) = —2— =3

4. Tétel: Ha A és B tetsz8leges események, (tehit nem kotjuk ki,
hogy kizdrjdk egymdést) akkor annak valdsziniisége, hogy kozilik legaldbb
egyik bekdvetkezik:

P( A + B) = P(A) + P(B) - P(AB)
Bizonyitds: Konnyii beldtni, hogy
A+B=A+ABé B = AB + AB .

(Ennek bel4tdsdt megkonnyitik a kivetkez§ dbrék is):
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4, 4bra

Mivel az A és AB, tovihb4 AB és AB események kizirjdk egymdst, a IL
axiéma alapjén:

P(A + B) = P(A) + P(AB),
P(B) = P(AB) + P(AB),
P(A + B) -P@) = P(A) - P(AB),

innen a 4. tétel 4llitdsa kiovetkezik.

1.5 Valészinliségek kiszamitdsa kombinatorikai
modszerekkel

Amikor egy kisérlet minden egyes kimenetele, azaz minden elemi
esemény egyforma valdésziniiségli és véges szdmu elemi eseményt tartal-
maz az eseménytér, a kilinbbz6 lehetséges események valdsziniiségének
kiszdmitdsa kombinatorikai meggondolisok segitségével egyszerilen elvé-
gezhet6.

A valésziniiségnek az a klagszikus definiciéja, hogy "egy esemény
valdsziniisége egyenl§ a kedvez§ esetek és az dsszes esetek hidnyados4-
val", feltéve, hogy ezek az "esetek" egyenlfen valdszinliek, specidlis esete
a 3. tételnek; "eseteken” ugyanis elemi eseményeket kell érteni.

A klasszikus valdsziniiségszdmitisban az "eseteket” az "elegend§
okok hidnya" elve alapjdn tekintették egyenl8en val6sziniinek. Azt mondték,
hogy. nincs elég okunk feltételezni, hogy az esetek nem egyenlfen vals-
sziniiek, ami persze helytelen, idealista 4llispont. Az egyes elemi ese-
mények valésziniiségeit mindig objektiv kvrilmények, nem pedig az okok
nem tud4dsa hatdrozza meg. Altalsban statisztikal uton ellen6rizni kell,
hogy az elemi események egyforma valdsziniiségiiek-e.

Ha val6ban az a helyzet, hogy az eseménytér minden pontjdhoz ugyan-
akkora valdszinliség tartozik, akkor véges eseményteret feltételezve, va-
lamely A esemény valdszinliségének kiszdmitisi médja:
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az A eseményben foglalt elemi események szdma = kedvez§ esetek szdma
az Bsszes elemi események szdma tsszes esetek szdma

Amikor egy véges eseménytér minden elemi eseménye egyforma va-
\6szinliségli, azt mondhatjuk - mivel az sszes elemi esemény valészinii-
ségének Usszege 1-, hogy az egységnyl valészinliség egyenletesen oszlik
el az egyes elemi eseményekre, s {lyenkor diszkrét egyenletes valészinii-
ségeloszlisrol beszéliink. A diszkrét egyenletes eloszlds szdmos gyakor-
lati probiéménak redlis modellje vagy legaldbbis jo kbzelitéssel alkalmaz-
hat6, ezért a valoszinliség kiszdmitdsdnak klasszikus egyszery szabdlya
sokszor hasznos szolgédlatot tesz. A szabily egyszerii, az alkalmazdsdrol
azonban nem mindig mondhaté ugyanez. Sokszor egy kisérlettel dsszefliggd
elemi események szdménak meghatérozdsa is szdmottevs logikai munkét
kovetel. Egy példdn érzfkeltetjitk ezt. Tegyik fel, hogy kisérletiink abbsl
4ll, hogy egy, 90 szdmozott golyst tartalmazé lottéurndbol taldlomra ki-
emeliink 8t goly6t. Az tsszes elemi események szdma most annyi, ahdny-
féle m6don 90 szdm kozil 6t szdmot ki tudunk vdlasztani (a sorrendre vald
tekintet nélkiil). Hanyféleképpen tehetjik ezt meg? Mint kordbban emlitet-
titk, 43 949 268 eset lehetséges| Hogyan lehet ezt kiszdmitani? Ilyenféle
megsz4iml4ldsi problémdkkal foglalkozlk a matematikdnak egyik érdekes
4ga az un. kombinatorika, amelynek néhdny alapfogalmdt roviden ismer- '
tetjiik.

1. Kombinatorikai alapok

A kombinatorika lényegében véges halmazokra vonatkoz6 megszim-
1414si problémdk megoldisdval foglalkozik. Legyen A véges halmaz, amely-
nek elemei az 1, 2, ..., 1 texmészetes szdmok:

A={1,2,...,n}

1. Permuticick. Az elsS probléma, amelyet az A halmazzal kapcso-
latban vizsgilunk, hogy hényféle sorrendben tudjuk felirniaz 1, 2, ..., n
szidmokat. Legyen pl. n = 3, vagyis az A halmaz mindtssze hirom elemet
tartalmaz: ' -

A={1,2 3}

Hényféle sorrendben tudjuk felirni az 1, 2, és 3 szdmjegyeket?
Az bsszes lehetséges sorrendeket a kbvetkez6 tdbldzat tartalmazza:
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Lé4thats, hogy a felirt sorrendek mindegyike kiilonb8z8, és tsszesen
hatféle sorrend lehetséges. Mindegyik sorrendet az 1, 2, és 3 szdmok egy
permutdci6jdnak nevezziik. Hogyan lehetne el6re megmondani hdrom elem
tsszes permuticidinak szdmét az bsszes sorrend felirdsa nélkiil?

Nyilvdnval6 el6ttiink, hogy két elem, mondjuk az 1-es és 2-es sz4m-
jegy bsszesen kétféle sorrendben irhats fel:

1 2
2 1

Két elem permutécisinak szdma tehit: Py = 2 .
Ha most a hdrom elem sorrendjeit tartalmazé tdbldzatot megfigyel-
juk, akkor lithatjuk, hogy az 1, 2, és 3 szémjegyek mindegyike annyiszor
szerepel az els6 helyen, ahdnyféle médon a mugitte 4116 mdsik két szdm-
jegy egymés kozbtt cserélgethet§, azaz hdrom elem bsszes permutdcioi-
nak szdma; .
P3— 3. P2—3. 2=3.2.1=6

Hérom elem 8sszes permutdciGinak sz&m4t tehdt aképpen hatdrozhatjuk
meg, hogy egytSl hiromig minden szdmot tsszeszorzunk. Az 1. 2.3 szor-
zat jelolésére a 3| szimbGlumot haszndljuk, és hirom faktoriilisnak ol-
vassuk.

Teh4t: P,=12.3= 31 =6.

Ha az 1, 2, 3, 4 szdmok tsszes permutdcidinak szdmit kell megha-
tiroznunk, akkor elegendd meggondolnunk, hogy e szdmok mindegyike
annyiszor szerepelhet elsS helyen, ahdnyféle médon a tbbi hdrom szim
egymds kozutt permut4lhat6 cserélgethets, azaz:

P4 = 4.P3 = 4.3.2.1 = 4| = 24 .,

Ha pl. egy urndban négy szdmozott goly6 van: I, 2, 3, 4, majd a golydkat
egymds utdn kihuzzuk és sorba rakjuk a kihuz4s sorrendjében, 24 kiilon-
btz§ sorrendet nyerhetiink.

ﬁltaléban, ha az 1, 2, ..., n szdmok bsszes permutécisit akarjuk
meghatdrozni, akkor hasonldan gondolkodunk. Az els helyre a fenti sz4-
mok ndrmelyikét irhatjuk, mégpedig annyiszor, ahdnyféle médon a tsbbi
n-1 elem egymis kozott permutélhat6, mert anny iszor az el6z8ekt6l kiilon-

btz8 sorrendet kapunk.
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Tehét:

Analsg gondolatmenettel:

P =@DEB =@ @P o=

2

: - ‘= (@-1)@-2)...3.2.1 ,
Ezek alapjdn:
Pn = nn-1)...3.2.1 = nl

Tehat n elem osszes permuticiéinak szdma nl, amit ugy szdmitunk ki,
hogy 1-t6l n-ig az sszes szdmot Osszeszorozzuk. Amikor pl. egy fut6-
versenyen 8 fut6 indul, akkor az dsszes lehetséges befutdsi sorrendek
szdma: P, = 8.7.6.5.4.3.2. 1 = 8! = 40 320. A faktoridlisok szdmértékét
az 1-50-ig terjeds szdmokra a. 19. oldalon lev§ tébldzat tartalmazza.

Léthat6. tehdt, hogy a faktorilisok értéke az n novekedésével meg-
lepSen gyorsan né. Ha az n értéke nagy, az n! értéke rendkiviil nagy, oly-
annyira, hogy pontos értéke 4ltaldban nem is tulsdgosan érdekes szdmunk-
ra, ink4dbb csak a nagysigrendje. Felmeriilt ezért annak szilkségessége,
hogyan lehet az nl értékét j6 kvzelitéssel megbecsilni.

Igen j6 becslés érhetS el az un. Stirling-formula segitségével:

n
n!x(—%—) VZT\‘.’n

(ahol e = 2,718281... a természetes 1ogat1m1usrendszer alapszdma).

Pl. n = 10 esetén 10! = 3 628 800, mig a Stirling-formuldval nyert
becslés értéke 3 598 600, a hiba 0, 8%. Minél nagyobb az n értéke, annél
kisebb a relativ hiba.

2. Ismétléses permutdcick. Tegyiik fel, hogy egy urndban n szdmo-
zott goly6 van, de nem mindegyik visel kiilonboz6 szdmot. Legyen k) szidmu
l-es, k2 szamu 2-es, ..., kr szému r-es szdmjeggyel megjelolt golyd,
és k1+k2+... +kr—n.

Egymésutén kihuzzuk a golyckat visszatevés nélkil. Kérdés, hdny-
féle kiilonboz8 sorrend lehetséges?

Ha minden goly6 kiilonboz6 lenne, akkor az tsszes sorrendek szama
n!. Most azonban nem tudjuk megkiilonboztetni azokat a sorrendeket, ami-
kor azonos szédmmal elldtott goly6kat egymds kozvtt cseréliink fel. Az tsz-
szes megkiilonbbztethetl sorrendek szdma tehdt nyllvdn kevesebb lesz,
mint ha mind az n goly6ra kiilonb5z8 szdmot irndnk. Az 1-es jegyu golyok
ki!-féle modon cserélgethetSk egymds kozott, a 2-es jegyl golydk kol-féle
ma&don stb.
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FAKTORIALISOK TABLAZATA

n nl . n nl

1 1 26 | 40 329 146 10'°
2 2 27 | 10 888 869 10°!
3 6 28 | 30 488 834 1022
4 24 29 | 88 417 620 10%3
5 120 30 | 26 525 286 10°°
6 720 31 | 82 228 387 10%6
7 5 040 32 | 26313 084 10%
8 40 320 33 | 86833 176 10°°
9 362 880 34 | 29 523 280 10°!
10 3 628 800 35 | 10 333 148 10°°
11 | 39 916 800 36 | 37 199 333 10°4
12 | 47 900 160 10 37 | 13 763 753 10°
13 | 62 270 208 10° 38 | s2 302 262 10%7
14 | 87178 291 10° 39 | 20 397 882 10°°
15 | 13 076 774 10° 40 | 81 591 528 10%C
16 | 20922 70 10° 41 | 33 452 527 10%2
17 | 35 568 743 10’ 42 | 14 050 061 10*
18 | 64 023 737 108 43 | 60 415 263 10%°
19 | 12 164 510 100 44 | 26 582 716 10%7
20 | 24 329 020 10! 45 | 11 962 222 10%°
21 | 51 090 942 102 46 | 55 026 222 10°°
22 | 11 240 007 10" 47 | 25 862 324 10°2
23 | 25 852 017 101° 48 | 12 413 016 10™
24 | 62 044 840 10'0 49 | 60 828 186 10°
25 | 15 s11 210 108 so | 30 414 093 107

(0l = 1. Ez megdllapodds, amely késébb célszerinek fog mutatkozni. )
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Az Bsszes megkilonbsztethet6 sorrendek, ismétiéses permutdcick
szima:
P(ism) nl

n kll kzl...kr!

Ha pl. n goly6 kozil k sz4mu golyéra 1-est, n-k goly6ra O-t irunk, akkor
az Bsszes megklilénbtztethet§ sorrendek szdma:

nl
ki(n-k}!

Az ismétléses permutéciéra példaként vizsgdljuk meg, hényféle sor-
rendben irhatjuk fel a MATEMATIKA sz6 betuit.
Az Bsszes sorrendek szdma:

1 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1
IR 2. 6. 2 )

=10, 9. 8. 7.5. 3 2=151 200.

3. Varifciék. Legyen az urniban most is n kilonbdz§ golyé: 1, 2,
.., n. Hényféle médon tudunk k kultnbtz6 golyot kihuzni visszatevés nél-
kul ugy, hogy a kihuzott k szdmu goly6 kilonbtz§ permutéci6i kulsnbozs
eseteknek szdmitanak?

Els6 helyre az n goly6 bdrmelyikét huzhatjuk, a2 mésodik helyre n-1
goly6 birmelyikét, a harmadik helyre a megmaradt n-2 goly¢ biarmelyi-
két stb, , a k-adik helyre a megmaradt n-k+1 szdmu goly6 bdrmelyike ke-
rithet, teh4t az tsszes esetek szdma, amelyet V2-val jelslink és n elem-
b8! alkothat6 k-ad osztilyu varidcicknak nevezunl]((:

V, = n@-) ... @kt) .

a) Példa: Egy rejtvénypélyizaton hirom kulsnbz6 dijat sorsolnak ki
a helyes megfejték kozttt. 35 helyes megfejtés érkezik be. Hanyféle ered-
ményt hozhat a sorsolds? . :

35
v 3=
b) Példa: Hény olyan hatjegyi telefonsz4m képezhet§ a 0, 1, 2, .. »9
szémjegyekb6l, amelyiknek minden jegye kilonboz8? Kikotjuk, hogy egyik

ilyen telefonsz&m sem kezd6dhet 0-val. Oldjuk meg elfszdr a feladatot
ezen kikbtés nélkull 10

6

35. 34 . 33 =139270.

v, = 10.9.8.7.6.5 = 151 200
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Ezen szdmok kbzott 0-val kezd6dS annyl van, ahdnyféle mddon a t5bbi 5 hely-
re 9 kiltnbsz6 szdm kuzil vélasztani mdunk, ez pedig: '

9.8.7.6.5 = 15120

A keresett megoldds: 151 200 - 15 120 = 136 080 .

4. Ismétléses varidciok. Tételezziik fel most is, hogy egy urnsban
n kilonbbz6 goly6 van: 1, 2, ..., n. k-szor huzunk ki egymés utdn egy-
egy golyot, de minden kihuzés utdn a szdmot feljegyezve, a goly6t vissza-
tesszilk az urndba. (A statisztikai alkalmaz4soknil ez a modetlje az un.
visszatevéses mintavételnek. ) Hinyféle eredményt nyerhetiunk?

Mivel minden huzédskor az n szdmu goly6 birmelyikét huzhatjuk, két

huzds utdn n.n = nz, hirom huzis ut4n n.n.n = n3 stb. a killsnbtz8 ese-
tek széma, igy k huzés utén a kulsnbbz6 lehetséges esetek szdma: nkK.
Visszatevéses huzdsok esetén természetesen ugyanaz a szdm tsbbszor is
eléfordulhat az eredményben elvileg az is lehetséges, hogy mindegyik
huzésra ugyanazt a szdmot huzzuk. Az n elembSl k-szor visszatevéssel
végzett huzds eredményét ismétiéses varidcionak nevezziik:

n - nk
k(ism) :

v

Az ismétléses varifciok széma adott n és k esetén természetesen
tobb, mint az ismétlés nélkill varidcick szdma. De ha az n igen nagy és a k
rogzitett, akkor ugysz6ivdn mindegy, hogy visszatevéssel vagy visszate-
vés nélkil huzunk, ugyanis az 8sszes esetek hdnyadosa ekkor:

vlt: _ n(n-1)... (n-k+1)
= = =
vll:(lsm) n
_n (n-1} (@-2) {n-k+1)
“n'" n " a °°° n
=1(1-%)(1--§)...(1-k—:)»1, ha n - co

Példaként vizsgdljuk meg, hdny totészelvényt kellene kittlteniink
akkor, hogy biztos 13 talélatot érjiunk el. Egy mérkSzés eredménye 1, 2
vagy x lehet. Ez ugyanaz az eset, mint amikor egy urndban hirom golyé
van: 1, 2 és x jegyekkel elldtva, és 13-szor huzunk egym4s utén vissza-
tevéssel.
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Az bsszes esetek szdma:

3 13

VlS(ism) =3 " = 1594323 .

Figgetlen kisérleteknél az osszes esetek szdmit az ismétléses va-
ridcick segitségével szdmitjuk ki. Pl egy forintos érmét 100-szor fel-
dobva, az Bsszes esetek szdma: 2100. Egy szabdlyos j4dtékkockdt 4-szer
feldobva, az tsszes esetek szima: 64. Két kockédval dobva 24 dobds sszes
lehetséges eredményeinek szdma: 3624.

5. Kombindcick. Legyen most is egy urndban n darab szidmozott
golyé: 1, 2, ..., n. Belenyulunk az urniba és egyszerre kivesziink k darab
golyot., Hanyféle eset lehetséges? Két esetet kiilonbozbnek tekintiink, ha
csak egyetlen elembenis eltér a kihuzott k-elemi szdmcsoport. A kombi-
néclé csak abban tér el a varidciotol, hogy a kihuzott elemek sorrendjére
nem vagyunk tekintettel. (Tipikus példa erre a lotté, ahol teljesen mindegy
szdmunkra, hogy milyen sorrendben huztdk ki az eredményiil nyert ot
darab golyét.)

Mivel a kihuzott k szdmu golys dsszes lehetséges sorrendjeinek szd-
ma ki (azaz k1-féle médon nyerhetilik ugyanazt az eredményt), a kombind-
ci6k szdma kl-szor kevesebb, mint a varidcick szdma:

vIl

- k_ afn-1) ..., (n-k+l} _ ki __u _ (n)
k k! ki (n-K)1kl ~ kin-k)! ~ \k
A CE = (E) (olvasd: n alatt a k) szimbélumot az n-elembd8l alkotott k-ad

osztdlyu kombindcick szdmédnak nevezziik,

Példaként vizsgdljuk meg, hogy a 90 szémozott goly6t tartalmazé
lottéurndb6l hdnyféle madon tudunk 5 kélonbozd golydt kihuznil Gyakorla-
tilag mindegy, hogy a golyckat egymds utdn visszatevés nélkiil emeljiik ki,
vagy egyszerre huzunk 5 goly6t. A golyck jobb tsszekeveredése miatt
huzz%" cgymds utdn a szdmokat.

Az tsszes esetek szdma most:

Cc = 43 949 268 .

90 _ (90)_ 90.89.88.87. 86
5 \N5/  1.2.3.4.5

.. Tehdt ennyi szelvény kitsltése eredményezne biztos 5-ds taldlatot.

Mdsik alkalmaz4dsként megemlitjiik a binomidlis téteit; amely arra
vonatkozik, hogyan kell egy kéttagu k'Jezést akdrhdnyadik hatvdnyra
emelni.
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i

n VG G
(@a+b) =(@+by(@@a+b)... a+bh.

A szorzdst ugy végezzik, hogy minden tényez8bsl kivélasztunk egy tagot,
ezeket Usszeszorozzuk, majd az igy nyert szorzatokat tsszeadjuk. Ha
minden tényez6bSl a b-t vélasztjuk, akkor b"-t kapjuk. Ilyen kifejezést
csak egyféle médon nyerhetiink. Ha k szdmu tényez6ébSl az a-t vélaszt-

Juk, s a tobbi n-k tényez6bsl a b-t, akkor akbn-k tipusu tagot kapunk, s
ezt annyiféle médon nyerhetjik, ahdnyféleképpen n tényez6 koziil k kiilon-

boz6 kivdlaszthat6 a kivdlasztott k szdmu tényez6bSl a-t vesziink, vagyis (;: )
féle médon,

Teh4t: ‘
@en® = 2 ()L (2) %4 (M) gL
k=0
ny n o 2 ny n-k
+(n)ab = Z (k)a b .

k=0

Figyeljiik meg, hogy a fenti formuldban szerepld kombindciés egyiitthat6k -
ban a fels§ sz4m mindig n, az als6 sz4&m 0-t6l n-ig novekszik. Az a és b
szdmok kitevfinek tsszege mindig n, és az a kitevSje megegyezik a kom-
binicids egyiitthat6 als6 szdmé4val.

Irjuk fel a binomidlis tételt n kiilonbbz6 értékeirel

a+b)° =1 = (g)

(a +b)1= l.a + L.b = ({1))34- G)b

(a+b)2 = 1.a2+2ab+ 1.‘b2 = (g) a2 + (?) ab + (;) b2

(a + )¢ = (E)aobk +(1;)abk'l ++(t) ap°

Ha most csak az egyiitthatokat tekintjiik és azok szdmértékét kiszd-
mitjuk, a kovetkezl elrendezést kapjuk:
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(3 3 3 3

0 1 2 3
G @ G G
o () () ()
Ez az un. Pascal-féle hiromsztg, amelynek rendkivil egyszeri kép-
zési szabdlya van. A szabily kiilsndsen konnyen megfigyelhetS a jobb oldali
héromszdgtn: minden sor els§ és utolsé eleme 1, egyébként birmely szdm

a folotte 4116 két szdm Usszege. Ugyanis a kombindcickra érvényes a kvet-
kez6 tsszefiiggés:
() ) - (2
k k+1 ktl/ °

Ezen tsszefiiggés helyességét konnyen beldthatjuk, ha a benne sze-
repl6 kombindcickat az . ... formula alapjén a faktoridlisak segitségével
kifejezziik:

4
(4) 1 4 6 4 1

nl + nl . (n+-1)!
k!(n-k)! k+Dim-k-DI (D) (n-k)!

Ha az egyenlet mindkét oldaldt n!-sal osztjuk, kapjuk:

1 + 1 _ n+l1
kl(n-k)I &+Di{n-k-1)1 ~ (k+DI(n-k)!

Szorozzuk most meg az egyenlet mindkét oldalst a jobb oldal nevez§jével:
{(k+Dl(n-k)!~-sal, ekkor a:

k+i+n-k=n+1

azonossdgra jutunk. n
Megjegyezzik, hogy az (k) kombin4ci6 kiszdmitdsa az n és a k nagy

értékeire igen nehézkes, éppen a faktoridlisok nagy értékei miatt. Felme-
riil tehdt a probléma, hogyan lehet a Pascal-hdromszbg elemeit nagy n és
k értékeire megbecsiilni. Az esetben, ha az n piros szdm, azaz 2m ala-
ku, a Stirling-formula fethaszn4l4séval egyszerii alaku becslést kapunk a
hdromszdg 2m-edik sordnak kbzépss (legnagyobb) elemére:

-



2m
( 2m)+ emy _ (EZ_) |/ 2 T2m ) 22m
m (ml)2 (%)Zm. » fm m

A valdsziniségelméleti alkalmazisok sordn erre a becslésre lesz a leg-
tobbsztr szilkkségiink.
Megemiitjik még, hogy a Pascal-hdromsztig képzeletbeli kdzépvona-
lira szimmetrikus, vagyis:
ny _{n
(k) - (n-k)'

Ennek belitdsa a faktoridlisok segitségével igen egyszerii:

n] _ nl
ki(m-k}l ~ (n-k)k!

Rémutatunk még, hogy a Pascal-féle hdromszg n-edik sora elemeinek

dsszege: 20
(3) + (111) +... +(2) = ()",

Ugyanis
Az 1. 4.4 Usszefiiggés alapjdn konnyen vélaszolhatunk arra a kérdésre,
hogy mennyi az X = {1, 2, ..., n} véges halmaz Usszes részhalmazainak
széma: '

X-nek (111) db egyelemil részhalmaza van;
([21) db kételemii részhalmaza,

(g) db hiromelemii részhalmaza;

(;) db k-elemi részhalmaza stb.

Ha az X részhalmazai k6z€ szémitjuk az iires halmazt: O-t és magét az
X=112..., n} halmazt is, akkor az X 6sszes részhalmazainak

széma: (6)+ (3) =+ (2) = 2.

Ismétléses kombindcisk. Az ismérléses kombindcié fogalma légegy-
szeritbben a kvetkez§ elhelyezési problémdval kapcsolatban érthet§ meg.
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Van n dobozunk 1-t6l n-ig megszdmozva, és k db egyforma szdmozatian
golyénk. Hényféle médon helyezhet8 el a k sz&mu megkiilonboztetd jelzés
nélkiili goly6 az n kiilonbz§ dobozban? Pl. n =4, k = 5 esetén egy elhe-
iyezkedés:

n cellit n-1 vonds segitségével reprezentilhatunk, ezt az n-1 vonist kell
elhelyezni minden lehet8 (megkiilonboztethet§) médon a golyodkat jelképezd
k pont kozott. Minden elhelyezkedés n + k - 1 szdmu jel egy konfigurd-
ci6ja, ahol a jelek kbziil n-1, illetve k egyforma. Az Ysszes megkiilbnbsz-~
tethet8 esetek szdma nyilvdn ismétléses permutdci6:

Sematikusan:

et - (") ()

Példdk valésziniiségek kombinatorikus kiszdmitdsdra

1. Tekintstink egy urnidt, amelyben a szdmu fehér és b szdmu fekete
goly6 van. Mennyi a val6sziniisége annak, hogy taldlomra fehér golyét
huzunk?

Itt az bsszes esetek szdma a + b, mert ennyi goly6 van dsszesen az
‘urndban, s bdrmelyiket huzhatjuk. Kedvezfeset, ha az a szdmu fehér golyé
valamelyikét huzzuk, tehdt a keresett valésziniiség:

2
ath

2. Tekintstink egy urnit, amelyben n szdmu szdmozott golyé van,
rendre az 1, 2, ..., n szdmokkal ellitva, Kihuzzunk m - n szdmu golyét
egym4s utdn ugy, hogy a kihuzott goly6t mindig visszatessziik a kbvetkezd
huzis el6tt. Mennyi annak a val6sziniisége, hogy a kihuzott szdimok mind
kiilonbtz8k?

Az 6sszes esetek szdma most nm, mert mind 2z m huzdsndl az n
goly6 birmelyikét huzhatjuk.

A kedvez§ esetek tsszeszdmldildsdn4l igy gondolkodunk: elis§ huzdsra
az n golyé birmelyikét huzhatjuk. Mésodik huzédsra n-1 kedvez6 huzdsi le-
het§ség van, mert ha azt a golydt, amelyet elfszor huztunk mégegyszer
kihuzzuk, mér nem kovetkezik be a jelzett esemény (hogy ti. mindegyik
sz4m kiilonbbz6), A harmadik huzdsra n-2, .., az m-edik huzdsra
n - m + 1 kedvez§ huzdsi lehet8séglink van, igy a kedvez( esetek szdma:
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nn-1...m-m+ 1)
A keresett valdsziniség:
nn-1)...(n ~-m+1)

m
n

3. Tegyiik fel, hogy n urndnk van egymds mellett elhelyezve és mind-
egylkben a fehér és b fekete golys van. Mindegyik urnibél kivesziink egy
goly6t. Mi a valésziniisége, hogy k fehér és n-k fekete golydt huzunk ki?
Jeldljitk ezt a valGsziniiséget P, ~val.

Az dsszes esetek szdma (a + b)n, mivel minden urndbdél az a +b
szdmu goly6 bdrmelyikét huzhatjuk. Kedvez8ek azok az esetek, amelyeknél
k szdmu urndbol fehér golyot huztunk és a tobbi n - k urnibé! feketét,

Ilyen dsszetétel ak bn-k-féle mdédon johet létre, hiszen minden olyan ur-
ndb6l, amelyb6l fehér golyot huztunk, az a szdmu fehér golys birmelyikét
huzhatjuk, ugyanigy minden olyan urngbél, amelyb6l feketét huztunk, a b
szdmu fekete goly6 birmelyikét huzhatjuk.

Mivel k szdmu olyan urna, amelybgl fehéret huztunk az n urna ko-

zott ( :) -féle médon helyezkedhet el, a kedvezd esetek szdma:

ny k  n-k
(k) a b
A keresett Pk val6sziniiség a klasszikus definici6 alapjén:
e (e - () @)
k k @ _*_b)n k/\ atb atb
aih éppen annak valdsziniisége, hogy egy huzds eredménye fehér golyo,
mig 5 2nnak valdszinusége, hogy egy huzds fekete golyot eredményez.
Bevezetve a
= —i- = 1 - = h
p a'!'b ’ q p a+b

jeldlést, a keresett valdszintiség:
_{ny k n-k
(1.5.1) Pk-(k)p q
Ugyanerre az eredményre jutunk, ha csak egy urndnk van, amelyben
a fehér és b fekete goly6t tettiink és n-szer huzunk, de ugy, hogy a ki-

huzott goly6t a kovetkezd huzds elStt mindig visszatessziik (és a golyokat
jol osszekverjiik),
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Tekintsiik most a fenti problémdnak azt a specidlis esetet, amikor
egy urnéban 1 fehér és 1 fekete goly6 van, és n-szer huzunk visszatevés-
sel,

Mi a val6sziniisége, hogy n huzds sordn k-szor fehéret huzunk?
Most mind a fehér, mind a fekete goly6 kihuzdsénak vaidszinlisége egy

- G (-

Ugyanennyl a valészinlisége, hogy n-szer feldobva egy szabédlyos ér-
mét (1 forintot) k-szor irést, n-k-szor fejet dobunk. (Itt az urndbél valé
huzdst a forint feldob4sa helyettesiti, s afehér goly6 huzisinak az irédst a
fekete goly6 huzdsédnak a fejet feleltetjiik meg. Nyilvdnval6, hogy a két
meodell teljesen ekvivalens.,)

-Vizsgéljuk meg kissé kizelebbrsl, hogy ennek a kisérletnek, amely
egy érme n-szeri feldobdsdbdl 411, mik az elemi eseményel. Tegyiik fel,
hogy elvégezzilk az n érmedobdst, s valahdnyszor irdst dobunk, egy 1
betiit irunk, valahdnyszor fejet eredményez a dobds, F betit irunk. A ki-
sérlet egy kimenetele n betut eredményez, I és F betiikbSl 4116 n elemt so-
rozatot:

IIFIFFF...FIFL Egy ilyen sorozat most az esemény-
tér egy "pontja". Az I és F betikbSl 2R szému n-elemil sorozat képez-
het§, mert minden helyre akdr I-t, akdr F-et irhatunk. Az Usszes elemi
események szdma tehdt 2%, s mindegyik elemi esemény egyenl§ valdszi-

huzds sorén % . Igy

niiségli, bdrmelyiknek -1-1-1 2 valdszinlisége, Olyan n elemii sorozat az
"2
I és F betukb8l, amelyben k szdmu I betil és n-k szdmu F betii szerepel

nyilvdn (:) -féle van, mert ennyiféle mddon vilaszthatunk ki k helyet az
n hely koziil az I betilk szdmdra, A tobbi helyre F betit irunk. Az az ese-

mény, hogy k-szor dobtunk irést, (:

4. Bolyongéds a szdmegyenesen. Tekintsiik ismét az 1 forintos érme
n-szer egymis utdn torténd feldobdssbol 4116 kisérletet. Az egyes dobdsok
eredményeit most is irdsban rogzitjik I és F betiik segitségével, és ezen
felul egy bsbut mozgatunk a szdmegyenes egész koordindtdju pontjain, az
origobs! inditva a bibut.

) szému elemi eseményt tartalmaz.

F % I
”.\ /‘\
1 1 1 L 1 -
~2 -/ J / 2
‘5, dbra
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Valahdnyszor irdst dobtunk, a bibu jobbra lép egy egységgel, vala-
hényszor fejet dobunk, balra toljuk a bibut egy egységgel. Mi a valészini-~
sége, hogy n 1épés utdn a bibut 2z x ={ pontban talfljuk?

Tegyuk fel, hogy n 1épés sordn a bibu a-szor 1épett jobbra és b-szer
balra. Ekkor

a+b=n
a-bs=4{
gzl +£
2
n-4£
+ b= =)
A bibut tehdt akkor taldljuk n 1épés utdn az x ={ pontban, ha n+2£ -szer
lépett jobbra, n - B'-!-zi = n;; -szer pedig balra. Ez az eset

n
(n+f ) -féleképpen kivetkezhet be. A keresett valészinliség

| B

.P =
2

Mivel mind a jobbra, mind a balra lépések szdma csak egész szdm
lehet, E‘-}- pedig csak akkor egész, ha n és { vagy mindkettS piros,

vagy mindkettf piratlan, piros szdmu 1épés utédn a bibu csak piros sz4-
mon, piratlan szdmu 1€épés utdn csak piratlan sz4dmon 4llhat, Spectdlisan
pl. az az eset, hogy a bibu visszatér az origéba, azaz kiinduldsi helyére,
csak pdros szdmu lépésben ktivetkezhet be.

Szdmitsuk ki annak valészintiségét, hogy a bdbu 2n szdmu lépésben
visszatér a kiinduldsi helyérel

Ez az eset nyilvdn csak akkor kdvetkezhet be, ha a bibu ugyanany-
nyiszor lépett jobbra, mint balra, vagyls n-szer. A keresett val6szini-

ség:
o
o 22[1

E val6sziniiség kozelit6 értéke nagy n esetén:

().




Az olvasé6 eldtt bizony4ra ismeretes, hogy az un., Brown-mozgis je-
lensége abban 411, hogy a géztérben vagy folyadékban szuszpendilt kicsiny
részecskék 41landé mozgdsban vannak. Ha képzeletben kivélasztunk egy
részecskét, amelyet a fenti példdban a bibu helyettesitett, s figyeljik a
részecske elmozduldsainak vetiiletét, az x-tengely mentén (a részecske
mozg4sit persze nem érmedobds, hanem a ttbbi részecskékkel valé vélet-
len titkbzések vezérlik), akkor 14thatd, hogy a fenti bolyongdsi modell egy
fontos természeti jelenség kozelit modellje. A bolyongdsi modell alkal-
mazhat6é minden olyan kisérletmél, amelynél egy-egy megfigyelés sordn
csak kétféle kimenetele lehetséges.

5. Mintavétel visszatevés nélkil. Tegyiik fel, hogy egy urndban N
szému goly6 van, M fehér és N-M fekete. Egyszerre kivesziink az urndb6l
n <N goly6t. Mi a valészintisége, hogy a kihuzott n golyo kozott k
szdmu fehér golyé van? N

Az vsszes lehetséges esetek szdma most (n) , ezek koziil kedvez§

minden olyan eset, amelynél az M szdmu fehér goly6 kdzil k-szdmut, az
N-M szimu fekete goiy6 kozil n-k szdmut huztunk. A keresett valdszi-

liség: _
o G G

k=-——(—l;;l)——

Altalsban a fenti modell ipari minSségellendrzési problémdknil is alkal-
mazisra taldl.

6. Elhelyezési problémék. Kategdridkba sorolds. N dobozban helye-
ziink el n szdmu goly6t ugy, hogy minden egyes elhelyezkedés egyenlden
valoszini. A dobozok 1-N-ig szdmozva vannak. A golyékra vonatkozdlag
az aldbbi hdromféle esetet vizsgdljuk:

a) Tegylik fel, hogy a golydk szémozva vannak, azaz két kiilonboz8
dobozba keriilt golyd felcserélése mis elhelyezkedést jelent. Mia va-
16szinisége, hogy egy kivdlasztott dobozba k szdmu golyé keriil?

Az tsszes elhelyezkedések szdéma NT, mert mindegyik goly6 bir-
melyik dobozba keriilhet. (Ugy is képzelhetjiik, hogy minden egyes goly6-
nak kisorsolunk egy dobozt. ) Kedvezdek azok az esetek, amikor a kivdlasz-
tott dobozba k szdmu golyé kertil, n-k goly6 pedig az N-1 dobozba keriil
tetszlleges eloszldsban. A keresett valészinliség ekkor

n _y Bk
(e

k N
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b) Tegyuk fel, hogy a golyck nincsenek szdmozva, azaz megkiilonboz-
tethetetlenek, ugy két kiilonbtz3 dobozba keriilt goly6 felcserélése nem je--
&;?- 1) ismétiéses
kombindci6. Ha egy kiv4lasztott dobozban k szimu goly6 van, akkor a tobbi
n-k goly6 az N-1 szdmu dobozban annyiféle médon helyezkedhet el, ameny- i
nyi N-1 elem n-k-ad osztdlyu ismétléses kombindcionak szdma:

lent uj elhelyezkedést, Ekkor az tsszes esetek szdma (

(N+n-k-2)
n-k
A keresett valésziniség ekkor:
(N+n-k-2)
-y _nk
k (N+n-1 )
n

c) Tegyiik fel, hogy a golyck megkiildnbbztethetetlenek, de egy do-
bozba legfeljebb egy goly6 juthat, tehét egy dobozban vagy 1 vagy 0 a golyck
szdma. _ N
Ekkor az tsszes esetek szdma (n ) » a kedvez§ esetek szdma k =0

esetén (N;l), k=1 esetén(N 1), tehdt:

M)

1.6 Valészinliségek meghatirozdsa
geometriai médszerekkel

A val6sziniiség fogalmdanak megvildgitdsakor vdzoltuk, hogy a vals-
sziniiség specidlis mérték. Az vsszes elemi események 1 halmazinak, az
eseménytérnek P(I) mértékét 1-nek vesszik, s valamely A (T I esemény
P(A) mértéke mindig 0 és 1 kvzé es6 szdm. Ha az I véges szdmu elemi
eseménybSl (pontb6l) 411, s minden elemi esemény egyforma val6sziniisé-
gii, akkor valamely A (C I esemény valésziniisége egyszeriien az A ese-
ményben foglalt elemi események szdma osztva az osszes elemi esemé-
nyek szdmdval.
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Bizonyos kisérleteknél hasonl6é meggondolds alkalmazhat6 a valdszi-
niség meghatdroz4sdra abban az esetben is, ha az I-eseménytér végtelen
sok (méghozz4 kontinuum szdmosségu) elemi eseménybSl (pontbdl) 4il.
Tekintstik pl. a kivetkezd kisérletet:

7 o Egy I céltdblira lovést adunk le. Jelsljunk ki a kor
ﬁ alaku céltdbldn egy r sugaru A kort.

Mi a valészinusége, hogy a 1bvés az T sugaru A
R krbe tal41? A kérdésre egy adott 16vész esetében ugy
/ v4laszolhatndink, hogy sok lovést adatunk le vele, s a
‘1oyések kozill csak azokat vesszik figyelembe, ame-

6, 4bra lyek az I tdbldra csapsdtak (vagyis az I céltdbla eltald-

1484t biztos eseménynek tekintjuk). Az A kirbe esd
taldlatok és az Usszes becsapéddsok szdmdnak hdnyadosa, az A kbr elta-
1414s4nak relatly gyakorisédga, és sok lovés leaddsa esetén j6 kbzelitSleg
megadja az A kbr eltaldldsdnak P(A) valdszintiségét.

Kltaldban annéi nagyobb az A kor eltalilésinak valdszinusége, minél
nagyobbra vilasztjuk az A kor sugarit, vagy ami ugyanaz, minél nagyobb
az A kor terillete. A P(A) va-
16szinliség rogzitett nagysigu / .
kbr esetén 4ltaldban fiigg az A I TR
kr kbzéppontjénak helyzeté- T
t6l is, pl. j6 lovész és pontos RN
fegyver esetén a szordskép \ L
(7. 4bra) olyan, hogy a talé-
latok java része az I céltdbla
ktzéppontja koril surtsidik.
A becsapoédisi sliriiséget gra-
fikusan a 7. 4bra jobb oldaldn l4that6 siriségl felulettel jellemezhetménk,
amelyet ugy konstrudtunk, hogy a felilet alatti térfogat az egész I céltdblim
egységnyi legyen, s ekkor az A korbe esS talilatl gyakorisdg nagyjdbol
az A korrel, mint alappal vett gtrbiilt fedSalapu henger téxfogatival egyen-
18, (A hengert felilrdl a siiriiségi fellilet hatdrolja. )

Bizonyos esetekben (tdvolrsl leadott lovés, kis céltdbla stb. ) felte-
het8, hogy a becsapéddsok egyenletesen helyezkednek el az I céltdbldn, amin
azt értjuk, hogy az I célt4blén egy siirii négyzethdl6s beosztdst készitink,
akkor birmelyik kis négyzetbe egyforma valdsziniiséggel esik a talédlat.

Ez esetben annak valdszinisége, hogy a taldlat az I tébla egy A
résztartoménydba essék, az A tartomdny teriletével ardnyos. Az ilyen

“taldlatl eloszl4st nevezzitk egyenletes eloszldsnak. Pontosabb fogalmazds-
sal, ha a becsapod4si suruséget egy f (x,y) kétviltozds fuggvénnyel jelle-
mezziik, amelyet folytonosnak vesziink, tehit geometrlalilag egy feliilet
reprezentd!, és

7. ébra
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fff(x,y) dx dy = 1, akkor
I

PA) = /A .[ f(x,y) dx dy .

Egyenletes becsapsdési sliriiség esetén
f(x,y) = c (dllandd), ha (x,y) € I, egyébként

0; és az / f cdxdy = 1 feltételbSl, ha az I

négyzet terulete egységnyl, akkor c = 1, Ez esetben P(A) = f _[ dx dy az
A tartomény teriiletével egyeni (A C 1),

A ktvetkezSkben egy-két példit mutatunk be az egyenletes eloszlis-
ra. Mindegyik példdban feltételezziik, hogy annak valészinisége, hogy egy
véletlen pont az eseménytér egy kivélasztott részhalmaziba esik, az illets
részhalmaz geometrial méretével (intervallumnil az intervallum hossz4-
val, sikbeli tartomé#nyndl annak teriiletével) ardnyos:

8. ébra

1, Példa

Legyen az eseménytér a szdmegyenes (0, 1) intervalluma.
Mi a valésziniisége, hogy a
1 L 2 L (0, 1) intervallum egy talilomra
0 51 § 2 7 kivilasztott ! pontja (nevezzik
9. &bra véletlen pontnak) a (0, x) szakasz-
’ ra esik? Ez a val6szintiség:

P(0 < §<x) = x, [a (0,x) szakasz hossza ] .

Helyezziink most el két pontot véletlenszeriien a {0, 1) intervallumra. Le-
gyenek a két pont koordinét4i El és ";’2 . g

A(¥ T fz) pontpir egy sikbeli (x,y) pon- 7

tot képvisel, amely az egységnégyzet tetsz6-
leges pontja lehet: :ff’y
Tegyuk fel, hogy a ( ¢ v gz) véletlen

3
pont az egységnégyzeien egyenletes eloszlisu. 5, =X 7

10. abra
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" a) Mi a val6szinisége, hogy mindkét pont a
(0, x) szakaszra esik? Ez az esemény nyilv&n akkor
X ktvetkezik be, ha mind fl, mind ¥, értéke kisebb

mint x, vagyis a keresett val6szinuség, a bevonalkd-
zott x oldalhosszusédgu négyzet teriiletével egyenld,
— 7= ez pedig x2,

X
11, 4b b L
ra 7 a? S

b) Mt a val6szinlisége, hogy a két pont X
egymdstol valé tévolsdga kisebb, mint x? - X

A |§1 - le < x esemény akkor kbvet- 14
kezik be, ha a pont a 11, 4bra szerintl bevo-
nalkszott tartoményba esik: .,..,\__,,._7 —

X T

12, 4bra
A keresett tartomény tertilete nyilvan:

1-(1-:11)2=2x-x2

¢) Mi a valészintisége, hogy a fl és §2 pontokkal taldlomra hérom

részre osztott egységnyl hosszuségu szakasz A, B, C darabjaibé6l hdrom-
sztg szerkeszthet§?

} ) §’ j-'? !
13. 4bra

Ahhoz, hogyaz A, Bés C szakaszokbél hiromsziget lehessen szerkeszte-
ni, bdrmelyik két szakaszhosszusdg bsszegének nagyobbnak kell lennie a
harmadik szakasz hosszdnél:

A+B>C
A+C>8B
B+C>A

At 1<% 2 feltételezésnél ezekbsl az egyenlStlenségekbsl a kbvetkezlk
adddnak:



L §,>1- 8,3 5, Hed
2. B +(-EI<E - ¥ 1% 7,
3. 1-§>%. 1 7
Az 1. egyenl6tlenséghdl: §, > % ; 7
, L, STy
a 2, egyenlftienséghfl: §2< L +5% 2 '
14, 4bra

a 3. egyenlftlenséghsl: §1< %adodlk.

1 1 1

< = < = < =

A fz 21 esetén viszont a fl > 2 fl ?2 +5 fz 5
reldciékat nyerjuk. (Egyszeriiena fl és a fz szerepét felcseréljik.)

A keresett valGszinliség tehdt az 4brdn 14that6 bevonalkdzott idom teriile-~
tével egyenls, ami .41'..

2. Példa

A Buffon-féle tiiprobléma. Huzzunk egy papirlapon két pirhuzamos
egyenest, amelyek egymdstol 2d tdvolsdgra vannak, Dobjunk a lapra egy
tiit, s ennek hossza legyen 2 £ . Feltesszilk, hogy £ <d.

Mi a val6sziniisége, hogy a tii metszi yalamelylk egyenest? A tu
helyzetét két adattal jellemezhetjik: kbzéppontjdnak tdvolsdga a kizelebbl
egyenestSl legyen x, és az egyenessel bezdrt szbge legyen <.

Nyilvdn: 0 £ x £ d
0£(< T lehet.

A til akkor metszi az egyenest, ha x £¢.sin ¢f.

| ) x
——;é" I isiie
2d 2! !

15, 4bra

A keresett val6szinliség az 4brdn 14that6 bevonalkdzott teriilet osztva
d K -vel, az dsszes lehetséges (x, ¢p) pontok halmazdnak terliletével:

i 2
. - 28
P= an f!.sinqdcp— T "
0
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3. Példa
Egy felosztési probléma. Egy R sugaru I céltéhlét 9 kirrel ugy aka-
runk 10 részre bontani, hogy mindegylk kbrre — 10

niigég. Feltételezve, hogy a taldlat a tdbla. birmely pontjiba egyforma va-
16sziniséggel esik, s csak azokat a 1bvéseket szémltjuk, amelyek a tib-
l4ba taldlnak, hogyan kell az egyes kbrik R caes R3 sugarait
megvilasztani.
Jelsljik a k-adik kiir sugarit R val(k=1, 2, 3, ..., 9) akkor tel-
jesiilnie kell az
2~
Rk e

legyen a taldlatl valészi-

2 Tk(T dsszefuggésnek.
R
Innen:
k 10
“rl X k=1,2,...,9
k i0 sy
4, Példa

Gyakorlati szemponthdl hasznos lehet a kivetkezS példa 4tgondoldsa.
Egy mez8 a ktvetkezfképpen van aldakndzva. A mezbn 4tvezet§ egyenes
mentén egym4stol 10 méteres tdvolsdgra akndk vannak elhelyezve. Ha egy
harckocsi birmely pontja 1 méternél ktzelebb jut egy akna kézéppontjd-
hoz, akkor az akna robban. Ha egy 2 méter szélességii harckocsi az aknék
ktizéppontjait tsszekttl egyenessel ¢ sztget bezdré egyenes mentén halad
4t a mez6n, mi a valdszinisége, hogy sértetleniil 4thalad?. '

A ktvetkez§ dbra segitségével knnyl beldtni, hogy

A 7
%

16, 4bra

a keresett valésziniség ‘;E , hiszen a harckocsi akkor halad 4t sértetlenil,
ha kdzéppontja az 4thalad4s sordn az y szakaszra esik. Mivel:
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x
E=sin(.f,
x=10slnq’;
y=x -4

Tehdt a keresett val6sziniiség:

x =1‘lﬂsmq=1-55mq"

y_x-4 4 2 5> 2
- ha sinQ 5 -

wiine

Ha sin (§ € ¢ , akkor a sértetlen 4thaladds val6szinisége 0.

5. Példa

A kyvetkez§ példa abbél a szempontb6l tamulsdgos, hogy bizonyos id§-
tartamokra vonatkoz6 feladatot geometriai problémév4 lehet dtfogalmazni,
igy a megolddst a geometrial szemléletiink is segiti.

Egy kikotdhtz 24 ords idStartamon belill véletlen idSpontokban két
hajé érkezik. Az elSbb érkezdhajon rogton megkezdik a rakodést. A rakodds
az egylk hajén egy 6rit, a mésikon k ét 6rit vesz igénybe. Ha a mésodik
hajo akkor érkezik, amikor az els@nek befutottra még rakodnak, ugy vér-
nia kell a rakodds befejeztéig. Mi a valdsziniisége, hogy valamelylk hajo-
nak virnia kell a rakoddsra?

Jeltljilk azt az eseményt, hogy valamelyik haj6pak virakoznia kell,
A-val. A 24 6rds idStartam kezdetétSl az egy6rds rakodsideju hajo érke-
zéséig eltelt id3 legyen x, a misik hajé érkezéséig eltelt 1d5 legyen y
{6rdkban), A 24 dords idSintervallumnak feleltessiink meg egy 24 egységnyi
oldalakkal biré négyzetet, és legyen (x,y) ennek egy pontja. A négyzet
terillete T = 242 = 576, '

Az A eseménynek megfelelf (x,y)
pontok halmazét kell meghatdroznunk. Te- y=x+1
gytk fel elGsztr, hogy x <y, azaz a rivi - §=x-2
debb rakod4si idejli hajé érkezik elSszbx,
A miésodik hajénak nyilvdn akkor kell v4-
rakoznia, ha y<x+ 1. Ha a kétoris rakc-
ddsi ideju hajd érkezik elfszbr, azaz x< vy,
az esetben a mdésik hajonak akkor kell v4-
rakoznia, ha

24
7 17. ébra
X<y + 2, vagyls y>x - 2

Az A esemény tehdt akkor kiovetkezik be, ha az (x,y) pont az .
y=x+1és azy=x - 2 egyenesek kzé esik. L. 17. dbra.
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Az A esemény hekdvetkezése szempontjdbol "kedvez§” bevonalkdzott

tertilet: 2
23 )
576 - (-—5- +T = 69, 5.

Ezek alapjdn az A esemény valdsziniisége:

69,5
P(A) = 'ﬁ'/v 0,12 .

1.7 Feltételes valdszinliség és figgetlenség

Legyen A és B két esemény, amelyek ugyanazon kisérlet eredménye-
ként bekivetkezhetnek. Tételezzlik fel, hogy mindkét esemény pozitiv va-
\6szintiségli, azaz P(A) > 0 és P(B) > 0. Az A és B eseménycket egymds-
tol fliggetlennek nevezzik, ha az A esemény bekdvetkezése vagy be nem
ktvetkezése semmiféle hatdst nem gyakorol a B esemény bekivetkezésére
vagy be nem kbvetkezésére. Mit jelent ez statisztikailag?

Végezzlik el n-szer egymds utdn a kisérletet és szdmldljuk meg
hényszor kivetkezett be az A esemény. Legyen ez a szdm k x ekkor

k

g4) =2

az A esemény relatiy gyakorisdga.

Tekintsik most csak azokat a kisérleteket, amelyek eredményeként
a B esemény bekivetkezett, legyen ezek szdma kp és szdmldljuk meg,
hogy ezen kisérletek sordn hdnyszor kovetkezett be a B eseménnyel egyiitt
az A esemény is, vagyis az AB esemény. Legyen ez a szdm k AB"

A _A?_ hényadost az A esemény B-re vonatkoz6 feltételes relativ

B
gyakorisdgdnak nevezziik és g(Al B)-vel jeloliik.

A g(AlB) feltételes relativ gyakorisdg lényegében igen egyszeri fo-
galom. Arrdl van sz6, hogy csak azokat a kisérleteket vessziik szdmitds-
ba, amelyek eredményeként a B esemény bektvetkezett és azt szdmoljuk,
hogy ezen kisérletek sordn hényszor kivetkezett be az A esemény. Ez azt
jelenti, hogy az eseményteret lesziikitjik a B halmaz elemi eseményeire.

Ha az A esemény fiiggetien a B eseménytS!, akkor az A esemény
relativ gyakorisdga és feltételes reiativ gyakorisdga megegyezik egymdés-
sal, azaz
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k

AB
*a K _Twn _ ras
n Tk K )

%

Hosszu kisérletsorozatoknél azt tapasztaljuk, hogy
csakugy, mint a relativ gyakorisdg, a feltételes
relativ-gyakorisig is stabilitdst mutat.
A DAB P(AB)
P(B)
tételes valGszinliségének nevezzilk és az aldbbl mddon jelsljitk:

18. Abra

hényadost az A eseménynek a B eseményre vonatkozo fel-

PA B)
P(B)

Innen: (1. 7. 2) P(AB) = P(A| B) P(B)

(1.7.1) P(AIB) =

Az (1. 7. 2) 8sszefuggést a valdsziniségek szorzdsi szabdlydnak nevezzik.
Azt mondjuk, hogy az A esemény fliggetlen a B eseményt6l, ha

P(Al B) = P(A)
, _ KAB)
Ekkor P(A) P(B)
vagyls (1. 7. 3) P(AB) = P(A) P(B)

Ez azt jelentl, hogy fiiggetlen események szorzatdnak valésziniisége
a valdsziniségeik szorzatival egyenlS. Ez a szabédly csak fiuggetlen ese-
ményekre igaz.

Analég modon definifljuk a B eseménynek A-ra vonatkozo feltételes
valésziniségét:

P(AB)
P(B)

Az (1.7.2) és (1, 7, 4) dsszefliggésekbs!l adadik, hogy

(L7.4) P(BIA) =

P(AIB) P(B) = P(BIA) P(A)

azaz P(AIB) - BA)
P(B1A) P(B)

-39 -



Kdnnyti beldtni, hogy ha az A esemény figgetlen a B eseménytfl, akkor B is
filggetien A-t6l, azaz

P(AIB) = P(A) -bSl ktivetkezik
P(BlA) = P(®B) ,

ekkor ugyanis (1, 7, 4) alapjin:

PAIBPB) _ P(A)P()

BBIA) = =5l PRy = P® .

Ugyancsak ktnnyii beldtni, hogy ha A fiiggetien B-t5l, akkor A flggetlen
a B eseménytfl, valamint A fuggetien B-t5l és A fuggetlen B-t§l, Ezek bi-
zonyitisa:

'P(Aﬁ) _ P(A)-P(AB) _ P(A) [1-P(B)}

PAID) = 3® - T 1Em 1R T
Itt felhaszndltuk a
P(A) = P(AI) = P[ A(B + B)] = P(AB) + P(AB)
Usszefiggést, amelybSl
P(AB)= P(A) - P(AB)
adodik.
- A P(B)- P -
Itt alkalmaztuk a

P(B) = P(IB) = P { (A+A)B] = P(AB) + P(AB)

tsszefiigpést, amelybdl

"P(AB) = P(B) - P(AB)
adedik.
Az (1, 7. 2) formuldval kifejezett szorzdsi szabidly 4ltaldnosithat6 n
eseményre. Altaldnos szorzisi szabély:
Ha A r Az. .s ,An tetszGleges események, akkox

(1.7.5) P(AIAZ' .. An) = P(AniA 1A2‘ .- An- I)P(A—n- ilA 1A2' . An- 2). .o
- P(AzlAl) P(Al)
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Itt feltételezzilk, hogy a vondsok mugdtt 4116 vagyis feltételként sze-
replé eseményszorzatok valdsziniségel pozitivak.
A tétel bizonyitdsa trivi4lis.

PA Ay A A)=PAIAA..A ) PALALA )

PAA,..A ) =PA IAA.A ) PAA..A )

n-1 177172

P(A lAz:) = P(AzfAl) PA 1)

Az események filggetlenségén kiviil hasznéini fogjuk a kisérietek fiig-
getlenségének fogalmdt, ami egy kicsit 4ltaldnosabb, mint az események
fiiggetlensége. Lényegében két kisérletet is akkor tekintiink fiiggetlennek,
ha nincsenek egymésra semmiféle befolydssal. Ez azt jelenti, hogy az
egylk kisérletnél bekvivetkez8 birmely esemény fliggetlen a mésik kisér-
letnél bektvetkez§ birmely eseménytSl. Pl. tobbszor ismételt kockadobis,
érmedobis stb. fiiggetlen kisérletek sorozatdt képezik. Ugyanugy fuggetien
kisérletsorozatrél van sz6, ha egy urniban sz4mozott golydk vannak, és
taldlomra kivesziink egy goly6t, feljegyezziik a szdmét, majd visszatesz-
sziik az urndba, s a kivetkez6 huzds elftt j61 osszekeveriik a golyokat, :
Ilyen urna segitségével toxténhet pl. egy statisztikal sokasédg tagjainak vé-
letlenszerii kivdlasztésa. (Sorsolis.)

Levezetiink most egy fontos dsszefliggést, amelyet a teljes val6szi-
niség  tételének neveznek, s amelyre a tovdbbiakban tobbszsr fogun
hivatkozni. '

Alkossanak a Bl’ B Bn események teljes eseményrendszert,

= 0, ha i#). Ez azt jelentt,

LR

azazlegyenBl+B2+ +Bn= Iés BiBj

hogy kisérletiink megfigyelésiink sor4n a B; események kbziil egy és
csakis egy feltétleniil bekovetkezik. Legyen most A egy tetszdleges ese-
mény, amelyaB , B, ..., B események mindegyikét8! kiilsnbozik.
Ekkor: 12 n

P(A) = P(AI) = P[A (81 +B, +... +Bn)] =

= P(AB, + AB, + ... + AB)

Itt a zdrGjelen beliili 8sszeadanddk ugyancsak
egymdst kizdr6 események, ezért:

P(A) = P(AB 1) + P(ABZ) +... + P-’ABn)

19, dbra

ugyanis ha Bi és‘Bj diszjunkt halmazok, ak-
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kor ABi c Bl’ ABJ CB;]’ mint részhalmazok ugyancsak diszjunktak, s

mint események kizdrjdk egymadst.
Az (1.7, 2) formula alapjdn:

P(AB) = P(AIB) P(B) , d=12,...,n
tehat ’

(1.7.6) PA) = P(AIBI)P(B 1) + P(AIBZ)?(BZ) +. ..+ P(Al Bn)P(Bn) =
: n

- ) PAIB) PE)
£, TAIE) PO,

Az (1. 7. 6) tsszefiiggést a teljes valosziniiségek tételének nevezzik. Ha is-
merjik az A eseménynek mindegyik By eseményre vonatkoz6 feltételes va-
I6szinliségét és-a B, egemények valésziniségét, akkor kereshetjik vala-
melyik Bj eseményﬁek az A eseményre vonatkozé feltételes valészinti-
sépgét.

Az (1.7, 4) formula alapjén:

P(AB) P(AIB,) P(B)

Behelyettesitve a (1. 7. 7) formula nevez5}ébe az (1. 7. 6) kifejezést:

PAI Bi) P(Bi)

(L.7. 8) P 1A) =

2 P(AIB) P(B)
= 7

Az (1.7, B) bsszefliggést Bayes-féle formuldnak nevezziik.
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2. fejezet

VALOSZINUSEGI VALTOZOK
ES VALOSZINUSEGELOSZLASOK

- 2.1 A valdszinliségi valtozd
és a valoszinliségeloszlas fogalma

A véletlen kisérlet fogalmét az I. fejezetben megismertilk. Egy ki-
sérlet kimenetelét igyekszink numerikus formdban jellemezni. Legtibb-
s8Z0r maga a kisérlet olyan természetii, hogy eredménye numerikus form4-
ban jelentkezik. Ha pl. a kisériet a talajvizszint megmérése egy adott
helyen, akkor a kisérlet eredményeként egy szdmértéket kapunk, amely
szdmérték, ha a méréseket kiilonbbzd idSpontokban végezziik, igen kiilon-
biz8 lehet, a véletlent8l fiigg, hiszen a talajvizszint alakuldsdban szdmos
véletlen komponens jitszik szerepet. A Duna vizszintje adott helyen kiilon-
bioz8 iddpontokban mérve, az esls napok szdma méjusban (kiilsnbozd évek-
ben megfigyelve) mind olyan szdmadat forméjdban jelentkeznek, amelynek
értéke filgg a véletlentSl

Az olyan mennyiségeket, amelyek értéke a véletlent8l fiigg,véletlen
mennyiségeknek vagy valdsziniiségl viltozéknak nevezzilk. Azokat a szdm-
értékeket, amelyek a kisérlet eredményeként felléphetnek (a kisérlet
bsszes lehetséges szdmszerii kimeneteleit) a val6sziniiségl vdltozé lehet-
séges értékeinek vagy értékkészletének nevezziik. A valGsziniiségi vilto-
zékat a gbrdg ¥, 7, ¢ betiikkel fogjuk jeldini.

Ha a ¥ valdsziniiségi viltozs egy foly6 adott helyen mért vizdlldsit
jeloli, akkor ¥ értéke egy ésszerlien vilasztott intervallum tetszSleges
pontja lehet, ¢ értékkészlete tehdt egy intervallum kontinuumnyi sok
pontja.

Ha az 7 val6sziniiségl védltoz6 a méjusi csapadékos napok szdmdt
jelsli, akkor 1 lehetséges értékeia 0, 1, 2, ..., 31 szdmok.

Ez a két példa is mutatja, hogy a val6sziniiségl viltozcék kilonbozs
tipusuak lehetnek. Az olyan valésziniiségi vdltoz6k, amelyeknek értéke a
szdmegyenes egy intervalluménak (vagy akdr az egész szdmegyenesnek)
tetszdleges pontjdba eshet, folytonos valdsziniiségi valtozdnak nevezzik.

A mérési eredmények 4ltaldban folytonos valdsziniiségi vdltozok., Az olyan
valdsziniiségl vdltoz6t, amelynek csak viges sok vagy megszdmldlhaté
sok értéke lehet diszkrét valésziniiségi - dltozdnak nevezzik. A gyakor-
latban szerepet jatszs diszkrét valdsziniiségl vdltozok legtobbjének értékel
csak nemnegativ egész szdmok lehetnek. ezeket egész értékil valdszinii-
ségi v4ltozdknak szokds nevezni. El&forjulnak olyan valésziniiségl vAltozok
is, amelyek sem a diszkrét sem a2 folytonos eloszlisuak csalddjdba nem
sorolhaték, ezeket kevert eloszldsuaknak: nevezziik, A késSbbiekben mu-
tatunk péld4t kevert eloszldsu valésziniiségl v4ltozora.
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A val6sziniségi vdltozéval, mint a kisérlet kimenetelének numerikus
jellemz8jével kapcsolatban elsfsorban az érdekel benniinket, hogy értékei
milyen suriséggel esnek a szdmegyenes klonbbz8 intervallumaiba (diszk-
rét eioszlds esetén adott pontjaiba). Amikor pl. azt kérdezzik, mi a val6-
wzinusége, hogy egy foly6 viz4lldsa egy adott honapban 650 és 700 cm ktizé
esik akkor lényegében az irdnt érdeklédunk, hogy ha igen sok éven 4t
ugyanazon honapban megmérjik a foly6 viz4lldsét, akkor az észlelt értékek
hanv szdzaléka esik a (650 cm, 700 cm) intervallumba,

Ha ezt a szdzalékos megoszlist a szdmegyenes tetszlleges interval-
imara tsmerjiuk, akkor azt mondjuk, ismerjiik a széban forgé valészinii-
segt valtoz6 eloszldsdt. Az 1. tdbldzat a Duna pozsonyi vizdlldséra vonat-
ko~d § vai6szindségl véltoz6 értékeinek k, gyakoriségaitktartakn'lazza.

Ha az egyes intervallumokra vonatkozé6lag kiszdmitjuk a 7—(1] H :’% s seey

ii

T‘d relativ gyakorisdgokat és az egyes Ai intervallumokra —7—% magassigu

téglaiapokat rajzolunk, akkor kbzelit szemléletes képet nyertink ¥ vald-
szimiségeloszldsrol.

§
i5
70
]
70

5

70

?’5
|

T — 1.
L4505 5506 6507 750 8 8509 950 10 150
20, 4bra

Az igy kapott grafikont hisztogramnak nevezziik. Abban az esetben,
ha a ¥ valdsziniiségi v4ltoz6 diszkrét eloszldsu, pl. ¥ a méjusi csapa-
dékos napok szdmit jelentl, akkor ¢ valésziniségeloszlisdnak szemlél-
tetésére eljdrhatunk ugy, hogya € =0, 1, 2, ..., 31 értéket feltiintetjuk
az abszcisszatengelyen és sokévi megfigyelési adatokb6l kiszdmitjuk ezen
szdmok relativ gyakorisdgit, majd a relativ gyakorisdgokkal ardnyos
hosszusdgu ordindt4kat rajzolunk ugy, hogy az ordindtdk hosszusigainak
tsszege 1 legyen.

Az igy kapott &brét a relativ gyakorisdgok diagramjdnak nevezzik.
Mind a hisztogram, mind a diagram csak kizelit§ képet ad az eloszldsrol.
M4s megfigyelési adatsor, tobb megfigyelés vagy sziikebb osztdlykdzok
csetében mds-m4s 4brit kapunk. Ennek ellenére elsd kvzelités céljibol
igen hasznos az ilyen jellegy 4brizolds. Egy ¥ valésziniiségi vdltoz6 va-
l6sziniiségeloszi4sat akkor tekintjik ismertnek, ha a szdmegyenes tetsz§-
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21. dbra

leges (a,b) intervallumdra vonatkoz6lag meg tudjuk mondani mi a valdszi-
nisége, hogy { értéke az (a,b) intervallumba esik, jeltljuk ezt a vals-
sziniséget P(a <§ b)-vel. Ehhez elegendd, ha tudjuk, hogy a szdmegyenes
tetszleges x pontjéra vonatkozélag tudjuk, mi a valdsziniisége, hogy ¥
értéke kisebb mint x. Ezt a val6szintiséget P(§< x)-szel jelsljuk. A
P( ¢ <x) valésziniiség az x viltozd figgvénye, jelbljiik ezt a figgvényt F(x)-
szel. Az F(x) figgvényt a valoszinuségl v4ltozd eloszldsfiiggvényének ne-
vezziik. Az F(x) eloszlisfuggvény értéke tetszfleges valds x esetén meg-
adja annak valésziniségét, hogy a kisérlet végrehajtdsa sordn § megfi-
gyelt értékét x-nél kisebbnek talfljuk.

Vegyitk szemigyre az F(x) eloszl4dsfiggvény tulajdonsigait,

1. Az F(x) eloszl4sfiuggvény értéke mindig 0 és 1 kozé esik (vagy
ezen értékek egyike) hiszen F(x) val6szintiséget fejez ki, a { £ < x}
esemény valosziniségét:

(2.1. 1) 0<Fx) £1

2. Az F(x) eloszldsfiiggvény az x mennyiség monoton nem cstkken§
fuggvénye, azaz b > a esetén F(b) & F(a). E tulajdonség teljestilését
konnyii beldtni, mivel b > a esetén a { € < b} esemény mindig bektvetkezik,
ha a { ¥ < a} esemény bekiovetkezik, de a{¥< b}esemény még akkor is
bekdvetkezik, ha a £¥< b tehdt:

{f<b}={§<a}+{a £§<h}
Itt a jobb oldalon egymést kizdrd események 4llnak, ezért a III. axiéma
alapjdn

P(f<hb) = P(E<a) + P(a <E<b)
azaz
F(b) = F(a) + P(a £ E<b)
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Az utébbi tsszefiiggésbbl:
(2.1,2) ~ Pa < ¥<hb) = Fd) - Fla).
- Bz az tsszefiggés mutatja, hogy F(x) értékeinek ismeretében tetszfleges

{a,b) Intervallum esetében meg tudjuk mondani annak valésziniségét,
hogy ¥ értéke az (a,b) intervallumba esik: ,

F)-F @)=~ (aégéﬁ)

22, dbra

Mutatunk egy példit, amely j6l érzékelteti, mennyire természetes
tulajdonsédga az F(x) eloszldsfiiggvénynek a monoton nvekvd volta. Tegyik
fel, hogy kisérletiink egy foly6 vizédlldsdnak megmérésébsl 411 adott helyen. .
A vizéllds nagysdga legyen a ¥ valdsziniiségl véltoz6. Legyena =5m,
b=7m. A{¥ <a} esemény akkor kivetkezik be, ha a vizéllis alacso-
nyabb mint 5m. A{% < Slesemény maga utdn vonja a{§ < 7} esemény
bekdvetkezését is, de ez utébbi esemény még akkor is bekovetkezik, ha 2
yizdllds 5m és 7 m kozé esik. Konnyii beldtni, hogyaz {5<%¥<7
esemény gyakorisiga a { £< 7hés { § < Slesemények gyakoriségainak kii-
lonbségével egyenls. Természetesen ugyanez igaz az illet§ események re-
latly gyakoriségaira is. Pl. az 1. tdbldzat adatal szerinta {§<5 m}ese-

1 _
70 2 a5
{¥<7 myesemény relativ gyakorisdga =0 és mivel a relativ gya-

mény relativ gyakorisdga
3 a
70 °
korisdgokra érvényes bsszefiggések a valésziniiségekre is teljesulnek,
fenndll, hogy

{¥<7 m} esemény relativ gyakoxisdga

P(§<7m) = (E<5m)+PEm<E <7 m)
A gyakorlatban csak olyan val6szintiségi valtozokkal taldlkozunk, amelyek

valamilyen véges értéket vesznek fel, a £<+oco esemeényt biztos ese-
ménynek, a §<-oco eseményt lehetetlen eseménynek tekintjik, tehdt:
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F# oo} = lim F(x) =
X++0o0
(2.1, 3)
F(-o0} = lim F(x} =
X+ =0

A (2. 1. 3) beszefiiggések egydltalin nem jeientik azt, hogy x-nek nagy po-
zitiv vagy nagy negativ értéket kell adnunk ahhoz, hogy F(x) értéke 1,
ill. O legyen. Hapl. £ a kock4val dobott pontszdmot jelsl§ valGszinliségl
viltoz6, akkor

F(l) =0 é F(7) =

Egyébként a kockadobds pontszdmit jel5l8 ¥ val6szinuségl valtozo elosz-
14sfliggvényét konnyen megkonstrudlhatjuk. Ha € az 1, 2, 3, 4, 5, 6
értékek mindegyikét —é— valosziniiséggel veszi fel, akkor a F(¥<x) esemény

val6sziniisége, azaz F(x) értéke annyiszor % , ahdny szdm esik x-t6l

balraaz 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok kbzil, Az eloszldsfiuggvényt ¢kkor az.
al4bbi 1épesfs fluggvény szem!élteti.

!

D~

23. 4bra

Haa P(a €¥<b) =F(b) - F(a) kifejezésben a-t rogzitjitk, b-t pedig a-hoz
kozelitjlik, kapjuk:

F(a + 0) - F(a) = P(€= a)
ha viszont b-t régzitjik és a-t ktzelitjiik b-hez, akor az

F(b) - F(b-0) =

eredményre jutunk.
Az ut6bbl osszefitggés azt mut&tja, hogy az eloszldsfiiggvény balrél

folytonos x minden értékére, Az eloszldsfiiggvény jobbrsl nem folytonos

minden olyan x = a pontban, amelyre P(¥ = a)> 0. Ilyen pontokban az
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-loszldsfggvénynek P( § = a) nagységu ugrdsa van. A kockadobds esetében
aza=1, 2, 3, 4, 5, 6 pontokban P(¥ = a) = —é— » ezekben a pontokban,

1
mint a 23. 4brdn l4thatd, az eloszl4sfiiggvénynek 3 nagységu ugrdsa van.

Hasonl6an 1épcsfs szakaddsos figgvény az eloszl4sfiiggvény, ha
egy adott hénap vagy év csapadékos napjainak sz4dm4t jelenti. Ebben az
esetben az ugrdsok nagysdga természetesen 4ltaldban nem egyforma.

Az F(x) eloszldsfuggvény ugrdsa az x = x{ pontban a P(¥ = 1) esemény
valésziniiségével egyenls.

A val@sziniségeloszlést szemléletessé tehetjilk az aldbbi analégld-
val. Képzeljitk el az x tengelyt végteleniil vékony drémak, amelyen egy-
ségnyl mennyiségii tbmeget oszlatunk el. A drét kiilonbtz8 szakaszaira
jut6 tomegmennyiség igen v4ltozo lehet, Lehetnek olyan szakaszok, ame-
lyekre egyéltaldn nem jut tvmeg, egyes izolilt pontok pedig podtiv meny-
nyiségii tbmegek hordoz6l lehetnek. Ha F(x) jelenti az x pontt6l balra jut6
tomeg mennyiségét, akkor F(x) az eloszlisfliggvény tulajdonsdgaival ren-
delkezik, Az (a,b) intervallumba jut6 témeg mennylsége F(b) - F(a), ami
annak valdsziniiségével ekvivalens, hogy a € val6szintiségi v4ltozé értéke
az (a,b) intervallumba esik, csak tomeg helyett valészintiséget kell gon-
dolnunk. A tovdbbiakban szemléletesség kedvéért olykor valdsziniiség-
tomegrdl fogunk beszélni. Az elemi mechanika méds fogalmait is fel fogjuk
haszndini val6sziniiségelméleti fogalmak interpretildsira.

2.2 Diszkrét valdszinliségi valtozok

Eddigi tdrgyaldsaink sordn t6bb példdt l4ttunk olyan kisérletekre,
amelyekhez rendelt } valdszintiségi vdltoz6 csak véges sok értéket vehet
fel. Pl. az érmedobdshoz rendelt v4ltoz6 csak 0 vagy 1 értéket, a kocka-
dobds pontszdmdt jelol§ ¥ vé4ltoz6 az 1, 2, ..., 6 értékek valamelyikét,
egy adott honap, pl. méjus csapadékos napjainak szdm4t jelsl6 [ vil-
toz6a 0, 1, 2, ..., 3 1 értékek valamelyikét veheti fel. Az ilyen valo-
szinliségl v4ltozokat diszkrét viltozoknak nevezzuk. Ha a kisérlet egy te-
lefonkbzpontha érkez8 hivdsok megszdmlds4b6l 411 bizonyos {dftartamon
keresztiil, akkor a hivdsok szdmdt jelsl8 § vdltoz6a 0, 1, 2, ... érté-
keket veheti fel (ha a megfigyelési intervallumot képzeletben nagyon hsz-
szura nyujtjuk, akkor a hivdsok szdmit elvileg végtelennek is vehetjuk).

Altaldban: egy § valdszinliségl v4ltozdt diszkrét eloszldsunak neve-
zunk, ha lehetséges értékei véges (vagy megszdmlilhats) halmazt alkot-
nak,

A diszkrét eloszlés fogaiménak megvildgitisdt igen egyszeriivé teszi
a tdmegeloszléds analsgiija.
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Egy t valoszinliségivéltoz6t és a neki megfelel6 eloszl4st diszkrét-
nek nevezzilk, ha az egységnyl valészinliség-tsmeget az x tengely bizonyos
izol4lt pontjaiba koncentréljuk. Ezen feli! kikttjuk azt a feltételt, hogy
birmely véges intervallumba csak véges szdmu ilyen tomegpont esik.

Legyen X v Koy veo tdmegpontok véges vagy megszdmisthat6 soro-

zata, Pys Pgr +++ 2Z iliet6 pontokba elhelyezett tbmegek sulyok
4 Py By o B B

- g

7

= ° -

lr/ Xz x‘? LN X* L lﬁ
24, 4bra

SUREE koordindtik a diszkrét eloszldsu ¥ v4itoz6 lehet-
séges értékel, Pys Pyr voos a megfeleld valdsziniiségek analogonjai.

Ekkor az xl, X

Itt p, tehdt annak a val6sziniisége, hogy a § véltozé az x értéket
veszi fel:

PE=x)p (=12 ..)

Mivel az egész eloszlatott tdmeg egységnyi

Zpi =L
i

A diszkrét eloszldsu valosziniiségi viltozé eloszlésflggvénye:

F® = ) P

X <X
i

ahol az Usszegzést minden olyan i-re kiterjesztjuk, amelyre

X, <X
i

Az ilyen tipusu eloszldsfiiggvény 1épcsbfiggvény, amely 4llandé minden
olyan intervallum f8lstt, amely nem tartalmaz valamely x,; tbmegpontot.
Az eloszldsfiggvénynek minden x; pontban P, nagysdgu ugrisa van.
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2.3 Folytonos valdsziniiségi valtozok

" Egy valészintiségl vltozét akkor neveziink folytonosnak, ha értékef
egy (vagy tobb) infervallumban birhova eshetek. Ilyen val6szintiségi v4l-
toz6k pl. a mérési eredmények.

Pontosabban szélva a § valésziniiségl véltoz6t folytonos eloszldsu-
nak nevezzitk, ha eloszlésfuggvénye F(x) differencidlhat6,azaz létezik az
F'x) = f(x) fuggvény és f(x) folytonos.

Az eloszl4sfuggvény értékeinek ismeretében (ami rendszerint tdb-
14zat formé4jdban rendelkezéstinkre 411), tehdt minden egyes valés x-xre
tudjuk, mi a valdszinlisége, hogy a ¥ val6sziniségl viltozé értéke a szdm-
egyenesen az x ponttdl balra esik. A gyakorlatban rendszerint az érdekel
benniinket, hogy mi a vaidszinisége, hogy a sz6ban forgo valdszinuségl
valloz6 értéke bizonyos ésszerl hatdrokkal biré intervallaumba esik. LAt-
tuk, hogy annak valosziniségét, hogy a ¥ val6sziniségi v4ltozs értéke
az (a,b) Intervallumba esik, az eloszldsfuggvénynek az intervallum vég-
pontjaiban felvett értékeinek a kiilonbsége: F(b) - F(a) adja meg. Ennek
alapj4n azon esemény valdszinisége, hogy a ¥ valésziniségi viltozo értéke
egy kicsiny Ax hosszusdgu [x,x + Ax) intervallumba estk:

Pxcf<x + Ax) = Fx + Ax) - F(x)

o

}F (x+ DX} -F ()

v

X A+ A X
25. 4bra .

_—

Ha a ¥ valdsziniiségi véitozs folytonos eloszldsu, akkor F(x) differencidl-
hato fluggvény, azaz létezik az

F(x +4x) - F(x)
Ax

(2.3. 1) F'(x) = lim = £(x)

Ax-»0

deriv4lt figgvény.
A differenciilszdmitds kozépériéktétele alapjin
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Px £ §<x + Ax) x f(x) Ax

Az f(x) fuggvényta § valGsziniségl véltoz6 sirtiségfiggvényének nevez-
zuk.

A tomegeloszlés analdgidjdval élve, a folytonos valésziniségelosz-
ldsnak olyan témegeloszl4s felel meg, amikor az egységnyl tomeget sem
egyes diszkrét pontokba koncentrdljuk, hanem folytonosan oszlatjuk et az
x-tengelyen vagy annak egy intervalluméban, s ekkor az f(x) fuggvény rep-
rezentilja az egyes pontokba es§ tomegsiirtiséget, az f(x) & x szorzat
pedig a kicsiny Ax intervallumra esé tdmeg mennylségeét.

[

_

A

7 F (1) D

DR

26, dbra

Folytonos eloszldsok esetében rendszerint elénytsebb a siriiségfiiggvény-
nyel dolgozni, kiilontsen elméleti jellegi megfontoldsaink sordn.
Osszevetve a

P(a £8<b) = F(b) - F(a)

valamint az F'(x) = f(x) tsszefiuggéseket, konnyii beldtni, hogy

b
(2.3.2) f(b) - Fla) = Pa<¥<by = [ f(x) dx
a

Teh4t annak val6szintiségét, hogy a ¢ val6sziniségi viltozé értéke az
(a,b) intervallumba esik, a siirliségfiggvénynek az illet§ intervallumon
vett integrilja szolgdltatja,

27. 4dbra

Figyelembe véve, hogy

FHco) = 1, F(-o00) = 0,
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a
(2.3.3) 1 = F(+oo) - F(-00) = ff(x) dx
-00

reldcidbsl 14thats, hogy a surﬁségfﬁggvénynek az egész szdmegyenesen
vett integrdlja 1.
Az

X
2.3.4) F(x) = F(x) - F(-00) = P(-c0£f<x = ] f(t)dt

tsszefliggés mutatja, hogyan nyerjuk a slirliségfiggvénybll az eloszlds-
fuggvényt, ami egyébként a strilségfuggvény definiciéidbsl is kivetkezik.
Az F(x) eloszldsfliggvény tehdt a suruségfiggvény alattl terxiiletet adja a
(-o00, x) intervallum folott

F
f ‘/
| Fiy
e ] -/
] X X X
27/a 4bra

E teriilet mérSszdmdt olvashatjuk le az F(x) eloszldsfiiggvény grafikonji-
r6l, vagy praktikusan F(x) tdbldzatdbél.

Példa kevert eloszidsra

Emlitettiik, hogy a gyakorlatban fellép§ legfontosabb valészinliség-
eloszldsok vagy a diszkrét vagy a folytonos eloszlistipusba tartoznak.
'El&fordul azonban kevert eloszlds is, erre mutatunk most egy példit.

Tegyik fel, hogy egy Ures viztirozot egy foly6 vizével toitink fel az
év egy adott honapjdban, A foly6 vizhozama az illet§ hénapban legyen
n.m3, ahol % valdsziniségl v4itoz6, eloszlds4t folyamatosnak tételezzik
fel és legyen 7 stirUségfiggvénye g(x), ahol g(x) = 0 ha x < 0. A tdrozd
kapacitdsa legyen k m3, 3

Ha most 7 <k, akkor a tdroz6 az adott hdnap végén n m~ vizet tar-
talmaz, Ha 7 <k, akkor a tdroz6 a hénap végén k m3 vizet tartalmaz,
a tibbi viz tuifolyik.

Jeloljiuk most a hénap végén a tdrozoban levs viz me.nylségéta €
valészinuségl vdltozéval. Amennyiben az 7 £ k esemény pozitiv valészi-
nilségii, azaz
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oo _
[ smax>0,
k -

akkor ¢ kevert eloszldsu, eloszldsfuggvénye folytonos minden x < k érték-

re és ilyen x értékekre

X
P(E<x) = P(n<x) = [ g dt
-o0

Annak valdszinisége, hogy ¥ = k , annak valdsziniiségével egyenls, hogy
a vizhozam eléri vagy meghaladfa a k m3-t,
azaz

) P(§=k) = B(7 £K)

oo

= fg(x)dx>'o.
k

A ¥ valoszinuségi viltoz6 F(x) eloszldsfiiggvényének az x = k helyén ug-
résa van és az ugrds nagysiga éppen a (%) alatti mennyiség.

2.4 A tobbdimenziés valészinliségeloszlas fogalma

Sz4dmos esetben valamely kisérlet, megfigyelés kimenetele nem jel-
lemezhet§ egyetlen szdmadattal, hanem valamely jelenségge! kapcsolatban
két vagy tohd valdsziniségl viltozét egyidelileg kell vizsgdnunk. Ha pl
arra vagyunk kivdncsiak, hogyan fligg a Duna vizdll4s4t6l valamely part-
menti teriileten a talajvizszint, akkor a Duna vizdllisdt ¥ -vel,a talaj-
vizszintet 7-val jelSlve vizsgdljuk a (¥, %) val6szinliségl viltozdpdr vagy
miésként nevezve 2 3 = ( £, ) véletlen vektor eloszldsdt, mert ez szol-
gdl kiindulédsi alapként az tsszefliggés felderitésére.

Ha egyidejiliey egy foly6 vizdllds4t, a lehullott csapadék mennylsé-
gét és a talajvizszintet vessziik szemlgyre, akkor beszélhetiink a

-
£ = (El’ fz’ 53)
véletlen vektor eloszlfs4rdl, amelyeta § v §2 és §3 valdszinliségl

véltozok egyiittes eloszlisdrak 1s szokds nevezni.
Ha egy ¥ mennyiségre vonatkozélag n szdmu mérést végziink, amely-
nek eredményel a § v §2, ceen B mennylségek, akkor vizsgidlhatjuk
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ezen mérési eredmények egyiittes eloszldsdt, azaz a
E-(g, 5, 0 B

véletlen vektor vagy valésziniiségi vektorviltozs eloszldsdt. Még gyako-
ribb, hogy a ( ¥ v §2' cees fn) véletlen vektor helyett egy 7 = £( -Fl’

14 PORTER fn) = f(f) val6szinliségi viltozo eloszlisa érdekel benniinket,

ahol f egy n-véltoz6s figgvény. A matematikai statisztika legfontosabb
teriiletein: a becsléselméletben és a statisztikal hipotézisek vizsgélatdndl
ilyen tipusu véletlen argumentumu figgvények eloszlisa elsGdleges fon-
tossigu.

Fnglalkozzunk elfszbr a kétdimenzids véletlen vektorok eloszlisé-
val. Legyenek ¥ és 7 valoszinuségl vdltozok és tekintsik a (€, %) vé-
letlen pont sikbeli eloszldsét.

Jeldljk P(a1 £ §<a2, bl £ q<b2)-ve1 annak valdszinliségét, hogy a

véletler pont (a '§= (€, m )véletlen vektor) a fent szerepl§ szimokkal meg-
jelslt téglalapba esik:
‘ 7

b

N =i %///// ;
—_—

9
29, 4dbra 30. ébra
Ha ismerjiik ezt a valésziniiséget minden al, a2, bl' b2 sz4m esetére,

akkor azt mondjuk, hogy ismerjik a § és 7 valosziniségt valtozck egytit-
tes eloszlisit.
A f és 7 véltozok egyiittes eloszldsfiggvényét a

{(2.4. 1) H(x, y) = P(€ > x, 7 < y)

reldcié definidlja.
Konnyii beldtni, hogy

Pa, £¥f<a,, b € <h) =
2.4.2) 1 2’ P15,

= H(az, bz) - H(al, b2) - H(az, bl)+H(aib1) >0,
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amely vsszefuggés mutatja, hogy a H(x, y) kétvéltozés eloszlésfiiggvény
jsmeretében tetszSleges sikbell téglalap valdsziniiségl mértékét meg tudjuk
hatdrozni.

Bizonyitds nelku! megemlitjiik, hogy H(x, y) mindkét viltoz6jdnak
monoton nemcstkkend fuggvénye, tovdbbi

H{#co, +o0) = 1, H(-co,y) = H(x, -od = 0.

A kétdimenzios valészintiségeloszlés matematikal tdrgyaldsa lénye-
gében teljesen analdg a sikbeli tomegeloszlds vizsgdlatdval, ha egységnyi
tomeget képzelunk eloszlatva az (x, y) sikon. Egy adott téglalapba es§ t5-
meg mennyisége azon esemény val6sziniiségének felel meg, hogy a (§,7)
véletlen pont az illet§ téglalapba esik. A H(x,y) fuggvény adott (xo, yo)

pontbeli értéke most azt a tsmegmennyiséget reprezentélja, amely az
X<X , ¥4 Y, végtelen siknegyedbe esik.

Ha ismerjuk a (€, 9 ) pir H(x,y) egyiittes eloszldsfiiggvényét ebbll
konnyen megkaphatjuk a ¥ il n valésziniiségl vdltozék F(x) ill. G(y) el-
oszldsfiggvényeit.

Ugyanis:

(2.4.3) ~ Hx, +o0) = P(E< x,q<+o0) = P(T<x) = F(x)
(2.4. 4) H(too, y) = P(E< +oo,'rl<y) = P(‘rt<y) = G(v)

Az igy nyert F(x) ill. G(y) eloszlisfiggvényeket vetiilet- vagy peremelosz-
14s-fiiggvényeknek is nevezzik.

Kétdimenziés eloszldsokn4l is megkilonbsztetiink diszkrét és foly-
tonos eloszlisokat.

Ha mind ¥, mind 7 diszkrét valésziniiségl véltozd, akkor egyiittes
eloszldsuk diszkrét sikbell eloszids. Egyszeriiség kedvéért legyenek § és
7 egész értékl valdsziniiségl viltozok, azaz lehetséges értékelk legyenek
nemnegativ egész szdmok. A (¢, 7n) értékpdrok valdsziniiségeire vezes-
siik be a

P(E=k, n-2) = e jeitlést. (k, & =0,1,2,...)

Természetesen Z Z s =1
K¢ kt

Ha az Tt egyilttes valdsziniiségeket egyik indexiik szerint osszegezzuk,

nyerjiik a peremeloszlésokat.
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(2.4.5) %—rke=%_f'(§=k, =0 =KE=K=p_,
246 2 1,=0 BExk 7=0)=HKq =4)=
k k

Ezeket az tsszefiggéseket a teljes valdszinliség tétele alapjdn egysze-
riien beldrhatjuk.

Szdmunkra az alkalmazésok szemponti4bdl legfontosabb az az eset,
amikor mind § mind n folytonos eloszldsuak f x ill. g y striségfig-
vémnye!l és a ; = (€, 9) véletlen vektor folytonos sikbell eloszldsu. Ez
esetben, a folytonos tmegeloszlds anal6-
gldjdra az (x,y) pontbell valdsziniség sil-
riiségét egy kétviltozss h(x,y) fiiggvény.

segitségével adjuk meg, amelynek geomet-
rial értelme egy kétviltozds felilet, Ha 1é-
! tezlk ilyen kéivédltozos siiriségfiggvény,
§
1

-y

. amelyre
:.—-:I +00 400
7 f /h(x,y) dx dy = 1, akkoxr
-00 -00
31. 4bra annak valdszintiségét, hogy a &= (¢, 1)

véletlen sz4mpér a sik egy adott T tarto-
miényiba estk, a h(x,y) fliggvénynek a T tartomédnyra szdmitott kettds
integrdlja szolgdltatja:

P(E,9)ET) = [Tfh(x,y) dx dy

Ha a T tartomény a (§<x, al<y) siknegyed, akkor
Xy
(2.4.7)  P(gex, q<y) = f f f(u,v} du dv = H(x, y) ,
-00 -0
vagyis. a kétviltozés eloszlisfliggvényhez jutunk.
Fennill tehét a kovetkez§ tsszefiggés a kétvdltozds eloszlésfuggvény
és a siriségfuggvény kvzbtt:

2
: _ @ Hx,
(2.4.5) - hx,3) = G g

Vagyis a kétvdltozds sliriségfiggvény (ha 1étezik) a kétvéltoz6s eloszlds-
fitggvény vegyes parciélis deriviltja. '
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A h(x,y) kétvdltozos suriiségfiggvény ismeretében meghatdrozhatjuk
a §ill. n véltozok perem eloszlisfiggvényeit, illetve a peremsiiriisége-
ket az aldbbi dsszefuggések alapjén:

X o0 oo X
(2.4.9)  F(x) = H(x4oo0) = f [ty audv = [( [ hw,vdu) dv

- 00 -00 - 00 -00

©0 oo ¥y
(2.4.10)  G(y) = H(+oo,y) = f ff(u,v)du dv = f ( f h(,v)dv ) du

- 00 -0 -60 -00

Ezekbll az SsszefiiggésekbSl differencislds utjén nyerjuk a ¥ ill. 7
véltozck siiriségfiggvényeit:

[=s]
(2.4. 11) f(x) = F' (%) = f h(x,v) dv-
-co
o0
(2. 4. 12) gy) = G’ @) = f h(u,y) du .
- co

oo

2.5 Felteteles eloszlasfiiggvény és slrliségfiiggvény

Az eseményekre vonatkozodlag értelmeztiik a feltételes val6szinii-
séget. Ennek alkalmazdséval meghatfrozhatjuk egy ¢ val6szintségi v4l-
tozo feltételes eloszidsfiiggvényét azon feltétel mellett, hogy egy mésik ”
val6sziniiségl vitozs adott értéket vesz fel,

Jeloljiik A-val a {¥ <x} eseményt és B-vel az {n<y} eseményt,
ekkor a feltételes valdszintiség definici6ja alapjén (ldsd: 1.7, pont)

PAB) _ P(Y<x,n<y) _ H(x,y)
P(B) P(n<y) G(y)

(2.5.1) P(S<xiqcy) = PAIB) =

Ha

A{g<x}, B:{yé'fl<y+/_\.y},
akkor :
PE<x,y £n<ytay _ Hx,y+ay)-Hix,y)
Py £n<y + Ay) G(y - +ay)-Gly)

P(¥<xly €M<y +4y) =

A ¥ val6sziniségl véltozo feltételes eloszl4sfiiggvénye azon feltétel mel-
lett, hogy 1 = y a kivetkez§ hatirértékkel értelmezhets:

-
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H(x,y+ay)-HEX,¥)
(2.5.2) F(x|y) = lim =
 Ay0 G(wzz'; - G(7)
&y [ b, yydu
ey _-_aé___f)__
g
a£ h(u,y)du
Hasonl6an: -
v
?.I;IM f h(x’v)dv
2 -do
(2.5.3) GEIX) = f(x’;‘ -1
f h{x, v)dv
—x ’ .
EzekbSl az vsszefliggésekbsl differenciflds utjén nyerfiik a feltételes
stiriiségfiiggvényeket: .
__QH&y) _ hxy)
(2.5.4) Hxly) =5 e
) h(x,
(2.5. 5) gyix) = };(’;'5) - f(‘x)”
EzekbSl az tsszefiggésekbdl
(2. 5. 6) h(x,y) = f(xly) g@y) = g(yIx) £{x)
adadik,

Felhasznilva a (2. 4. 11) és (2. 5. 6) formuldkat, az

[~ ]
(2.5.7 i = [ 11 y) g) dy, 11
-0

(2.5.8) gw) = f gyIx) f(x) dx

-00

ssszefiiggéseket kapjuk, amelyek a teljes val6sziniiség tételének folytonos
analogonjai. Behelyettesitve a 2,4, 10 és 2.4.11 formuldkat a 2. 4. 9 kép-
letbe, az _ '
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(2.5.9) fxiy) = —Bylx) fx)

[==]
Jam) 1o

-0

képletet nyerjik, amely a Bayes-tétel folytonos véltozata.

Abban az egetben, ha € és 4 egyardnt diszkrét eloszldsu valészi-
niiségi véltozok, akkor a (T, 9) vdltozopar is diszkrét eloszldsu. Sz4-
munkra elegend§ annak az esetnek a tirgyaldsa, amikor mind € mind 7
értékei csak nemuegativ egész szdmok lehetnek. Legyen P(¥ = i) = P

P(n=1§) = 9
. P(E:i,'l: j):rij, (i,j=l,2,...) .

Ebben az esetben a feltételes eloszldsokat az alibbi formulik értelmezik:

T
(2. 5. 10) P(E= 117 = p=E=L1=H _ 4

P(m = j) q
" ) ) _P(§=i,3=3)=_r_u_
(2.5. 11) B(n=11%=1) = P(E = 1) )

A matematikai statisztikdban sziikségiink lesz kett&né! tsbb dimen-
zids val6sziniiségl vektorviltozek vizsgdlatdra. Ha fl, §2. ees B

valamely mennyiségre vonatkoz6 n szdmu mérés vagy megfigyelés ered-
ménye, ekkor ezeket a vdltozékat egy

-

RN 5 RN N

n-dimenzids véletlen vektor komponenseinek tekintjik. ¥ értéke most
az n-dimenzids tér véletlen helyzetii pontja. A ¥ vektor eloszlisit szokds
a ¢ L §2’ ceey fn’ valtozok egyiittes eloszldsdnak is nevezni. Vizsgiljuk

azt az esetet, amikor a széban forgé valésziniiségl vidltozdk folytonos el-
oszlisuak. A §1, §2, e 'fn valdsziniiségi vdltozok egyilttes eloszld-
sdta :

(2.5.12) H(xi, Xgs woes xn) = P( §1<x1, §2<x2,f.., §n> xn)

n-~dimenziés élos@lésfugvé_ny, vagy - ha létezik - a
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" Hur Xgreor X )

(2. 5. 13) h(xl’xz’ "’xn) = ax axz,....axn

n-dimenziés siiriiségfiiggvény segitségével jeilemezhetjik. Az n szdmu va-
l6sziniiségi véltozo egyiittes eloszldsfiggvénye tehdt a {§ i< xi}(i =1,2,...n)

n-szimu esemény egyideju bektvetkezésének valészinliségét adja meg.
- Az n-dimenziés H(x P Rgr s xn) mind az n véltoz6jdnak monoton
nem cstkkend fiigpvénye és minden viltozdjdban balrél folytonos,

H{x 1 Xgr ees xn) = 0, ha birmelyik viltoz6ja helyébe -oo -t irunk,

(ha ugyanis, x; helyébe -oo -t irunk, akkor a ¥ ;<-coesemény is be kel-

lene, hogy kivetkezzék, ami lehetetlen esemény), tovédbbs H{+oo, +co,
.., +00) = 1. (H értéke tehit csak akkor 1, ha mindegyik viltozéja he-
lyébe +co-t irunk.)
Annak valdsziniisége, hogy a f n-dimenziés véletlen vektor végpont-
Ja az n-dimenzids tér egy eldirt téglijiba essék, azaz a

< & Y
P(al_ 'f1<h1, a2_§2<h2, . ané§n<bg) >0

valSszintiség kifejezhei:d a H(xl, Xgr e
vel, aml azt a kézenfekvd kikitést jelenti a

R xn) eloszldsfliggvény segitségé-

H(xl, Koy +ous xn)

2’
fiiggvénnyel szemben, hogy a fenti val6sziniségnek H értékeivel val6 kife-

jezése nemnegativ kell legyen. Pl. n = 3 esetén a H fliggvényre teljesulnie
kell a kiivetkez§ feltételnek:

s 4% (9,0.0) (900
03_ 1

@v”zﬁ} 0029
% 0y

._X2

32, 4bkra
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H(bl, bz, b3) - H(al, b2, b3) H(b » 3y 3) H(b1 b » aa) +

- b
+ H(a » 2, 3)+H(a 9? aa) +H(b1, 3y a3) H(al, a, a3) 20,

Ha van olyan h(xl, Koy roes xx) > 0 n-vdltozés figgvény, hogy az n-di-

2l
menzi6s tér tetszbleges E tartoménya esetén

P(EEE) =]f...fh(x1, Xyp vees X)) dx) dxy ... dx
E

akkor Efolytonos eloszldsu és a H(x , xn) és h(xl, eees xn) fiiggvé-

TRLE
nyekre teljesiil a reldcid, valamint a vele ekvivalens:

X x X
1 2 n
{2.5. 4) f f f h(tl, tz, ...,tn} dtl dt2 cItn =
~-oo -0o -co
HEx,s Xyo coes X))
co oo

o0
wfofo [oh(x.x ....xn)dxldxz..,dxn=1,

A (2. 4. 9)-{2. 5. 9) formuldk ktnnyen 4ltaldnosithaték tébbdimenzids elosz-
l14s0k esetére, csak § ill. 4 helyébe véletlen vektorokat kell helyettesite-
ni és természetesen az £(x), g(y), f(x!y), g(yix} fuggvények mindegyike
¥ ill. 7 dimenzi6jdnak megfelel§ szdmu argumentummal biré tSbbviltozos
fuggvény.

Hapl a fl’ §2' vens gn viltozok egyiittes eloszdsa folytonos

eloszlds, akkor a §1. 52’ ceus §k viltozcdk egylittes felitételes eloszlis-
fﬁggvénye azon feltétel mellett, hogy

§1<+1_="1<+1’ e = E
F(X(s gy wees XX 00 vees x) =
= P(‘§1<x1, f2<x2, ooy §k<xkl§k+1 =xk+1, ""-En =xn)

a kivetkez8 hatérértékkel értelmezhets:
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F(xl, xz, veey xk| xk+1, cees xn) =

= lim ... lim P(§l<x , ""§k<xkixk+1‘§k+,1<xk+1+dxk+1"'

aAx —0 Ax -0 ‘
k+l n

X £¢ <X +AX)

n n n n

A megfeleld feltételes strliségfliggvény:

FG ey X I X e Xy

(2. 5. 15)
9x1 9x2 v axk

,...,xk\x

WRLLEE ,xn) =

h(xl, xz, ey X))

VIR

A tobbdimenziés feltételes siiriiségek fontos szerepet jdtszanak a regresz-
szidanalizisben ldsd: (12. fejezet).

Tobb val6sziniiségl viltozs egylittes eloszldsdnak ismeretében most
egy igen fontos fogalmat, a valdsziniiségi vdltozok fliggetlenségét értel-
mezziik,

A fl, EZ' cers fn valdsziniiségi viltozékat teljesen fiiggetleneknek

nevezziik, ha tetszfleges ai< bi {(i=1, 2, ..., n) szidmok esetén
£ < ] < =
Pa, £ §1<b1, a, £ Ez<b2, TR §n<bn)
—P(a §1<b)P(a 4§2<b)P(a 45 <b)

Specidlisan ai = - 00, b1 = xi vilasztissal ;

P(\§1<x1, veus §n<xn) =
= P(§,<x)) H(§,<x,) ... P(§ <x), azaz

(2, 5. 16) H(xl, X,

s eeey X ) =F (x ) F. (xz) Fn(xn)

Mi4s szdval n szdmu valésziniségi v4ltozot akkor neveziink teljesen
fiiggetlennek, ha egyiittes eloszldsfiiggvényiik az egyes v4ltoz6k eloszlds-
fuggvényeinek szorzatdval egyenlS. Ha a véltozok folytonosak egyittes
eloszldsuk is folytonos eloszlds; akkor a fiiggetlenségbSl kuvetkezik, hogy
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egylittes siiriiségfilggvényik is az egyes véltozck siiruségfiiggvényeinek szor-
zata: ' .

(2.5.17) h(xl, Xy +rra xn) = fl(xl) fz(xz) fn(xn) .

A fiiggetlensép fogalma szdmunkra azért is kiilénds fontossdgu, mert
a matematikai statisztika jol kidolgozott médszerel szinte kizdrélag figget-
len valésziniiségl viltozokra vonatkoznak. Statisztikal médszerek kidolgo-
z4sa nem fiiggetlen valGsziniiségl viltozok esetére egyike a matematikai
statisztika legsiirgGsebb feladatainak. Jelenleg intenziv kutatdsck folynak
ebben az irdnyban, de még csak kezdeti eredmények ismeretesek.

Annak elddntése, hogy adott -El' EZ’ vees En valdsziniiségl vdlto-

z6k val6ban filggetlenek-e, a matematikai statisztika feladata. Erre vonat-
kozd mddszereket a 10, 4 pontban ismertetiink.

2.6 Valdszinliségi valtozo fiiggvényének eloszlasa

a) Valdsziniiségl v4ltoz6 monoton fiiggvényének
eloszldsa '

A gyakorlatban ei6fordul, hogy ismerjiik valamely ¥ valésziniiségi
véltozé eloszldsét és sziikségiink van a- ¥ v4ltozé adott n=y (%) fugg- -
vényének eloszldsdra. Az 7 viltozd természetesen ugyancsak val6sziniiségl
véltozd. Az 7 v4ltozd eloszldsét egyszerlien meghatirozhatjuk § el-
oszldsa alapjdn, ha az 9 és ¥ kozotti fuggvénykapesolatot kifejezd y =y (x)
fliggvény monoton novekvs vagy cstkkend és differenci4lhat6 fliggvény,
teh4t 1étezik az inverz fiiggvénye. Ez esetben ugyanis, ha eloszlédsfiigg-
vénye F(x), akkor az m véitoz6 eloszldsfiiggvényét G(y)-nal jelslve:

(2.6.1) G(y) = P(n<y) = Py (§)<y) = P(E<y Lz)= Ry oy

Ha a ¥ viltoz6nak iétezik a srliruségfﬁggvénye és az f(x), akkor az 'fq :
véltoz6 siiriiségfliggvénye: I

-1 -1
G )
2.6 g = g;y) - dF [:!vy Wl [ )] | dwdy(z)’ :

Hapl. %=a §+ b, azaz y = L]) (x) = ax + b és ¥ siiriiségfiggvénye
f(x), akkor
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=L ¢ [¥b

(2.6.3) 89) = 737 f [ ]

Ha 7l= ey

az y = y(x =, x=lp—1(y)=lny
1

2.6.4 =—f(lny) .

( ) gy) B (In y)

b) Fiiggetlen val6szinuségi véltozok bsszegének,
szorzatdnak és hdnyadosénak eloszlisa

Fuggetlen valdsziniiségi véltoz6k Usszegének eloszldsa
Valdsziniiségeloszldsok kompozicidja

Gyakran eiffordul, hogy a megfigyelés tirgydt képez§ mennyiség
véletlen ingadozdsa két vagy bbb véletlen mennyiség tsszegezett hatds4-
nak eredménye, amely hatdsokrdl feltételezzik, hogy egyméstol fiiggetle-
nek. llyen esetben az egyes komponensek eloszlisinak ismeretében tssze-
glik eloszldsa meghatdrozhat6. Matematikailag kifejezve legyen a vizs-
gélt g valdsziniiségi viltoz6 az egymiésto! fliggetlen ¥ és 7 valosziniségi
viltozck dsszege:

g=%+19

Hatdrozzuk meg & valGszinliségeloszldsdt, ha ismerjik ¥ és 7
eloszldsdt. Vizsgéljuk elfszdr azt az esetet, amikor mind § mind Y
egész értékit val6sziniiségi vltozdk

BE=D=p, PO=P=q, LI=012...)

eloszldsokkal. Ez esetben & is egész értékii valésziniségi vdltoz6 1, 2,
3, ... lehetséges értékekkel.

A= n} esemény a ktvetkezd egymdst kizdré moédokon johet 16t-
re: -
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0
1

5 1
=1 1

§= k, 7 = n-k,

g = n, 7=0.
A ¥ és n viltozcok feltételezett fiiggetlensége folytdn:

n n
2.6.5 P(g=n)= ) P(E=k q=n-k) = ) P(E=KP(7=n-k) =
k=0 k=0

n n
= é}"k Yk ~ ‘g Ppx %

A (2. 6. 5) vsszefitggés a P, fl1, q:l valdsziniségekbsl alkotott eloszlisok-
b6l egy ujabb P(L = n} = T valdszinuségeloszlist szdrmaztat
mn=0,1, 2, ...,), amely {rn} eloszlést a { pi} és {qj}

eloszldsok kompozici6jdnak nevezzitk. A kompozici6é mivelete igen fontos
szédmunkra, mivel fiiggetlen valésziniiségt viltoz6k Ssszegének eloszldsara
a gyakorlatban sokszor van sziikségiink.

Ha a fent szereplf§ eloszldsokra bevezetjiik a

~

01 2... k... ' 001 2.0 § -n.

P= . Q=
po pl pz... pk see ’ qo ql qz e q’ ves |y
01 2. n
R=
r r r T .

jelslést, akkor a kompoziclét szokds az
R=PxQ

szimb6lummal jelslni. Képezhet§ kettSnél tobb fiiggetlen egész értékii va-
losziniiségl vltozo eloszldsdnak kompozicidja is. Ha ., ¥,. ..., ¥

fliggetlen egész értékii valdsziniiségi viltozck Pl’ Pz, ven Pn eloszla-
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sokkal, akkor a €= fl + fz + ... + fn osszeg P eloszldsa az egyes kom-

p-nensek etoszlisdnak kompozicitja:

P=P1*P2*P3*... *Pn

THbb 6sszcadandé kompozici6jdnak tényleges kiszimitdsa altaldban
honyolulr, ilyenkor rendszerint un. generdtorfiiggvinyekkel dolgozunk,
amelyek ismertetdsét a 4. 1 pontban adjuk meg.

Legyenek most ¢ és 7 fiiggetien folytonos
val6szinuségi viltozok f(x) ill. gly) siruségfugg-

X > vényekkel és hix,y) egyuttes s:iriiségfiggvénnyel,
/ TP a &= ¥+ m valbszinuségi vdltozd eloszldsfiiggvé-
o />>)) nyét jelsijik Riz)-vel, siiriiségfuggvényét pedig

r(z)-vel.

Afz<z}={ 2+ n<z} csemény most is
azt jelenti, hogy a (¢, oI) véletlen helyzetii pont
az x +y ¢ z dsszefiiggés dltal meghatdrozott
E félsikra estk: (33. ibra)

33. édbra

Tehit:

(2.6.6) R(z) = P(3<z) = P(§+y<z) = ffh(x,y) dx dy =

/ Z-y oo
- Jfroo sy ax gy = [ f £x) gly) dx dy
E -00 -0O

Bevezetve az u = X +y, Vv = y helyettesitést
z ©o

(2.6.7) R(z) =f f fu-v) g(vy du dv
-00 £ 0O

Innen z-szerinti derivdlissal nyerjik az r(z) siruséghiggvinyt:

oo oo
(2.6.8) (z) = f f(z-v)g(v)dv = f f(z-y) gly) dy
- 00 - o0
smely dsszefiiggést folytonos eloszldsok kompozici6jinak nevezsik. Szo-
kisos az

r{z) = £(x) % gy}
jclolés is.
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tia mind f(x) mind g(x) csak nemnegativ x értékekre kilonbizik #é-
rustél, akkor a kompozicid az
Z
{2.6.9) riz} = f ftz-y) gly) dy

0
tormulara redukilodik.

c) Szorzat €s hdnyados siimiségfiggvénye

Legyenck ¥ &8s 7 folylonos valosziniiségi vdltozsk £(x) 1l . g(x)
suriisCgfuggvényekkel és legyen 3= §7. Hatdrozzuk meg 5 feltételes si-
riségfiiggvényét azon feltétel meilett, hogy 7t = y. Jeldljik ezt a feltéte-
les s:iriiségfiggvényt hizim = y). Han = vy, akkor .7 =¥¢.y, ahol y
rogzitett szdm, igy ¥ .y siriiségfuggvénye a (2. 5. 2) formula alapjdm:

1 X
1)
iy! Y
A viltozo sirdségfiiggvényét h(z)-vel jelslve a (2. 4. 11) képlet alapjin:
(s ]

i 13 X
(2.6.10)  h(z) = f hizig= ) g} dy = | ot (5) 8w oy
-00 - 00

A fellételes siiriségfiiggvény segitségével ugyancsak egyszeriien ha-
tirozhaté meg a &= -%[- valoszimiségi valtoz6 siriségfiggvénye. Szdmitsuk
ki eidszor a ;,—Ei- véiltozs kiziy= y) feltcteles siiriiségfiiggvényét az 9=y
feitétel meitett. Ugvancsak a (2.5. 2) formula alapjén az }1- . ¢ siiriség-
fiiggvénye:

Iy | fxy)

Tehit:

o0

o0
(2.6.11) k(z) "—’/k(zl”ﬁ y) gly)dy =flyl fixy) g(y) dy

- 30 - o0
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3. fejezet

A VALOSZINUSEGELOSZLASOK
JELLEMZO ADATAI

Valamely valGsziniiségi viltoz6 eloszldsdnak térvényszeriiségeit az
eloszlésfliggvény vagy (ha létezik) a siiruségfiiggvény segitségével tudjuk
pontosan megfogalmazni. A gyakorlat szdméra sokszor elegend§ (és sziik-
séges), hogy a valésziniségeloszldsro!l néhdny jellemzS§ szdmadat segitsé-
gével szemléletes 4ttekintS képet nyerjiink. Utaltunk mér a valdszinuség-
eloszlds és a tbmegeloszlds analdgiijdra. A tbmegeloszldssal kapesolat-
ban rendszerint els6sorban az érdekel benniinket, hogy hol van az eloszlds
sulypontja, centruma, médsrészt, hogy milyen szorosan ttmoriil a tbmeg a
sulypont kbrill, amire az inercianyomaték utal. Hasoni6é mdédon, a vald-
szinliségeloszlissal kapcsolatban is elsddleges érdekességl, hogy mely
érték koril tombrilnek a valésziniiségi v4ltozs felvett értékei, hol van a
valdsziniiségeloszl4ds sulypontja, amelyet viarhaté értéknek nevezlink.
Ugyancsak érdekel benninket, hogy a valosziniiségt véltoz6 értékei mennyire
szorosan tomorilnek a vdrhat6 érték kiril, hogy a vdrhaté6 érték - mint
kozéppont - kbril révid vagy hosszu intervallum fogja tartalmazni a vals-
sziniiségi véltozo felvett értékeinek nagy szdzalékdt (mondjuk 70-90 szdza-
1ék4t). A valésziniségeloszlissal kapcsolatban az inercianyomatéknak meg-
felels fogalom a szdrds, ami lényegében a valdsziniségl vdltozo értékeinek
a varhato értékt6l vals négyzetes 4tlageltérése.

A vérhat6 értéken és a szdrdson kivil egyéb numerikus jellemz8kkel
is meg fogunk ismerkedni. Megadunk korldt-szdmokat, amélyek ktzre
fogjdk a valdsziniiségi vdltozé értékeinek 25, 50, 75%-4t, tovébbd olyan
mérszdmot, amely az eloszlds szimmetrikus vagy aszimmetrikus voltit
jellemzi. Vizsgélni fogjuk tobb valésziniségl v4ltozo értékei kozotti
sztochasztikus kapcsolat mér8szdmait.

3.1 A varhatd érték fogalma és tulajdonsagai

Valamely valdsziniségeloszlds vdrhat6 értékének vagy centrumdnak
kiszdmitdsa a tomegeloszlds-sulypontjdnak kiszdmitdsdval analég mdédon
torténik. Legyen ¥ diszkrét eloszldsu valdszintiségi vdltoz6, amelynek
iehetséges értékeit jelsljuk az X1» Xor veey Kb ooen szdmokkal és legyen
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P(§=xt)=pi =12, ...)

Ekkor a ¥ valdszinliségl v4ltoz6 virha:4 értékén, amelyet M(§ )-vel jels-
link, a kivetkezd kifejezést értjik:

(3.1. 1) M(g) = ,(i x P
Tekintettel arra, hogy Z pk = 1, l4tistjuk, hogy diszkrét eloszidsu ¥

val6szintiségl viltozo vérhaté értéke a ¥ .ehetséges értékeinek sulyozott
sz4dmtani kbzépardnyosa, ahol a sulyok - egyes értékekhez tartozé vals-
sziniiségek.

Ha ¥ folytonos eloszlisu val6szinu .égi vdltozé f(x) siruségfiggvény-
nyel, akkor ¥ vérhat6 értéket a folytonos tbmegeloszlds sulypontjdnak
analdgidjdra az oo

(3.1.2) M(¥) =jxf{x,\dx

-o0
kifejezés értelmezi.

A vérhat6 érték néhdny fontos tulajdonsigét fejezik ki az aldbbi té-
telek.

1. Tétel: Alland6 vérhatd értéke tnmaga.

(3.1.3) M(c) = ¢ (e = const.)

Bizonyitds: A ¢ 4lland6 ugy tekifithetd, mint olyan val6szinuségi vil-
toz6, amely az egyetlen ¢ értéket 1 valdsziniiséggel veszi fel, tehdt a vér-
hat6 érték definiciéja alapjin

Mc)=¢c., 1=¢

2. Tétel: Ha € korldtos valoszinuségi v4ltozo azaz

as$<hb,
akkor létezik a virhaté6 értéke és
(3.1. 4) a & M(E) £

1’ Xyr oo lehetsé-

ges értékekkel, s az egyes értekeit rendre Pyr Pyr -s- val6sziniiségekkel
. értékek mindegylike az a és b ha-

Bizonyitds: Ha ¥ diszkrét valdszinuségl vitozé x

veszi fel, akkor mivel az xl, b 4

-
tdrok kbzé esik 2
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+x,

a=aZpléinpi£bIZpi=b.

Ha ¥ folytonos eloszidsu, akkor

a=apl+ap2+....‘=x p2+...ébp1+bp2+...

1?1
azZaz

oo oo o0 o0
ac=a f f(x) dx = f af(x)dx £ f xf(x)dx £ f bf{x)dx =
- 00 -0 - o0 -0

)
= bff(x)dx = b.
-0

Meglegyezzik, hogy a £ ££ b esetén
?
J fx)dx = 1,
a

3. Tétel: Ha 7= a% + b, azaz az 7 valésziniségl viltoz6 a §
valo2iniségl véltozonak linedris fuggvénye, akkor

(3.1.5) M('q)=M(a§+b)=aM(§)+b

Bizonyitds: Ha ¥ diszkrét eloszldsu Xy » X.,, ... lehetséges érté-
e
kekkel, amelyeket rendre pl, pz, ... valésziniuségekkel vesz fel, akkor

az 7 valoazintségl vdltozo lehetséges értékel az ax | + b, ax, + b, ...

1 2
szdmok, amelyeket ugyancsak rendre P> Py - valgsziniségekkel vesz
fel, tehit

M(1) = Z (athdfb)pk =a Z X pk+b ZpksaM(_§)+b
k k k

p 'y
feltéve termésretesen, hogy a ./ X sor konvergens, azaz § -nek

Lo X Py
létezik virhaté értéke. k
Ha ¥ folyt:n~s eloszidsu f(x) slriségfiggvénnyel, akkor F=x

esetén 7= ax + b és 7 suruségilggvénye a (2. 5.3) formula alapjdn:

By) = = f (y—k)

lal a
és oo oo
' 1 -b
M(1)=/yg(y)dy=m/ yf(lT)dy
oo o
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.Va;.b = u helyettesitéssel

8

M(7) = |'§"i /(au+h) f(u) dy =
- oo
O oy

= a [u fluydu + bff(_u) du =aM(¢) +b.

-0 - o0
specidlis esetenként megemlitjiik, hogy ha % =¥ - M(§), akkor
M( %) = M(§) - M(E) =
Definicio: Legyenaz 9 valészinuségt vdltozé a g‘ valésziniiségi vdi-

toz6 valamely figgvénye, 7= (;:( £). Ekkor az % valésziniségi v4ltozé
értékér diszkrét eloszlds eseién az

(3. 1. 6) M) = quJ(xk) P,
folylonos eloszlis esetén az
o0
(3.1.7 M7 ) =f(.f(x) f(x) dx
-oQ

formulikkat definidtjuk.

Analidg modon definidljuk valésziniségi vektorviltozék fiiggvényének
varhats értékét, Pl folytonos closzldsu valdsziniiségi vdltozok esetén,
ha 7 =¢( ‘gl, ‘f__l, cen, f“) és a ‘fl, fz, vees fn val6sziniiségi vil-

tozék egyittes suruségliggvénye f(xl, Xgs oo xn) akkor

(3. 1.8 M(7) :f...j‘cp(xk, cens xn) f(xl,...,xn) dx1 dxn

- oo -0o
4, Tétel: Legyenek € és 7 tetszlleges eloszldsu valdsziniségi val-
tozdk, amelyek viarhat6 ériékei 1éteznek, ekkor
(3.1.9) M€+ m) = M(E) + M(7) .
A bizonyitdst el8szor diszkrét eloszlasu viltozék esetére mutatjut
meg. Legycaek € lehciséges érickel az LT I szimok, % lehet-
séges értékei az Yir Yo oo szdmok, ekkor €+ % lehetséges értékei

az x, Ty Kyt Vg e szdmok. Legyen tovdbbd
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P(f-‘- Xq) = Pi' P(’1= Yj) = ‘111 _ P(f= xl' "z= Yj) = rij ’

itt tehdt az r  val6sziniségek a (§,9) vdltozd pir egyUttes eloszlisdt
adjék meg. A'varhats érték definicija alapién

ME+p) = 2 2 @ +y) Ty, =
to

22 xr .+ X3 yr. =

T ij L

- ?xi (3 5 ) Ty (2 )
3 ] {

A (2.4.5) és (2. 4.-6) Yeszefuggések alapjdn:

Zrymw 2 my= g

Tehit:

M(E+7) = 2 x B+ 2y q = MUE)+ M(T) .
i j

Folytonos eloszldsu val6szinuségl véitozdk esetén, ha § és 7 egylittes
surisége f(x,y), akkor a (3. L. 8) dsszefiiggés alapjin f(x,y) =x+y
helyettesitéssel

- -]

[~ ]
M(E+n) = [ [ ay) £z dx dy =

°°CO°:° o0 co
= [ [ xxypaxdy + [ [y txy)ax dy =

-Co -oa ’ =00 -0

- fx( f t(x, 5)dy) dx + [ y( [tx,y)ax) dy =

oo -0 ~00 ~00
o0

[- -]
ffxf(x)ax:{yg(y)dy.

amib6! az 4llitds leolvashatd.,

A valdszinuségl viltoz6k bsszegének varhaté értékére vonatkoz6

tétel teljes indukci6val tetszfleges véges szdmu Usszeadandora 4ltals-
nosithaté:
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(3. 1. 10) M( gl +3) +eoHE) = M(§1>+M(§2) ot M(ED) -

Legyen ugyanis ¥ = El +f2 +.. '+En-l’ 7= En és tegyiik fel, hogy a tétel

n-1 Ysszeadandéra érvényes, azaz igaz, hogy
M(¥E) = M( g, FMOE,) +... + M(fn_l) ,
akkor a bizonyitott tétel alapjin kovetkezik, hogy

(3. 1. 11) 1\/1(‘_&;1 +...+§n) =M(€+9) =M(§) +M(9) =
n-1
= M(¥) +M( fn) .
i=1

5. Tétel: Fuggetlen valésziniiségi véltoz6k szorzatinak varhat6 ér-
téke vdrhat4 értékeik szorzatival egyenls, azaz ha € és 7 figgetlen vals-
sziniiségl viltozok, akkor

(3.1.12) M(27) = M(§)M(7)

A bizonyitdst el8szor folytonos eloszldsu val6sziniiségl vdltozok esetére
végezziik el. A € és 7 véltozok fiiggetlensége miatt egyiittes siiriiségfiigg-~
vényiik az egyes v4ltoz6k siiriiségfiggvényeinek szorzatdval egyenl

(lasd: (2. 4. 19) formu!a), azaz h(x, y) = i(x) g(y), a (3. L 11) formula alap-
jén G(x,y) = x y helyettesitéssel:

o0 oo ) oo [=e)
Mg =/ [ 5y 10 g)ix dy = [ xtwax [ yaiydy = MM ()
- 00 - 00 -00 - o0

Ha ¥ és 9 diszkrét eloszl4suak és P(f= x,) = P P(7= yj) = q tovébb4

egyittes eloszlisuk: P(§=x , 4= ¥y = T »akkor az 7 és ¥ viltozck
fiiggetlensége folytdn ! !

rij =pi qj i, i=1, 2, ...)

Ekkor

M(E) é%_ R 2;12 SR/

2% 2 yya = ME)Y M) .
i j 3
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Utébbi tételiink ugyancsak konnyen 4ltaldnosithat6 tetszfleges véges szdmu
egymistol fiiggetlen valsszintségi vdltoz6 szorzatok vdrhaté értékének ki-
szémitdséra, A bizonyitist teljes indukcidval végezhetjiik miként az bsszeg
esetében. Igaz tehdt, hogy fliggetlenség esetén

(3.1.12) M(E %, ... %) =M ) ME) ... M(¥)

feltéve, hogy az egyes tényezdk virhaté ériéke 1étezik,

3.2 A feltételes varhatb érték

Legyenek § és 7 diszkrét valészinliségi viltozék az aldbbi eloszii-
sokkal:

g:xl, x2, ...,xn. '?l:yl, Vor seen Yo oo
pl, Pyr vees pn, 7 ql, qz, ceey qn,

Legyen tovdbbd P(§= xi, 7= yk) = rik i=1,2 ..., n3 k=12,...m)
ﬁrtelmezhetjuk az 7 val6sziniiségi véltozonak a feltételes vdrhat6
értékét azon feltétel mellett, hogy a § vdltoz6 adott 'x. értéket vett fel.

@LY)  M@l=x) = Zyk P(] = vklf

Formuldnk segitségével az » viltozo feltételes vdrhat6 értékéta § vdl-
toz6 minden aktulis értékére - mint feltételre - kiszdmithatjuk. Az igy
nyert mennyiség értéke att6l fligg, hogy € melyik x; értéket veszi fel,
ez pedig a véletlentdl fiigg, M(7|¥) tehdt valdsziniségi vdltoz6, amely-
nek lehetséges értékei az

M(qIE=x), M(ni%=x,), ..., M(nif=x).

Konnyi beldtni, hogy M(n | g) az M(n| = xk) értékét éppen P
valdsziniséggel veszi fel.
Szdmitsuk ki az M(7| ) valGszinliségi vdltoz6 vdrhat6 értékét!

M[M@I8)] = 2 M(IE=x) b,
i

Felhaszndlva a (3. 2. 1) osszefiiggést, az aldbbi érdekes eredményt kapjuk:
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@20 M[MaIp]=2 [ ) 5 Po=ylt=x)]p, -
itk

=22 vty =2 v, 2oxy =2 v q = M)

PO K

(Itt fethaszniltuk, hogy
P(p=y | §=x) M(E=x) = P(7 = v E=x) =1, )

Azt az eredményt kaptuk teh4t, hogy az 7 viltoz6 § -re vonatkozé felté-
teles vdrhat6 értékének a virhaté értéke az v véltoz6 feltétel néikiili vér-
hat6 értékével egyeni6.

Ha ¥ és m folytonos valosziniiségi véitozék f(x) ill. g(y) siiriiség-
fuggvényekkel és h(xy) egyiittes siiriiségfiiggvénnyel, akkor az valdszi-
niiségl vdltozé ¥ -re vonatkozé feltételes vérhat6 értékét az

oo ]
(3.2.3) M(7!§=x) = fy 7(;%) fyg(yl_X) dy
- oo . -

formuldval értelmezziik. Ebben az esetben is érvényes az
. © oo
- hex, 1) -
M (M) f(fy Fllay ) fo) dx

jf fh(x,y) dx dy fy g(y) dy = M(7)
-co -o00

osszefiipgés.
(Feltéve természetesen, hogy a fenti improprius-integril konver -
gens. )
A h(x) = M(n! §= x) fiiggvényt, amely az x-viltozé figgvénye, az
M -véltozé ¥-re vonatkozd regresszi6s gorbéiének nevezziik.
' Teljesen analég médon definifljuk a ¥ valdsziniségi vdltoz6 % -ra
vonatkozd feltételes vdrhat6 értékét, .
Definidlhatjuk az M(n | % X fz, ceey fn) feltételes vdrhaté értéket,

amelya $ 1 | FUP En valtozok fiiggvénye, tehdt n-viltozds fligevény.

Ennek a fiiggvénynek az aldbbi érdekes minimum-tulajdonsdga van: ha
g( §1, fz, cres 'fn) a El’ Eos ees ‘gn véltozok tetszdleges fiiggvénye,

akkor
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2 2
(3.2.4) M{[q- g(gl,---,gn)]‘ }-_‘ M { [2- M 1%,5..0s ?n)J ]

3.3 A szoréas fogalma és tulajdonsagai

Mint emlitettiik, a vdrhaté érték a valdsziniiségeloszldsnak csak
egyik szdmszeri jellemzdje, amely csak azt mondja meg, hogy melyik az
a centrélis pont, amely korlil 2 valdsziniiségl v4ltoz6 értékei ingadoznak,
az ingadozds mértékére vonatkomlag azonban nem mond semmit. A valé-
sziniiségi vdltoz6 értékeinek a centrdlis pont koriili széréddsit a

(3.3. 1) D(§)=+VM[§-M(§)]2

kifejezés méri. A gyckjel alatt lényegében a valésziniiségi v4ltoz6 értékei-
nek a ydrhaté értéktdl vals négyzetes 4tlageltérése szerepel A szords-
161 akkor beszélhetiink, ha létezik az M(¥) varhaté érték tovdbb4 1étezik
a [¥- M £)] 2 val6sziniségi valtozs varhat6 értéke.

A valészintiségi viltozo szorisnégyzete:

(3.3.2) D2(§’)=M{[§- M) ] %}

A szordsnégyzet kiszdmitdsdt megkonnyitl az alibbi osszefiiggés:

p*g) = M{g? - 28m(y) + Mi(p)} -
M(8) - 2 M(E) M(E) + M [ME(E)) -
M(t?) - M%)

Mivel Dz(g) > 0, kovetkezik, hogy

(3.3.3)

(3. 3. 4) M(e% = [ mee))?

A szérdsnégyzet kiszdmitdsa diszkrét valdsziniiségi v4ltozé esetén: _
2 2 2 2
3-3.5 DU =2 [x-M®)] p = 2 x'p, - M(E)
i i

Folytonos valdsziniiségi v4ltozé esetén
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[~ =] oo
(3.3.6) Dz(f) =f [x—M(f)]z f(x)dx =f:;2 fx) dx - M2(¥) .
00 -0

A szérdsnégyzet fogalma segitségével az M($) = m vdrhat6 értéknek egy
ujabb igen fontos tulajdonsdgit fejezhetjiik ki. Ha a tetszdleges valos szdm,
akkor

(3.3.7 M[(f-a)z]am[(f-m)z].
Ugyanis
2 2 2 2
M( f-a) = M(¥ -m+m-a)” = M( ¥ -m) +2(m-a) M(¥ -mH(m-a)

Tekintette! arra, hogy M(¥ -m) = M(¥) -m =m - m = 0,

2
M(¥-2)° = M(§-m)? + (m-a)® = DX(E) + (m-a)’ » p%(¥)

Tehdt az M(¥) = m vérhat6 érték a szdmegyenesnek az a pontja, amely-
t6l a valdszintiségl v4ltoz6 értékeinek négyzetes 4tlageltérése kisebb, mint
birmely més pontt6l szdmitott négyzetes 4tlageltérése.
A (3. 3. 7) usszefiiggést Steiner-formuldnak nevezziik.
- Tételek a sz6rdsnégyzetre vonatkozdlag,

1. Tétel: Ha az # valdsziniiségi véltoz6 a ¥ valdsziniiségi vdltozonak
linedris fiiggvénye: 7 = a¥ + b, akkor

(3.3.8) p¥m = &% D? (¥)

Bizonyitds: A szoérdsnégyzet definicidja alapjdn:

D%(n) M{[(af-b) - M@+ 5]’} = M [a%ce-mcg) )2 ] =

a® M(E-M(¥) )? = o2 DXYE)

2. Tétel: Ha ¥ és 7 flggetlen valdsziniiségt véltozok és 5=%+m
akkor

' 2 2 2
(3.3.9) D($)=D(§)+D(y).

Bizonyitds: Ha ¥ és # fiiggetlenek akkor £- M(¥) és n-M(7) is
figgetlenek. Figyelembe véve, hogy fliggetlen val6sziniiségi v4ltozok szor-
zatdnak vérhat6 értéke a vdrhat6 értékeik szoérdsnésy... .., tovabb4, hogy
M [‘§ -M(‘f)] = 0, M["t- M({7 )] » a szdérdsnégyzet definici6ja alapjén:

- 77 -



p%(Z) = DXz +q) = M [(F+m-M(E) + Mg»] ® =

M[(g-M(gN+ (7 -M(q»)2 = MC3-MCEN: +

+

ZMB 'M(§)]M (E-M(¥) + M(éz)'- M"l))"lz _

= p%(g) + D%(7)

A 2. tétel tetszlleges véges szdmu fiiggetlen valdsziniiségi vdltoz6 esetére
Altaldnosithat6 teljes indukcidval:
Ha f ?2 f figgetlen valdszinuségi véiltozok, akkor

(3.3.10) DX EHEy et E) = Dz(fl) +DZ(§2) ...+ DX £)

A valosziniiségi viltozd vdrhato értékének és szordsdnak ismeretében a
valosziniiségl v4ltoz6 ingadozdsit a varhat6 értéke koril j6l jellemezhet-
jiik. Ezt fejezi ki a Csebisev-féle egyenlStlenség.

3. Tétel: Csebisev-egyenlftlenség. Ha a b4 valészinusegi véltozd
virhat6 értéke és szérdsa létezik, akkor

(3.3, 11) COR(Y-M(P)|>AD(EN £
A

. A Csebisev egyenlftlenség azt jelentt, hogy pl. annak valésziniisége, hogy
egy valésziniiségi viltozo értéke a varhaté értékét61 abszolutértékre nézve

Jobban eltérjen, mint 2 D(¥ ) kisebb mint — 4 , mig annak valssziniisége,
hogy § megfigyelt értéke az (M(E) -.3 D(¥), M(¥) + 3 D( £)) inter--

vallumon kiviil essék, kisebb mint L . Mis szé6val, a szdmegyenesen fel-

rajzolva a fenti intervallumot ?
#(§)=3D(s) M3) #(8)+30()
34. abra

ha [-re vonatkozélag nagyszdmu megfigyelést végziink, akkor a megfigyelt
éxtékek kb. 90%-a ebbe az intervailumba esik, feltéve, hogy ¥ vérhat6
értéke és szérdsa létezik. Ha a (3. 3. 11) tsszefiggésben AD(¢) =
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helyettesitést alkalmazunk, akkor iﬁ = ——2§)- , 1gy a (3. 3. 11) 6ssze-
figgés ekvivalens a kivetkez§ dllitdssal:

. 2
(3.3. 12) P(|E- M(E)| >s_)eD—Ei§—)

Bizonyitds: Egyszeriiség kedvéért vezessik be az M(€) =m,
D(€) =& jelslést. Ha ¥ diszkrét eloszldsu X)) Xy een lehetséges ér-

tékekkel, amelyeket rendre P Pyr -ee valosziniiségekkel vesz fel;

6 Z(ka)pk Z(-m) P = ZZP
kifx, -m|>e k: ]xk-m]>g
-e2pgm|>e).
2
P(|f-m|>€)5—6—~— .

Innen:
£ 2

Ha ¥ folytonos eloszlisu f(x) siirtiséggel, akkor

oo : m- g co
= f (x-n‘l)2 f(x)dx =2 f (x-m)zf(x)dx + f (x-m)zf(x)dx 2
m-€ '°°°° m+g -
éEz f f(x)dx + ff(x)dx) = €2P(|§-m| >E),
T Moo m+e

amibdl a tétel 4llitdsa leolvashatd.

Megjegyzés: A Csebisev-egyenlStlenség igen 4dltaldnos érvényii, min-
den olyan val6sziniiségl v4ltoz6 ingadozdsi mértékére vonatkozk, amely-
nek virhat6 értéke és szordsa i1étezik. Eppen mert a tétel rendkiviil 4lta-
l4nos érvényii, nagy pontossdg az adott nagysdgu eltérés val6sziniiségére
vonatkozélag nem is vdrhaté tdle. Latni fogjuk, hogy pl. a gyakoriatban
igen fontos normdlis eloszlis esetében a valdsziniiségi véltoz6 értékei
sokkal sziikebb intervallumba tomoriilnek a vdrhat6 érték koril és pl.

a |8-M(E)|>26 eltérés valésziniisége, ha § normilis eloszldsu,
kisebb, mint 0, 05.
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3.4 A valoszinliségi valtoz6 momentumai

Az el6z6 pontban a (3. 1. 6) és (3. 1. 7) osszefiggések segitségével
definidltuk egy € val6sziniiségl v4ltoz6 valamely ¢ () fuggvényének a
vdrhat6 értékét. A @(¥) fiiggvény specidlis megvilasztdsdval nyerjuk a
valészinliségi vdltoz6 momentumait,

Legyen ¢ (¥f) = fk, akkor az

(3.4. 1) &, = M( fk)

vérhat6 értéket a § val6sziniiségi v4ltoz6 k-adik momentuménak nevezziik.
A vérhat6 érték § els§ momentuma. Legyen ¢ (F) =[€-M(% Y]k ekkor

(3.4.2) My = m{[¢- M(E’)]k}

a ¥ valosziniiségi viltozo k-adik centrilis momentuma. A valésziniiségi
viltoz6 szérdsnégyzete nem més, mint a mésodik centrilis momentum:

D2(§) =p, = M(E—M(f))2 = M(gz) - [M(f)]z =, -oc?

Egyszerii szdmoldssal beldthat6, hogy a tobbi, magasabb rendli centrilis
‘momentumok is kifejezhetdk a nem centrilis momentumok segitségével.
Pl :

2
Mg = NI(f--o(l)3 = M(f)3 - 30<1 M(’fz) + 30(1 M(¥) -d? =

3

=g 1%

+ 6o(§oc - 3ot

4
Pog = M(Z-og) =0y - ot 2 1

3
A momentumok kiszdmitdsa diszkrét eloszldsu valésziniségi viltozok ese-
tében az
X, = xk
k" i By
i
ith k
T 1Z (%) P,
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formulék segitségével torténik, mig folytonos eloszldsu ¥ valosziniiségi
vdltoz6 esetén, ha ¢ siiruségfiggvénye f(x) ,
: oo

o, = ka f(x) dx
-0
ill, e
P.k = f(x-odl)k f(x)dx
- 0o

ahol ocl = M(f).

Megemlitjik, hogy ha egy € valészinliségi viltozé eloszldsa a virhat6
értékére nézve szimmetrikus, akkor piratlan rendi centrilis momentumal
zérusok. El6fordulhat, hogy ¥ eloszldsa a vdrhat6 értékre vonatkozélag
aszimmetrikus, ferde. A ferdeség mérdszdm4ul a

M3
17 T3
1 6’3

mennyiséget hasznéljék. (Altaldban folytonos eloszlds esetében hasznila-
tos. )

ty>0 W
_/ ;

35. dbra

S

A siiriiségfliggvény lapultsdgdnak mérésére hasznilatos a

-mennyiség. Normdlis eloszl4s esetében I = 0: Ha valamely folytonos el-

oszldsra vonatkozélag T9 > 0, akkor az ill. eloszlds slriiségfiiggvénye
magasabbra ugrik ki, “csucsosabb" mint a normélis eloszl4s siiriségfigg-
vénye (l4sd: 5. 7 pont) mig ¥9 < 0 esetén lapultabb ann4l,

Folytonos eloszldsok szdmszerl jellemzésére haszndlatos mennyi-~
ség még a medidn, jele me. A medidn az az érték, amelynél a valdszinii -

1 1
ségl vdltoz6 3 val6sziniiséggel vesz fel kisebb értéket és ugyancsak 2

val6sziniséggel vesz fel nagyobb értéket, vagyis amelyre
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DO} e

F(me) =

Abban az esetben, ha az F(x) = 3 egyenletnek tobb megoldésa van, vagyis
ha az F(x) eloszlésfiiggvény az x, pontban eléri az — érteket és 4llandé
marad valamely pontig és csak ett6l kezdve emelkedik, akkor

X +Xx
[] 1

Yy Mg N

36. 4hra

Az F(x) = p egyenlet megolddsét (tételezziik fel, hogy egy megolddsa van},
a valdszintiségeloszlds p-kvantilisének nevezzik és Qp-vel jeloljiik.
Nyilvén

37, 4bra

A Q1 /2 ill. Q3 /4 kvantiliseket als6- 1ll. ‘fe_lsd kvartiliseknek nevezziik.
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3.5 A korrelacids egyitthatd

Két vagy tobb val6szintiségi véltoz6 egylttes eloszldsédval kapcsolat-
ban is szokds killonhoz8 szdmszeri jellemzfket alkalmazni, amelyek kbzil
kiemeljuk a kovariancia és a korreldci6s egyitthaté fogalmat. Ha valamely
kisérlettel kapcsolatban két véletlen mennyiséget, € -t és 4] -t egyidejileg
kell tekintetbe venniink, akkor elsfsorban az szokott érdekelni benninket,
hogy filggetlenek-e egymdéstol a kérdéses val6sziniiségl véltozok, vagy
pedig értékeik kzott valamiféle fuggvénykapesolat 411 fenn. Gyakorl eset,
hogy ¥ és % értékei kozott nincs szigoru fuggvénykapcsolat, de felvett
értékeik kozott bizonyos tendencia mutatkozik, plL. hogy $ nagy értékei %
nagy értékeivel, mig ¥ kisebb értékei 4ltaldban 7 kisebb értékeivel szok-
tak egytitt jelentkezni. ‘

Ha pl. § a Duna viz4lidsa adott pontban mérve, 7 pedig a talajviz-
szint egy Dundhoz kozeli pontban, akkor ha £ és % kizott nincs is szigoru
fuggvénykapcsolat, de kizés tendencia, sztochasztikus kapcsolat tapasztal-
haté kyzottiik. Ezét a sztochasztikus kapcsolatot igyeksziink numerikus
forméban kifejezni a kovariancia, ill. a korreldci6s egyiitthat6 segitségével.

‘Legyenek § és « val6szinuségi véltozck. Ha ¥ és 7 fuggetlenek,
akkor a (3. 1. 12) 8sszefliggés alapjén

M [(§-M(¥)) - (n-M(1))] = M[§-M(¥)] . M [ 9-M(n]=0.

Ha % és 7 nem fuggetlenek, akkor a fenti vérhat6 érték valamilyen ¢
szémmal egyenl6. A

(3.5. 1) c =M [(¥-M(E) (7-M(q)N]

mennyiséget a ¥ és 7 valdszinitségi véltozck kovariancidjénak nevezzik.
Ha €= 7, akkor c = M [§- M($)]2 = D¥(¢) a ¥ véltoz6 szords-
négyzete, A c kovarlancia értéke, att6l figgfen, hogy milyen eloszldsu
valdésziniségi valtozokrol van sz6, tetszbleges val6s szém lehet, tehét

¢ numerikus értékébsl a két valtozd kozottl sztochasztikus kapesolat szo-
rossdgira vonatkozélag nehéz lenne kbvetkeztetést levonni. Célszeriibb
olyan mértékszémot vélasziani, amely csak valamilyen rogzitett hatdrok
kozé eshet, s amelynek numerikus értéke utalni fog a két viltoz6 kozotti
kapcsolat jellegére, szoros vagy laza voltdra. Ilyen mérdszim a korreld-
cios egyltthats, amelyet a

_M[e-ME) 1-M(D)]
(3.5.2) ¢= B(Z) D(7)

formuldval értelmezink. A korreldci6s egytitthatd tehét a’t ésq véltozok
kcvariaucidja osztva a szérisaik szorzatdval. A ¢ korrclicics egyltthaté
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értéke -1 és +1 kozott viltozik, mivel a sz4ml4l6-
ban szerepl§ kovariancia nem lehet nagyobb, mint
a szoérdsok szorzata. Ezt az 4llitdst az aldbbi tétel
felhaszndldsdval bizonyitjuk:

Ha § és n olyan valGsziniiségi v4ltozok, ame-
lyek négyzetének vdrhato értéke létezik, akkor

2
__ 3.5.9 [MEp)| <+ migh monh)
38. 4dbra Ugyanis tetszlleges valds A -ra M(](f-'rl)z =0

azaz 2 2 2
A M(ET) - 2AM(gq)+ M(9) 2 0

Ez a kifejezés A-ban misodfoku polinom, amely legfeljebb érinti a A~
tengelyt, azaz diszkriminédnsa nem pozitiv, teh4t

2 2 2
4 Mg - s IM(q Y 20,
amib6fl az 41litds mér leolvashatd, .

Ha most a (3. 5. 3) tsszefuggésben ¥ helyébe £-M(¥)-t, 9 helyébe
7 -M('ll )-t irunk, akkor az

ML(§-M() (1-M(p)] £ M [E-Me))? fm[qmp] 2=
- D(¥) D(n)

osszefliggést nyerjik, amibsl kovetkezik, hogy [¢| < 1. .

Abban az esetben, ha az 1 val6sziniségi v4ltoz6 a £ viltoz6nak
linedris fiiggvénye: 4 = at+ b, akkor ¢ = 1 vagy @ = -1, aszerint,
hogy a > 0 vagy a < 0. Ennek beldtdsa egyszerii:

_ M (e-M(£)) (2¥+b-a M(¥) -B) _
]/Dz('g) D2(a f + b)

___aM[f'M(fﬂz = 2 _ 41,
la] D (¥) -

| af

Az dllitds megforditdsa is igaz, ha|gl= 1, akkor egyik valoszinliségi v4l-
tozé a mésik véltozonak linedris fliggvénye,

Gyakorlati szdmitis céljdra mind a kovariancia, mind a korreldcié
egylitthaté képlete némileg egyszerlisithets:
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@-5.4  c=M[(E-M(¥)) (q-M(7))] =
= M[¥7-M($)7 - M(7)E+ M(E) M(7)] =
= M(%7) - M(E) M(7)
innen:
_ M(E7)-M(8) M(%)
(3.5.5) Q= B(t) D)

Ahhoz, hogy a § és m val6szintségi vdltozok kozotti kovariancidt és kor-
reldciét ki tudjuk szdmitani, ismerntink kell az egyiittes eloszldsukat.
Ha § és = diszkrét eloszldsuak:

(3.5.6) c= 2 2 [x, - MY [y Mem)] £, =
i k
= 1Z Zk_ X Vi Ty T M(E) M(7)

Ha ¥ és 7 folytonos eloszldsuak h(x,y) egylittes stiriiségfliggvénnyel,

akkor
o0 oo

@57 o= [ [xyhemy ax day - ME) M(q)
-co -00
itt alkalmaztuk a (3. 5. 4) osszefuggést.
Abban az esetben, ha ¥ és 7 fiiggetlenek, a kozottik levs kovariancia
zérus. Ugyanis mivel fuggetlen val6sziniségi viltozok szorzatinak virhaté
értéke virhat6 értékek szorzatdval egyenl§

¢ = M(¥n) - M(g) M() = M(¥) M(2) - M(%) M(9)=10.
Ennek kovetkeztében ha £ és m figgetlenek

C

=By -

Az 4llitds megforditdsa 4ltaldban nem igaz, abbél, hogy a ‘¢ és % kozbtti
korreldci6 zérus, 4ltaldban nem kovetkezik, hogy fuggetlenek. A korrel4-
ciés egytitthaté nem annyira a sztochasztikus kapcsolat szorossigdt, mint
a kapcsolat linearitdsdt méril
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Ha € és % valdsziniségi vdltozck kozutti korreldcids egytitthat6:
@ = U, akkor a ¥ és m vAltozokat korrelitlanoknak mondjuk, Mint emli-
tettitk két valosziniségi valtozo korreldlatlansiga dltaldban nem jelent fiig-
getlenséget, ha azonban € és 7 egylittes elosziisa kétvéltozés normélis
eloszlds, akkor a korreldlatlansdgho! kivetkezik a vdltozék fliggetlensége.

(Ldsd: 5. 11, pont.)
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4. fejezet

A GENERATORFUGGVENY
ES A KARAKTERISZTIKUS FUGGVENY

4.1 A generatorfiggveny

Ismertetiink két igen hasznos analizisbell segédeszkozt, a generdtor-
fiiggvényt és a karakterisztikus fggvényt, amelyek segitségével a valG-
szinitségi véltozék momentumai egyszerien kiszdmithatok, tovdbbd fugget-
len valdsziniségi véltozok tsszeginek eloszldsa egyszerten meghatdroz-
hat6. Ugyancsak hasznosnak bizonyulnak, s6t szinte nélkilszhetetlenck
ezek a fuggvények kulonbtz§ hatdreloszldsok meghatdrozisénél.

A generitorfuggvényt egész értéki valészinuségl valtozok eloszlésé-
nak vizsgélatdra haszndljuk.

Legyen £ valdszinliségi véltozs, amelynek lehetséges értékei a

0, 1, 2,...,n, ... szamok, amelyeket rendre
Pgr Py» PgreeesPpoece valészinuségekkel vesz fel.
- Képezzik a
4.1.1) 6w = 2. P, &

fiiggvényt, amelyet a ¥ val6sziniségl viltozé generitorfiggvényének neve-
ziink. Mivel a {pk} szdmok valészinuségeloszlist képeznek azaz

E 'pk = 1, a generdtorfiggvényt értelmezd hatvénysor (amennyiben k

megszimldlhat6 sok értéketfut be) x = 1 esetén konvergens €s G({l) = L
EbbS1 kovetkezik, hogy [x|<1 esetén a G(x) figgvény akdrhinyszor
differenciélhaté és

, k-1
G(x)=kakx
k

Ha ez a hatv4nysor az x = 1 helyen is konvergens, akkor
12 M=) kp =MF)
k‘ .
¢ = 3 k k=D p X |

() = X% p -7 kb = M(EH - M(E) st
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Innen 14that6, hogy a ¥§ egész értékii valészinuségi valtoz6 virhato értéke:

- M(§) = G(1)
szérisnégyzete:

| 2
(4. 1.3) p%(g) = 6" + &' (1) - [6’ ()]

Vegytik észre, hogy a
k
6w =2 % p
k

generdtorfliiggvény maga is egy vérhat6 érték, mégpedig az x £ valészinu-
ségi valtoz6 vdrhats értéke a viarhats érték definicidja szerint, azaz

M = ) & P = G
K

Ebb61 az észrevételbll fontos tételt szdrmaztatunk fiiggetlen valészinitségi
véltozok vsszegének generitorftiggvényére vonatkozélag. Legyenek
t it £ g? e En fuggetlenek, egész értéku val6sziniségi viltozék és le-

gyen 7 = fl + fz + oeee + fn . Ekkor az 1 valészinliségi viltozé gene-
ritorfliggvénye:
fl + §2 +oot+ €

L

13
Yoo Mx 1 =

M(x?l = M(x

3
M(x ) M(x

(4. 1. 4) G"Z x)

13

Gf 1(:t) : Gg 2(X) e an(x)

14
Ugyanis a fl‘ fz, - fn védltozok fuggetlensége miatt az x ! ,

g 2 In . : .
X 4«0y X véltozok is fliggetlenek és fiiggetien val6szintiségi v4i-
tozék szorzatdnak vdrhat6 értéke a vérhat6 értékek szorzatdval egyenls.
Létjuk tehdt, hogy fiiggetlen valdszintiségl véltozok osszegének ge-
nerétorfiggvénye az egyes viltozok generstorfuggvényeinek szorzatdval
egyenld. Ezt a tételt az egyes nevezetesebb valdsziniiségeloszldsok tér-
gyaldsa sordn alkalmazni fogjuk fggetlen viltozok tsszege eloszldsdnak
meghatdrozdsdra, mert generdtorfuggvények segitségével 4italdban sok-
kal egyszeriibb az tsszeg eloszlds4t meghatdrozni, mint a konvolucids
szabély alkalmazdsédval, amely inkdbb elméleti jelentGségt.
Az alkalmazdsokban gyakran eldfordul, hogy fliggetlen, azonos elosz-
ldsu valdszinliségi viltozok ssszegének eloszldsst kell meghatéroznunk.
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Ekkor a G"l (x) a kiovetkez§ alakot blti (ha n tagu Ysszegrél van szd)

n
(4.1.5) G,l(x)=G§1+f2+“.fn(x)=[G§1(x)]

A Gy (x) generitorfiiggvény explicit kifejtésében xk egyiitthat6ja adja meg
a P(7= k) valésziniséget.

4.2 A karakterisztikus fliggvény

A generétorfliggvény csak nemnegativ egész értéku valdszintiségl
véltoz6k esetére van értelmeze. Tetszbleges valbszinliségi viltozck eseté-
ben a generétorfilggvényhez hasonls szerepet j4tszik az un. karakteriszti-
kus fliggvény. Egy ¥ valoészinuségi vdltoz6 karakterisztikus fiiggvényén

az (-:itg komplex értékl valdsziniiségi vdltozs varhaté éxtékét éxtiik, Jeldl-
juk a § valGszintségi véltozd karakterisztikus fuggvényét ‘Ff (t)-vel, ekkorx:

CPf ® = M(eltt) = M(cost®) +1 M(sin t &) (1 =/ -D).

Té4rgyaldsaink sordn a karakterisztikus fuggvényt csak folytonos eloszlisu
valdszinuségl viltozokkal kapcsolatban fogiuk haszndlni. Ez esetben:

[o'<]
4.2.1) P ® = f o™ f(x) dx
-0o

ahol £(x) a € valészinliségi véltozo6 suriségfiggvénye. A karakterisztikus
fuggvényt az analizisben Fourier-transzformdciénak nevezik.
A karakterisztikus fuggvény néhdny fontosabb tulajdonséga:

(==}

@22 [g,0] =[]

-00

'™ t(x) dx ]éf]eitxlf(x) dx = 1

(mivel l eilx f = |/coszt x+ sinztx =f1=1.
Megjegyezziik, hogy

(4.2.3) Pty = M(e"“f) = M(cos (-t E) ) + i M(sin (-t §) ) =
: M(cos t£) - L M (sin t§) =) .
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A Fourier-transzformdcio elmélete szerint ha
(=]

_/|q>(t)]dt <oco,

akkor co
‘ -itx
{4.2. 4) _ f(x) = TR fe c?(t) dt ,
-00

dzaz a karakterisztikus fiiggvény ismeretében a sliriségfiggvény meghatd-
rozhat6. A karakterisztikus fuggvény egyértelmiien meghatdrozza a vals-
sziniségeloszldst, Tdrgyaldsaink sordn a (4. 2. 4) inverziés formula alkal-
mazdséira sem lesz szikségilink, mert csak néhdny folytonos eloszlis ka-
rakterisztikus fuggvényét fogjuk meghatdrozni, s az ismert karakterisztikus
filggvénybsl kizvetleniil tudni fogjuk, hogy milyen eloszldsrél van sz6. '

Ismertetlink most a karakterisztikus fiiggvényre vonatkoz6 fontos té-
telt, amelynek alapj4n fiiggetlen valésziniiségi vdltozcok dsszegének vals-
szinliségeloszldsa meghatirozhat6.

Tétel: Legyenek § T fz, cess § n fiiggetlen valésziniségi véltozok
és legyen 7 = § L 1 ¥ gteee t §n . Ekkor az 7 val6sziniiségi vdltozs

karakterisztikus fiiggvények az vsszeadandok karakterisztikus fuggvényei-
nek szorzatdval egyenl6, azaz

‘ ity 1e(§ + f2+. ot )
(4. 2. 5) Cf%(t) =M )= Me M=
' it it ¢ it
= M(e fle 2. e E“):
it El it g, itg

]

Me HMe “...Me M=

=Py 1_(t) q’fz(t) cee q)fn(t) .
‘ e,
Ugyanis a ¢ iy §2’ caes f véltozok filggetiensége folytdn e ,
1t H it
2 y sees € fn valésziniségi viltozdk is fuggetlenek és szorzatuk
varhatd értéke varhaté értékeik szorzatival egyenld.
Megemlitjikk még, hogy ha egy 7 valdszintiségi vdltozé egy miésik
val6szinliségi véltozénak linedris fiiggvénye,

7=af+b
akkor
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ity it(af + b))
(4. 2. 6) G =ME =M (e =

(1(‘“)?) el (fg(dt).

Megmutatjuk most, hogyan lehet a karakterisztikus fuggvény segitségével
meghatdrozni egy felytonos eloszldsu valésziniiségl v4ltoz6 momentumait,
amennyiben azck léteznek,

A

itx
Py © e o a

-0

kifejezést t-szerint differencidlva:

L= ]
itx _
c,pE (t)—/ixe f(x) dx
-00
Az 7= eHf =cost:§+isintf= 81 + 1?2 komplex értéki vals-

szinilségi véltozd varhat6 értékét az M('rz) = M( § Y+ 1 M(E ), szérds-
négyzetét a p? (q) = M(| 'q M(7 )| ) formulékkal értelmezzuk

& C-P;(0)=iff(x)xdx=io<1=iM(§)
-o0
TovAabb4: oo
q;; ® = f 02 '™ fx) dx
és » 2 °°2 2 2
SRS fx t)dx = 170, = 1 M(gD
Innen: o2
. 1 >
(4.2.7) : M(E)= Gy (0
2
(4.2.8) p%8) = M2 - [M(D)] -

1)

Lo -[aol o] -¢o.
12 H 1 "¢ 13 H
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Altaldban: 20
o ® @ =i f 2~ '™ f(x) dx
5 -oco
oQ
® . _ k[ k ok
(4.2.9) P (0)—i-°.£x fx) dx = 1°a(

ahol o 2 f valoszintségl viltozé k-adik momentuma. Ennek alapjdn a
< ¢ (t) fuggvény Taylor-sorfejtése a kivetkezl alakban irhat6:

(4.2.10)C?§(t)=f-f§(0)+ m t+— t +.. =1+oclit+0C2-—2!—t...
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5. fejezet

FONTOSABB VALOSZINUSEGELOSZLASOK

A) DISZKRET VALOSZINOSEGELOSZLASOK

5.1 Egyszerd alternativa

Egy esemény karakterisztikus véltoz6ja. A legegyszeribb diszkrét
eloszlds az egyszerl alternativa, Ilyen eloszl4s 1ép fel, valahdnyszor egy
kisérlettel kapcsolatban csak az érdekel bennlinket, hogy valamely A ese-
mény bekdvetkezik-e vagy sem. Ha pl. a kisérlet egy adott helyen a talaj-
vizszint mérése és csak az érdekel benntinket, hogy a talajvizszint mérése
helyén kisebb-e vagy nagyobb mint 3 m, akkor jJelsljuk A-val azt az ege-
ményt, hogy a vizszint kisebb mint 3 m, A-sal pedig az, hogy 3 m-nél na-
gyobb a vizszint, A kisérlet eredményeként vagy A vagy A kivetkezik be.
Tegyuk fel, hogy nagyszdmu mérés alapjin ismerijuk a P(A) = p, P@A) =
= 1 - p = q val6sziniiségeket.

Rendeljuk most hozz4 kisérletunkhtz a § val6sziniségi valtozdt,

-amely az 1 értéket veszl fel, ha az A esemény kivetkezik be és vegye fel
% a 0 értéket, ha az A esemény kivetkezett be. Ekkor tehdt P(¥= 1) =p,
P(§=0) = q = 1-p. A ¥ viltozo eloszldsét a kovetkezl sémdval szokds
megadni:

110

Pl q

Hasonldan egyszery alternativdval 4llunk szemben, ha kisérlet abban 4ll,
hogy megfigyeljuk és regisztrdljuk, hogy egy adott napon adott helyen esett
az esf vagy sem (vagy hogy a lehullott csapadék meghaladott egy adott
szintet vagy sem),

Alternativa, hogy egy megvizsgilt ércdarab tartalmaz vasat vagy
sem, hogy egy megvizsgilt gydrtmdny selejtes vagy sem, hogy egy forintot
feldobva irdst dobunk vagy sem stb.

Az olyan § val6sziniségl véltoz6t, amely az 1 éxtéket veszi fel, ha
egy kisérlet sordn a szdmunkra érdekes A esemény bektvetkezett, mig
€t =0, ha az A esemény kivetkezett be, az esemény karakterisztikus v4l-
toz6jdnak vagy indikdtordnak nevezziik. Ekkor tehét:

PA) =PS=1=p, PA)=PFf=0=1-p=q.
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Szémitsuk ki a karakterisztikus véltozé vérhat6 értékét és szérés-
négyzetét. A vdrhat6 érték definicidja és § eloszldsa alapjén:

(5.1.'1)' M(§)=1.p+0.q=p

N 2 2
M35 =1°. p+0°.q=p

(5.1.2) p?(g) = M( ¥ - [M(E))% = pp° = p(i-p) = pa.

A karakterisztikus véltozé generdtorfilggvénye:

(5. 1. 3) G(x)=Zpkxk=qx0+px=px+q.
k .

5.2 A binomialis vagy Bernoulli-eloszlas

Legyen egy egyszeril alternativa kisérletnél a benntinket éxdekld A
esemény valdszinlisége P(A) = p, (ekkor nyilvdn P(A) = 1 - p = q).

Ismételjilk meg n-szer a kisérletet (azonos kbriilmények kzott) és
jelolje a € valdszintiségi véltoz6 az A esemény bekovetkezéseinek szdmdt
az n kisérlet sordn. ¥ lehetséges értékeia 0, 1, 2, ..., n szdmok.

Mi a val6szinlisége, hogy a § viltoz6 éppen a k értéket veszi fel?
k=0, 1, 2, ..., n). Az egyes kisérleteket filggetleneknek tekintjik, :
A problémit ugy is interpretdihatjuk, hogy egy urndban csak fehér és fekete
golysk vannak, a fehér golydk ardnya az dsszes golyok szdméhoz p, a fe- .
kete golycké g, Annak valésziniisége, hogy n-szer huzva visszatevéssel
k-szor huzunk fehér golyot, az (1. 5. 1) formula alapjén:
ny k n-k
k) P g .

Ezt a valdszinilséget a kivetkezl mddon is megkaphatjuk. A valdsziniiségi

yé4ltoz6 nyilvén
€ = § FE, Rt E

(5.2. 1) P =RE=K) = (

ahol £ _az i-edik kisérlet karakterisztikus v4ltozoéja.
Ha pl. ¥ egy adott éy mijusdban az es8s napok szémdt jelsli és
$ X ¥ PRI ?n az egyes napok karakterisztikus véltozé6i, amelyek

tehdt az 1 vagy 0 értéket veszik fel aszerint, hogy az illetd napon esett az
esS vagy sem, akkor értéke nyilvdn annyi, ahdny 1-es van az Gsszeadan-
dék kozott: '
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=%+, +... +F =1+0+1+... +0.
A binomidlis eloszldsu ¥ valdszinliségi v4ltoz6 vérhat6 értéke:

(5.2.2) - M(3)=M(§)+M(E)+... +M(¥ )=

mivel a f karakterisztikus viltozok mindegyikének vdrhato értéke p.
A hinomiéliis eloszldsu € valésziniiségi vdltoz6 szérdsnégyzete a (3.3.10)
tsszefliggés alapjin:

(5.2.3) D2(§)=D2(§1)+D2(§2) +..+ Dz(‘fn)=

=pg+pg+... +Ppq=npq.

Tehit a binomidlis eloszlds szordsa:

(5.2. 4) D(f) =) npq .
A € véltozo generdtorfuggvénye a (4. 1. 5) Usszefliggés szerint:

b n’
(5.2.5 Gox = ) P x* = [[Ggx) = (pxt)” =
RN SR

% ()(px) K px g

A Gglx) generétorﬂlggvényben x egyiitthat6ja éppen a P = P(€= k) va-
ldszinUSéget szolgaltatja ez pedig

ny\ k n-k
Pk”(k)p 1

Mind a vdrhaté érték, mind a szérdsnégyzet egyszerilien kiszdmithaté a

Gg) = (px + @)

generitorfliggvény segitségével is, ugyanis a és formuldk alap-
jan:

M(£) = Gy = [nox + @' p] | = mp
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2
pi(§) = Gy () + Gim - [Gym] =

LI}

2 n-2 2 2 22 2 22
[n(n-l) P (pxtq) ] +np-n p =np-np +0pnp =
x=1 .

np {1-p) = npq.

A binomiélis eloszldsu ‘¢ valdsziniségi véltoz6 eloszlisdnak séméja:

0 l 1 | 2 L.l L] L
Po=(g)p°qn Pe(pa Pf(;)l’zqn-z P SRR

Felmertiil a kérdés, hogy adott p esetén a ¥ valGszinliségl v4ltozd,
melyik k értéket veszi fel legnagyobb valdszinliséggel, azaz melyik Pk
valszinuség a legnagyobb?

A Pk szdmok sorozata addig nf, amig

P
kK >,
Pk-l
azaz amig
(n) pkqnmk
k _ n-llc:l . 'i'?— a1,
n\ k-1 n-k+l P
-1/ 4
vagyls amig @) p 2k .

Amennyiben (n+1)p egész szdm, az eloszlés maximdélis tagja a

k = (n+1)p Indexii P, val6szinliség. Ebben az esetben Pk = Pk- a7z

két egyenid nagysdgu maximélis val6szintiség létezik. Ha (nt1)p nem
egész szim, akkor a P, valGszinliség olyan k-ra maximdlis, amely az
(n+1) p-ben foglalt legnagyobb egész szdmmal egyenlf. Ha n nagy szim,
akkor mivel p 5 1, joformdn mindegy, hogy (n+1)p-t vagy np-t vesziink.
Azt mondhatjuk tehdt, hogy ha egy kisérlet sordn valamely A esemény p
valoszinliséggel kbvetkezik be, akkor n kisérlet sordn az A esemény
legnagyobb valdsziniiséggel np-szer, azaz a kisérletek p-ed részében ki-
vetkezik be. Ez azt jelenti, hogy binomiélis eloszldsu ¥ val6sziniségi v4l-
toz6 legnagyobb valdszinliségi értéke nagyjdbol a vdrhat6 értékével egye-
zik meg.

Egy példdval szemléltetjuk a mondottakat.
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Budapesten a csapadékos napok megoszldsa az utébbt 50 év megfigye-
Iési adatainak 4tlaga alapjdn (csapadékos napnak szdmitva azon napokat,
amikor legaldbb 1 mm csapadék volt):

Hé | Lo |m|w| v| vi. v | v | ix., | x. | x1. |xu.

Csapa-
dékos
nap

7,616,8/7,3|7,41|8,5/8,0(6,5{6,3/6,2|7,5(8,8]9,1

Ennek alapjdn pl. annak val6szinlisége, hogy egy adott év 4prilisdban
7 csapadékos napot észleltink p = i— mellett:

7 23 23
30 /1Y [3Y"° _ 3%
p7-—-(7) (Z) (Z) = 2035800. :ﬁ~0,16

Az ilyen val6sziniiségek kiszdmitdsa a binomidlis egyiitthaték miatt kelle-
metlen, ezért kbzeliteni szoktuk. Lésd: (Jelen p&ld4nkban (33) értéke

megtaldlhat6 a binomi4lis egytitthaték tdbidzatdban, a 323. 4730 greékér
pedig logaritmussal hatdrozhat juk ineg, )

A fentiekbél 14that6, hogy a binomiélis eloszldsu valdsziniiségi vél-
tozé még a legnagyobb valdsziniiségi értékét is viszonylag kis valészini-
séggel veszi fel. Més a helyzet, ha azt kérdezzilk mennyl a valészinlisé-
ge, hogy az dprilisi esds napok szdma mondjuk 5 és 11 ktzé esik. Ennek

valésziniisége:
kl_ ( ) ( 1) ( ) )
ZS k/\ 4 4

E valészinliség kiszdmitdsa igen munkaigényes lenne, ezért kbzelitjuk.
Lésd: (5. 10) pontot.

5.3 A polinomialis eloszlas

Ha egy kisérletnek § szdmu kilonbozé kimenetele lehet, amelyeket
jelsljink Al’ A2, ceey As-sel (mds szo6val az Al’ Az, ceey As ese-

mények teljes eseményrendszert alkotnak), tovabbd P(Al) = pl,

s
o P(As) =Py (Z P, = 1), akkor a kisérletet n-szer

P(Az) =p -

2"
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egymés utdn megismételve az un, polinomislis eloszldshoz jutunk. Ez a fo-
galom lényegében a binomi4lis eloszl4s dltaldnositisa és k = 2 esetén meg-
egyezik vele.

Annak valészinlisége, hogy az A esemény k, -szer, az A, esemény

k,-szbr, az A +...+ks=n):

2 esemény k4-szor kiyetkezik be (k1 +k

2
k. k K
(5.3.1) P ol 1,2 5

= P P cses P
kl'kZ"”’ks kll kzl ...ksl 1 %2 8

3

Ha pl. a kisérlet egy 10 részre osztott kozos céltdblira leadott 16vés,
és Pir Pyr ey Py jelsli annak valésziniiségét, hogy a taldlat az 1-es,

2-es, ..., 10-es korbe esik, akkor annak valésziniiségét, hogy pontosan
kl szimu l-es, kz szdmu 2-es, ..., le szdmu 10-es talélatot érjiink el

n ldvésbsl (k1 + k2 + ... + k, . =n), az (5.3.1) formula szolgdltatja.

10

5.4 A geometriai eloszlas

Tekintslink egy olyan kisérletet, amelynek két lehetséges kimenetele
van, tehdt egyszerl alternativa, s jeltljik az egyik kimenetelt A-val, a
mésikat A-sal. Legyen P(A) = p, PA) = q=1 - p.

Tegytk fel, hogy a kisérletet tdbbszbr egymds utdin megismételjik
mindaddig, amig az A esemény elfszor bekovetkezik. Konnyebb megértés
kedvéért képzeljuk el, hogy ipari min6ségellenbrzést végziink., A-val je-
[81jtik azt az eseményt, hogy egy-egy gydrtményt selejtesnek, A-sal, hogy
megfelelfnek taldljuk. Az egész gyirtmdinytdmegben a selejtardny p. Mi a
valdszinlisége, hogy elfsztr a k-adik megvizsgidlt gydrtmany bizonyul
gelejtesnek? Az eisf§ selejtes darab megjelenéséig megvizsgdlands gydrt-
ményok szdma nylly4n valdszintiségi valtozs, s jelsljuk £-vel. A{€ =k}
egemény akkor kiivetkezik be, ha az els§ k-1 megvizsgdlt gydrtmédny nem
selejtes és a k-adik selejtes, ezért

k-1
(5.4. 1) Pk =PKf=k=q . P
oo ,
Kinnyil beldtni, hogy Z P = 1, ugyanis
k
k=1
oo o0
ZPk=quk-1=T_P—=l
k=1 k=1 d



Ugyancsak az (5. 4. 1) formuldval szdmithats ki annak yalészintisége,
hogy ha egy célra ltvéseket adunk le p taldlati valdszlnuséggel akkor a
k-adik lgvésre érjuk el az els§ taldlatot.
A geometriai eloszlis generitorfilggvénye:

542 6@=2 -l X=apm 2 @ - T
k=1 k=

Mivel

G’ (x) = p(l-qX)+pqx =B

(1-qx)> (1-qx)°

és

2

2
G”(X) 2 PQ(l‘qX) 2 PQ‘ZP‘;I X
(l-qx) (1-gx)

a geometriai eloszlds vdrhat6 értékére és szordsnégyzetére a kiivetkezs
formulédk adddnak:

549 MY =6(1)=——7=—2 - Lp-,
(I‘Q) p

2
G448 D(H=c'm+cw -] =354+
P

S S
2 ~ "2 -
P P

.1
p

5.5 A Poisson-eloszlas

A diszkrét valosziniiség eloszldsok kdzbtt a binomidlis eloszlds mel-
lett kiemelkedS elméleti és gyakorlati jelentSsége van az un. Poisson-el-
oszldsnak, amely legegyszeritbben a binomidlis eloszldsbél szdrmaztat-
hat6, annak hatdreseteként adédik, ha a kisérletek szdma, az & nagy
szim, a p pedig (a bennilnket éxrdekls esemény bekdvetkezésének valdszl-
niisége egy kisérlet sorén) kicsi. A Poisson-eloszldst a kis valészinuségd,
vagyis ritka események eloszldsi tirvényének is szokds neveznl. A Pois-
son-eloszlds jelentGsége azonban kordntsem csak az, hogy vele a bino-
midlis eloszlds kizelithet§.
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Szimos természetl folyamatndl a Poisson-eloszlds a véletlen inga-
dozésok torvényszeriiségeként 1ép fel. Az un. véletlen eseményfolyamatok,
pl. adott id§intervallumban egy telefonkdzpontba befut6 hivdsok szdma, bi-
zonyos 1d§ alatt elbomlott ridiGaktiv atomok mennylsége, egy meghatéro-
zott id6tartam alatt bekdvetkezett kozlekedési balesetek szdma stb., mind
a Poisson-eloszlist kivetik. Ugyancsak Poisson-eloszldssal taldlkozunk
a véletlen pontelhelyezkedések esetében bizonyos kirilmények kbzott, amit
példdkon is szem!éltetni fogunk.

Alljon a kisérletink abbél, hogy megszabott id6n 4t megfigyeljuk,
vajon hény jel érkezik egy regisztrilé berendezésbe. Vélasszunk egy bi-
zonyos megfigyelési idSintervallumot egységnyl hosszusdgunak, és osszuk
fel n egyenld részre:

-
3
b
3
-
-

-

39. 4bra

Jelsljuk p-vel annak a valészintiségét, hogy egy % hosszusédgu rész-

intervallumba érkezik egy jel. Feltessziik, hogy bdrmelytk részinterval-
lumba egyforma a valdsziniisége egy jel érkezésének. Tovibbi feltétele-
zéslink: n elég nagy értéke miatt nagyon kicsi annak a valdszintisége,

hogy egy ;ll- hosszuségu kis intervallumba egynél tobb jel érkezzék. Nyilvdn

minél tobb részre osztjuk az egységtil vdlasztott intervallumot, vagyis mi-
nél nagyobb az n értéke, anndl kisebb annak a valésziniisége, hogy egy

% hosszusigu intervallumba érkezzék jel, azaz anndl kisebb a p értéke.

Ha tehdt n &rtéke nagy, akkor p értéke kicsi.

Tegyiik fel, hogy p értékének csvkkenése ardnyos n .novekedésé-
vel, azaz np = A 4liandé.

Sz4dmitsuk ki mennyi a valészinisége, hogy az egységtl! vdlasztott
intervallumba pontosan k szému jel érkezzék, ha n értéke nagy, p értéke
pedig kicsi. i

Az, hogy egy - hosszuségu ithntervallumba érkezik-e jel vagy
sem, egyszerit alternativa, s mivel n darab — hosszuségu részinterval-
n

lumra bontottuk az egységiil vilasztott intervallumot, n-szer ismételt
alternativdval, vagyls binomidlis eloszldssal 4llunk szemben:

(ny (o} k _ . .n-k
P —(p)p (1-p)
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Ezt a formuldt n nagy értéke esetén rendkiviil nehézkes lenne kisz4-
mitani, ezért dtalakitjuk a ktivetkezd alakra:

n-k

@ 1 n@-1) ... (a-k+) k(, op
e "W & (ap) (1 n)

Ha most n+oco, p~0 ugy, hogy np =A 4lland6, akkor a fenti formuléban
az np helyébe A -t irva:

Pl((ﬂ) =liT (1 --1-11-) (1 -%)... (1 -%)Ak( _%)n-k

Elvégezve az n— oc hatdirdtmenetet:

k
@ L, _ A -A
(5.5. 1) P =1 ¢ -

Gondoljunk arra, hogy az e = 2,718281... sz4m nem més, mint az
n .
(1 + -&) n =1, 2, ...), sorozat hatdrértéke, azaz

1n a n
lim (1 +—) =e és Iim (1+-—) =
n->co n N - 00 n
n
; a
= lim (1+-L—) ___ea
n n
— iy -
a a

tetszfleges valés a szimra, Az a = -} esetén kapjuk az (5. 5. 1) formu-
l4ban lev§ hatdrétéket.

Ha a megfigyelt egységnyi idSintervallumba érkezs jelek szdmét a
§ valoszinUségl véltoz6 jelsli, akkor ¥ lehetséges értékei 0, 1, 2, ... .
Annzk valdszinlisége, hogy egy egységnyi intervallumba pontosan k szdmu

jel érkezzék: -

; Ak -A
Pk=P(f%k)=k_l-e .

Tehdt § eloszlisa
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$: 011|2|3]...[k

Lo e-ﬁz e-A —‘A—E‘A —-%E e.-'A -4'—3- e“A A—k e-A
o1 1 2} 31 e Kl

AP valésziniiség értéke adott k esetén a A paramétertfl fugg.
Mivel A= np és np a binomidlis eloszlds varhat6 értéke - ha n kisér-
letet végziink és p valdsziniséggel kovetkezik be egy kisérlet sorén a ben-
niinket érdekls esemény -, azért A is vdrhat6 értéket jelent, jelfolyamat
esetében az egységnyi intervallumra es@ 4tlagos jelsuruséget. Ezt formd-
lisan is beldthatjuk,ugyanis a Poisson-eloszldsu valésziniiségi véltoz6 yir-
hat6 értéke:

s k .2 k-1 L, = e
(5.5.2) M(§)=Zk1‘—!e"=,\e* A et SAL
k=0

1 & 2=0 F!
A
= _A e ej\ = A
Emlékeztetiink, hogy az e~ fuggvény Taylor-sora:
x x> x3 5 =
e = 1+X+-§I-+§+... = =0-§r .

Nyllvdn a x=A esetén
oo ,\k
eA= Z -El—' .
k=0

Kiszémitjuk a Polsson-eloszldsu § valdszintiségl ydltoz6 sz6rds-
négyzetét is.

oo k
-A
(.53 DXE) =M(ED - M) - Zu—kz-i-,—e L
= k-1
Cae e AN Y2
=Ae (k;zl(k 1+ 1) (k-l)l) A0 =
oo k-2 &2 k-1
- A A 2
2 S e 2 ko) o
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Tehét a Poisson-eloszlésu ¥ valdszinuségi véltoz6 sz6risa:

(5. 5. 4) D($) =VA.

Ahhoz, hogy a Poisson-eloszl4s tiblizatéban szerepl§ P, valdszi-
niiségeket ki tudjuk szdmitani, ismerni kell a A paraméter ért%két. A gya-
korlatban A értékét rendszerint statisztikai uton kell becsitini, L4sd:

(8.2) pont. A A paraméter ismeretében a P, valoszinliségek értéke 4lta~
l4ban tdblizatbol kikereshets. Lésd: VII. tébldzat.

Ime egy példa a tdbldzat hasznélatdra.

Tegytik fel, hogy egy telefonkszpontba egy perc alatt 4tlagosan 4 hivés
fut be, azaz A= 4. Mennyl annak valészinitsége, hogy 1 percig figyelve
a hivésokat, 6 hivds fut be?

A tibldzat A = 4 oszlopdban a k = 6 sorban a ktvetkezs értéket
taldljuk:

Ao -2 45
6= G © = z© = 010420010

o
]
i

Ez azt jelenti, hogy 100 megfigyelt perc sor4n étlag 10 olyan perc
lesz, amelyben pontosan 6 hivist észlelunk. Egyébként a tdblizat A =4
oszlopit szemligyre véve a kiivetkezbket olvashatjuk ki bel6le:

100 megfigyelt perc sordn dtlag egy olyan perc lesz, amelyben nem
Jon hivds, 7 olyan perc, amelyben 1 hivds érkezik, 15 olyan perc, amely-
ben 2 hivds szerepel, 20 olyan perc, amelyben 3 hivds torténik, ugyancsak
20 olyan perc, amelyben 4 hivés, 15 olyan perc, amelyben 5 hivés fut be
sth. Ezek a szdmok utmutatdst adnak arra, hogy A= 4 esetén mekkora
lesz a kbzpont maximélis terhelése, milyen nagyra kell akbzpont tirol6
kapacitdsdt méretezni. Pl. A = 4 értéknél 10-nél t¥bb hivédsra gyakoriatilag
nem kell szdmitanunk, mert ennek valészintisége mér csak ezrelékben
fejezhet§ ki.

Megemlitiink egy hires kisérletet, amelyet a radicaktiy bomlds oc-
részecskéinek szdmldl4sdval kapesolatban végeztek. Egységnyl idGinter-
vallumnak 7,5 sec-ot vdlasztva, N = 2608 egységny] intervallumban meg-
szdml4lték a beérkez6 részecskék szdmét. Ezutdn tsszeszdmoltsk, hogy
hény olyan intervallum volt, amelyben egyetlen részecskét sem tudtak
megfigyelni, hdny olyan, amelyben 1, 2, ..., 9 részecske érkezett, s
végil hdny olyan, amelyben 10 vagy annil tsbb részecskét szdmléltak,
majd az eredményt tiblizatban foglalték tssze:

- 103 -




k N NP,
0 57 54, 399
1 203 210, 523
2 383 407, 361
3 525 525, 496
4 532 508, 418
5 408 393,515
6 273 253,817
7 139 140, 325
8 45 67, 882
9 27 29, 189

k-10 16 17,075

Ossze~| 5008 2608, 000
sen
2x

A kvzelitést itta A= 2608 paraméterd Poisson-eloszlissal végezték,

A tibl4zat adatal jS1 szemléltetik, hogy a beérkezs részecskék szimdnak
véletlen ingadozisa Polsson-eloszldst kovet.

5.6 Véletlen eseményfolyamatok
A Poisson-folyamat alkalmazdsa

A tovébbiakban az idfben véletlenszerien lefolys jelenségeknél kizos
néven jelnek fogjuk nevezni egy of részecske érkezését a szdml4l6csGhe,
egy hivis beérkezését a telefonkszpontba, egy alkatrész meghibdsod4sat
egy sok alkatrészt tartalmazo készillékben sth. Az ilyen jelleglt események
elméleti szempontb6l kbzbs természetiek, azonos val6szinliségeloszldsi
torvényszeriiségeknek tesznek eleget, ezért egységesen tdrgyalhatok.
Feltesszitk, hogy kisérletiink ilyen jelek beérkezésének megfigyeiésébdl
411, és megfigyelésiinket a t = 0 idGpontban kezdjitk, Keressiik annak va-
l6szintiségét, hogy a (0, t) idftartam alatt pontosan k- szdmu jelet észle-
link. Ezt a val6szinliséget P, (t)-val fogjuk jelsini, E valésziniség meg-
hatirozdsdhoz a kivetkezs k%t egyszery feltételbfl indulunk ki .

1. Feltessziik, hogy bdrmely idfintervallumban érkez jelek szdma
figgetien az irtervallum kezdete elStt befutott jelek szdmdtsl. Masként
fogalmazva: feltesszilk, hogy diszjunkt intervallumokba esé jelek szdmai
fuggetien valdsziniségi viltozck,
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2. Ugyancsak feltessziik, hogy annak valészinisége, hogy egy kicsiny
h hosszusdgu intervallumba egy jel érkezzék, arédnyos az intervallum
hosszéval, azaz annak valdszinlisége, hogy egy (t, t+h) intervallumba egyet-
len jel érkezzék, A h-val egyenl8 (ahol A az arinyossigi tényez§, amely
az egységnyl intervallumba 4tlagosan érkezé jelek szdmét jelenti). Annak
val6sziniisége, hogy a (t, t+h) id6kozben egynél tobb jel érkezzék, legyen
elhanyagolhatdan kicsi, ha h elég kicsiny.

Ezen feltevések mellett el8szor hatdrozzuk meg annak valészinisé-
gét, hogy a (0, t) id6kszben egyetlen jel sem érkezik. Jelsljuk ezt a vals-
szintiséget P, (t)-vel.

Teklntsuk a (0, t+h) intervallmnot, amelyet két Ssszetevlre bontunk,
a (0, t) és (t, t+h) idBkiztkre,

h

-
0 t {4
40, 4bra

Annak valésziniisége, hogy a (0, t) id6ktzben nem jon jel, P, (0,
mig annak val6szinisége, hogy a (t, t+h) id6ktzben nem jon jel; l A h
Igy annak valdszinusége, hogy a (0, t+h) id6kézben nem érkezik jel:

P (tth) = P(t) (L -Ah).

Mivel a (0, t) és (t, t+h) intervallumok diszjunktak, tehit feltevésuink
szerint ezen intervallumokba befuts jelek szdmai fliggetlen val6szintiségl
valtozok, igy a valésziniiségek szorzési szabélya alkalmazhaté.

Az tsszefitggésbbl

Po (t+h) - Po (t)
h

=-AP® .

Elvégezve a h = 0 hatdrmenetet, a bal oldall differenciahdnyados differen-
cidlhdnyadosba megy 4t,

(5.6, 1) P; ® = - APO(t) ,
AZaz: P' (t)
2 -
P(t) :

Integrdlva a kapott differencidlegyenletet:
mnP@®t)=-At+lnC ,
o o
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amibsl:
-At
Po(t) = C0 e .
Mivel P (®) = 1-nek vehets, hiszen annak val6észinlisége, hogy O idftar-
tam ataft nem {6n jel, nyllvdn biztos esemény, az
ssszefiggésbsl t = 0 helyettesitéssel

P (0) = C_ = 1 adddik, tehit:
o o

(5. 6. 2) ]
P(®) = At

Itt wost egy fontos megjegyzést tesztink. Annak valészinisége, hogy a
(0, 1 WiBkdzben nem jon el, més széval, hogy az elss jel megérkezéséig

t-nei hosszabb ideig kell vdrakoznunk, e-A t-vel egyenld, ami nyilvdna t
jda fiiggvénye. Minél nagyobb a t értéke, anndl kisebb ez a valdsziniség,
mégpedig t novekedésével exponencidlisan csokken.

Annak valdszintisége, hogy a (0, t) id6kozben legaldbb egy jel jon,
mads gzoval annak valészinisége, hogy az els6 jel megérkezéséig t-nél

revidebb ideig kell varakoznunk: l1-e A t. Ez a valdsziniség ugyancsak t

tuggvénye, s jeloljuk ezt a fuggvényt F(t)-vel. Ha tehdt 7 -val jeloljuk az
¢l fel érkezésélg eltelt vdrakozdsi id6t, akkor

(5. 6. 3) P(n <t) = F() = 1-¢’ At

Konayu beldtni, hogy az F(t) folytonos fliggvény t novekedésével 4llandGan
n8, F(0) = 0, F(+o00) = 1, tehdt F(t) eloszlisfuggvény. Az F(t) fuggvény-
nyel jellemzett valésziniségeloszldst exponencidlis eloszldsnak nevezzik,
amelynek vizsgdlatdra még visszatérink.

Folytatva a jelek id6beli eloszlisdnak vizsgélatdt, szémitsuk most
k1 annak val6sziniségét, hogy a (0, t} idSintervallumban pontosan k szimu
jel jon, tehdt a P _ (t) valoszinuséget.

El8szor felitjuk annak a valésziniségét, hogy a (0, t+h) id6ktzben
k szdmu jel jon, vagyisa P (t+h) valésziniséget. Ehhez gondoljuk mega
kovetkezdt. Az az esemény, hogy a (0, t+h) id8ktzben k szdmu jel érke-
zik, két egymést kizdré médon johet l6tre:¥® 1, k szdmu jel jon a (0, t)
intervallumban és nem jon jel a (t, t+h) intervallumban, 2. k-1 jel jon
(0, t)-ben és egy jel jon a (t, t+h) idSkdzben.

Feltételezve hogy kicsiny h hosszusdgu id6kszben az egynél tbb jel
érkezésének valdszinsége elhanyagolhat6an csekély, az egy jel érkezé-
sének valésziniségéhez képest.
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A valoszinilségek bsszeaddsi és szorzési szabdlyit alkalmazva:
Pk(t + hy = Pk(t) (1-Ah) + Pk-l (ty Ah.

Innen:
Pk(t + h) - Pk(t)

- = -AP (M) + AR \(® .

Elvégezve a h —» 0 hatdrmenetet, a kivetkez8 differencidlegyeniethez ju-
tunk:

(5.6.4) P"((t) = J\Pk(t) + A Pk_l(t) . k=12,..

Az (5. 6. 4) egyenlet lényegében egy végtelen differencidlegvenics :dazer,
ez azonban semmi nehézséget sem jelent, mert rekurzive meguldhi!
riégzitett k-ra a linedris els6rendu differencidlegyenletet keii ,nvept1inunk.

Vizsgaljuk eldszor a k = 1 esetet, Ekkor B (=P (® = ¢ = . toh

Py = - AP ® +A e At

Oldjuk meg most a

P'l(t) =« AP 1(t) homogén egyenletet.

P
———— == - A’
Pl(t)
WP =-At+WnC ,
(5. 6. 5) P = cle')‘t .

Tekintsilk most a C, 4lland6ta t viltozé fliggvényének, és jelisljik
C,(t)-vel. Ezt a differenciilegyenletek elméletében szokdsos fogast az 4l
landé varidldsdnak nevezziik. Differencidljuk t szerintaz...... egyenietet
és hasonlitsuk dssze az...... egyenlet jobb oldalédval:

Pl = C)) e At -).C e At -AR@® + Ae At

Ha most a P_(t) helyébe az (5.6.5.) osszefuggés jobb oldaldn 4116 mennyi-
séget irjuk, azt kapjuk, hogy
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c; e Mt -AC® e At - A€, e Aty Ae AL,

EbbSl az tsszefuggésbil
C’1 t=A adédik, vagyis
Ci(t) =J\t .

A kapott értéket az (5. 6. 5) formuldba helyettesitve

At _ (At)l e-At

(5. 6. 6) P®=Ate -

Hasonlé6 eljdrdssal kaphatjuk, hogy
(J\t)2 e At
2| B

3
(At) - At
3] e sth.

Most teljes indukciéval kimutatjuk, hogy tetszdleges k-ra

P(0) =

P.() =

- (AT -t

Tételezzuk fel, hogy

B ® =

és irjuk be ezt az értéket az (5. 6. 4) Osszefliggésbe:
k-1
o (A1) - At
Pk(t) = - Pk(t) +A e e
Az egyenlet homogén részét megoldva:

A

(5.6.7) B @ = Cee ' adodik.

k
Ismét az £llandd variilisét alkalmazva: 7
k-1

v = gy am AL -At _ ~at Lkt - At
Pk(t) = Ck(t) e Ack(t) e = ACk(t) e +A &1 e
k o<
EDbbél ldthatjuk, hogy C;(t) =A = melybSl integrildssal:
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C® =
A nyert Ck(t) értéket az (5. 6. 7Y egy=rletbe helyettesitve:
k
_ (At At
{5. 6. 8) Pk(t) = ¢

Ezzel kimutatjuk, hogy a tett feltételek mellett a véletlen jelfolyamat
A t paraméterd Poisson-eloszldst kovet. Az (5. 6. 8) formula mutatja, hogy
P, (1) valoszinisége a t véltoz6 fiiggvénye. A t viltozd most az idSt jelen-
tl. Rogzitett t érték esetén a (0, t) idSkbzben befut6 jelek szdma egy vé-
letlen sz4m, val6szinliségi v4ltoz6, amelyet £ -vel jelslink.

Ha az egyes hivdsok id6pontjait a t tengefyen feltuntetjuk, akkor
4 ¢ képét a 41. 4bra lépcsés fuggyénye szemléiteti:

ol%
J —
5 .
—
pr—
~
5 —
0 . =
4% L% bk
41, 4bra

A ¥ valoszinuségl véltoz6 t értékétsl fuggben més-més valészini-
ségekkel veszi fela 1, 1, 2, ..., k, ... értékeket, tehdt itt !ényegében
nem egyetlen valdszinuségt véltoz6val van dolgunk, hanem valdszinliségl
véltozéknak a t idSparamétertfl fiiggs seregével. Ezért, ha t értékét nem
r¥gzitjiik, hanem ugy tekintjuk, hogy t az origébél indulva befutja a szdm-
egyenest, akkor 2 §; szimb6lum nem egy valdsziniiségi viltozot, hanem
egy véletlen folyamatot jelsl. Hogy erx6l a véletlen folyamatrél konkrétabb
szemléletiink legyen, tegytik fel, hogy egy telefonktzpontba befuté hiviso-
kat figyeljuk, és megfigyelésiinket a t = 0 id6pontban kezdjuk. Tegyuk fel
tovibb4, hogy az egyes hivisok a L id6pontokban

érkeznek. Jeltljuk ft-vel a t id6pontig befutott hivdsok szdmdt, ekkor

- 109 -



E &
un

t<tl;
<
1S ESty

£
, ha t £t <ty

F..I
E
-
BN

k=P <hn

N

Az igy kapott 1épcsfs fuggvény a €, hivédsfolyamat egy realizdcicja.
Ha az egyes hivdsok mds id6pontokban futnak be, akkor ¥ .-nek mésik
iépcsds fitggvény felel meg. Minden olyan nem cstkkend lépcsds fuggvény,
amely csak a 0, I, 2, ... értékeket veheti fel, egy telefonhivdsi folyamat
lehetséges realizdci6jdnak tekinthets. A § folyamat most az sszes
ilyen dpusu lépcsds fuggvények bsszessége. halmaza és minden ilyen figg-
vény a folyamat egy lehetséges realizdcicja. Ha mérmost a kisérletiink
egy telefonkozpontba befuté hivdsok (hosszu ideig tart6) megfigyelése,
akkor kisérietunk minden egyes kimenetele egy fenti tipusu fiiggvény.
Kisérletiink kimenetele szempontjdbsl most az ilyen fiiggvény egy elemi
eseménynek felel meg, s az elemi események tere az sszes lehetséges
realizdciok halmaza, Annak az eseménynek, hogy egy rogzitett t = T0
ideig befutott hivdsok szdma mondjuk 100 és 120 kozé esik, mindama
1épcsés fuggvények habmaza felel meg, amely fiiggvények a T, idSponthan
100 és 120 magassdgok ktzé esd ordindtdval rendelkeznek.

Ha most nagyon sokszor, N-szer megfigyelnénk a befut6 hivdsokat
egy rogzitett t = T, ideig, tovdbbd minden esetben 4brdzoindnk a megfe-
lels realizdciot és ezek kozttt M szdmu olyan fuggvényt taldlndnk, amely
at=T, idGpontban a 100 és 120 magassdgok kozott fut, akkor igazolva
latndnk, hogy K

120 (AT) AT
Mo o oMo
N k=100 K

ahol A az egységnyi idintervallumra esd hivdsok dtlagos szdmdt jelenti.
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6.7 Egy sorbandllasi probléma

Szdmos, a gyakorlatban gyakran fellépd helyzemek elmélett modellje
a kiovetkezé:

Adva van egy kiszolgél6 berendezés (pl. benzinkut), amelyhez vélet-
lenszerien érkeznek a kiszolgdlandsk, és egy-egy személy kiszolgédlésa a
véletlentél figgBen tobb-kevesebb ideig tart. Amig egy személy kiszolgé-
l4sa folylk, a ttbbi vdrakozik, sorban 4ll. Feltesszitk, hogy tisszesen N
vérakozd hely van, vagyls a sor maximdlis hossza N. Tegyilk fel tovdbbd,
hogy a kiszolgdland6 személyek érkezési iddpontjai A paraméteri Porsson-
folyamatot alkotnak, s ez egyes kiszolgdldsi idStartamok egymdstol és az
érkezési id6pontoktd! figgetlen valdsziniiségi viltozék és azonos paramé-
teril exponencidlis eloszldsuak.

Ezen feltevések mellett annak a valdszinisége, hogy egy kicsiny h
id8intervallumban egy személy érkezzék: Ah azaz ardnyos az interval-
lum hossz4val, mig annak a valdszinisége, hogy h id6tartam alatt egynél
tobb személy érkezik, legyen elhanyagolhat6an kicsi, ha h elég kicsi.
Annak valésziniysége, hogy h idStartam alatt egy személy kiszolgdliisa be-
fejezGdik: (i h, mig annak valdsziniisége, hogy elég kicsi h idSk8zben
egyné! tobb személy kiszolgdldsa fejez6dik be, legyen ugyancsak ethanya-
golhatéan kicsi.

Keresstik annak a val6szinliségét, hogy a t idSpontban pontosan n
személy vdrakozik (n £ N). Jelljuk ezt a valdsziniséget P (t)-vel. Kiszi-
mitjuk elfszor annak a val6sziniségét, hogy a t+th id6pontban n személy
vérakozik. Ez az esemény a tett feltevések mellett a ktvetkezd hdrom
egymdst kizdré modon johet létre:

1. A t idSpontban n személy virakozik, és h idStartame alatt sem
uj kiszolgdland6 személy nem érkezett, sem a kiszolgélds nem fejezGdott
be, Ennek valésziniisége:

P (1) (1-Ah) (1 -uh) .

2. A t id6pontban n-1 személy vdrakozott, és h idftartam alatt
egy személy érkezett, de a kiszolgilds nem fejez6dbtt be. Ennek vald-
szinilsége:

Pn-l(t) Ah (1 - h) .

3. A t idSpontban n+l személy vdrakozott, és h id§ alatt uj személy
nem érkezett, egy személy kiszolgéildsa viszont befejez6dott. Ennek vals-
szintisége:

Pn+l(t) (1} =Ah) ph.
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Ezek alapjdm

{5.7.1) Pn(t+h) = ?n(t) {(1-Ah) (1-puh) + Pn-l(t)Ah (1-ph) +

+ Pn+1(t) M h(1-Ah)

A fenti gondolatmenet n= 1, 2, ..., N-1l-re alkalmazhats.
Az n = 0 esetbena

(5.7.2) Po(t + h) = Po(t)(l-.ﬁh)-bPl(t);.Ah(l-Ah)

egyenlet adédik, mivel az az esemény, hogy a t+h idSpontban ne legyen
véarakozo, csak ugy kivetkezhet be, ha a t idSpontban nem volt vdrakozé
és a o idtartam alatt nem éxkezett uj személy, vagy a t idBpontban 1 v4-
rakoz6 volt és h idS alatt egy kiszolgdlds befejez8ditt, uj kiszolgélando
személy pedig nem érkezett, (Vdrakoz6 személyen olyan személyt értink,
aki sorban 41l vagy éppen kiszolgdljdk, de kiszolgdldea még nem fejezs-
ditt be. )

Az n =N esetben a fentlek anal6giéjéra konnyen beldthats, hogy a
kivetkezd egyenletre jutunk:

G739 B+ 1) = By®) (-ph) + B @ Ak (- )

Ha az (5. 7. 1), (5.7.2) & (5. 7. 3) egyenleteket 4trendezzik és elvégezziik
a hatdritmenetet, akkor elhanyagolva a h2 nagységrendd tagokat a kbvet-
kez§ differenciflegyenlet-rendszert nyerjik:

P/®) = = AP (®) + P (8
(5.7.4) PLt) = - (A+p) P& +AP (@)

P;q(t) = - p Ry + A PN-I(t) .

Az (5. 7. 4) egyenletben szerepl§ 4llandé egylitthatsju linedris diffe-
rencidlegyenlet-rendszer explicite megoldhat6. Megolddsa:

“T,t "Xt -r t
(5.7.5) Pn(t) = Pn + Cnle + an e 4.0t CnNe

alaku, ahol a an egylitthatokat a Pn(O) kezdSfeltételek alapjin kell meg-
hatfrozni n= 0, 1, 2, ..., N).
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Gyakorlati célokra 4ltaléban kielégit5 a

lim Pn(t) = Pn

t->co

hatdrvaldsziniségek ismerete. Ezek meghatdrozdsa sokkal egyszeriibb,
mint az (5. 7. 4) egyenletrendszer megolddsdnak végigvitele. Ugyanis,
mint az (5, 7. 5) formuléb6l kénnyen beldthats:

lim P’(t) =0, n=0,1, 2, ..., N,
t—bcon

igy az (5. 7. 4) egyenletrendszerb! az egyes P valdsziniségek rekurziv
uton meghatdrozhatock:

Pl:T""_PO;
(A+p) P1=.7LP0+[J,P ;
2
A -
(T +J\)Po— J\Po-l-‘u.Pz ,
2
azaz p =(_J_l_) P:
2 M o
3
=2
PS—(M) P

Figyelembe véve, hogy Po + Pl 4+ ... + PN = 1, kapjuk:

2 N
- AL (A A
a2 @ @),

amibdl a véges geometriai haladvdny tsszegezésével:

A
(5. 7. 6) P = M
A



tehdt;

1 -2
. A!‘l ri
(5.7.7} Pl’l-(ﬂ) N1 » n—O, 1, 2,...,N.

Ha a kiszolgdl6 helyek szdma o, és egyébként a fenti feltevések ér-
vényesek, akkor a megoldand6 egyenletrendszer n 2 & esetén

PL(1) = -A+e)P () + AP (©) +o(pP () 5

n<cx esetén pedig:

PI"(t) = -(A+ np.)Pn(t) + A Pn- 1(t) + ()P (1) .

nt+l

(Itt most is P (t) annak a valdszintisége, hogy a t idGpontban n személy
ill a sorban vagy éppen kiszolgdljdk &ket.)

Ugyancsak a hatdrvaldsziniiséget hatdrozzuk meg.

A lim Pn(t) = [ érvényessége folytdn

t->co
Atop) P o= J\Pn_l+otP.Pn+l '
és rekurziv uton azt kapjuk, hogy
n
(2]
(5.7.8) P =—L—P,han20(,mig n<o¢~-ndl
n n-1 o
oo :
n
2)
Y .l
(5.7.9) Pn == P0 .

Megjegyezzlik, hogy a Pn hatdrvaldsziniségek a %(oﬂ esetén léteznek.
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5.8 Késziilékek karbantartasi problémainak
matematikai modellje

A sorbandlldsi probiémdval csaknem teljesen megegyezik a kbvetke-
z6 modell, amelyet az iparban tébb sikerre!l alkalmaznak.

Tegytik fel, hogy m darab automatikusan miikdd6 késziilékiink van,
amelyek idénként meghibisodnak, s ilyenkor emberi beavatkozds, javitis
szitkséges. Mindegyik késziilék kétféle dllapotban lehet: vagy mukodik, vagy
hibds. Feltessziik, hogy a t idSpontban a késziilék mukiodik, s akkor an-
nak a val6sziniisége, hogy kicsiny h idGtartam alatt meghibdsodik, Ah,
mig ha egy késziilék a t idSpontban hibds (azaz nem mukodik), akkor annak
valészinisége, hogy egy kicsiny h idStartam alatt a javitdsa befejezfdik,

h. (Annak a valészinlisége, hogy h id6tartam alatt egyné! tobb készitlék
ibdsodik meg vagy egynél tobb késziilék javitisa fejez8dik be, legyen el-
hanyagolhatéan kicsi.)

Természetesen a készilék akkor j¢ hatdsfoku, ha X\ viszonylag ki-

csiny, = pedig viszonylag nagy. A '-%- hédnyadost karbantartdsi faktornak
nevezik.

Feltesgzilk, hogy az m szdmu készillék mindegyike a tobbitd! fugget-
lenlil mykodik, tovdbb4 a A és p paraméterek értéke mindegyik készillék-~
nél ugyanaz, és egyetlen karbantarté szerel§ 4ll rendelkezésre.

Keresslik annak Pn(t) valoszinliségét, hogy a t idSpontban n készi-
1ék nem mukodik (ennyi vir javitdsra).

Ismét annak a val6sziniségét szidmitjuk ki eldszor, hogy a t+h id5-
pontban n késziilék vir javitdsra. Ez az esemény feltevéseink mellett a
ksvetkezd hdrom egymdst kizdr6 mdédon johet létre:

a) A t idSpontban n késziilék virt javitisra, h idStartam alatt a
miksdd (m-n) késziilék egylke sem hib4sodott meg, és egyetlen késziilék
javitdsa sem fejezddott be.

Ennek valdsziniisége:

P (1) [1-m-n) Ah - puh].
b) A t id6pontban n-1 késziilék volt hibds, h id§ alatt egy készulék
elromlott (2 mitkédd m-n+l kvziil), viszont egyetlen késziilék javitisa sem

fejezddott be.
Ennek valdszinisége:

Pn-l(t) (m-n+1) A h(l-puh) .
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c) A t id6pontban n+l késztilék volt hibds, h id6 alatt nem romlott el

o készliék, és egy készltlék Javitdsa h 1d§ alatt befejezfditt.

Ennek valdszinisége:

m-n-1
P ® -An™ T n

Elhanyagolva a h2 és annil kisebb nagysdgrendl tagokat, a kovetkez§
differencidlegyenlet-rendszert nyerjuk:

P (L) = - [m-m)A +p] P OHm-n+) AP ®) +pP  @® ,

P'(t) = -mAP (t) +uP (1),
(5.8.1) ° o’ THT
P = - P (1) +4 PO

K1 lehet mutatni, hogy a2 lim Pn(t) = Pn hatirvaldszinuségek léteznek, és
t-»00
kiszdmitdsuk a ktvetkez8 rekurziéval torténik:

r m]LPo =/uP1 ,
(m-1) )LPI =p.P2 .

{ :
(5.8.2) (m-n) AP =pP .,

\ J\'Pm-1=“Pm !

azaz

s~}
1
ol
o}

e
it
S
[
~
i
I et
=
T
e+

-}
[}
Ir—-
———



Figyelembe véve, hogy P0 + P1 +o.0t Pm = 1, azt kapjuk, hogy

2 3 m
K1 Ry LM R
2 L L (Y e 5(2)

Ez az un, Erlang-formula, amely a mérntki gyakorlatban 61 ismert a te-
lefonkdzpontokkal kapcsolatban.

Elméleti modelliinket ugy is megfogalmazhattuk volna, hogy van egy
telefonkzpontunk m kapcsoldsi vonallal, minden vonal szabad vagy foglalt
dllapotban lehet, s a befut6 hivds vagy szabad vonalat tal4l, vagy tdroladik
egy tdrols vonalon, s keressitk annak valdszinilségét, hogy egy adott id3-
poptban n hivéds vdrakozik kapcsoldsra a tdrolévonalon. Az r = m-k
esetre az (5. 8. 3) formula adja a keresett valssziniséget, mig az (5. 8. 4)
formula a vdrakoz6 hivdsok 4itlagos szdm4t mutatja. ’

A javitdsra v4aro készillékek virhat6 szdma (nem szémitva azt, ame-
lyet a szerelS éppen javit): '

> >
M=) &DP =) kP -(-P).
k=1 k =1 K o

M értékének kiszdmitdisa az (5. 8. 3) egyenletrendszer segitségével elvé-
gezhetS. Irjuk it az egyenletrendszert a ktivetkez§ alakba, és adjuk 8ssze
az egyenleteket:

I!‘l.lPo =}J.P1,
m-lPl‘API =HP2r
m.APz - ZAP2=’_;P3 ’

m'APn =HPn+1’
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MAP - @ DAR e RPa
m)\Pm -mA Pm = 0
mA=-AM-A(1-P ) = PR ) .

(Az bgszeadds sordn felhaszndltuk, hogy Po + P1 +o..4 Pm = 1)

A kapott dsszegbhfl M-et kifejezve az

A+
A

(5. 8. 4) M=m - M(I-Po)
osszeflggést kapjuk.
A kbvetkez§ numerikus példa bizonyos szdmszert képet ad a tdrgyalt
hatdrvalésziniségekrfl és a javitdsra vdrs késziilék 4tlagos szimérol.
Tegytk fel, hogy a késziilékek szdma: m = 6, és a karbantartédsi
faktor: <%~ = 1 Ekkor n = 0, 1, 2,..., 6 hib4s készulék eldforduldsé-
nak a valdésziniisége rendre:

n P Javitdsra varé
késziilék
0 0, 4845 0
1 0, 2907 0
2 0, 1454 1
3 0, 0582 2
4 0,0175 3
5 0, 0035 4
6 0, 0003 5

M = 0,3294

Modellinket dltaldnosithatjuk arra az esetre, amikor m készulék-
hez r < m szdmu karbantarté szerelft alkalmazunk. (A tibbi feltevéstin-
ket valtozatlanul hagyjuk. ) Ha mdrmost egy bizonyos idSpontban n készii-
16k hibés, akkor n < r esetén r-n szerel§ tétlenkedik, n > r esetén pedig
u-r késziilék vArakozik javitdsra, Az el6zdekkel hasonls gondolatmenetet
ibvetve, a hatdrvaldszinliségek meghatirozdsdra az aldbbi rekurziot
sy ariiik:

n < r esetén (m-n).?\PIl = (1) Pn+1 ’

mig n 2 r esetén (m-n)J\Pn =Mp Pn+1 .

- 118 -



P

Ezekbil az egyenletekbbl a = hdnyados n = 1, 2,...-re egymi:

P

m .
utén meghatdrozhat6, végilla ) Pk = 1 Usszefliggés alapjdn P_ kisza-
mithat6, 0 °

A tdbldzat % = 0, 1 karbantartdsi ardnyt, m = 20 késziiléket és
r = 3 karbantart6 szerelSt alap:.il véve mutatja a numerikus viszonyokat.

Karbantartds |]Javitisra v4ré
n alatt 4116 ké- | készitlékek Téﬂe"é;zerem‘ P
szllékek szdma szima szama - n
0 0 0 3 0, 13625
1 1 0 2 0,27250
2 2 0 1 0,25888
3 3 0 0 0, 15533
4 3 1 0 0, 08802
5 3 2 0 0, 04694
6 3 3 0 0, 02347
7 3 4 0 0, 01095
8 3 5 0 0, 00475
9 3 6 0 ¢, 00190
10 3 7 0 6, 00070
11 3 8 0 0, 00023
12 3 9 0 0, 00007

Az ismertetett eredmények felhasznéldséval kulonbozs gazdassgos-
ségl szdmitdsok végezhetk Kideril pl., hogy O, 1 karbantartdsi ardny-
nél gazdasdgosabb 20 késziilékhez 3 szerelft alkalmazni mint 6 késztilék-
hez egy szerelft, aml megleps eredmény.

B) FOLYTONOS ELOSZLASOK

5.9 A normalis eloszlas

Amikor egy kisérlet kimenetelét nagyszdmu, egymdst6l csak kevéssé
vagy egy4ltaldn nem fuggd véletlen tényez6 hatdrozza meg, mégpedig ugy,
hogy az egyes tényez6k kulon-kulon csak igen kis mértékben jirulnak hozzd
az osszes véletlen hatdsbél ereds ingadozdsokhoz, tovdbbi az egyes ténye-
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z6k hatésai egyszerien Ssszeadddnak, akkor un. normélis valésziniiségelosz-
l4s 1ép fel. Az ilyen kiriilményekkel a gyakorlatban nagyon sokszor tal4l-
kozunk, s innen ered a normélis vagy més néven Gauss-eloszlds kizponti
szerepe a valdszinliségelméletben. A normdlis eloszlds leggyakoribb alkal-
mazdsi teriilete a statisztikai sokasdgok vizsgélata, a hibaszmitis és a
binomiélis eloszlis kizelitése, _

Pontosabb, matematikai fogalmazdssal, egy § val6szinuségl viltozdt
akkor neveziink normélis eloszldsunak,ha siriiségfliggvénye:

_ (x-m)?

2
(5.9. 1) fx) = —ee e 20,

6f2x

ahol m és G éllandok, s >0 . A formuldban szerepl§ m és & mennyi-
ségeket a normilis eloszlds paramétereinek nevezziik, Az (5.9. 1} formulit
szemugyre kéve, ktinnyl beldmi, hogy birmilyen véges szdm is az m,

és © > 0, az f(X) fuggvény értéke minden x értékre pozitiv, az els6 ténye-

- 2
z65 a 6> 0 kik6tés miatt, a mésodik tényezé6 pedig: 1 /exp[ ;72561' ] mindig po-

zitlv, akdrmekkora is e kitevGje, amely kitev$ jelen esetben ugyancsak
pozitly vagy zérus. EbbSl az is kiolvashat6, hogy f(x) értéke akkor maxi-
milis, ha e kitevfje zérus, azaz x = m. Ekkor

1
f(x) = —=— .
&Y
Minél kisebb a G paraméter értéke, annél nagyobb f(x) maxim4lis
értéke. © = 1 esetén a maximum értéke

...E_. = 0,4

2K

Ha a @ paraméter értékét rogzitjik, aklor f(x) értéke csak
(x-m)2-t61 fuge, ez az érték pedig ugyanakkora pozitiv szdm, akdr pozi-
tiv, akdr negativ az x-m kulonbség. f(x) értékét tehit az x véltozonak
az x, = m ponttdl val6 tdvolsdga hatdrozza meg, s f(x) az x, = m pontra
szimmetrikus. Az f(x) figgvény képe un, haranggorbe. A fuggvény alak-
J4t kilsnbbz6 & értékeknél a 42. 4bra szemlélteti.

Ahhoz, hogy a (5. 9. 1) alatti kifejezés sumségmggvény legyen, &z
kell, hogy a girbe alatti texiilet
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42, 4bra

oo B (x-mz)2
(5.9.2) 1=f l_ . 26 dx
J el2w

egységnyi legyen. Nem nehéz kimutstni, hogy ez valdban igy van. Vezes-

stk be az (5. 9. 2) integrilban az u = 5-—6@— helyettesitést, ekkor .
X=%u+m, dx = G du, tehétaz

2
=
-0

integrdlt nyerjuk, amelynek természetesen ugyanaz az értéke, mint a

(5. 9. 2) integrilnak. Ebbfl 1ithaté, hogy birmilyen m és &> 0 paramé-
terekkel biré normélis suriséggtrbe alatti terilet ugyanakkora, mint az
m =0, &= 1 paraméteri siriiséggbrbe alatti teriilet, vagyls

(5.9.3)

43, 4dbra

a normélis siruségfiiggvény alatti terillet nagysdga nem fugg az m és
6> 0 paraméterekt§l. ElegendS§ tehdt kimutatni, hogy
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o0
__u_
2
ZTC
— oo

Ennek igazoldsit a legegyszerilbben ugy végezhetjuk el, hogy kimutatjuk az
12 = 1 reldci6 fenndll4sit.

el
[ !

_l
2

1/“%)=

~o0

t—‘)

N|NN

FI
E

—~

2% oo _E_
1 2
-2-?..-‘/.‘[ . Tdrdg =
o

|.-

/°° [

TR dx dy = C
-00 -0
1 2
-—é—ff d(.{’—l.
0
Itt alkalmaztuk az
X=r. cos ¢
¥y=r. sincr

poldrkoordinitds transzformicict, akkor

_9_1_ ﬁ cos¢g -r sing
dr 2y
dx dy = dr dg = dr dg= rdrde.
2y 29y
2r D . slng cosy

Ezzel kimutattuk, hogy a (5. 9. 1) alatti folytonos pozitiv értéki f(x)
gorbe alatti teriilet egységnyi, azaz f(x) suriségfiiggvény.

A siiruségfuggvény és az eloszldsfiggvény kozotti vsszefliggés alap-
j4n a normélis eloszlds eloszldsfiiggvénye:
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(t-m
X 2
(5.9. 4) F(x) = — f e 2% g4,
o/2% J

= he lyettesitést,

Az (5. 9.4) osszefliggésben i1smét elvégezve az u = t

€
az
X-m 2
- LI
(5.9. 5) F(x) = — f e 2du=_®(x—'6’3‘—)
25

relfciét nyerjik, ahol ((x) az m = 0, = 1 paraméterekkel bir6 nor-
mélis eloszlds eloszldsfiggvényét jelsli. A § (x) fitggvény értékeit a IV. tdb-
l4zat tartalmazza.,

Az (5. 9. 5) bsszefilggés értelmét kissé részletesebben megviligitjuk.
Legyen ¥ normélis eloszldsu valdszinliségl v4ltoz6 m és &> 0 paramé-
terekkel (rovid jelsléssel: N(m; &,) ) akkor ¥ eloszldsfuggvénye

b.4 - (t-m)2
Flx) = —— e 262 4

6f2%
-co

annak a val6sziniisége, hogy € értéke kisebb, mint x.
A ¢ valGszinliségi viltoz6 felvett értékel (a kisérlet kimenetelei)

helyett tekintsiik a §*= _§_é'r_1_1 értékeket. §™ természetesen ugyancsak

val6szintiségi vdltoz6, amelynek értékeit ¥ felvett értékei egyértelmiien
meghatdrozzdk. A E*val6sziniiségl véltozot standardizélt v:iltozénak ne-
vezziik. Ha a E valGszinllségl viltozs egy kisérletnél a § = x, értéket
veszi fel, akkor a £”v4ltoz6 ugyananndl a kisérletnél a

X -m

¥"= S ertéket képvisell. A §”véltozs eloszldstuggvényét Jelsljuk

D (x)-szel. Nyilvdnvals, hogy a ¥ < x esemény valdszinliségc ugyanaz,

mint a §*= z ;} esemény valdszinlisége,

HE<x) = Hegmen) = H3* 2 ),

azaz

(5.9. ) - Fm= o[ X
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Annak valészinisége, hogy az m és & >0 paraméterekkel birs
normdlis eloszldsu v4ltoz6 az (a,b) intervaliumba essék:

—

(5.9.7) F(b) - Fa) = Pla £ §<b) = F@£6 §+m <b) =

e[Emare ] o[22]. o2

A O(x) fuggvény értéktdbl4zatdt 4ltaldban pozitly x-értékekre adjdk
meg. Az (5.9.7) vsszefugpés segitségével azonban kdnnyen nyerjuk a
O (x) értékeit negatlv x értékekre is.

A f' standardizilt normdlls valészinuségl viltozd siiriségliggvénye
p (x) az (5.9. 1) suruségfiggvénybSl m = 0, &= 1 helyettesitéssel nyer-
heté:

2
WX
1 2
{5.9.8) (x) = e
™=
A (x) fuggvény az x = 0 pontra szimmetrikus, igy
-x co x
5.9.9) §(-x) =f Q(tdt =1 - fq)(t)dt =1 -]q’(t)dt = 1-Q(x) ,
—@ -X -0
Ax)
- X ] x
44, 4bra

amely tsszefiggés a {(x) eloszldsfiggvény grafikonjérél is leolvashaté
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Pl

.

e $(x)
-X

#

45, 4bra

Annak valdszinitsége, hogy a f* valdsziniiségl véltozé értéke a
{-x, x) intervallumba esik: '

(5.9.100  d@x)-0(x) = Ox)- [1-0® ] =2 ) - 1.

Az elmondottak gyakorlati alkalmaz4sit szemléltetl a ktvetkez6
példa. Tegyuk fel, hogy egy luveggel ltvéseket adunk le egy 1500 m tdvol-
ségra levs célra. A becsapoddsi tivolsdgot jeltlje a § val6sziniiségl vél-
toz6 M(E) = 1500 m vérhat6 értékkel és D(¥ ) = 40 m széréssal. Szdmit-
suk ki, mi a val6sziniisége annak, hogy a becsapoddsok a céltdl legfeljebb
20 m tdvolsigra torténnek, azaz § értéke az (1480, 1520) intervallumba
esik. .

P(1480 £ € < 1520) = P(iai'o—ls'-i-o £ §*<&%@3)=

= P(-0,5 € £°%0,5) = 2 (0,5) - 1 = 20,6915 - 1 =
= 1,3830 - 1 = 0,3830 .

. A d(x) eloszldsfuggvény értéktibldzatdt haszndlva l4tjuk, hogy a .
$" standardizélt viltozé a 0 pont ktrul megjelslt intervallumokba a 46.
dbrin l4that6 valdszinliségekkel esik.

Az (5.9. 6) tsszefuggés alap)dn ktnnyen beldthats, hogy a ktvetkez(
két tdbldzat teljesen ekvivalens:
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£ NG D g : N(m; 6)

P(-0,67 £€ <0,67) = 0,5 Pm-0, 676 £ E<m+0, 676 ) = 0, 5
P( -1£f<1 ) =0,684 Pm-o £i<mt6  )=0,683
P( -2£€<2 )= 0,956 Pm-26 £f<m+26 )= 0,956
P( -35F<3 )=

0,997 Pm-35 £5<m+36 )=0,997

E tiblizatb6l pl. kiolvashats, hogy igen kicsi, kisebb mint 0, 05
annak valésziniisége, hogy egy m és & paraméterekke! bir6 normiélis el-
oszldsu ¥ valdszinilségi véltoz6 megfigyelt értéke az x = m ponttsl
26 -ndl nagyobb tdvolsdgra essék. Ezt a tényt, a matematikai statiszti-
kédban gyakran fel fogjuk haszndlni, ez az un. 2 & -szabily. Az pedig gya-
korlatilag ugyszolvdn biztos, hogy ¥ megfigyelt értéke az (m-3 &,
m+3G) intervallumba esik. A fenti t4bldzat adatai azt sugalljdk, hogy m
paraméter val6sziniségszamitdsi jelentése: m az eloszlds centruma, vir-
hat6 értéke, amely koriill § megfigyelt értékei tomoriilnek, a € param:ter
pedig az eloszlis szorisa.

Valoban: 2 2
oo _ x-m) o0 _ (x-m)
2 2
1 26 i / 26
M(¥) = xe dx = - - (x-m+m)z dx -
el2q Vo /
e (x-m)? I - m
oo : o - 2
.9 xém 26 dx + - /e 25 s
Gi2s ' =f23
-0
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Ha most alkalmazzuk az x-6m = u helyettesitést, akkor azt kapjuk,

hogy '
oo 2 o 2
- Lot L
(5.9.1)  M(f) = /ue 2 du+i,fe 2 Gu=m.
1L Vo
-oo -0

Ugyancsak a fenti helyettesités alkalmazédsdval, parcldlis integrilds-
sal, egyszerlien szdrmaztathat6 a normdlis eloszlds szdérdsnégyzete is:

(5.9.12) D(g) = — /(x-m)ze 262 _ 6 _ (2. Zgy-=

A tovébbiakban tobbszor fel fogjuk hasznélni a norm4lis eloszlds ka-
rakterisztikus fuggvényét, amelyet elfszvr az N(0; 1) standard normélis
eloszldsu ¥ * val6sziniiségi véltoz6ra szdrmaztatunk.

oo 2

X
itg* 1 / itx 2
{5.9. 13) t) = M °)=— e e dx =
i /2% o

2 2

P _xin2
1 /e 2 e de=e 2-
2%

-0

Itt alkalmaztuk az x-it = z helyettesitést, és mint az analizisben kimutat-
jak:

co-it - :_z_z_
_1 e 2 dz = 1.
ZJL-oe-it

Ha most a ¥ val6szindségi véltoz6 N(m; 6 ) eloszldsu, azaz
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£=65%m,

akkor a (4. 2. 6) baszefiiggés alapjdn

(5.9.14) Pe(t) = M [u(s; +“‘)] itm [e"—et.f‘j:

22 :
Gt 22
) eltm c —— _ itm t
Természetesen a Py (t) karakterisztikus figgvény t = 0 helyen vett dexi-
viltjal segitségével fgen egyszeriien szdrmaztathatok a normélis eloszlds
momentumai. (Ennek elvégzését az olvaséra bizzuk. )
Legyenek most a §1 és }'2 fiiggetlen normilis eloszldsu val6szi-

niiségi véltozok N(ml; ), illetve N(m,; G,) eloszlisokkal. Legyen
=% ¥ fz . Hatdrozzuk mega g elosZdsit. Mivel a karakterisztikus

fuggvény az eloszlist egyértelmiien meghatdrozza, elegend6 szémunkra g
karakterisztikus figgvényének meghatdrozésa, ennek képletébSl az ered-
mény kiolvashatd. A (4. 2.5) formula alapj4n:

[u(g i ;2)] ity g,
(5. 9. 15) ¢ m=M|e =M “IMe ) =

G%t:: ' G:tz
ltm, - —— im, -——
=PE, (O Pe, 0 = e -

(6'§ +6’§) ¢
itp 4m) -
e e

Ebbd] 14that6, hogy & ugyancsak normilis eloszldsu és

(5. 9. 16)  M(Z)=m_ +m

1 ¥y
(5.9.17) %(3) =62 +62 .

Azt az eredményt kaptuk tehidt, hogy filggetlen normélis eloszlisu
valosziniségl viltozsk 8sszege ugyancsak normiélis eloszl4su. Ez az
eredmény, amint az a karakterisztikus fiuggvény alkalmaziséval kozvet-
lentl i4thatd, tetszSleges véges szdmu fliggetlen normélis eloszldsu vals-
sziniségi véltozo 8sszegének eloszlisira igaz.
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A tovdbbiakban & norm4lis eloszi4s néhény olyan tulajdonségéra hiv-
Juk fel a figyelmet, amelyek a gyakorlati alkalmazisok szempontjibol
rendkivil fontosak, .

1. Ha ¥ normilis eloszldsu, M(¥) = m vérhat6 értékkel és
D(¥) = 6 szordssal rendelkezik és 7 = a+ b, a ¥ v4ltozo linedris
fuggvénye, akkor 7 ugyancsak normélis eloszlésu, M(%) = am + b vér-
hat6 értékkel és D(9 ) = a & szérédssal bir.

Allitdsunkat a (2. 6. 3) vsszefuggés segitségével kinnyen bebizonyit-
hatjuk. Mivel a ¥ viltoz6 suriiségfiggvénye:

. (x-m)2
1 262
f(x) = e '
&l |
és a (2. 6, 3) formula szerint az 7 véltoz6 suriiségliggvénye:
(2 - w)?
Lom
2
1 -b 1 26
g = (L2 )=—F— :
jaf ( a ) aG/ZIt
_(y-am-by’
(5. 9. 18) gy) = —— ¢ 22232
- aGya2x

Az utébbi formulébél 4llitdsunk méris klolvas!{ato, hiszen az (5. 9. 18)
formuldban szerepl§ fiiggvény normélis siruségfiggvény, amelyben

m, = am + b a vidrhato érték, és 6i = a® a széris,

Mivel a kulonbbz5 normélis eloszldsokat az m és & paraméterek
értéke egyértelmien meghatdrozza, az eldbblekbdl az is kovetkezik, hogy
ha két normélis eloszldsu véltozéval van dolgunk - €: N(ml, G 1) elosz-

ldsu és 7 : N(mz, 6'2) eloszlisu -, akkor mindig taldlhatck olyan a > 0
és b > 0 szdmok, hogy af+ b eloszldsa N(mz, 5‘2). Mds széval egy

normélis eloszldsu valdsziniségi véltoz6 linedris transzformécidval mésik
el6irt normélis eloszldsba vihet§ 4t. Az a és b szdmokat ugy kell csak
megvélasztani, hogy am, +b= m2 és aZG'% = 6’% legyen. Mivel a >0,
elegend§, ha
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1 2
6.
2
a=— és
6’1
6,
b= m, - —é,—l m, teljesiil.

2. A valészinl ktzepes eltérésnek és a szordsnak a hinyadosa minden
normilis eloszldsra ugyanaz.
Legyen ¥ normdlis eloszldsu 6'1 szorédssal és T, val6szini kze-

pes eltéréssel, 7 ugyancsak normdlis eloszldsu 6; szorissal és ’I‘2 va-

16szinil kbzepes eltéréssel. Ekkor az eldzSkben mondottak alapjin az 7
véltozo a € v4ltozénak egy linedris transzformdltja, azaz 9= af + b alak-
ban irhat6. A valdszind ktzepes eltérés definici6ja szerint:

1
P(| @¥+ D) - [aM(¥) +b] | <T,) = 5 -
EbbS1 kivetkezik, hogy

p(a|§- M(§)|<T2) = —;— )
vagyis '

TZ 1
PE-Mp|< =7
Viszont ugyancsak a valszind ktzepes eltérés definicija szerint:

P(|§-M(§)|<Tl)=% :

.TZ T2
tehdt ry = Tl vagyis 'T—l' =a.

A sz6rés tulajdonsdgaindl kimutattuk, hogy ha 7= a% + b, akkor

63 = D’(q) = 7326? (14sd (3. 3. 8) formul4t,)

vagyis : . @9



EzekbSl az dsszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy

T,~ 5" 5, ©

Tehdt normélis eloszldsnil a 3 hényados 4lland6. E hdnyadost A -val
fogjuk jelslnt, s numerikus értéke

2
E-_,]L: = 0,674 lesz,

Minthogy tetsz8leges normdélis eloszlds esetében T = V -1-21-_- & , abbll ki-

vetkezden az ilyen fajtdju eloszldsndl teljesen mindegy, hogy az ingadozés -
jellem#sére a valészind kvzepes eltérést vagy a sz6rdst haszndljuk, M4ar
emlitettitk, hogy szémitdstechnikai szempontb6l a sz6rds hasznélata eld-
nybsebb; a valdszinl kbzepes eltérés hasznélata a tuzérségi gyakorlatban
terjedt el, ahol &italdban normélis eloszlds fordul eld. Eppen ezért itt az
utébbi mérdszdm haszndlata semmi zavart nem okoz, s mivel a két mérg-
szdm csak egy numerikus faktorban kiilonbizik (skdlaparaméterben), a sz6-
rds legfontosabb tulajdonsdga - hogy ti. figgetlen valdszinliségl valtozdk
dsszegének szérisnégyzete a szérisnégyzetek dsszegével egyenld - vélto-
zatlanul érvényes a val6szini kizepes eltérésekre is!

5.10 A binomialis eloszlas kzelitése
normalis eloszlassal
A Moivre — Laplace hatareloszlas tétel

A binomidlis eloszlds tirgyaldsdnil (5. 2 pont) emlitettik, hogy a

(5. 10. 1) B - (:) £ 1p VK

valésziniségek kiszdmitdsa nagy n értéknél igen féradsdgos, szinte re-
ménytelen, s ezért arra téreksziink, hogy az (5. 10. 1) formulét valamilyen
egyszeriibb, ktnnyen kezelhet8 kozelitd formuldval helyettesitsiik. A p
paraméter értékét§l fugglen kétféle eljdrds haszndlatos a binomidlis vals-
sziniiségek kbzelitd kiszdmitdsdra, Ha p értéke a kivetkezd hatdrok kbzé
esik:
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2,637 cp i - 2637
n W

(ahol n a kisérletek sz4dma), akkor a célszerl kozelités:

(5.10.2)

. &-op)?
2 npq
k n-k 1
(5‘ 10. 3) P = n P (l-p) ny m—
k (k) 1/"’_2 % 1pq

Ez a ktizelit6 Usszefiiggés azt jelenti, hogy ha n szdmu kisérleméi a p
értéke & mir ismertetett hatdrok kizé esik, binomiélis eloszlds helyett
np vérhato értékit, Y npq szdrdsu normélis eloszlissal célszerll szdmol-
ni. Amennyiben rogzitett n esetén p az emlitett hatdrokon kiwiil esik
(azaz p a 0-hoz, vagy l-hez esik kzel), a binomidlis eloszl4st Poisson-
eloszl4ssal célszerl ktzeliteni. Az (5. 10. 3) formuldval torténé kbzelités
ann4l jobb, minél nagyobb az n értéke, és minél kzelebb 41l a p értéke

az -il- -hez, vagyls amikor p xq = 1-p.

k-np
Ha az (5. 10. 3) formuldban bevezetjik az x = helyettesitést,
akkor 2 npq
WX
i 2 g ——,
iw /apq Vapq

ahol (p (x) a standard normdlis siriségfiggvény. _

A gyakorlatban ritkdn van szikségiink a binomiélis eloszl4s egyes
tagjainak értékére, sokkal tsbbszbr bizonyos tagok dsszegére vagyunk ki-
véncsiak. Ha pl. egy célra leadott 1véseknél a taldlati valdszinuség 0, 6,
és 100 1vvést adunk le, akkor rendszerint nem az érdekel: bennlinket,
hogy mi a valésziniisége - mondjuk - pontosan 57 talélat elérésének, ha-
nem pl. mi a valészintisége annak, hogy a taldlatok szdma 50 és 70 kizé
esik. Szdmitsuk ki ezt a valdsziniiséget a norm4lis elosz!dssal valé koze-
lités alkalmazisdval.

Most M(¥)=100.0,6 = 60, D(¥) = {100:0,6-0,4 = {24 =5;

P(50 £ § <70) =

2
(k-60)
70 70 -
.5 (u;e) 0,65 0, 4100k _ 1 . L2 1 o
k=50 k=50 /2%.24 24
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2
x

70-60
I 2 0@ - O¢-2) = 20(2) - 1 = 0,9544
x e = - B(-2) = -1=0, ]
50-60

|...

V24

A példébol lithatd, hogy a norm4lis eloszldssal torténd kizelités
sorén a binomi{lis valdsziniségekre vonatkozo kérdések rendkivul ktny-
nyen, egész minimdlis szdmolissal megvilaszolhat6k. Erre a ktzelitésre
eldszor Moivre és Laplace jutott.

Az (5. 10, 3) tsszefliggés matematikai szdrmaztatdsa az analizis esz-
ktizeivel egyszerll, nem igényel mést, csupdn a Stirling-formula alkalma-
z4sdt és a log(1+x) figgvény Taylor-sorinak ismeretét,

A Stirling-formula alkalmaziséval:

n\R
(:) - kl(ni-l}()l " (-:-?kh_ﬁ =
B (2" 15w
= 1 | n
Friy e

Ennek alapjdn a P, valdsziniség a kivetkez6 alakban irhatc:

n-k

p = (® kn-kz 1 Ep_k(_n:q_)
k (k)pq mng(i-%)(k) -k

Alkalmazzuk az x = k-np helyettesitést, azaz legyen

-k

np + x,

n - k=nq -~ x, akkor
(5.10.4) P = ! 1

et oD@ (AT (-2

Kinnyd beldtni, hogy n ntivekedésével E -0, igy az elsS tényezd

1
2 npq

-hoz tart, amint az az (5. 10. 3) formuléban is szerepel. A mésodik
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tényez6 nevezdjének logaritmusa:

o+ %) log {1+ X) + (ax) 1og (1 - 2-) -

nq
x x2 x3
=(np+x)[—- 2+ 3 '.--]‘
np 2n2p 3n p3
2 3 2 3
-(nq-x)l:-—+ 55 + 33+.]=x- x+_§2_§_
™q 2n q 3nq 2ap 3n
12 x3 x2 x3 xz
- 4= - + - X - - - + +
: 22
np on’p 2nq 3n2q2 ng
R _zi(1+1)_£(1__1_)_ L X
' 2n2q2 . 2n\p q 6n2 p2 q2 2npq
2
A madsodik tagtol kezdve a tagokat elhanyagolhatjuk, mert mér —’E:-z- -0,
n

ha n -»+oco, Ennek beldtdsdra gondoljuk meg, hogy x = k-np, vagyis a k
val6szintiségi véltozonak a vdrhato értékétSl valé eltérése yn nagysdg-
3 372

rendl, ez a Csebisev-egyenldtienségbfl adGdik. Kovetkezleg %'v 3

n n
= 2. >0, ha n—+o0. Az (5. 10, 4) formula jobb oldalénak mésodti

—RE
n
tagidban szereplS nevezd tehét ~e2npq , igya Pk valésziniség:
2
X
P 1 e 2npq

k V2K npq

5.11 Kétdimenzids (sitkbeli) normélis eloszlas

A tobbdimenzids valoszinliségeloszldsok kbziil részletesen csak a
gyakorlatban legnagyobb jelent8ségti sikbeli normdlis eloszldst vizsgil-
juk.

A '§= ( §, 1) véletlen vektort kétdimenzios normdlis elosZdsunak
nevezzik, ha sdrliségfuggvénye:
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[Emt empmy gemy?

) -2¢ +

= 2 6’ 6' 2

5.11, ] 6

(5.11. 1) hex,3) el 209 2
2!\.6’16'271-9

E kétvdltoz6s suriiségfiggvény geometrial képe egy folytonos feliilet,
-amelyrdl kozelit6 képet kapunk, ha egy harangot képzelink magunk elé,

A formudban 6t paraméter (4lland6) szerepel, amelyek értékétSt
filggGen a feliflet vagy valéban harang alaku, vagy pedig két oldairsl vssze-
nyomott haranghoz hasonlit, Ennek a hozzédvetSleges hasonlatnak pontosabb
tartalmat fogunk adni a tovdbbiakban végzend§ geometriai jellegy vizsgéi-
latok alapjdn. ElSz6leg azonban megvizsgiljuk az (5. 11. 1) formuldban
szereplf paraméterek jelentését,

Kimutatjuk, hogy m , ill. 6’1 a ¢ véltozé vérhat6 értékét és sz6-
résdt, m,, il. & 5 22 7 véltoz6 vérhat6 értékét és szordsdt, ¢ pedig
a¥és 7 viltozok kozottl korreldci6s egyltthatét jelenti. Ennek beldtdsét
a kovetkezd modon végezzilkk. A kétdimenzi6s eloszldsrosl mondottak alapjén

(ldsd a formulét) a ¥ véltozé surliségfliggvénye:
o0
f(x) = f h(x,y) dy
-0

Az (5.11, 1) formuldban vezessiik be az

x-m, y-m
u = 6'1 y V= 6'2 helyettesitést, s ekkor
od co - u2 2 Quv +v2]
2(1-
£(x) =/h(x.y)dy = f (-9 ) dv =
-0 2
oo
) 2 , 2
Lu oo _(v-gu)
2 2
. /e 20-99 4 .

2
2‘1‘561 1-0" %

Alkalmazva az z = iéz; véltozot a dv = | 1- 92 dz, és igy:
1-¢ ‘
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NIN

o0
R K
2 2 ) 2
f(x) = e e
21t6’ GiW ,/_
-0 uz
2

= e s 8Zaz
G’IPER 9
X-m )
. 1
{5.11,2) I(x) = ———F/=<— ,rl-- € 26?
. L 6 21:

~amely eredmény mumtja, hogy ¥ normiélis eloszldsu, m, varhat6 értékkel

és &) szordssel. Mivel a (5.11. 1) formula az x és y véltozdkhan szim-
metrikus, teliesen analég meggondoidssal nyerjuk az 1 viltozs gly)
slirtiségfiggvényét:

-m)2

1 262

(5.11. 3} gly) = m e 2,
2

tehdt 4 is normélis eloszlésu, m, vérhato értékkel és & 1 szordssal.
Meggondoldsunk eredményeként nem csek az m, m,, & é 62

paraméterek jelentése vélt viligossd, hanem egyben azt is l4thatjuk, hogy

a § és 7 valosziniségi véltozok egytttes eloszldsa kétdimenzios nor-
mélis eloszlds, akkor az egyes komponensek kilsn-kulsn is normélis el-
oszldst kbvetnek, vagyls a kétdimenziss normélis eloszlds vetitletei egy-
dimenziés normélls eloszldsok.

Kimutatjuk, hogy az (5. 11. 1) formuldban szerepl§ ¢ paraméter a ¥

és m viltozcék kizbttl korreldcids egyltthat. A § és o véltozok kizdtti
kovariancia a (3.5.1) vsszefliggés alapjédn:

C= M(f-ml)’ﬂz-mz) = /f x-m )(y-mz) h(x,y) dx dy =
-00 -0
(y-m )

= 1 [e 2"52 dy .
e 2

21!.61 62 1'9 -oo




oo x-m y-m 2
1 1
) 2(1- ( "8 é )
(x-m) (7-m,) e a-¢ dx .

-0
Ha most bevezetjik az

x-m_ y-m y-m
1 ( 1| 2), v = 2 helyettesitéseket,

u -
1-92 6 ) 2
akkor: __u_z__ﬁ
2 2
C-ZJL/[(6€1§uv+966v)e du dv =
-0 - 00
bd 2 @ 2
v u
96, 6, /2 T "7
= v e dv [ e du +
2% A -
6J16'2“'92 'VT 'uT G
+ 2,“, ve dv ue du=961 2 )
-00 -00
vagyis

M[($-m) (7-m,)]
¢ G, 5,

amely éppen a korreldcids egvtitthaté definicidja.
Az (3. 11. 1} osszefuggést szemligyre véve lithatjuk, hogy ha §és 7

korreldlatlanok, azaz g= 0, a

2
| | ®-m 1)2 (y-m,) (x=m )
"2 7 Y3 N —
S <] 26
1 1 2 1 1
hix,y) = — = = = e
21:.,6'16'2 (5’l yA
2
(y-mz)
) 2
i 26
- e 2 =) gly) .
G V23
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Ekkor tehdt a ¥ és % véltozok egylttes sUiriiségfiggvénye az egyes véltozok
siriségfiggvényeinek szorzata. Ez azonban azt jelenti, hogy § és % fiigget-
lenek. Azt az eredményt kaptuk tehdt, hogy ha két valdszintiségi valtozo
egylittes eloszldsa kétdimenzios norm4lis elosd4s és a véltozék korreldlat-
lanck, akkor egyben fiiggetlenek is.

512 A Iogéritmikus normalis eIrosz‘lés ,

Az 7 val6szinliségi valtoz6t logaritmikus normélis eloszldsunak vagy
roviden lognormiélis eloszlisunak nevezzilk, ha In 4 normélis eloszl4su.
Legyen £ = In9 , ekkor tehdt ¥ normélis eloszldsu valamely m
és 6 parameterekkel vagyis £ stiriségfuggvénye:

(x-m)
262

f(x) =

Gﬁ?

A val6szinliségl véltoz6 fuggvényének eloszlisdra vonatkozo formula
alapjdn ?Z siirtiségfiggvénye:
- (lnx-m)

2
g - et = ——= e 2% @>0.

Gfamt *

Meghatérozzuk az %) valészinuségi viltoz6 virhat6 értékét és szérds-
négyzetét.

_ (lnx-m)°
2
G
M(qz) S e 2 dx .
625t
Alkalmazzuk az
Inx - m
s v

helyettesitést, akkor

x=eGu—l—rn  dx = Gu+md
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Ennek alapjén:

od 2 2 e 9
éy+m - Y?.— mto- - =(u-6)
M(oz) =— le e dv=e e du =
e 2%
[ I 62 ¢
) i em'E'T
2 ]
P (nxem)’
M( qz) __1 J 262 dx =
&r2x J

]
(]

co 1 2
-=(v-26) 2
2262 1/ 2 2m+ 26
=g — f e dv

V2w

0

DZ(,)Z) = M(72) B [M("Z)]z ___ e2m-‘|—262_‘32m+6‘2 _ e2m+62(e62 )

1.

Lognormélis eloszlds 4ltaldban apritdsi, osztdddsi, m4lldsi folya-
matoknél lép fel, mint a végtermék sulydnak, ktbtartalmdnak vagy vala-
milyen méretének eloszldsa, '

5.13 Az egyenletes eloszlas

Az érmedobds, kockadobds stb, esetében a kisérlethez rendelt ¥
val6szintiségi vdltoz6 mindegyik lehetséges értékét egyforma valdszinii-
séggel veszi fel. Az ilyen valdszindségi v4ltozot egyenletes eloszldsu vil-
tozonak nevezziik. Megkilonbbztetiink diszkrét és folytonos egyenletes el-

. oszldst. Legyen ¥ diszkrét val6szinuségi véltoz6 x p Kgr v X (véges
sok} lehetséges értékkel, és legyen -

(5.13.1) PE= xi) = é, i=1,2,...,n.

Ekkor a § val6szinuségi véltoz6t egyenletes eloszldsunak nevezziik az

X 1 x2, ceer X szamokon. A valdszinliségszamiids klasszikus korszakd-

ban csak ilyen val6sziniiségi vdltozokra vonatkoz6 problémdkat vizsgdltak.
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Diszkrét egyenictes eloszlds csak véges sok kiilonboz6 kimenetel esetében
értelmezhetd, Diszkrét egyenletes eloszldsu val6sziniiségi viltozéra vonatko-
z6 valésziniiségi kérdések kombinatorikus modszerekkel vdlaszolhaték meg.
(Lasd: 1.5.pont.)
Az (5.13.1) eloszldsu val6sziniségi viltozé virhato értékét és szoris-
négyzetét a kovetkezd formuldk szolgéltatjik:
n

X, X, 4 ... +X _
(6.13.2) M (§) =—? n_l >, %,
o !

ami nem mds, mint a lehetséges értékek szdmtani kbzepe.

n

I
(6.13.3D° (§) =1 Z x, -22=1;Z

n
=i— fo-iz.

i=1

Egy folytonos ¥ valsszinliségl viltozot egyenletes eloszldsunak ne-
vezunk az {a, b] intervailumon, ha surtségiliggvénye a kivetkezS:

1

(5.13.4) foy={°" 2

0, egyébként.
Az (5.13 ¢ siirtiségiUggvénnyel birs vals-
szinuségl vdltozs einsziisfuggvénye:

,haa<x<b,

0 hax < a

/ f (5.13.5) F@® =(F= haa<x<b
A7 1 ha x 2 b.
a rd
A vérhat6 értéket és a szérdsnégyzetet
47, dbra egyszerllen kiszdmithatjuk:
b
2 2
1 b -a _a+b
(5.13.6) M (¥)= ba dx=p— . =5 = —
a
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b2 2
: 2 ey, [ X . Atb2 (b -ay
(5.13.7) D (;)-/b_a dx 252 -8
a

5.14 Néhany val¢sziniségeloszlas,
amely a matematikai statisztikaban fontos szerepet jatszik

a) AX 2-eloszlés

A statisztikai mintdval kapcsolatban ismertettilk, hogy a mintaeleme-
ket fuggetlen, azonos eloszldsu valészinuségt vdltozoknak tekintjik. Ami-
kor egy eloszlés ismeretlen paramétereinek becslése céljibsl a mintaele-
mekbdl klilonbbz§ statisztikal mennyiségeket szdmitunk, ezek ugyancsak
véletlen mennyiségek lesznek, hiszen értékilk mintdrol-mintdra viltozik.
A szdmunkra érdekes statisztikal mennyiségek rehét valészinlségi vilto-
z6k kllonbbzl figgvényei, amelyek maguk is valoszinuségl vdltozok A ku-
16nbz6 statisztikal mennyiségek eloszldsdnak tdrgyaldsa elftt szukséges
megismerniink néhédny eloszlis-tipust, amelyeket a vai<szinliségeloszldsok
tdrgyaldsa sordn nem részleteztlnk,

Legyen a folytonos eloszidsu § valoszinUségi viltozo sUrliségfugové-
nye:

o X e XX hax>0

(5.14.1) f(x:0¢, p) =
» o egyébként

Itt a formuléban szerepl8 [(p) figgvény az un. paraméterli gamma
fuggvény, amelynek definicisja

) [= ]
(5.14.2) F ) = fxp'l e dx

o]

Konnyl belétni, hogy f(x; o¢, p} valéban sliriiségfliggvény, mivel
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= . (=, =]

(5.14.3) /xp'l e %% gy = 1 /(c:cx)""1 e O qoexy = B ey
: p P
[¢] o] :

©o

/f X3¢, p) dx=1.

o

Az f(x; o<, p) sUriiségfliggvénnyel biré ¥ val6szinlségi véltozot p-pa-
raméterli gamma eloszldsunak nevezziik, |

Sz4dmitsuk ki a p-paraméterli gamma eloszlds karakterisztikus flgg-
vényét|

. o0 co
s P - _ i

(5.14.4) Q(t)=feltxf(x; o, p)dx = & /xple (‘x 1t)xdx=—11t-—

s Mo J @ -i)p

Irt felhaszndltuk az (5.14.3) Osszefiiggést, amely komplex o¢ esetén is ér-
vényes, feltéve, hogy aunak valés része pozitiv eléjeld.

Az f(x; o, p) stirliségfliggvényben az o¢c és p paraméterek értékének
ktilonbtz6 megvdlasztdsdval kiilonboz8, a gyakorlatban fontos eloszldsokat
nyerlnk. Pl, p = 1 vdlasztisa mellett :

(5.14.5) | fiox, 1) =oce X

a jol ismert exponencidlis eloszlds, amely kilonboz6 élettartam vizsgdlatok-
kal vagy a vdrakozdsi idGvel kapcsolatban jitszik szerepet.

Ha az (5.14.1) siirliségfiggvényben ol = -;— » P =-2F: értékeket vélasz-

tunk, akkor az un. x2 eloszlds sliriségftiggvényét nyerjik:

a_ 4 X
1 -1 2 2
(6.14.6)  k )=£(57,5%)= e (x > 0)

o X
257
Ez az eloszlds igen jelent8s a statisztikai alkalmazdsokban. Fligget-

len normdlis eloszldsu valészintiségi vditozok négyzetdsszege X~ eloszlédsu,
Pontosabban fogalmazva, ha fl’ fz, cevs ?n figgetlen N (0,1) standard

- normdlis eloszldsu valdsziniiségi véltoz6k és
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(5.14.7) z =82 +82+ ...+ 35"
1 2 n

akkor a § véltozé slirliségfliggvénye az (5.14.6) formuldval megadott figg-
vény.

Ezen 4llitds beldtdsa céljdbol vizsgdljuk meg elfszbr az egyes vssze-
adandok eloszldsdt, Ha ¥ N (0,1) normélis eloszlisu és n= 'gz, akkor i
eloszlasfiggvénye:

(5.14.8) G)=P(n<x)= P(§2< x)=P(-¥X €§ < [X)= O(/x)= O (-x)=2Q (Ix)-1

Az 4 véltozs stirliségfiiggvénye

(5.14.9) g0 =20'0) 3yg= 7= 900 = 2}_ e 2- ?'1 x e
F2ix (7)

(M 3) =)

Tehdt az n= §2 val6szinliségi viltozé o =-;— y P = ‘17 paraméterekkel biré
gamma eloszlds. Az 7 véltoz6 karakterisztikus fluggvénye az (5.14.4) for-
mula alapjén:
(5.14.10 ©= ——

-14.10) % )= 1

(-2 it)2
Tekintettel arra, hogy az (5.14.7) bsszegben szerepl8 mindegyik
f? (t=1, 2, ..,) valésziniiségi viltoz6 elosz!dsa megegyezik az v, véltoz6
eloszldsdval, a S véltoz6 karakterisztikus fliggvénye

n

u 2 1 1
5.14.11) \.f\g(t) =.r|-a{fl (t) = Tl =

i=1

n
(1-2 it)2 {1-2 i!c)2

A {5.14.11) formulédt osszehasonlitva az (5, 14. 4) figgvénnyel, lithatjuk,
hogy ez utcbbi fliggvény az o= 1 : D= g paraméterekkel biré gamma el-

2
oszlds karakterisztikus figgvénye, vagyis v sHriségfiiggvénye az
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{5.14. 6) formuléval megadott filggvény, amelynek alakjdt n=1, n =2 és
n = 6 esetéhen a 48. dbra szemlélteti.

i
05 y |
\
\
t
\
04 ‘\
\
\\ A=l ————
asz l\‘ N=2 =——mmee
\ \ N=6
\\ \
\ \\
a2 Vo
v\
\ \
\\ \
a1 \
NN
\\ \\\
~ \\\
\\\ ‘\~~~
eyl S - n
0 2 4 6 8 b 4 174
48, 4bra

Az (5.14.6) formulédval kifejezett kn(x) slruségfliggvényt, amelyet
n darab fliggetien N(0,1) eloszldsu valészintiségi véItoz@ négyzetsszegé-
nek eloszldsaként nyertlnk, szokés n szabadsdgfoku X “-eloszlésnak is
nevezni. A szabadségfok értelmét a pontban vildgitjuk meg. Az (5.14.11)
karakterisztikus JUggvény segitségével kinnyen szdrmaztathatjuk az n-
szabadségfoku X

eloszlds momentumait. A vdrhat6 érték, illetve a sz6-
rasnégyzet kiszdmitdséhoz elegend6 tekintetbe venni, hogy

S22
GO = -3 [—(—;—+1)]{[1-2 it] ’ }t=0 = i (x%+2m)
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Ezek alapjén a (4.2.7) és (4.2.8) formulék figyelembevételével

(5.14.12) M(Z)=n; D°(g)=-n+n+20=2n

Ugyancsak a karakterisztikus fliggvény felhaszndléséval igazolhato
a X2 eloszlés un. additiv tulajdonsdga, amely abb6l 411, hogy két fugget-
len xz -eloszldsu valészinliségi vélléozd Usszege ugyancsak xz-eloszlé.su.
Ha ugyanis Sl n, szabadsdgfoku X“-eloszldsu, és ;2 n, szabadségfoku

xz-eloszlésu és 3‘1 és g, fuggetlenek, akkor a &= ;1 + ;2 Usszeg ka-

rakterisztikus fuggvénye a megfelel§ karakterisztikus fliggvények szorzata,
vagyis az (5.14.11) formulét figyelembe véve: '

| ™
-2 -2 .
® = . ®=@-21t) * . @-2i) 4=@-21)
P QH Q%

v yis a Z véltoz6 ugyancsak xz-eloszlﬁsu ny +n, szabadségfokkal.

Tehét fiiggetlen xz-eloszlésu valdszinliségi viltoz6k bsszeaddsaker a
szabadsdgfokok bsszegezfdnek, az iloszlés tipusa nem véltozik. Meg kell
azonban jegyeznlink, hogy ha sok ¥ “eloszlésu valésziniségl véltozét adunk
Ossze, amikor is a szabadsdgfok m4r elég nagy lesz, vagyis nagyszimu
fuggetlen N(0,1) eloszldsu val6szinuségi viltozé négyzetsszegével 4llunk
szemben, akkor a centrélis hatdreloszldstéte]l érvényesil és normilis el-
oszldshoz jutunk. M4r pl. n = 30 esetén a xz—eloszlés slrlségfilggvénye
alig kulonbozik egy normdlis eloszlés srliségétsll

b) A Student-féle t-eloszlds

A matematikai statisztika néhdny fontos problémdéja az aldbbi tipusu
hényados eloszldsdnak vizsgélatit kbveteli meg:

(5.14.13) t= I/H §
2 .2 2
VEl +§’2+... +§n

ahol ¥ 1 EZ' cees fn figgetlen N(0,1) normélis eloszldsu val6szinlis égi

valtozok .
A t val6sziniiségi véltozé slrlségfilggvényének meghatérozdsshoz
ki kell szdmitanunk mind a szdml4l6, mind a nevez6 siruségfliggvényét,
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majd alkalmaznunk kell a fliggetlen valdszinliségl vdltoz6k hdnyadosédnak
siiriiségfliggvényére vonatkozé formulét.

A 2,6 pont alapjén ismeretes, hogy ha az 7 valdszinliségl viltozs
egy ¥ valosziniiségi véltozonak folytonos fliggvénye: ,

7 =¢(%)
és a % vdlitozé s_lirllségfﬂggvénye f(x), akkor 7 sirlségfiiggvénye:

dCP (Y)
hy) = £ [@ (y)] —F

Szdmitsuk ki ennek alapjén az (5.14.13) tbxt szdmlél6jénak siirliségfiggvé-

nyét. Most % = Vn g, q)_l ¥ =;—_‘y,ﬂ‘i_~g& fn ¢ véltozs strlisége:
n T

1 n

e
F2®n

Az {5.14.13) tbrt nevezfjének siiriiségfilggvénye az n szabadsdgfoku
X 2-eloszlés siirliiségfligpvényének is meretében konnyen adédik, ugyanis a
nevezd Y_ ahol ; n - szabadségfoku ¥ -eloszlésu igy a nevez6 slirli-
sége:

h(x) =

2
Y
zyn-le 2
gy = P
- n
22 1 G)

Ha most a 't valészinuségi vdltozs stiriiségfiiggvényét s (x)—szel je-
161jik, akkor a (2.6.11) formula alapjim:

ot
w - ——
oo , ) -+ 3
s, ®) = [yh@&y)gy)dy=—""FT—"+ [y e dy
o - Vamn2Z PZ ©
-2 2

Alkalmagzva az n= (3(;1--&- 1)12— helyettesitést, az
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2 2 =
(5.14.14)s_= J u e du . n+l
" ft r(3) 4 fzn r‘f)(H{)T
n
- A

49, dbra

tsszefiggésre jutunk, amely a t véltozé siriségfliggvénye, s amely siirti-
séggel birs eloszlést Student-féle t-eloszldsnak nevezlnk, Ezt az eloszlést
el6szbr W.5. Gosset angol matematikus haszndlta, aki'"Student'4lnéven
publikdlta eredményeit. A X~ eloszldshoz hasonléan az (5.14.14) slirlsé-
gli elogzldst szokds a szabadségfoku Student-eloszldsndk is nevezni. Ezen .
eloszlés alkalmazdsaival a 9.4. pontban foglalkozunk. A Student-eloszlds
sliriségfliggvényét a 49, dbra szemlélteti.

ey X 2-eloszlésu val6szintiségi vditozék hdnyadosdnak eloszldsa

A matematikai statisztikéban, els@sorban a szérdsanalizisben felme-

riil a kbvetkez6 tipusu probléma: adva vannak a fl R fz, coor Eorm fuig-

" getlen N(0,1) normélis eloszldsu valsszinliségi véltoz6k, meghatdrozands a

2
n

2 2 2
§n+1+§ n+2+' -+ £ n+m

?f+§’§+...+f

(5.14.15) Z =
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hényados slrUségfliggvénye. Az el6zlek (5.14/a pont) alapjn l4thats, hogy

a tgrt szdmldléja n szabadségfoku Zz-eloszlésu, nevezfje pedig ugyancsak

X ~ -eloszldsu m szabadsédgfokkal, s a feltételezett fliggetlenség kovetkexz-

tében a sz4mlél6 fuggetlen a nevez6t6l. Ha a & véltozé sliruségfuggvényét

h(z)-vel jeldljuk, akkor a fuggetlen valésziniségl véltoz6k hdnyadosdnak sU-
. rilségfuggvényére vonatkozé (2.6.11) formula alapjén

n P +m Ty(l4z)
4 n - t+z
(5.14.16) h(z) = e dy =
2 n2+m l"('zll) T’(%l-) °
p{.'ﬂn_) Iz_l
_ 2 z" -1
N m n+m
regré) o+

d) A béta - elogzlis

Ttbb statisztikai alkalmazésnél, els6sorban a rendezett minték el-
méletében jétszik szerepet az un. béta eloszlés, amely a (5.14.15) formu-
ldval definidlt & val6szinuségi véltozs egy figgvényének a

3

xX= i¥s valoszinliségi viltozonak az eloszlédsa,

H k{x)-szel jeltljlik a %k véltoz6 eloszldsfiggvényét, akkor

X

r & 1/-5 3 -1

x x) = ————— —~—m dz
rG ra) 2y
Az integrandusban I—:-z— = t helyettesitést alkalmazva a
m
A4+ m X n -1
& 7 ) -1 2
(5.14.7) k{x)= ————— [t @1-t) dt (0 < x ¢1)
re G

Ez az un. Euler-féle béta integrél 0-t61 x-ig, amelyet szokds nem teljes
béta-fliggvénynek is nevezni. '
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A k(x) fuggvény speciélis esete az un. béta-eloszldsoknak. Altaldno-
sabb alakban (o, ) rendd béta eloszldsnak nevezzilk azt az eloszlést,
amelynek eloszldsflggvénye

X

-1 p-1
B ez)=ﬁl:(gi)%) f: Q- dt ©<x<l)
' o

Léthatjuk, hogy a k(x) filggvény Bn m (x) alakban irhat6, tehit
2" 2 :
(% s _r;_) paraméterl béta eloszlds,

5.15 A nagy szamok térvényének Bernoulli-féle alakja

A gyakorlatban igen sokszor 1ép fel az a probiéma, hogy valamely
bennlinket érdekl6 A esemény ismeretlen P(A) = p valdszinlségét n

szdmu kisérlet alapjén a -E i'elattv gyakorisédggal kbzelitve, mennyire tér
el a relatlv gyakorisfg az ismeretlen val6szinlségt6l. Arrél a tényr6l, hogy
n esetén a i— relativ gyakorisdg tetszlleges kevéssel tér a p valészinl- -

ségtfl, meggy6z benniinket a nagy szdmok tbrvényének Bernoullit6l szdrma-
z6 megformulizédsa.

Alkalmazzuk a Csebisev egyenlftienséget a binomidlis eloszldsra,
A (3.3.11) formuléval kifejezett

1
P(|f-M (§)|>as)sT
tsszefliggésben €=k, M (F) =np, 6= npq helyettesitéssel:
P(|k-np|>AVnpg)s —%

A
A zdr6jelen bellili egyenlftienséget n -nel osztva:

P(|§-p|>af-§-)si2—

Vezesslik be a Av %— = £ jeltlést, ekkor
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Tehét:
(5.15.1) p(|E-p|> )60y
T : 1°P 4ng

Az (5.15.1) Usszefliggés a nagy szdimok tbrvényének Bernoulli-féle alakja.
(5.15.1) jobb oldala n— + co esetén nyilvdn zérushoz tart, ami azt jelenti,
hogy a kisérletek szdmét korldtianul nbvelve, a relativ gyakorisdgnaka
val6szintségt8l valé eltérése tetszlleges nagy biztonséggal el6irt kicsiny
lesz. A gyakorlatban nincs m6dunk a kisérletek szdmdt korldtlanul novel-
ni, ezért elsédleges érdekességil szdmunkra, hogy rogzitett n esetén

mekkora lesz nagy val6szinlséggel a ;lk- relativ gyakorisdgnak a p val6-
szinliségtdl valo eltérése, illetve milyen nagyra kell n-et, a kisérletek szé-
mét vélasztani ahhoz, hogy a |§ - pl eltérés elfirt € -ndl kisebb legyen.

Erre a kérdésre az (5.15.1) Osszeflggés alapjn is vdlaszolhatnénk, ekkor
azonban a szlikségesnél nagycbb n értéket nyernénk. Ennek okét a (3. 3)
pont végén tett megjegyzésiink vildgitja meg. _

LAttuk, hogy a binomindlis eloszlds az 5,10 pontban emlitett feltéte-
lek kozbtt normilis eloszldssal kozelithetS. A 2, téblizatbsl 14thats, hogy
egy normilis eloszldsu ¥ val6sziniségi véitoz6 igen nagy valészinliséggel
kevesebbel tér el a vdarhat6 értékéedl, mint sz6rdsdnak a hiromszorosa,
azaz

“P(|€-m|<36 )=~ 0,997

Tehét kuzelitSleg ugyancsak 0,997 amnak a valészinlisége, hogy az
A esemény k gyakorisdga az np vdrhat6 értékéi6l kevesebbel térjen el,
mint szérésdnak a hdromszorosa, tehét
(5.15.2) P(|k-np|<3Vux )=0,997

Més szavakkal olyan kevéssé valészintl, hogy a | k - np | nagycbb le-
gyen, mint 3 ¥ npg, hogy gyakorlatilag alig kell vele szdmolnunk. Ez az
un, 3 & -szabdly.

Az (5.15.2) képletben szabad az egyenlftlenség mindkét oldaldt n-nel
osztani, anélkiil, hogy a val6sziniiség megvditozzék, azaz

(5.15.3) p(fE-p] <3 ‘(-En—g-)::{],%?
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